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En trafikmodell

LEIF ARKERYD

Goteborgs Universitet

Tank dig en korfil pa en landsvég eller motorvag, modellerad som
z—axeln i positiv riktning (fig.1), och med krysset z; som mittpunk-
ten for bil nummer j pa vigen.

Fig.1

Da blir forstas @,(t) = dz;/dt hastigheten och Z;(t) = d?z;/dt?
accelerationen av bil j. For enkelhets skull antar vi att alla bilar har
samma langd L.

Om du sitter pa en kulle eller ett berg och tittar pa vagen i fjarran,
sa ser du i stallet for de enskilda bilarna en sammanhangande strom
(atminstone i tét trafik), som verkar ha en hastighet u(z,t) i varje
punkt = och vid varje tidpunkt ¢ (u(x,t) kallas ett hastighetsfalt).
Du upplever ocksa att bilstrommen har en tdthet o(xz,t) som beror
ocksa den pa x och t. I lampliga enheter kan antalet bilar N pa
striackan [0, X| anges som N = p- X om tédtheten &r likformig, och
som N(t) = fOX o(x,t)dz i det allménna fallet (fig.2).
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Det ar klart att om X &r hela vagens ldngd, sa blir medelan-
talet bilar per langdenhet o = N/X, och om X = L sa blir typiskt
o(x,t) = 1/L om det finns en bil i punkten x, och o(x,t) = 0 om det
inte finns nagon bil dar. (For bil ¢ blir dessutom w(x;(t),t) = &;(t).)

Saledes for att fa en rimlig mening av begreppet biltdthet bor
vi observera vagen bortifran en punkt, dar en bekvamt observerbar
stracka ar mycket storre an L och mycket mindre an vagens langd.
Detta definierar begreppet naturlig skala for vagstrackor i den har
diskussionen.

OVNING 1. Omsétt ovanstaende i ett praktiskt experiment pa nagon

kraftigt trafikerad végstriacka [0, X] i din nérhet.

a) Fotografera végstriackan med en halv timmes mellanrum under en
halv dag, och uppratta for varje tidpunkt tre diagram som i fig.2.

b) Upprita for en lamplig tidpunkt en kurva som beskriver medeltét-
heten pa stréckan [0,z], 0 = N(z)/x som funktion av z, 0 < x <

X. Observera att tathetskurvan fluktuerar kraftigt for sma = for

att stabiliseras nar x blir storre.

Om tatheten o och hastigheten u ar konstanta, d v s oberoende
av x och t, sa ar bilflodet q, d v s antalet bilar som passerar en punkt
x per tidsenhet, lika med o0-u, d vs ¢ = 0-u. Detta galler aven om
q, 0,u &r tidsberoende och rumsberoende (varfor?).
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Om véagstrackan [a,b] saknar till- och avfarter, sa ges dndringen
av antalet bilar déar pa tiden At, d v s N(t + At) — N(t), av antalet
bilar som kommer in i x = @ minus antalet som gar utix =0b6,d v s
av At(q(a,t) — q(b,t)). Tas nu gransvérdet av

(N(t+ At) = N(t))/At = q(a,t) — q(b,1),

sa erhalls

b
N(t) = q(a,t) — q(b,t), eller %/ o(x,t)dr = q(a,t) — q(b, ).

Detta ar en konserveringslag i integralform (= global form) fér an-
talet bilar. Om derivatan far flyttas under integraltecknet ger detta

b
() | 4 elantyde = atast) — a.)

Fast nédr en funktion som o har beror pa bade variabeln ¢ och para-
metern x, sa talar man om den partiella derivatan med avseende
pa t och skriver detta % o(x,t). Analogt om t betraktas som en
parameter och x som variabel, sa skrivs derivatan med avseende pa
x som %Q(%,t). Hogerledet i (1) kan skrivas

q(a, q(b,t) /833 (x,t)d /&c (z,t)d

och vi far alltsa

[f(i @t%+£ﬂuw0dx:a

Den enda kontinuerliga integrand som ger integralen noll for varje
val av a och b dr O—funktionen. (Visa det!) Alltsa géller

(2) gt o(z,t) + % q(z,t) = 0.
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Ett samband som (2) mellan en funktion och dess partiella deriva-
tor kallas en partiell differentialekvation. Da ju ¢ = u - o, kan den
ocksa skrivas

0 0
(3) §@+%(u-@)—0-

Detta ar den forra konserveringslagen for antalet bilar, fast nu i
differentialform (= lokal form). For att kunna losa ekvationen (3)
behovs information om hastighetsfaltet u. Det ar klart att u beror
av trafiktatheten; dérfor ar ett rimligt antagande u = wu(p). Vi
vet erfarenhetsmassigt att ju farre bilar, desto fortare kor bilisterna.
Darfor antar vi att, nar vagen ar tom, u = umax ar maximal, t ex
en klar sommardag lika med bilarnas maximalhastighet pa en tysk
motorvag, eller lika med den maximalt tillatna hastigheten pa en
svensk landsvég, medan den kanske bara ar 20 km/tim en vinterdag
med underkylt regn. Det ar ocksa rimligt att hastigheten minskar

nar tatheten okar, det vill saga g—g < 0 — ner till noll strax under

0 = Omax = 1/L.
Eftersom flodet ¢ = ou(p), sa géller ocksa ¢ = ¢(0). Uppen-
barligen d&r ¢ = 0 om ¢ = 0, eller om u(p) = 0 som for 9 = Pmax-
Daremellan tar vi flodet positivt, och ett plausibelt utseende ar
qV\
0

>

pmax

med bl a j%g <0,dvs d—g minskar da ¢ okar. Detta ger g—g

utseendet
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OVNING 2. Berékna ¢ och rita kurvorna for u(p), ¢(0) och dg/do om
u(0) = Umax (1 — 0/ 0max) d&r Umax 0Ch Pmax ar konstanter. Vad blir
det maximala trafikflodet?

OvVNING 3. Tink dig en halvodndlig landsviig 0 < z < 0o (alltsa
idealiserad av modelleringsskal), och antag att o(z,t) ar 0 for stora
varden pa x. Om det inte finns nagra av— eller pafarter, visa ur (2)
att antalet bilar pa vagen vid tiden t ar

N(0) + /O 2(0, 5)ds.

OVNING 4. Om x(t) &r rorelsen av en bil i trafikflédet, sa ar @(t) =
u(x(t),t), och accelerationen #(t) ges av kedjeregeln

@) Sul).0) = o ulalt),0) + o (ula(t), ) (D),

Antag att accelerationen i detta fall ocksa ges av —a?p~100/0z, med
a en positiv konstant. Anvénd (3) for att visa att om u = u(p) €j ar
konstant sa foljer att du/dp = —a/p. LoOs denna ordinéra differen-
tialekvation under randvillkoret u(gmax) = 0. Diskutera varfor den
ickekonstanta 16sningen (som utmérkt beskriver métdata fran flera
kraftigt trafikerade tunnlar i USA) inte kan vara sérskilt bra som
modell for sma tatheter.

OVNING 5. Forklara utan att anvinda matematiska formler varfor
f;((f)) o(x,t)dzr ar konstant, d v s oberoende av t, om a(t) och b(t) ar
laget vid tiden ¢ av tva bilar som ligger i trafikflodet.

OVNING 6. Antag att u = konstant = ¢. Infér de nya variablerna
¥/ = x — ct och t' = t. Anvind kedjeregeln (4) for att visa att
konserveringslagen (3) 6vergar i ekvationen dp/dt" = 0 i de nya ko-
ordinaterna.
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For fix parameter x’ far vi alltsa o(a’ + ct’,t') = konstant. For
olika, 2’ kan konstanten valjas olika, som en funktion f av a’, d v s
o(x' +ct’' t') = f(a'), eller o(x,t) = f(x — ct). Saledes ar o konstant
langs varje karakteristisk x — ct=konstant.

OvNING 7. Rita for ¢t = 1,2,3 kurvan (z, o(x,t)) om o(z,0) =
(1 +sinz)/10 for 0 < z < 7w och p(z,0) = 0 annars, samt u =
konstant = 10. Du ser alltsa en tathetsvag som ror sig i x-axelns
riktning.

Eftersom enligt (4)

@ gty 1)) = 22 + 924

ot Oz
sa géller att en observator i z(t) vid tiden ¢ ser &ndringen i tdthet som
summan av tathetsdndringen 0p/0t i punkten z(t), och férandringen
som beror pa att observatoren ror sig in i ett omrade med kanske en
annan trafiktathet. Speciellt om & = ¢, sa foljer observatoren med
strommen och d/dt(o(z(t),t)) = 0, d v s den ser ingen &ndring i
fallet u = c.

For att komma vidare i studiet av den héar trafikflodesmodellen,

kan du lana boken Mathematical models av R. Haberman (Prentice
Hall 1977).

OVNING 8. Anvind den boken for att analysera vad som hénder nir
a) trafiken startar vid gront ljus (avsnitt 72),

b) nér trafiken stannar vid roétt ljus (avsnitt 78),

c¢) hur chockvagor byggs upp i omraden dér trafiktdtheten okar (av-

snitt 79-82).

Pa liknande sitt kan man diskutera floden av gaser uppbyggda av
individuella molekyler. Ekvationen blir snarlik, och man far ocksa
sadana ekvationer for andra konserverade storheter som energin. De
har ekvationerna har varit kénda i ndrmare 200 ar, men att 16sa dem
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utgor fortfarande ett aktivt och komplicerat forskningsomrade inom
matematiken, dar nastan varje verkligt framsteg har fysikaliska och
ingenjorsmassiga tillampningar.



