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Iteration av kvadratiska polynom
LENNART CARLESON

KTH och Uppsala universitet

Inledning. Man tror garna att matematiken ar en fardig byggnad
dar forskarna nu for tiden bara putsar av och forfinar de gamla teori-
erna. Det problem vi skall diskutera visar med all tydlighet att detta
ar en helt fel forestallning.

Den vanliga beskrivningen av naturfenomen ar genom lineara ek-
vationer. Om ekvationen ej ar linear, gor man linedara approxima-
tioner, ty dessa ar de enda for vilka man har en bra teori. Genom
datamaskinerna har man fatt mojlighet att med rakningar och bilder
studera hur icke-linedra ekvationer kan upptrada. Det ar en sallsam
varld som trader fram, se t.ex. [1l], och denna &r mycket ndrmare
verkligheten an den vanliga beskrivningen. Vi skall narmare studera
ett enkelt sadant problem hér.

Om a ar ett tal mellan 0 och 2, 0 < a < 2, sa antar funktionen

y = 1 — ax? bara viarden mellan —1 och 1 da x ocksa ligger mellan
—1 och 1.
(0,1)

(—1,0) (1,0)

[N

Detta betyder att vi kan borja i nagon punkt xg, rakna ut z; =

1 —ax?, xo =1—az?,... och fi en oandlig foljd tal zg,x; ... alla i

(—1,1). Detta kallas en iteration av funktionen 1 — ax?.
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1. Gor ett dataprogram som utfor detta.

2. Nar vi har en foljd zg,z1,...,z,: GOr ett dataprogram sa att vi
kan se hur punkterna fordelas i (—1,1), ett histogram.
Funktion z? kan naturligtvis bytas mot en annan funktion. Vi

skall vara intresserade av jdmna, monotont vaxande funktioner ¢(x)
med ¢(0) =0, ¢(1) = 1.

3. Gor ett program for iteration av en godtycklig sadan funktion

1 — ap(z).

Vi atergar till p(z) = z2. Prova lite olika startpunkter zy och
a—varden.

Man ser att for relativt sma a, sa hopar sig {z,, } i en punkt, sedan
i flera punkter och nar a ar over 1.5 ser det ut som en kontinuerlig
fordelning, speciellt nar a ligger nara 2.

Man kan askadliggora en iteration med foljande figur

a=20,5

o o X3T1

F :1— ax? = z kallas fixpunkt.
Man ser att nar a < 0.75 gar spiralen in mot F'. Detta beror pa
att 1 — ax? har en derivata i F' som #ar mindre &n 1.
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4. Bevisa detta: bade pastaendet om derivatan och att zg,x1, zo,...
da for godtycklig startpunkt narmar sig F'.
5. For a = 0.75 ar derivatan = —1. Vad hander nu?

Nar vi experimenterar ser vi att for 0.75 < a < 1.25 sa hoppar
punkterna mellan tva varden. Vi uttrycker detta sa att punkterna
xo, 1, ... attraheras till en cykel av langd 2.

Matematiskt innebar detta att funktionen

f(z) =1—a(l —az?)?
har en fixpunkt: f(z) = x, dar |f'(z)| < 1.

6. Bevisa att denna utsaga ar sann precis for a < 1.25.

Vi ser ocksa att det inte spelar nagon roll hur vi valjer xy. Foljden
far alltid samma upptriadande.

Nar vi sedan later a vixa (ganska langsamt) ser vi att forst far
vi en cykel av langd 4, sedan av langd 8, etc. Om vi kallar det a—
virde dar foljden slar om fran att attraheras till 2" punkter till 271
punkter for a,, sa galler alltsa:

ag = 0.75, a; = 1.25;

a, vaxer men narmar sig inte 2 utan nagonstans kring 1.41 finns ett
gransvarde aqo.

7. Gor ett dataprogram som bestammer a,, sa noggrant som mojligt.

Detta ar inte helt latt. Skillnaden mellan a,, och a, 41 blir snabbt
liten och det fordras eftertanke att hitta pa ett bra satt att avgora
om vi narmar oss 2" eller 2"t punkter. Programmet bor fungera
upp till n =8 — 10.

8. GOr upp en tabell over talen
(p — oy
by, = In —n-1,

anp41 — Qn

Vi ser att talen b,, ser ut att narma sig ett visst gransvarde.
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9. Byt nu ut 22 mot ¢(x) men se till att ¢”(0) # 0, och gér samma
berakningar av a,, och b,.

10. Vilj ytterligare en funktion ¢(x).

Du har nu upptackt en naturkonstant av samma typ som 7. Pa
just detta satt upptacktes denna omkring 1980 av Feigenbaum och
kallas Feigenbaums konstant. Tolkningen av experimentet ar ganska
djup matematik.

11. Gor nu samma experiment med z? och funktionen p(z) med
©"(0) = 0 men !V (0) # 0.

Du upptéacker att vi nu far en annan konstant.

Nar vi sedan fortsatter att gora vart grundexperiment for a >
(o tenderar fordelningen av punkter att bli mer och mer kaotisk.
Insprangt bland a—varden med kaotiskt uppforande finns fall med
korta attraktiva cyklar.

12. Forsok att hitta ett a—varde med attraktiv cykel av langd 3.
Det enda a—varde dar man har en jamn fordelning av iterations-
punkter ar a = 2.

13. Gor histogram over fordelningen av punkter for a = 2. Vilken
fordelning kan det vara?

For att ldattare kunna besvara den sista fragan kan vi byta vari-
abler. Om vi gor samma byte for bade x och y betyder det bara att
vi andrar skalan. Ett lampligt byte ar

T =—cosu, y=—cosv, y=1-—2z°

14. Vilket blir sambandet mellan v och v och vilken fordelning far
u—virdena? Aterga sedan till 13.
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