173

Pythagoreiska trianglar
STEN KAIJSER

Uppsala Universitet

Kort beskrivning av specialarbetet. Pythagoreiska trianglar
har varit kdnda i minst 4000 ar och kanske annu langre. De utgor
darmed ett av de aldsta vittnesborden om matematisk aktivitet. Spe-
cialarbetet syftar till att visa hur modern algebra kan anvandas for
att forsta gamla problem. Detta specialarbete kan girna kombine-
ras med specialarbetet Om gaussiska primtal av Christer Kiselman,
sa att nagon eller nagra arbetar med pythagoreiska trianglar och
nagon/nagra andra gor specialarbetet om gaussiska primtal. Det
bor papekas att detta arbete kan utféras dven av den som inte har
tillgang till dator (eller ens fickrédknare), men att flera av uppgifterna
kan undersokas noggrannare for den som har en dator.

Kort historik. Pythagoras’ sats tillhor de aldsta vittnesborden om
méansklig matematisk aktivitet. Vi far alla i skolan lara oss om den
Egyptiska triangeln med sidorna 3, 4 och 5, och vi far ibland hora att
egypterna anvande denna triangel for att astadkomma rata vinklar
nir de byggde sina pyramider. Aven om detta formodligen inte &r
sant, helt enkelt for att de antagligen foredrog att tillverka vinkel-
hakar, sa ar det forvisso sant att egypterna redan for tre och ett halvt
artusende sedan kénde till bade denna triangel och andra ratvinkliga
trianglar vars sidor ar heltal. Det som férmodligen ocksa ar sant ar
att antingen PYTHAGORAS sjalv?!, eller nagon i hans skola, faktiskt
bevisade bade satsen och dess omvandning.

I Pythagoras kom till staden Kroton i sédra Italien omkring ar 530 f.Kr.och
var verksam dér till sin déd ungefar 30 ar senare.
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PYTHAGORAS’ SATS. Om T dar en rdatvinklig triangel med kateterna

a och b och med hypotenusan c si rader sambandet a® + b* = 2.

OMVANDNINGEN TILL PYTHAGORAS’ SATS. Om T’ dar en triangel

2

med sidorna a,b och ¢ sddan att a® +b* = ¢ sd dr T' rdtvinklig med

kateterna a och b och med hypotenusan c.

Det ar daremot inte sant att Pythagoras eller pythagoréerna upp-
tackte satsen. Av bevarade kilskrifter framgar att babylonierna i
Mesopotamien kande till ett flertal s.k. pythagoreiska taltripplar,
d.v.s. taltripplar av naturliga tal (a, b, ¢) sddana att a? + b* = 2.
Sadana tripplar var kinda aven i Indien vid ungefar samma tid som
Pythagoras var verksam i Grekland, och mojligen hade de redan da
varit kdnda i tusentals ar.

Vi kommer i fortsattningen att sdga att en ratvinklig triangel T
vars alla tre sidor har heltalslingd &r pythagoreisk (eller en pythago-
reisk triangel). Vi kommer likasa att séga att en taltrippel (av natur-
liga tal) (a, b, ¢) dr pythagoreisk om a? +b? = ¢2. Samtidigt bor det
papekas att vi inte skiljer mellan taltripplarna (a, b, ¢) och (b, a, c)
eller mellan en viss triangel och dess spegelvandning.

Som vi ocksa far lara oss ledde Pythagoras sats till upptackten
av irrationella tal — nagot som fick stor betydelse for den grekiska
matematiken. (Annu storre betydelse lar denna upptackt ha haft for
den som gjorde den, eftersom han som straff kastades overbord vid
nasta sjoresa — kom sedan inte och pasta att matematisk forskning
ar riskfri.)

Pythagoreiska taltripplar har varit kanda i tva och ett halvt ar-
tusende och aven generella metoder att konstruera dem har varit
kénda, atminstone sedan 300-talet (e.Kr.) av bade kinesiska och vés-
terlandska matematiker. Den som i vast angav en metod var Diofan-
tos. Aven om metoder att konstruera dem alltsa varit kinda drojde
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det lange innan man kunde ge en fullstandig teori som direkt kunde
beskriva mangden av alla mojliga pythagoreiska trianglar. Den som
l6ste problemet var PIERRE FERMAT (1601 - 1665) som bevisade
foljande vackra resultat.

SATS 3. Ett primtal p kan skrivas som en summa av tva (heltals-)
kvadrater om och endast om p = 4n + 1.

Vi ska senare se vilken roll denna sats (och dess konsekvenser)
spelar for beskrivningen av pythagoreiska trianglar.

Ett viktigt bidrag till forstaelsen av pythagoreiska trianglar gavs
av GAUSS (1777 - 1855), som med introduktionen av det komplexa
planet och de s.k. Gaussiska heltalen skapade nya mojligheter att
anvanda algebraiska metoder for studiet av pythagoreiska trianglar.

Nagra forberedande observationer. Innan vi overgar till att
studera pythagoreiska trianglar med algebraiska metoder ska vi borja
med nagra enkla observationer. Lat oss till att borja med inféra ett
slags ordning pa méangden av dem, sa att vi kan tala om att en
triangel &r mindre &n en annan, genom att i forsta hand ga efter
langden av hypotenusan och i andra hand efter langden av den kor-
taste kateten. Detta innebar t.ex. att (12, 16, 20) &r mindre &n (7,
24, 25) och att (7, 24, 25) ar mindre an (15, 20, 25).

1. Visa att de tre minsta pythagoreiska trianglarna, med avseende
pa denna ordning, ar (3, 4, 5), (6, 8, 10) och (5, 12, 13).

En forsta naiv fraga som man kan stélla sig néar det géller pythago-
reiska trianglar &r om alla (naturliga) tal kan vara sida i nagon sadan.
Svaret pa denna fraga far ni genom att 16sa foljande uppgifter.

2. Lat u vara ett udda tal (> 3). Visa att det finns ett tal b sa
att triangeln (u, b, b+ 1) ar pythagoreisk. Bestam ocksa sambandet
mellan b och wu.
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3. Lat j vara ett jamnt tal (> 4). Visa att det finns ett tal a sa att
(j, a—1,a+ 1) &r pythagoreisk. Bestdm sambandet mellan a och j.

4. Kan 1 eller 2 vara sidor i en pythagoreisk triangel?

Dessa uppgifter visar att alla naturliga tal, utom 1 och 2, kan
forekomma som kateter i en pythagoreisk triangel, sa att den natur-
liga foljdfragan ar darfor om alla tal ocksa kan vara hypotenusor. For
att fa en idé om svaret pa denna fraga bor ni innan ni laser vidare
losa foljande uppgift.

5. Det finns 10 pythagoreiska trianglar med en hypotenusa < 29.
Bestam dessa.

Ledning: Alla utom en av dessa pythagoreiska trianglar kan erhallas
med hjilp av de tva foregaende problemen. Om ni inte kan hitta den
sista nu kommer ni sakert att gora det da ni last lite langre.

Rakning med tal. Nar vi som barn borjade med rakning eller
matematik i skolan sa fick vi borja med att rakna fran 1 till 10. Snart
fick vi lara oss addera dessa tal och vi fick rakna langre och langre
tills vi sa smaningom fick en kénsla av att det fanns (ndstan?) hur
stora tal som helst. Detta innebar att vi hade en aning om mangden
N av naturliga tal. Innan vi kom sa langt hade vi ju naturligtvis
borjat med subtraktion och som ett resultat av denna borjade de
negativa talen tranga in i vart medvetande. Vi fick ocksa ldra oss
multiplikation och aven division. I samband med att vi larde oss
multiplikation upptéickte vi ocksa att vissa tal stdndigt dok upp i
svaren medan andra aldrig gjorde det, vilket forklarades (i samband
med divisionen) av att vissa tal hade manga delare medan andra
hade fa eller ibland inga alls. Pa sa satt fick vi lara oss om prim-
talen. Sedan visade det sig att division inte alltid gick jamnt upp, sa
att vi blev tvungna att lara oss att rakna med brak. Vi larde oss att
multiplicera och dividera brak, vilket var latt sa snart vi lart oss att
forkorta brak. Det var svarare att addera och subtrahera braken och
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for det tvingades vi lara oss begrepp som minsta gemensam multipel
och storsta gemensamma delare. En viktig egenskap hos de naturliga
talen som vi fick lara oss, men som vi aldrig fick se nagot bevis for
var satsen om entydig primtalsfaktorisering.

Efter nagra ar i skolan kunde vi darfor handskas med om inte
méangderna sjilva sa atminstone elementen i dem for saval mangden
av alla hela tal Z som méngden av rationella tal (kvoterna, quotients)
Q. Nagot senare larde vi oss funktioner och borjade ddrmed ldra oss
att arbeta med reella tal, och t.o.m. mangder av reella tal. Efter-
som vi ocksa fick lara oss att 16sa andragradsekvationer sa fick vi
atminstone hora talas om det mystiska talet i, d.v.s. kvadratroten ur
—1, och om de komplexa talen.

6. Ett komplext tal z = a + bi kan skrivas som z = r(cos 6 + isin 0),
varvid r = |z| = va? 4+ b? och tanf = b/a.

Om z=a+bi=r(cosf+ isinbh)
och w=c+di=s(cosp+isiny)

sa ar
2w = (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i = R(cosy + isinp).

Bevisa att
(i) 2w = wz och att
(i) R=1rs och ¥ = 0 + ¢.

Pa universitetet far man lara sig mer om komplexa tal, men eftersom
de oftare forekommer i samband med analys dn med algebra, sa
agnas de hela komplexa talen ingen storre uppmarksambhet. Anda ar
dessa, mangden av s.k. Gaussiska heltal, en bade viktig och intressant
matematisk struktur. Denna méngd brukar skrivas som Z(7) for att
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ange att den innehaller dels méngden av heltal Z, dels talet i = v/—1.
Den grundlédggande egenskapen ar att Z(7) ar en Ring vilket betyder
att man kan bade addera och subtrahera och dessutom multiplicera
tva gaussiska heltal med varandra (och resultatet blir pa nytt ett
gaussiskt heltal). Mangden Z(i) och operationerna pa den definieras
pa foljande sitt:

Lat a, b, c och d vara heltal. Da ar a + bi och ¢+ di gaussiska heltal.
Vidare definieras summan och produkten som for vanliga komplexa
tal, d.v.s. genom att

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i och
(a4 bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Innan vi fortsatter kan det vara lampligt att antyda sambandet
mellan gaussiska heltal och det problem som vi egentligen haller pa
med d.v.s. att pa nagot satt beskriva mangden av alla pythagoreiska
trianglar. Vi ska gora detta genom att infora annu en tolkning av
dessa genom att siga att gaussiskt heltal z = a + bi ar pythago-
reiskt om |z| (= Va2 + b?) dr ett (vanligt) heltal. Vi kommer i
fortsattningen helt enkelt att tala om pythagoreiska tal, varvid det ar
underforstatt att talet ar ett (pythagoreiskt) gaussiskt heltal. Detta
ger oss tre satt att uppfatta pythagoreiska trianglar, som trianglar,
som taltripplar eller som gaussiska heltal. Vi ska snart se att den
algebraiska strukturen hos Z(i) gor det mojligt att ge en enkel och
tilltalande beskrivning av de pythagoreiska talen. Eftersom vi inte
skiljer pa de pythagoreiska tripplarna (a, b, ¢) och (b, a, c) ar det vért
att notera att talen a+bi och b+ a7 ger samma pythagoreiska triang-
el. Dessutom ar det praktiskt att dven tillata att realdelen och/eller
imagindrdelen av ett pythagoreiskt tal ar negativ. (Om z = a + bi,
sa ar realdelen R(z) = a och imagindrdelen &(z) = b.) Sammantaget
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innebér detta att alla de (vanligen) atta talen +a + bi och + b+ ai
svarar mot samma pythagoreiska triangel.

De Gaussiska heltalen. Det vi narmast ska dgna oss at ar primtal
och primtalsfaktorisering i Z(7). Vi ska borja med nagra definitioner.

DEFINITION 1. Om z och z ar gaussiska heltal sa sidgs x vara en
delare i z om det finns ett gaussiskt heltal y sadant att xy = z.

DEFINITION 2. En delare i talet 1 kallas for en enhet (i Z(3)).

DEFINITION 3. Tva gaussiska heltal x och y sidgs vara associerade
om det finns en enhet € 1 Z(7) sa att x = ey d.v.s. om kvoten mellan
dem ar en enhet.

Vi ska anvianda den vanliga beteckningen x|z for att ange att x &r
en delare i z. Om x|z och varken x eller y = z/x &r enheter sa sigs
x vara en akta delare.

For att kunna tala om primtalsfaktorisering maste vi naturligtvis
forst och framst veta vad ett primtal (i Z(7)) &r.

DEFINITION 4. Ett gaussiskt heltal p kallas for ett primtal (i Z(i))
om det inte har nagon dkta delare i Z(7).

Ett viktigt hjalpmedel for att bevisa satser om naturliga tal ar
induktionsprincipen, d.v.s. det faktum att en icke-tom méangd av
naturliga tal har ett minsta element. Induktionsprincipen kan an-
viandas dven vid studiet av hela tal eftersom |n| alltid &r positivt
(eller atminstone icke-negativt), sa att varje méngd av hela tal in-
nehaller nagot (mgjligen t.o.m. 2) tal med minsta belopp. For att
pa motsvarande sitt kunna anvanda induktion dven vid studiet av
Z(1), sa behover vi en lamplig funktion som till varje gaussiskt heltal
tillordnar ett (vélvalt) naturligt tal. For detta behéver vi ytterligare
ett par nya begrepp.
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DEFINITION 5. Om z = a + bi &r ett gaussiskt heltal (eller mer
allmént ett komplext tal) kallas talet z* = a — bi {6r det konjugerade
talet till z, eller for z-konjugat.

7. Visa att (2*)* = z och att z = zy om och endast om z* = z*y*.
8. Visa att z ar ett (gaussiskt) primtal om och endast om z* &r det.

9. Lat x vara ett gaussiskt heltal och lat n vara ett naturligt tal.
Visa att x|n medfor att x*|n och att n|r medfor att n|z*.

DEFINITION 6. Om z = a + bi ar ett gaussiskt heltal, sa kallas talet
N(z) =z =22 = 22" = a® + V2

for normen av z.

ANMARKNING. Vanligen anvinds ordet norm i modern matematik
for ndgot som snarare motsvarar |z| dn |z|? men for gaussiska heltal
infordes benamningen redan av Gauss och det har darfor forblivit
den gangse beteckningen.

10. Visa att N(z*) = N(z)
Eftersom normen av ett gaussiskt heltal alltid ar ett naturligt
tal sa innehaller varje (icke tom) méngd av gaussiska heltal, nagot

element med minimal norm. En annan viktig egenskap framgar av

foljande uppgift.

11. Visa att normen &r multiplikativ d.v.s. att N(zw) = N(z)N(w).
Detta innebar att om x|z i Z(i), sa ar N(z)|N(z) i Z.

12. Visa att z &r ett primtal i Z(i) om N(z) &r ett primtal i Z.

13. Visa att z &r en enhet i Z(7) om och endast om N(z) = 1 och

bestdm alla enheter 1 Z (7).

14. Visa att om z # 0 ar ett gaussiskt heltal, sa finns det nagon
enhet € (i Z(4)), sadan att om w = €z sa &r
(i) realdelen av w positiv, och
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(ii) antingen &ar beloppet av imagindrdelen strikt mindre &n realdelen
eller sa ar den lika med realdelen (och darmed positiv). Detta innebér

att
(x) —Rw) < F(w) < R(w).

RITA FIGUR!
(Vi ska séga att ett primtal ar skrivet pa normalform om (%)
géller.)
Innan vi fortsatter ska vi gora en enkel observation som omedel-
bart kommer att ge oss ett latt satt att konstruera pythagoreiska
trianglar.

15. Visa att det nodvandiga och tillrackliga villkoret for att ett
gaussiskt heltal z ska vara pythagoreiskt &r att dess norm N(z) &r
en jamn kvadrat.

ANMARKNING. Detta innebér att om w = 22 sd ar N(w) = N(2?) =
N(2)N(z) = N(2)? sa att talet w ar pythagoreiskt (om det inte ar
rent reellt eller rent imaginart).

16. Av de 10 pythagoreiska trianglar med hypotenusa hogst 29,
som du (férhoppningsvis) hittat, sa kan alla utom tva erhallas som
kvadrater. Bestam vilka som inte ar det.

Den entydiga primtalsfaktoriseringen i Z(i). Vi ska borja med
att formulera och bevisa den latta delen av satsen om entydig prim-
talsfaktorisering, namligen att en faktorisering existerar.

SATS 4. (Ezistensen av primtalsfaktorisering.) Varje gaussiskt hel-
tal, som inte ar en enhet i Z(i), kan skrivas som en produkt av
primtal.

Bevis. Vi ska anvanda induktion och borjar med att observera att
om N(z) = 2 sa ar z ett primtal, helt enkelt darfor att om 2 ar en
produkt av tva naturliga tal sa maste nagot av dem vara 1. Vi antar
nu att alla gaussiska heltal med en norm som ar mindre &n n har en
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primtalsfaktorisering och att z ar ett gaussiskt heltal med normen
n. Om z ar ett primtal sa ar det sin egen primtalsfaktorisering och
da finns det inget mer att bevisa. Om 2z inte ar ett primtal kan vi
skriva z = xy dar bade = och y ar dkta delare. Eftersom N(z) =
N(z)N(y) (och bada &r storre &n 1) sa ér 2 < N(z) < N(z) och 2 <
N(y) < N(z), sa enligt antagandet har bada primtalsfaktoriseringar
och produkten av dessa ar var sokta faktorisering av z.

17. Bestam alla gaussiska heltal med normen 2 och visa att de ar
associerade.
18. Ar 2 ett primtal i Z(:)?

Medan existensen av en primtalsfaktorisering som regel ar latt att
bevisa, sa brukar entydighet vara ett betydligt svarare problem. Den
centrala egenskapen hos primtalen i Z, och som ocksa maste bevisas
i Z(i) ar att om ett primtal delar en produkt sa delar det ocksa en
av faktorerna.

Utgangspunkten for alla undersckningar av entydigheten av fak-
toriseringen i Z(7) &ar f6ljande
SATS 5. (Divisionsalgoritmen) Om a och b dr gaussiska heltal, sa
finns det gaussiska heltal g och r sadana att

(1) a=bg+r1r och

(i) 0<N(r) < #

Innan vi bevisar divisionsalgoritmen for gaussiska heltal kan det
vara lampligt att ge motsvarande sats for (vanliga) heltal.
SATS 5’. (Divisionsalgoritmen) Om a och b dar heltal, sa finns det
heltal g och r sadana att
(1) a=0bg+r och
(175) —|b]/2 < r < |b]/2.
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(Denna sats ar sjalvklar om vi helt enkelt véljer ¢ sa att |a — bg|
blir sa liten som mojligt. Rita figur!)

BEVIS AV DIVISIONSALGORITMEN FOR GAUSSISKA HELTAL. Viantar
forst att talet b ar ett naturligt tal, och for att gora beteckningarna
klarare ska vi skriva n istallet for b. Detta innebar att vi har ett
gaussiskt heltal a = a + i och ett naturligt tal n och enligt divi-
sionsalgoritmen for hela tal finns det hela tal g1, 71, g2 och ry sadana
att |r1] < n/2 och |ra] < n/2 och dessutom géller

a=a+06i= (gn+r1)+(gen+r)i = (g1 +qi)n+(r1+rei) = gn+r.
Eftersom vidare

2 2 N
N(T)Ir%—l—rgéf%:n—: (n)

sa galler satsen i detta fall.

Om nu b inte ar ett naturligt tal sa borjar vi med att multiplicera
bade a och b med b* vilker ger talen A = ab* och N = bb*. Enligt
vad vi nyss sag finns ¢ och " sa att

A=¢gN 47" med N(r')<N(N)/2= N(b)?/2.
Vi kan nu definiera » = a — bg och eftersom
"= (A —qN) = (ab* — gbb*) = (a — ¢gb)b* = rb*,
sa ar
N(r)N(b*) _ N(') _ N()* _ N(b)

NO =—Ne) N Save) T 2

Forutom att den mojliggor induktion ar normen anvandbar ocksa
pa andra sitt, bl.a. genom att den gor det mojligt att tala om att ett
gaussiskt heltal ar ”storre” an ett annat (trots att det egentligen inte
finns nagon ordning i Z(i)). Vi kan dérfor definiera t.ex. en stirsta
gemensam delare sgd(x,y) till tva gaussiska heltal = och y som en
delare med storsta mojliga norm. Med hjalp av divisionsalgoritmen
kan vi nu bevisa foljande viktiga
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SATS 6. Lat a och b vara gaussiska heltal, som inte bada dr 0, och
lat d vara en storsta gemensam delare. Da finns det gaussiska heltal
x och y sadana att

d = xa + yb.

Bevis. Bilda méngden M = M (a,b) av alla gaussiska heltal m som
kan skrivas pa formen m = xa+yb for nagot val av talen x och y. Det
ar latt att se att varje gemensam delare till a och b ar en delare till
varje tal i M. Speciellt ar d en gemensam delare for hela méngden
M. Lat nu d’ = 2’a+1y'b vara nagot tal i M med den minsta mojliga
(strikt positiva) normen. Vi vill bevisa att d’ &r en delare till alla
tal i M och valjer ett godtyckligt m = xza + yb i M. Med hjalp av
divisionsalgoritmen kan vi skriva m = qd'+r, dar 0 < N(r) < N(d').
Da ar

r=m—qd = (va+yb) —q(@’'a+y'b) = (x —qz')a+ (y — qy’ )b

vilket innebér att r» € M. Eftersom enligt forutsittningen N(d') ar
den minsta méjliga normen, sa innebér detta att N(r) = 0, d.v.s.
att d'|m. Eftersom bade a och b tillhor M sa dr d’ en gemensam
delare till dem, och eftersom d har den storsta mojliga normen av
alla delare sa ar N(d') < N(d). A andra sidan &r d en gemensam
delare till a och b, vilket innebar att det finns gaussiska heltal s och ¢
sa att a = sd och b = td. Men da ar

d=2'a+y'b=12"sd+y'td = (2's + y't)d = zd.

Detta innebér att N(d') = N(z)N(d) och eftersom N(d') < N(d) sa
ar N(z) = 1. Detta innebar att d = z*d’ = (z*z")a + (z*y')b.

ANMARKNING. Av beviset foljer att det finns tal x och y sadana att
d = xa + yb men beviset ger ingen metod for att hitta varken dem
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eller den storsta gemensamma delaren. Det finns dock en konstruk-
tiv metod som finns beskriven redan i EUKLIDES’ ELEMENTA. En-
ligt denna metod (som brukar kallas Fuklides” Algoritm) konstrueras
sgd(a,b) for tva hela tal a och b genom upprepad anvéndning av
divisionsalgoritmen. Om vi antar att |a| > b sa far vi en f6ljd
rL>Te > ...Th_1 > 1, =0 genom att

r1=a—>bg med |ri| <b/2
ro =b—r1q2 med |ro| < r1/2

rs =r; —raqs med [r3| <rg/2

0 =Tn =Tn—2 — Tn-14n.

Det ar uppenbart att processen tar slut efter ett andligt antal steg.
Av konstruktionen foljer ocksa att r1 € M (dar M &r méngden av
alla za + by).

19. Visa (med induktion) att varje r;(# 0) som erhalles i denna f6ljd
ar av formen xa + yb, dar x och y ar heltal.

20. Visa att den sista resten r,,_1 ar en gemensam delare till a och b.
(Euklides’ algoritm ger alltsa en metod att hitta element av formen
xa + by med allt mindre belopp.)

21. Visa att Fuklides’ algoritm kan anvéndas &ven i Z(), och att
den ger en konstruktiv metod for att hitta den storsta gemensamma
delaren till tva givna gaussiska heltal.

22. Bestam (exempelvis med anvéindning av Euklides’ algoritm) den
storsta gemensamma delaren till

a) 21 4+ 20i och 5+ 2i

b) 15 4 10i och 13 — 263

c) 47 4 44 och 26 + 6i
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Darmed ar vi fardiga for det viktigaste lemmat i beviset av den
entydiga primtalsfaktoriseringen i Z(3).

LEMMA 1. Om ett gaussiskt primtal p delar en produkt
Z = bl b2 ce bn

sa ar p en delare © nagon av faktorerna by.

BEevis. Vi ska anvinda induktion och noterar forst att pastaendet
ar trivialt om n = 1. Vi antar darfor att det galler for varje produkt
med hogst n — 1 faktorer. Vi sétter a = bybs...b,—1. Om pla sa
foljer det av induktionsantagandet att p delar nagon av faktorerna
b, 1 < k < n —1 vilket var vad vi ville veta. Vi antar darfor att
p inte ar en delare i a. Eftersom ett primtal inte har nagra andra
delare &n enheter och associerade tal (som inte kan vara delare i a)
sa ar 1 en storsta gemensam delare till @ och p. Enligt foregaende
sats finns det tal = och y sadana att 1 = za + yp vilket innebér att
b, = 1-b, = xab, + ypb,. Enligt forutsattningen ar p en delare
till bada termerna i hogerledet, och darmed ocksa till deras summa,
vilket betyder att pl|b,.

Antligen ar vi framme vid den stora satsen.

SATS 7. (ARITMETIKENS FUNDAMENTALSATS FOR (GAUSSISKA HEL-
TAL). Varje gaussiskt heltal har en primtalsfaktorisering. Denna dr
entydig bortsett fran faktorernas ordning (och férekomst av associer-
ade primtal).

BEevis. Eftersom vi redan bevisat existensen behover vi bara visa
entydigheten. Om satsen inte ar sann sa finns det ett gaussiskt heltal
med minimal norm for vilket den inte galler. Lat x vara ett sadant
tal. Vi antar alltsa att * = p1ps...p, och x = ¢q1q2...q, bada ar
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primtalsfaktoriseringar av x. Eftersom p; ar ett primtal och dess-
utom pq |z sa géller enligt lemma 1, att py|gx for nagot k, 1 < k < m.
Eftersom aven gi ar ett primtal sa ar g = ep; dar € ar en enhet.
Men da ar y = pa...pn = (€41)q2 - - - Qk—1Qk+1 - - - @m Och eftersom
N(y) < N(z) sa foljer det av induktionsantagandet att dessa tva
primtalsfaktoriseringar av y ar lika bortsett fran faktorernas ordning,
vilket naturligtvis innebar detsamma for faktoriseringarna av x, och
diarmed har vi fatt en motsigelse som bevisar satsen.

23. Visa att varje gaussiskt heltal z har en kanonisk primtalsfaktori-
sering av formen z = epyps...p, dar € ar en enhet och alla py ar
skrivna pa normalform.

Bestdmning av primtalen i Z(7). For att riktigt kunna utnyttja
de gaussiska heltalen for att studera pythagoreiska trianglar, racker
det inte med att kanna till satsen om entydig primtalsfaktorisering,
vi maste ocksa kunna anvanda den, varmed menas att vi ska kunna
utfora en faktorisering.

Om vi forutsétter att vi kan faktorisera naturliga tal (nagot som
vi med en programmerbar fickraknare kan gora atminstone for tal
upp till 100 000) sa vill vi om mdéjligt utnyttja faktoriseringen av
N(z) for att faktorisera z. Vi vill alltsa veta om en faktorisering av
N(z) som en produkt av naturliga tal pa nagot sétt svarar mot en
faktorisering av z som en produkt av gaussiska heltal och hur vi i sa
fall ska anvianda den. For att se hur detta ska ga till ska vi borja
med att bestimma primtalen i Z(7) (givet de naturliga primtalen).

Vi borjar med att notera att jo = 1 4+ ¢ och alla med detta tal
associerade tal ar primtal. Det ar naturligt att saga att ett gaussiskt
heltal ar jamnt om och endast om det ar delbart med j.

24. Bevisa att ett gaussiskt heltal z ar jamnt om och endast s =
R(z) + S(z) ar ett jamnt heltal.
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25. Bestam alla primtal p i Z(7), sadana att 0 < R(p) < 5 och 0 <
S(p) < R(p). (Det finns 7 stycken.)

ANMARKNING. Eftersom N(14i) =1+ 1= 2 sa ar talet jo=1+1
i och for sig ett specialfall av var tidigare observation att z ar ett
primtal (i Z(7)) om N(z) &r ett primtal (i Z), men det ar samtidigt
speciellt eftersom j; = —ijo sa att jo och j;j ar associerade.

Utover talet 1 + ¢ sa ar alltsa alla gaussiska heltal z, sadana att
N (z) &r ett naturligt primtal, primtal 1 Z(7). Fragan dr om det finns
nagra andra. Lat darfor p vara ett primtal i Z(i), och antag att
N(p) inte ar ett primtal. Vi kan da skriva N(p) = kl varvid vi
antar att k£ ar den minsta primfaktorn i N(p). Detta innebar att
N(k) = k* < kl = N(p). Nu finns det tva mojligheter, for antingen
ar k ett primtal dven i Z(i) eller sa ar det inte det. Om k ar ett
primtal sa ar det en faktor i antingen p eller p* och darmed i bada,
vilket (eftersom p &r ett primtal) innebar att p = ek dar € ar en
enhet och att N(p) = k? (dér k &r ett primtal i Z). Om k inte &r ett
primtal i Z(7), sa innehaller det en primfaktor ¢, och eftersom ¢ da
ar en delare i antingen p eller p*, sa ar antingen q eller ¢* en faktor
i p, men eftersom N(q) < N(k) < N(p) sa ger detta en motségelse
mot antagandet att p ar ett gaussiskt primtal. Sammanfattningsvis
har vi darmed bevisat foljande

SATS 8. Om p dr ett Gaussiskt primtal sa dar N(p) antingen ett
primtal eller en primtalskvadrat 1 7.

Déarmed har vi aterfort problemet att bestdimma primtalen i Z(7)
till ett problem for primtal i Z. Det vi gjort ar namligen att uppdela
de gaussiska primtalen i tva klasser, som exempelvis kan beskrivas av
att p # p* (om N(p) &r ett primtal) eller p = p* (annars) och darmed
har vi ocksa delat in de vanliga primtalen i tva klasser, namligen dels
de som kan faktoriseras i Z(%), dels de som inte kan det. Fragan ar
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nu om denna uppdelning kan beskrivas pa nagot annat satt. Vi
observerar darfor forst att om det naturliga primtalet ¢ innehaller
den gaussiska primfaktorn p = a+bi sd ir ¢ = N(p) = p*p = a® +1?,
vilket innebéar att ¢ kan skrivas som en summa av tva kvadrater.
Omvént dr det uppenbart att om g = a®+b? s ar ¢ = (a+bi)(a—bi)
vilket innebar att ¢ inte ar ett gaussiskt primtal. For att bestamma
primtalen i Z(i) sa géller det alltsa att ta reda pa vilka naturliga
primtal som kan skrivas som en summa av tva kvadrater. Som ett
forsta steg mot detta noterar vi att om vi bortser fran talet 2 ar alla
naturliga primtal udda, sa att om ¢ dr en summa av tva kvadrater
ar den ena av dessa jamn och den andra udda. Detta innebar da att
q kan skrivas som (2k)? + (20 +1)? = 4k? + 412 +41+1 = 4n+ 1. Ett
nédvandigt villkor for att ¢ ska kunna faktoriseras i Z(7) ar darfor
att det ar av formen 4n + 1. Darmed vet vi alltsa att alla naturliga
primtal av formen 4n + 3 &r primtal ocksa i Z(i) vilket alltsa géller
for talen 3, 7, 11, 19, 23 o.s.v.

Fermats sats. Fragan ar nu om alla primtal av formen 4n + 1
verkligen kan faktoriseras i Z(i), (d.v.s. skrivas som en summa av tva
kvadrater) och nu kommer &ntligen Fermats sats till anvéandning,.

SATS 9. Varje primtal av formen 4n + 1 dr en summa av tva kva-
drater.

Eftersom beviset for denna sats innehaller helt andra begrepp an
de som annars ingar i detta specialarbete, s hoppar vi 6ver det.?
Ett bevis finns i Le Veque [1956, volym I, kapitel 7]. Daremot finns

2Fermats intresse for detta problem tycks till stor del ha berott pa ett intresse
for det vi haller pa med i detta specialarbete, namligen pythagoreiska trianglar.
De algebraiska strukturer, andlig grupp och dandlig talkropp som beviset bygger
pa fanns inte utvecklade pa Fermats tid. Darfor studerade Fermat vissa special-
fall av dem, men de satser han bevisade spelade stor roll for de matematiker,
framst LAGRANGE, (1736 1813) och GALOIS, (1811-1832) som senare utvecklade
strukturerna.
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det all anledning att overtyga sig om att satsen forefaller vara sann
genom att utfora foljande uppgift.

26. Det finns 11 primtal av formen 4n 4+ 1 som &ar mindre an 100.
Skriv dem som summor av tva kvadrater och faktorisera dem i Z(7).

27. Skriv ett datorprogram som tar reda pa om ett givet naturligt
tal kan skrivas som en summa av tva kvadrater, och pa hur manga
satt det kan ske. (Kan du se nagot monster?)

Kombinerar vi Fermats sats med sats 7 ovan far vi foljande be-
skrivning av primtalen i Z(3).

SATS 8. Primtalen i Z(i) dr dels talen {£1 + i}, dels alla tal av
formen +a £ bi sddana att a® + b*> = p ddr p dr ett primtal (i Z) av
formen 4n + 1, dels alla tal av formen i*p ddir p dar ett primtal av
formen 4n + 3.

Beskrivning av mangden av alla pythagoreiska trianglar.
Med hjalp av sats 8 kan vi nu ge en fullstandig beskrivning av
mangden av alla pythagoreiska trianglar, genom att ge ett kriterium
for nar z = a + bt ar pythagoreiskt. For att gora det sa observerar
vi forst att varje gaussiskt heltal kan skrivas som ett naturligt tal
ganger en produkt av icke-reella primfaktorer, d.v.s. som K -(a’+b'7)
dar (a’ + b'i) inte innehaller nagon reell primfaktor. Vi vet att z ar
pythagoreiskt om N(z) ar en jamn kvadrat och eftersom N(z) =
K2((a')? + (1')?) = K?P sa galler detta om och endast om P =
(a')? + (V')? 4r en jamn kvadrat. Nu dr P en kvadrat om och en-
dast om alla dessa primfaktorer forekommer ett jamnt antal ganger,
vilket innebéar att o’ 4+ b’i &r en jamn kvadrat. Sammanfattningsvis
ger detta

SATS 9. FEtt gaussiskt heltal z ar pythagoreiskt om och endast om
det dr av formen N -w? ddar N dr ett naturligt tal och w? varken dr
reellt eller rent tmagindrt.
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Sats 9 ar naturligtvis perfekt som beskrivning av mangden och
den ger en utmarkt metod for att konstruera pythagoreiska trianglar.
Daremot ar det inte sa latt att omedelbart besvara fragan om vilka
naturliga tal som kan vara hypotenusa eller hur manga olika pytha-
goreiska trianglar, som har en viss hypotenusa. For att ge ett svar
pa denna fraga (som ar en fraga om naturliga tal) sa ska vi dela upp
de vanliga primtalen i tva klasser P; och Py dar den forsta bestar
av alla primtal av formen 4n + 1 medan den andra bestar av 2 och
alla primtal av formen 4n + 3. Vi har da foljande

SATS 10. FEtt naturligt tal H kan vara hypotenusa i en pythagoreisk
triangel om och endast om det innehaller nagon primfaktor av for-
men 4n + 1.
Om H=K-h dar h = p]flpé“? - pkn Gr produkten av alla primtal av
formen 4n + 1 sa ges antalet N av olika trianglar med hypotenusan
h av formeln

P—1 (2k1+1)2ko+1)...2k,+1)—1

N: =
2 2

Bevis. Ett gaussiskt heltal z med beloppet H, d.v.s. normen H?
kan faktoriseras som

z=K(a; +b1i)" (a1 + b10)* 70 (ay, + bpi)'n (an — bpi)?Fn i

dar a? + b? = p;, och dar 0 < [; < 2k;. Det finns P stycken val
av talen [; och alla val utom det dar alla [; = k; ger ett gaussiskt
heltal med imaginardel # 0. Om vi sedan paminner oss att z och z*
ger samma triangel, sa ar det latt att inse att det totala antalet ar

(P —1)/2.

28. Bestam alla naturliga tal h < 100 sadana att det finns mer an
en pythagoreisk triangel med hypotenusan h, och bestam alla de till
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dessa h horande pythagoreiska trianglarna.
Ledning: Det finns fem sadana tal h, tre av dem har tva tillhérande
trianglar, de ovriga har fyra.

29. Bestam det minsta tal A for vilket det finns fler &n 4 pythago-
reiska trianglar med hypotenusan h och bestam de tillhorande tri-
anglarna.

Den inskrivna cirkeln. Om T ar en godtycklig triangel sa har den
som bekant en inskriven cirkel. Medelpunkten for denna kan erhallas
som skérningen for triangelns bisektriser. (En bisektris &r en linje
fran ett horn in i triangeln sadan att vinkeln till bada de bredvidlig-
gande sidorna &r lika stora. Rita figur.) Alla tre bisektriserna mots i
en punkt, och denna punkt ligger lika langt fran alla sidorna. De tre
bisektriserna delar darfor in 7' i tre deltrianglar med varsin sida som
bas och den inskrivna cirkelns radie som hojd. Eftersom summan av
dessa tre trianglars ytor dr ytan av den ursprungliga sa ger detta att

2T =r(a+b+c),

dar |T| ar ytan, a,b och ¢ &r sidorna och r &ar den inskrivna cirkelns
radie. Det ar vanligt att summan a + b + ¢ kallas for 2p, och da ger

ovanstaende formel att )

p
[ en ratvinklig triangel (a, b, c) &r 2|T| = ab och 2p = a + b+ ¢ sa att

r

ab
a+b+c

Forlanger vi detta brak med konjugatkvantiteten a + b — ¢ far vi den
vackra formeln

_abla+b—c) abla+b—c) a+b-c
- (a+b)2—c2 2ab 2
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I en pythagoreisk triangel ar a+b—c alltid jamnt, sa att den inskrivna
cirkelns radie ar alltid ett heltal. Om z = a+b: ar ett gaussiskt heltal
i den forsta kvadranten sa ska vi identifiera z med den ratvinkliga
triangel som har hornen i punkterna 0, a, a + bi.

30. Bestam den inskrivna cirkelns radie och medelpunkt for alla
pythagoreiska trianglar med hypotenusa hogst 29.

31. Nar du bestamde medelpunkterna for cirklarna i de trianglar,
som kunde skrivas som jimna kvadrater A + Bi = (a + bi)? sd
upptackte du sakert att medelpunkten var en heltalsmultipel av
(a + bi) (exempelvis var 2 + ¢ medelpunkt i den inskrivna cirkeln
i triangeln 3+ 44). Bevisa att detta alltid géller for sadana trianglar,
och bestdm n (som funktion av a och b) sadant att den inskrivna
cirkelns medelpunkt i den triangel som ges av (a + bi)? ar n(a + bi).
(Harvid forutsittes att savil a +bi som (a+ bi)? ligger i forsta kvad-
ranten, d.v.s. att 0 < b < a.)

Som avslutning kan det vara vart att papeka att det finns an-
dra intressanta egenskaper hos pythagoreiska taltripplar an att hy-
potenusan ar av en speciell form. De intressantaste egenskaperna
finns hos de trianglar vars sidor inte innehaller nagon gemensam de-
lare storre dn 1. Sadana trianglar kallas primitiva och ges alltid av

kvadrater i Z(1).

32. Visa att i en primitiv pythagoreisk triangel ar hypotenusan udda,
liksom en av kateterna, medan den andra kateten ar jamn.

33. Forsok att bevisa att i varje pythagoreisk triangel ar en av kate-
terna delbar med 3 och att ytan ar delbar med 6.
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