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Genererande funktioner

GORAN KJELLBERG

Inledning. Fragar man pa hur manga olika sdtt kan man ... (gora
si eller sa ) ... med n objekt sa vill man ha ett svar for varje
varde av heltalet n, dvs att losningen skall besta av en foljd av tal
ag, 1,09, ...,0n,.... Sadana problem kallas kombinatoriska. De
forekommer t ex nar man vill rdakna ut sannolikheter, och kan vara
svarlosta.

Genererande funktionen for en talfoljd innehaller f6ljdens egen-
skaper i kompakt form, och dessa funktioner blir darigenom ett verk-
samt hjalpmedel att finna losningar till kombinatoriska problem, men
inte bara sadana utan ocksa t ex till differensekvationer. De ar dessu-
tom hogst intressanta i sig sjalva, eftersom de ar ett speciellt fall
av det vidare begreppet transform, som spelar stor roll i manga av
matematikens grenar.

Definition och exempel pa genererande funktioner. Den o-
andliga geometriska serien

(1) l+ax+a+...

har summan

2) !

1l—=x

nar |z| < 1.
Man séger ocksa att (1) &r potensserieutvecklingen av funktionen
(2) i intervallet |x| < 1. En potensserie i allménhet ser ut sa hér:

(3) ao + a1z + asx® + ...,
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dar a; ar tal. Man sdger att en given funktion f(x) har potensserie-
utvecklingen (3) omkring noll om vi har att

f(x) = ag + a1z + asz® + . ..

for alla x i nagot intervall |x| < ¢ omkring noll.

UpPPGIFT 1. Visa att en funktion f(x) endast har en potensserieut-
veckling. Med andra ord, om

f(x) = ag+ a1z + asz® + . ..
:b0—|—b1$—|—b2$2—}—...
omkring noll, sa ar a; = b; for alla 1.

Funktionen (2) och serien (1) bestammer darfér varandra enty-
digt. Mer generellt kommer funktionen f(x) hidrovan och serien (3)
att bestamma varandra entydigt. Speciellt bestammer funktionen
f(x) koefficienterna ag,ai,as,... och man siger darfor ocksa att
funktionen f(z) ar genererande funktion for talféljden ag, a1, as, .. ..
Funktionen (2) ar alltsa genererande funktion for talféljden 1,1, 1, .. ..
Dessa tal ar koefficienterna i serien (1).

Ett annat exempel pa en genererande funktion ger binomialteo-

remet:
e 1o (ex (e ()
om n ar ett positivt heltal. Det vénstra ledet f(x) = (1 + z)™ ar
genererande funktion for binomialkoefficienterna 1, (Tf , (g), ..., dar
n :n(n—l)(n—Q)...(n—k—l—l) med (™) = 1.
k 1-2-3---k 0

Som du formodligen vet, ar binomialkoefficienten (Z) ocksa 106s-
ningen till det kombinatoriska problemet: pa hur manga sitt kan
man valja ut k foremal ur en samling av n foremal?
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UppPGIFT 2. Vilka ar de genererande funktionerna for talféljderna

1 1 1 1
) ia 57 57

1 1 1
) 9 ) ga - Za
UprPGIFT 3. Ge exempel pa genererande funktioner for andra kanda
talfoljder.

Vad kan genererande funktioner anvandas till? Manipule-
ringar med funktionsuttrycket kan leda till samband som galler for
talfoljden som uttrycket genererar. Ett valkiant exempel ar

(1+2)"" =1 +2)"(1+2).

For potensserierna far vi motsvarande:
1
. n+1 -+ n + 2t n+1 ot
1 2 n+1
n n n
— (1 24 ... (1
( +(1>x+<2>x + +(n>x )1+ )
n n n
=1+ (1 2
+ ( —|—(1>)x—|—(<1>—|—<2>)x
n n n
+---+(< >+< ))x”+< ):1:”“.
n—1 n n

Av uppgift 1 ovan foljer att koefficienterna for varje sarskild potens
av x maste vara lika. Alltsa far man den valkanda lagen:

n n n+1
() ()= (") ke
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Med denna bygger man upp Pascals triangel

Ur en genererande funktion kan man genom derivering eller in-
tegrering komma fram till nya genererande funktioner och deras
talfoljder.

UpPPGIFT 4. Derivera serien (1) och uttrycket (2) en, tva, tre, ...
flera ganger. Vilka genererande funktioner bildas och vilka talfoljder
genererar de? Funktionerna du far fram kan ses som binomialuttryck
med negativa varden for exponenten n. Kan du formulera en direkt
definition av binomialkoefficienter i detta fall? Med andra ord, hur
skall man tolka (Z) da n ar negativt, men k positivt eller 07

UpPGIFT 5. Ta fram andra kanda identiteter genom att manipulera
med funktionerna i exemplet ovan.

Obestamda koelfﬁcientmetoden. Hur utvecklar man en funktion

av formen 5 1 potensserie?
a+ bx + cx

For enkelhets skull tar vi ett speciellt uttryck

1
1—xz—a?%

(4)

Ansétt en potensserie med (4n sa lange) obestdmda koefficienter:

1

2
ﬁ:ao—i—alx—i—azx + ...
—Tr—

Multiplicera bigge sidorna av ekvationen med 1 — z — z2. Vi far
ekvationen

1=ag+ (a1 —ag)x + (az — ay — ag)z* + (az — ag — ay)z> + ...
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Identifiera koefficienterna for var x—potens i de bada leden. Vi far
da:

1:a0

0=a1 —ag som ger a; = 1
0=ao — a3 —ag som ger as, = 2
0=a3 —ags —a; som ger az = 3

0=a4 —asz —as som ger ag = H

Funktionen ;2 ar alltsa genererande funktion for sekvensen
1.2.8,5.... "

De tal som riaknas fram pa detta séitt brukar kallas Fibonacci-talen
och betecknas med F),.

UpPPGIFT 6. Visa att Fibonacci-talen satisfierar rekursionsformeln
Fn_|_1 = Fn + Fn—l, med FO = F1 =1.

Leonardo Fibonacci var en framstaende matematiker i Italien om-
kring ar 1200. Han introducerade talen Fj, som losningar till kanin-
problemet: hur manga par kaniner finns det efter n manader, om
de fortplantar sig enligt foljande? Vid tiden O finns ett kaninpar.
Efter tva manader far de sina forsta barn, tva ungar av olika kon,
och fortsatter att foda ett par ungar varje manad. De nya kaninerna
bildar par med sin tvilling och far ocksa ett par ungar varje manad,
men borjar inte med detta forran de uppnatt aldern tva manader.

UPPGIFT 7. Visa att Fibonacci-talen kan tolkas pa detta sitt.

Genom att omforma uttrycket (4) kan man hérleda en explicit
formel for det n:te talet F,, pa foljande satt:
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Om rotterna till ekvationen 1 — x — 22 = 0 kallas 7; och 7y, sd
giller 1 —x—22 = (r; —2)(r2 —z) och (4) kan delas upp i partialbrak:

1 a b a 1 b 1

l—z—22 mrm—x ro—x 1 l—x/ry 1o l—x/ry

De tva sista braken kan utvecklas i geometrisk serie och man far:

1 a+b N a+b N a+b 2,
— =4 = —+— |z — 4+ = |z + ...
11—z — 22 rL o T r? o rl r$ oo ’

a N b
n+1 n+1"-
Ty )

varav F,, =

UPPGIFT 8. Utfor detta, d v s beriikna r1,72,a och b! (Ar det inte
underligt!)

UpPPGIFT 9. Skriv datorprogram som bestammer F;, bade med hjalp
av rekursionsformeln och av formeln ovan. Vilken av formlerna
lampar sig bast for datorberakningar?

UpPPGIFT 10. Hur ser den genererande funktionen ut for en talfoljd
G, som lyder samma rekursionsformel som F,,, men startar med
talen Go = a, G1 = b, dar a och b ar godtyckliga reella tal?

Vilken talfcljd genereras av funktionen —— 7
14z + 2?2

UPPGIFT 11. Anta att vi har en potensserieutveckling

1
a+ bx + cx?

2
=ap+a1xr + axxr” + ...

1
for funktionen f(xz) = . Visa att talen ag,aq,ao,...
U a+ br + cx? 0 T2

satisfierar en rekursionsformel

n41 — Aan + Bay,—1

liknande den for Fibonaccitalen. Uttryck A och B med hjalp av a, b
och c.
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Finn en explicit formel for a,, med hjalp av rotterna r; och ro till
ekvationen cz? +bx +a = 0 och a, b och ¢ liknande den du fann ovan
for F;,.

UprPGIFT 12. Formulera och 16s en uppgift liknande den ovan for

funktionen )

ap + a1T + asx? + - -+ apa

UPPGIFT 13. Pa hur manga siatt kan man vaxla n kronor i enkronor
och femkronor? Visa att 16sningen ges av den genererande funktio-

nen
1 1 |

l—z 1—a5"

Pa hur manga satt kan man vaxla n kronor i enkronor, femmor och

tior?
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