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Kurvlangd och geometri pa en sfarisk yta
PETER SJOGREN

Goteborgs Universitet

1. Inledning. Geometrin pa en sfarisk yta liknar planets geometri,
med flera intressanta skillnader. Som vi skall se nedan, ar kortaste
vagen pa sfaren mellan tva givna punkter en storcirkelbage. (En stor-
cirkel ar skarningen mellan sfaren och ett plan genom medelpunk-
ten.) Darfor ar det naturligt att betrakta storcirklarna som sfarens
motsvarighet till de rata linjerna i planet. Manga begrepp fran pla-
nets geometri gar da att overfora till sfaren. Till exempel kan stor-
cirkelbagar bilda trianglar, som har valdefinierade vinklar i hornen.
Vi kommer att se att vinkelsumman i en sadan triangel alltid blir
storre an tva rata. Cirklar finns ocksa pa sfaren, men sambandet
mellan radie och omkrets ar inte som i planet.

Genom tva punkter pa sfaren kan man alltid dra en storcirkel.
Den ar entydigt bestdmd utom da punkterna ar antipoder. En viktig
skillnad mellan sfaren och planet ar att tva storcirklar alltid skéar
varandra. Nagon motsvarighet till parallella linjer finns alltsa inte
pa sfaren. Tva olika storcirklar delar in sfaren i fyra omraden, se fig.
1. Varje sadant

AN
Figur 1

omrade begrinsas av bara tva storcirkelbagar - det ar alltsa en
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tvahorning eller biangel.

Den hér uppgiften gar forst ut pa att definiera kurvlingd och veri-
fiera att de kortaste vagarna pa sfaren ar storcirkelbagar. Darefter
undersoker vi cirklar, tvahérningar och trianglar pa sfaren.

2. Definition av kurvlangd. Vi valjer sfarens radie som langd-
enhet, och later S beteckna en sfarisk yta med radie 1 i det tredimen-
sionella rummet. For att kunna jamfora langden av storcirkelbagar
och andra kurvor, maste man forst definiera kurvlangd. Vi foredrar
att tala om vigar. En vig v ar en kontinuerlig funktion v(t), a <
t < b, med varden i S. Har ar a och b reella tal med a < b. Det bor
papekas att nedanstaende definition av langd fungerar lika bra om v
har virden i det tredimensionella rummet eller planet. Lat

a=tog<t1 <---<t,=b

definiera en indelning av [a, b] i n sma intervall [t;_1,t;],i=1,...,n.
Vi skiljer inte pa en punkt v(¢) och den tredimensionella vektorn
till v(t) fran sfarens medelpunkt. Da kan vi skriva det ratlinjiga
avstandet mellan punkterna v(t;—1) och v(¢;) som |v(t;) — v(t;—1)],
langden av vektordifferensen mellan v(t;) och v(t;—1). Summan

> = lo(t) = vlto)] + [u(t2) — v(t)| + -+ + [o(ta) = v(ta1)]

Figur 2
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ar sammanlagda langden av en foljd av kordor till vagen. Detta visas
i fig.2. Da indelningen gors fin, dvs alla kordorna gors korta, bor »
approximera vaglangden vi ar ute efter. Man sager att v har langden
L >0 om ) nadrmar sig L da indelningen blir fin. Mera precis skall
man for varje godtyckligt litet tal ¢ > 0 ha | > —L| < € sa snart
indelningen ar tillrackligt fin. Med "tillrackligt fin” menar vi har att
alla skillnaderna t; — t; 1 skall vara mindre an nagot tal § > 0, som
beror av €. Man sager att langden ar oandlig och skriver L. = co, om
pa samma satt for varje godtyckligt stort M > 0 man har L > M sa
snart indelningen ar tillrackligt fin.

[Man kan visa att ett av dessa bada fall alltid intréffar, sa att
L = lim)_ alltid existerar, &ndlig eller odndlig: Lat to,t1,...,t,
vara en indelning med summan » . Om t(,t|,...,t  &r en forfining
av den, dvs m > n och varje t; finns med bland tj,t},...,t, , sa
ger th,t),...,t' en summa > > > . Om nu i stillet t),t,,...,t
antas mycket fin, maste det mycket nira varje v(t;) finnas en punkt
v(t}). Darfér ser man att 5" inte kan vara nimnvért mindre &n 3, i
foljande precisa mening: Hur litet talet € > 0 &n &r, blir ' > 3" —¢
bara tj,t], ...t ar tillrackligt fin. Harav foljer nu att det ena eller
andra fallet intréffar beroende pa om )  kan ta godtyckligt stora
véarden eller inte.]

3. Storcirkelbagar. Som exempel beraknar vi langden av en stor-
cirkelbage. En storcirkelbage kan goras till en vig v(t), a <t < b,
pa sa sétt att centrumvinkeln mellan v(¢) och startpunkten v(a) ar ¢
radianer for allat € [a,b]. Med centrumvinkeln menar vi vinkeln mel-
lan radierna genom tva punkter pa S. Da véntar vi oss att langden
blir L = b—a. Vagen och sfarens medelpunkt ligger i ett plan. Figur
3 visar detta plan.
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Figur 3 S
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OVNING 1. Visa att

‘U(tz) — ’U(ti_l)‘ = 2Sil’l(ti — ti_l)/Z,
lampligen genom att dra bisektrisen mellan radierna till v(¢;_1) och
U(ti).
OVNING 2. Verifiera att sin o < aforalla > 0, och att om0 < ¢ <
1 sa ar sina > ca for alla tillrackligt sma o > 0. Ledning: Man kan

gora detta geometriskt. Ett annat satt ar att skriva sinusfunktionen
som integralen av sin derivata cosinus,

sina = / costdt.
0

For att uppskatta integralen uppat och nedat kan man utnyttja dels
att cost <1 for alla ¢, dels att cosO = 1 sa att cost > ¢ da t ar nira
0.

Om man nu kombinerar 6vning 1 med den forsta olikheten i 6vning

2 och summerar, far man
Y < (ti—to)+(ta—t1)+ -+ (tn —tho1) =b—a.

Den andra olikheten i 6vning 2 ger pa samma satt for varje ¢ < 1 att
d elti—to+ta—ti+ o+t —tao1) =clb—a),

om indelningen ar tillrackligt fin. Alltsa ar L = b — a.
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SATS 1. Lat x och y vara tva olika punkter pa S. Om x och y inte ar
antipoder, gar det precis en storcirkel genom x och y, och alltsa tva
storcirkelbagar mellan x och y. Den kortare av dessa bagar ar, efter
lamplig parametrisering, en vag vars langd ar kortast av alla vagar
mellan x och y. Om x och y ar antipoder, finns oandligt manga
storcirkelbagar mellan x och y. De dr alla vagar av kortast mojliga
langd mellan x och y.

BEevis. Pastaendena om antalet storcirkelbagar ar uppenbara. Lat
v vara en vag fran x till y, och ta en indelning tq,...,t, av dess
parameterintervall [a, b]. Centrumvinkeln mellan z = v(tg) och v(t;)
kallar vi #;. Vi pastar nu att

(1) |’U(tz) — ’U(ti_l)‘ Z 2 sin |0¢ — (9@_1|/2

Observera att likhet har géller da v(t;) och v(¢;_1) ligger pa en stor-
cirkelbage genom x. Fore beviset av (1) ska vi se hur (1) medfor sat-
sen. Vilj ¢ < 1. Enligt évning 2 blir 2sin |60; — 0;_1]/2 > ¢|6; — 0;_1]
for alla ¢, bara indelningen ar tillrackligt fin. Nu kan vi summera
och far

> > c(l6h — o] + 102 — 01 + - + [0 — On1])
20(91_‘90+‘92_‘91+"'+9n_9n—1)

=cb,,.

Alltsa ar L = lim > > 6,,. Eftersom 0,, &r centrumvinkeln mellan z
och y, dvs just langden av den kortare storcirkelbagen mellan x och
y, foljer satsen. Man behover har inte sarbehandla det antipodala
fallet.

OVNING 3. Bevisa (1), t ex pa foljande sitt. Lat = vara nordpolen
pa sféren, och betrakta parallellcirkeln som gar genom wv(¢;). Den
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kan ocksa beskrivas som mangden av punkter pa S som bildar cent-
rumvinkel ; med x. Projicera punkten v(¢;_1) vinkelrétt pa det plan
som bestams av denna parallellcirkel. Anvand nu Pythagoras sats
for att se att avstandet mellan punkterna v(¢;) och v(t;—1) dr som
kortast da de har samma longitud, dvs ligger pa samma storcirkel
genom x.

Darmed ar satsen bevisad. Med det sfariska avstandet mellan
x och y menar vi i fortsattningen langden av storcirkelbagen i sat-
sen, vilket ar detsamma som centrumvinkeln mellan = och y. Detta
avstand blir aldrig storre an 7, och ar w da x och y ar antipoder.

4. Figurer pa sfaren. Man kan tala om cirklar pa sfaren: Med
den sfariska cirkeln med medelpunkt x € S och radie » > 0 menar vi
mangden av punkter pa S med sfariskt avstand r till x. Observera
att detta ar en cirkel i det tredimensionella rummet, med en radie
som ar mindre an r. Motsvarande sfariska cirkelskiva ar mangden av
punkter pa S med sfariskt avstand hogst r till x. En sadan brukar
kallas en kalott i tredimensionell geometri. For r > 7 bestar cirkel-
skivan av hela S, medan cirkeln inte innehaller nagra punkter.
OVNING 4. Ge formler for lingden av en sfirisk cirkel och ytan av
en sférisk cirkelskiva med radie r. Vad ger de fér r = 7/2 och r = 7

Betrakta en av de tvahorningar som bildas av tva storcirklar,
jamfor fig. 1. Den har samma vinkel « i bada hornen, och « ar
ocksa vinkeln mellan storcirklarnas plan. Tvahorningens yta B ar
proportionell mot «, och a = 27 motsvarar hela S, med ytan 4.
Darfor far vi

(2) B = 2a,

med andra ord ar tvahorningens yta lika stor som dess vinkelsumma.
Vi skall nu harleda en analog formel for en sfarisk triangel. Lat
A, B och C vara tre punkter pa .S med inbordes avstand mindre an ,
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dvs inte antipoder. De tre korta storcirkelbagarna mellan punkterna
delar S i tva delar, varav den ena uppenbart dr mindre dn den andra.
Den storre delen innehaller t ex till skillnad fran den mindre manga
par av antipoder. Med den sfariska triangeln ABC menar vi den
mindre av de tva delarna.

SATS 2. Ytan T av den sfiriska triangeln ABC' uppfyller
T=A+B+(C—-m,
dar A, B, C betecknar triangelns vinklar vid resp horn.

Bada leden i ekvationen &r positiva. Darfor ar vinkelsumman i
en sfarisk triangel alltid storre an w. Observera att da triangeln
ar mycket liten, 4r ytan néra noll och vinkelsumman alltsa nara .
Detta stammer med att en mycket liten del av sfaren nastan ar plan.

OVNING 5. Bevisa Sats 2, t ex pa foljande sitt. Rita ut triangeln pa
en boll eller nagot liknande. Markera de tre punkternas antipoder
A’ B’ och C’. Forlang sidorna i ABC' sa att man far sfariska tri-
anglar A'BC, AB'C och ABC’, vars ytor vi kallar T4, T resp Tc.
Drag ocksa sidorna i triangeln A’ B’C" som forstas ar kongruent med
ABC'. Observera nu att hela S &r indelad i 8 sfariska trianglar, som
ar kongruenta tva och tva . Darfor ar T'+ T4 +1Tg+T¢ precis hilften
av ytan av S, sa att

(3) T+Ts+Tg +Teo = 2.

Anvénd nu (2) for att fa uttryck f6r T+ Ta, T + T och T + T¢.
Kombinera med (3), sa foljer satsen.

5. Det sfariska sinusteoremet. Vi avslutar med sinusteoremet
for sfariska trianglar. Lat ABC vara en sfarisk triangel som forut.
Kalla sidornas sfariska langder for a, b resp c, sa att a ar langden av
storcirkelbagen BC osv.
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SATS 3. _ _ _
sin a sin b sin ¢

sinA sinB sinC’

OVNING 6. Bevisa ett specialfall av denna formel: om vinkeln B ir
rat géller sin A = sina/sinb. Man kan gora sa har.

Anta forst att b och ¢ &r mindre &n 7/2. Lat O vara sfirens
medelpunkt och A; en punkt pa radien O A som lampligen ligger nara
O. Ett normalplan till OA genom A; skar stralarna OB och OC' i
punkter B resp C;. (Rita, eller bygg hellre en modell.) Planen OAB
och OBC' ar vinkelrata eftersom triangelvinkeln B ar rat. Darfor ar
strackan B1C4 vinkelrdt mot planet OAB, sa att vinkeln A;B:C}
ar rat. I den ratvinkliga (plana) triangeln A;ByC7 kdnner vi ocksa
vinkeln By A;C1, som &r lika med A. Detta ger sin A = B1C1/A1C1.
Triangeln OB1C; ar ratvinklig vid B; och dess vinkel vid O ar a.
Alltsa fas sina = B1C1/0OC;. Genom att betrakta triangeln OA;Cy
far man pa samma sétt sinb = A1C7/0OC;. Kombinera nu dessa tre
likheter, sa foljer den sokta formeln.

Ovanstaende kraver bara sma andringar da b och ¢ ar godtyckliga.
Punkterna B; och C'; hamnar ibland pa forlingningarna bakat av
stralarna OB och OC. De vinklar vi fann vara A och a kan i stallet
bli 7 — A respektive m — a.

OVNING 7. Bevisa Sats 3 med hjilp av Ovning 6, genom att filla en
hojd i den sfariska triangeln.
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