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Kampen om sista stickan
KRISTER SVANBERG

KTH

1. Forberedande exempel. Tank dig foljande enkla spel mellan
tva spelare kallade A och B:

En hog med ett stort antal stickor laggs pa ett bord. Spelare A
borjar och far ta 1 eller 2 eller 3 stickor ur hégen. Darefter ar det
B:s tur att ta 1 eller 2 eller 3 stickor ur hogen, varefter det ar A:s
tur osv. Vi séger (influerade av schack-terminologin) att A far borja
att ”gora ett drag”, varefter B ”gor ett drag” osv. Det ar tillatet att
rakna stickorna pa bordet innan man gor sitt drag.

Den spelare vinner som tar den sista stickan ur hogen.
FRAGA. Hur beter man sig for att vinna ett sadant spel?

ANALYS. En spelare som lamnar O stickor pa bordet efter att ha
gjort ett drag har vunnit, enligt reglerna ovan. Daremot kommer en
spelare som lamnar kvar 1 eller 2 eller 3 stickor pa bordet efter sitt
drag att forlora, eftersom motspelaren da kommer att vinna med sitt
nasta drag. En spelare som lamnar kvar 4 stickor pa bordet kom-
mer att vinna, eftersom motstandaren med sitt nasta drag tvingas
lamna kvar 1 eller 2 eller 3 stickor pa bordet. Daremot kommer en
spelare som lamnar kvar 5 eller 6 eller 7 stickor pa bordet att forlora,
eftersom motspelaren da med sitt nasta drag kan se till att det blir
4 stickor kvar pa bordet.

Sadar kan man fortsatta att resonera, och den slutsats man bor
kunna dra ar foljande:

SATS 1: (= SVARET PA FRAGAN OVAN). Den spelare som efter att
ha gjort sitt drag lamnar kvar ett antal stickor som dar jamnt delbart
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mer 4 (dvs 0 eller 4 eller 8 eller 12 osv) kommer att vinna spelet
(om hon inte senare gor nagot allvarligt misstag forstas).

Alternativt kan vi formulera Sats 1 pa foljande vis:

De "tillstand” man ska lamna efter sig for att vinna, s k ”V-—
tillstand”, respektive de som leder till att man kommer att forlora
(om man lamnar ett sadant efter sig), s k "F—tillstand”, ges av
foljande tabell:

V-tillstand: 70 stickor”, 74 stickor”, 78 stickor”,
F-tillstand: 71 sticka”, 75 stickor”, 79 stickor”,
72 stickor”, 76 stickor”, 710 stickor”,
73 stickor”, 7”7 stickor”, 7”11 stickor”,

Att bevisa Sats 1 (i den alternativa formuleringen med V- och
F—tillstand) kan ga till sa har:

Antag att spelare A lamnar efter sig ett V—tillstand (dvs ”0 stick-
or” eller 74 stickor” osv). Da géller antingen att A redan har vunnit
(om det var 70 stickor” hon lamnade efter sig) eller ocksa maste
spelare B med sitt nasta drag lamna efter sig ett F—tillstand, eftersom
det inte gar att komma fran ett V—tillstand till ett annat V—-tillstand
med ett drag. Men om B lamnar efter sig ett F—tillstand, kan A med
sitt nasta drag lamna efter sig ett V—tillstand, eftersom det fran varje
F—tillstand gar att komma till ett V—tillstand med ett drag.

Om A en gang har lamnat efter sig ett V—tillstand, sa kommer
hon alltsa att kunna fortsatta att bara lamna V-tillstand efter sig
(tills spelet &r slut), medan stackars B hela tiden tvingas ldmna F-
tillstand efter sig.

Antalet stickor pa bordet minskar strikt vid varje drag. Alltsa
kommer spelet forr eller senare att ta slut, och segrare blir den som
lamnar efter sig V—tillstandet 7”0 stickor”. Eftersom B hela tiden
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tvingas lamna efter sig F—tillstand kan det inte vara B som vinner.
Alltsa vinner A.

2. Ett svarare spel. Ovanstaende var forberedelser till det spel vi
ska dgna oss at fortsattningsvis.

Liksom ovan deltar tva spelare, kallade A och B.

Minst 2 hogar med stickor laggs ut pa bordet (t ex 5 hogar med
respektive 12, 7, 9, 14 och 6 stickor).

Den ene spelaren, siag A, borjar och far ta hur manga stickor hon
vill ur en och endast en hég. Hon far ta ur vilken hog som helst och
hur manga stickor som helst, dock minst 1 sticka och hogst hela det
antal stickor som finns i den hog hon valjer att ta ur.

Darefter ar det B:s tur att gora motsvarande, osv.

Det ar tillatet att rakna stickorna i de olika hogarna innan man
gor sitt drag.

Den spelare som tar den sista stickan fran bordet vinner.

3. Specialarbetet. Specialarbetet gar ut pa att du skall resonera
dig fram till hur man beter sig for att vinna nyss beskrivna spel.
Lampligen sker detta genom foljande steg:

(i) Spela spelet nagra ganger med kamrater, tills du fatt litet kénsla
for det. Till att borja med kan det racka med att man startar med
2 hogar. Darefter kan man utvidga till 3 hogar osv.

(ii) Antag att man startar spelet med tva hogar. Resonera i analogi
med ovan (avsnitt 1) och forsok lista alla V-tillstand och F—tillstand.
Ledning: Representera tillstanden med tva tal (z,y), dar x = antal
stickor i hog 1 och y = antal stickor i hog 2. Da ar exempelvis (1, 1)
ett V—tillstand medan (2,1) ar ett F—tillstand, eller hur?

(iii) Antag nu att man startar spelet med tre hogar. Represen-
tera tillstanden med tre tal (x,y,z) och forsok lista alla V— och
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F—tillstand. (1,1,1) ar ett F-tillstand, medan exempelvis (3,2,1)
ar ett V—tillstand, eller hur?

(iv) Fortsatt med 3—hogarsfallet och forsok hitta nagon regel for nér
ett tillstand (z,y, z) ar ett V—tillstand.

Ledning: Binarutveckla z,y och z, dvs uttryck x,y och z med hjalp
av enbart O:or och 1:or i talsystemet med basen 2.

Exempel: (9,12,7) = (1001, 1100, 111).

(v) Undersok om den regel du (férhoppningsvis) upptéackte under
steg (iv) ovan géller &ven om man har fler &n 3 hogar.

(vi) Formulera en metod att vinna spelet.

(vii) Bevisa att din spelmetod fungerar. Anvand lampligen ett reso-
nemang i analogi med det som anvandes i beviset av Sats 1 ovan.

(viii) (Frivilligt) Programmera upp din metod pa en liten dator och
lat dina kamrater, och din mattelarare, forsoka sla programmet.

Lycka till!



