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Ett belysande exempel
LASSE SVENSSON

KTH

En lokal med plant golv och tak begransas av n plana vertikala
vaggar. (n ar ett naturligt tal.) Hur manga lampor maste placeras
ut i lokalen for att helt upplysa den?

Som du nog observerar sa ar problemet egentligen plant, dvs hand-
lar om n—horningar i planet. Vidare noterar du nog att losningen
beror pa hur n—horningen ser ut och vilka lampor vi har. Lamporna
idealiserar vi till punktformiga ljuskallor som kastar sitt ljus i alla
riktningar.

For att gora det lattare att komma igang har vi snitslat en bana
som leder i riktning mot en forstaelse av problemet.

1. Basta sattet att borja ar att experimentera en smula med enkla
konkreta situationer. Hur manga lampor krivas t ex i foljande fall:

Racker det alltid att placera ut lamporna i hornen eller tjanar

man i vissa situationer pa att placera ut lampor i det inre av n—
horningen?
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2. I det foljande kommer vi att ha nytta av tva begrepp: Korda och

Korsande kordor. Genom att ge exempel pa dessa tankte vi att du

skulle formulera en precis definition.

Betrakta n—horningen nedan.

Kordor

AD
BD
DG
EG

Korsande kordor

AC, BH
AC, BD
GI, AH

Icke kordor A4
B
AB
AC
AF F
EC

Icke korsande kordor

AC, CI
EG, DH
AH, BD
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Hur manga kordor kan du t ex finna som parvis ar icke-korsande
i n-horningen nedan?

Nedan later vi P beteckna en godtycklig n—horning.

3. Visa att varje n—horning innehaller minst en korda om n > 3.
(Detta kan verka sjilvklart men kraver faktiskt ett bevis.) Forsok
ocksa att finna en algoritm (& automatisk metod) som givet en n—
horning P plockar fram en korda. Har kan du aven fundera pa, om
det som ar relevant i P, nar det galler att finna en korda, mojligen
kan beskrivas pa annat satt dn att ge koordinaterna for varje horn.
(Du behéver inte kunna nagot programsprak.)

Vad ett induktionsbevis ar kan du t ex lasa om i Karl-Johan
Backstroms bok Diskret Matematik. Studentlitteratur 1986.

4. Visa med hjalp av induktionsbevis att varje n—horning P innehal-
ler n—3 icke-korsande kordor. Observera ocksa att dessa kordor delar
in P in—2 trianglar pa ett sadant satt att om tva av dessa trianglar
mots i mer an en punkt sa ar deras skirning precis en gemensam sida.
Detta brukar kallas en triangulering av P. (Gor géarna en algoritm
for detta.)

5. Betrakta en triangulerad n—horning P. Visa att det gar att farga
varje horn i P pa ett sadant sétt att
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(a) Endast tre farger férekommer

(b) Tva horn som é&r forbundna med en korda eller en sida (i den
givna trianguleringen)

har olika farger.

Finn ocksa en algoritm for denna fargning.

6. Visa att nagon fiarg forekommer i hogst [n/3] horn. ([z] betecknar
det storsta heltal som ar mindre an eller lika med x, heltalsdelen av

Vad hander om en lampa placeras ut i varje horn dar denna farg
forekommer?

7. Ge for varje n ett exempel pa en 3-n—horning som inte kan belysas
med farre an n lampor.

8. Visa hur man nu kan dra slutsatsen att [n/3] lampor alltid récker
for att belysa en n—horning.

9. For speciella n—horningar kan man naturligtvis klara sig med
betydligt farre lampor &n [n/3]. Kan du finna en algoritm som
givet en n-hornig placerar ut ett minimalt antal lampor som ger
full belysning? (Foérmodligen svart)

10. Kan du generalisera problemet t ex:
Vad hander i flera dimensioner?

Vad hander om vissa sidor i n—horningen ar speglar?
Har kan det vara intressant med problemformuleringar bara. Du
behover inte l6sa dem nodvandigtvis.

ANMARKNING: Punkterna 9 och 10 ar att betrakta som mini-forsk-
ningsproblem. Problemforfattaren kanner sjalv ingen l0sning pa
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dessa problem. Formodligen kan resultaten har vara publicerings-
bara i nagon tidskrift.
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