350

Nagot om medelvarden
PEPE WINKLER

Uppsala Universitet

Om a; och as ar tva reella, positiva tal sa kallas talet A =
ay +az . . : . .
! 2 for det aritmetiska medelvirdet och talet G = JJai - ag for

det geometriska medelvdrdet.

UpPPGIFT 1. GOr ett dataprogram som beriaknar A och G for givna
talpar (ai,as2). VAalj nagra talpar (aj,as) och beridkna for dem A
och G.

Troligen har du observerat att
(1) G<A.

UpPGIFT 2. Giller den héar olikheten for godtyckliga par (a1, as)?
Forsok visa att sa ar fallet.

LEDNING. Ténk pa den nistan triviala olikheten 0 < (z — y)? som

galler for godtyckliga reella tal = och y.
Vad skall & och y ersittas med for att erhalla (1) ?

UppGIFT 3. For vilka par (aq,aq) galler likheten i (1) ?

UPPGIFT 4. Bestam bland alla rektanglar med en given omkrets,

den som har storsta arean.

En annan typ av medelvirde ar det sa kallade harmoniska medelvdr-
2&10,2 2

a; + as N all + é .
Verifiera att H kan definieras genom

L_1/1 1
H_2 aq 0,2’

det som definieras genom H =
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dvs inversen till det harmoniska medelvardet ar lika med det arit-
metiska medelvardet av inverser till a; och as.

UpPPGIFT 5. Berakna H for samma talpar som du valt i uppgift 1.
Undersok hur H forhaller sig till A och G. Stall upp en férmodan.
Bevisa en sats.

UpPPGIFT 6. En bil kor fran staden A till staden B med medelhastig-
heten a; km/tim och atervinder omedelbart med medelhastigheten
az km/tim. Vad blir medelhastigheten for hela resan ?

Vilket slags medelvéirde ar den erhallna medelhastigheten 7

Lat oss nu anta att vi har en trippel av reella, positiva tal (a1, as,as) .

Det ar da ganska naturligt att definiera det algebraiska medelvérdet
ay +as + as

for dem som A = , det geometriska medelvardet som
G = ¥ajazas och det harmoniska medelvardet genom
3 1 1 /1 1 1
H = 11 — == —4+—4+—.
Epr 3<a1+a2+a3>

UPPGIFT 7. Andra ditt dataprogram fran uppgift 1 si att det
berdknar A, G och H for taltripplar (ai,as,as). VAalj nagra tripp-
lar (a1,as,a3) och berdkna for dem A, G och H.

Vilket forhallande mellan A, G och H kan vi observera nu ?

For talpar (a1,a2) har du tidigare visat att H < G < A alltid géller
(med likheten da och endast da a; = a2 ).

Forsok visa att samma forhallande galler for godtyckliga positiva
tripplar (a1, as,as) .

Troligen misslyckades du i dina forsok.

Nu skall jag forsoka leda dig fram till ett resonemang som visar att
aven for positiva tripplar galler det ovannadmnda férhallandet.



352 PEPE WINKLER

Lat oss istallet borja med fyra godtyckliga reella positiva tal aq, as,
a3 och ay4. Analogt till vara tidigare definitioner, definierar vi

ay +as + as + ay

A= 1 och G = v/ a1a2a3a4 .

Nu kan vi betrakta A som det aritmetiska medelvardet {or a1 + a2
a a 1l /a a a a
och 3+ 4tyA:§ 1; 2 4 3;— 4>.Ommannuanvén—

der olikheten (1) sa far vi :

A> \/al ;aQ 48 _; A { anvénd (1) igen och vi for }

> \/\/alagwagm = 4/Q1020304 = G.

UpPGIFT 8. Definiera dven H {'r ai,as,as3,as och bevisa att H <
G.

Nu skall vi atervanda till var trippel igen. Lat nu ater

a1 + as + as

(2) A= 3 och G = Jajasas.

Betrakta nu fyran aq,as,a3 och ay = A. Ovan har vi visat att det

aritmetiska medelvardet aldrig ar mindre an det geometriska for fyra
godtyckliga reella positiva tal, dvs

ay +as + as + ay

A Z \4/ aijaoasay .

Om a4 = A sa far vi :

A
(3) a1+a21a3+ > Vai-az-az-A.

Ur (2) for vi att a; +ag +a3 = 3A och aj-as-az3 = G3. Sitt in det
i (3) och du far A > v/G3 - A som kan skrivas om till A* > G®- A
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dvs. A3 > G2 som i sin tur ar ekvivalent med att A > G, dvs den

olikhet som vi ville visa far en trippel.

UpPPGIFT 9. Generalisera uppgift 5 till tre medelhastigheter aq,as
och as.

UpPGIFT 10. Formulera ett problem (t. ex. i likhet med uppgift 4)
som kan 16sas med hjalp av olikheten G < A for taltripplar.

Nu ar det kanske ganska enkelt att definiera det aritmetiska, geo-
metriska och harmoniska medelvardet for godtyckligt antal reella,
positiva tal n.
Vi definierar alltsa

a; +as + ...+ ap

A= ., G = Yaras...an,

n

n

och H = .
Lyt +2L

UppPGIFT 11. Utveckla ditt dataprogram sa att det raknar A, G
och H for godtyckliga n— tipplar (ai,as,...,a,).

UPPGIFT 12. Forsoknu visaatt A > G f'r n =8 och n=16. Gor

beviset analogt till fallet da n = 4. Skriv A som det aritmetiska

medelvardet till a1+ a2 Z as + a4 och as + ae 44— a7 + asg .

Hur skall nu olikheten visas for 4 < n < 8 respektive 8 <n < 167

Vi borjar pa samma satt som for n = 3.
Om 4 < n < 8 kompletera aq,as,...,a, till a1,as, as,aq, as,ag,
ar,ag genom att valja

ay +az+...+ay

an+1:an+2:...:a8:A:
n
Nu ar det

ay+as+...+a,+(8—n)A
8

> f/alag cLap AT
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nA+ (8 —n)

A > VG A3~ som medfor att A > G.

( Genomfor rakningen.)

dvs

UpPPGIFT 13. Genomfor hela resonemang aven for alla 8 < n < 16.

Allmant kan, med hjalp av sa kallad matematisk induktion och sam-
ma resonemang som ovan, visas att:

a; +as + ...+ agm

_1
A= om EG:(alaz...azm)W
om
ZH =TT
aq a9 Tt aogsm

Sedan pa samma satt som ovan kan man generalisera resultatet for
godtyckligt antal reella positiva tal.

Mer om matematisk induktion kan du lasa t.ex. i avsnitt 4.2 1 A.
Vretblads bok Algebra och kombinatorik.

UpPPGIFT 14. Forsok genomfora fullstandigt bevis att, for godtyck-
liga reella positiva tal aq,as,...,a, galler

H<GLA.

Tank genom den anvanda bevismetoden. Observera att metoden
kan tilllampas sa fort man kan visa olikheten G < A for godtycklig
n— tippel av reella positiva tal. (Fér n = 2 &r beviset av olikheten
enklast.)

UppPGIFT 15. Visa att ur olikheten H < G < A for godtyckliga
reella positiva tripplar foljer samma olikhet for godtyckliga positiva
reella talpar.

UPPGIFT 16. Visa att for varje positivt heltal n galler olikheten:

<n+1> > nl.
5 >
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LEDNING. Tank pa olikheten A > G.
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