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Euler-Mac Laurins summationsformel
och Bernoulliska polynom

LARS HORMANDER

Lunds Universitet

Datorer gor det mojligt att genomféra rakningar som tidigare
varit otankbara, exempelvis att berakna summan av en oandlig serie
genom att helt enkelt addera ett stort antal termer. I praktiken ar
detta dock inte sarskilt effektivt. Ett syfte med foljande uppgift ar
att visa att matematiska metoder for att reducera raknearbetet inte
blivit overflodiga trots de nya tekniska hjalpmedlen.

Uppgiften bestar av tva delar. I den forsta infors Bernoullital och
Bernoullipolynom som hjalpmedel for att jamfora en summa med
en integral. I den andra diskuteras Fourierserier med utgangspunkt
fran Bernoullipolynomen. Detta ger speciellt flera mdjligheter att
berakna .

Om man vill berakna summan av en serie som
=1
S = —
>
n=1
med hog precision, exempelvis 8 siffrors noggrannhet, sa verkar det
forst som om man skulle behova rakna ut en delsumma
N
med ett orimligt stort antal termer. Vi har namligen
1 1 1 1 1 1

1
= — << —_ —
n n+1l nnh+1l) n?2 nn-1) n—-1 n
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vilket medfor att for godtyckliga heltal N < M

1 1 111
- <Y < =——.
N+1 M+1 1%21 n2 N M
Summan Ry = S—Sy av termerna efter den N:te ligger alltsa mellan
1/(N + 1) och 1/N sa man skulle beh6va summera 10® termer for
att fa tillrackligt liten rest. Narmare eftertanke visar emellertid att

eftersom

1 11 1
0<8—Sy— — <~ — -
SPTPNTNITISN N+l NN+

s& ricker det att ta N = 10, berikna sy och addera 1/N till resul-
tatet. Anda krivs 10001 termer.
1. Anvand att

1 1/ 1 1y 1

ﬁ_§<n—1 B n+1> - n2(n?-1)
for att sanka antalet termer under 500! Kan Du hitta ytterligare
forbattringar?

Om Du kanner till nagot om numerisk integration sa ser Du att
man kan uppfatta exemplet ovan sa, att Y x 1/n® approximerats
med f ;O dr/z? = 1/N, forst med rektangeluppskattning, sedan med
trapetsuppskattning av felet. Vi skall nu ge en allman metod som
inte kraver att man i varje sarskilt fall hittar pa ett knep.

For att forenkla borjar vi med att undersoka fol f(x)dx for en
funktion f som antas ha manga kontinuerliga derivator. Om dessa
blir allt mindre, som fallet #r for f(z) = 1/(z +n)? da n ir stort, si

lonar det sig att integrera partiellt:

/0 f(x)dz = [(z — ) f(2)]} — / (z — o) f'(a) de

== +ef0) - [ @=of @) e
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Vi far en symmetrisk formel genom att vélja ¢ = 3,

1) / F(x)de = L(F(1) + £(0)) / (— 1)f'(x) d,

dar den forsta termen i hogerledet kallas trapetsapproximationen till
integralen; den ar integralen av den lineara funktion som ar lika med

f 10 och 1. Man kallar

(2) Bi(z) = — 3

for det forsta Bernoullipolynomet och bestammer successivt Bernoul-
lipolynomen Bs(x), Bs(z), ... sa att

(3) B! (z) =nB,_1(x), Bn(0)= B,(1), n > 1.

Det andra villkoret kraver att

1
(4) / B, _1(x)dz =0, n>1,
0

vilket giller enligt (2) d& n = 2. Av (3) far vi Ba(x) = 22 — 2 + ¢,
och (4) kréver att vi viljer konstanten ¢ s att 5 — 3 + ¢ =0, alltsd
¢ = 1/6. Det &r klart att man pa ett och endast ett sitt kan fortsitta
att berdkna polynomen B, () genom integration av det féregaende
polynomet enligt (3) och bestdmning av integrationskonstanten en-
ligt (4).
2. Berakna koefficienterna i polynomen Bs, By, Bs, Bg.
3. Visa att

B, (1 —z)=(-1)"B,(z), n > 1.

4. Visa att det finns en talfoljd bg,b1,... (de Bernoulliska talen)
sadana att

sior=E (ot 2 ()=t
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och att dessa kan berdknas genom rekursionsformeln

n—1
<7> by =0, n > 2.
=0

Vi har alltsa bg = 1,b; = —%, by = %. Berakna bs, ..., bg, och visa

att b = 0 om k ar udda > 1.
5. Visa att i intervallet [0, 1] &r Bogy1 for £ > 1 noll i punkterna 0,

(]

%, 1 och inga andra.
6. Visa att

B(2z) = 2n_1(Bn(x) + Bz + %))a

och berékna B, (3).
7. Visa att for k > 1 galler

|[Bar ()] < [bak|s  |Bowyr(2)] < 2k +1)|bor|/4, da0<a <1

8. Visa att B,(z + 1) — B,(2) = nz™ ! och anvind det for att
berakna summan

da n och N &r positiva heltal.

Genom upprepad partialintegration i (1) far vi nu

/ f(@)dz = (f(1)+ f(0 /2—[§nj (@) &) k]

k=2

+(=1)" /0 B (x)f™ () /n! da.
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Eftersom By (0) = Bg(1) = by da k > 2 och by, = 0 da k ar udda, sa
far vi om vi véljer n = 2p 4+ 1 udda

1
|

| #@dn = 300+ 50) = [ Y bans @ D) (20
(5 " =1

0

- /0 Bopi1 () [V (@) /(2p + 1)) .

Om f ar en 2p + 1 ganger kontinuerligt deriverbar funktion i in-
tervallet N < ax < M dar N, M ar heltal, sa kan vi tillampa detta pa
funktionerna = — f(x +n) for N < n < M och addera resultaten.
De utintegrerade termerna i N + 1, ..., M — 1 tar da ut varandra
tack vare att vii (5)" har samma koefficienter i 0 och i 1. Det har vi
pa grund av det andra villkoret (3) som stélldes precis for att uppna
detta. Beteckna med B, (x) den funktion med perioden 1 som ér lika
med B, i intervallet [0, 1]; den &r v — 2 ganger kontinuerligt deriver-
bar enligt andra delen av (3). Vi har da bevisat Fuler-Mac Laurins

summationsformel
" Jwyar = 3000+ r0m) + > e
(6) = [i bor f P51 () (2K)!] N
[ B @ p+ 11

9. Anvand formeln for att berakna
=1 =1
D3 och )y —
1 1

med 8 siffrors noggrannhet utan att summera ett stort antal termer.
(Berdkna summan av de N — 1 forsta termerna och hélften av den



EULER-MAC LAURINS SUMMATIONSFORMEL 151

N:te exakt, samt anviand (6) for att approximera resten! Experi-
mentera med olika ganska sma val av N och p for att se hur stor
integralen i hogerledet av (6) blir! Hur langt ner kan Du minska
antalet termer som maste berdknas?)

10. Anvéand formeln for att skriva ett program som beraknar Rie-
manns ¢ funktion ((s) = 7" n~® med 8 siffrors noggrannhet da
1 <s<6.

Vi skall nu diskutera Fourierserien for den periodiska funktionen
B,,. De enklaste funktionerna som #r periodiska med perioden 1 &r
de trigonometriska funktionerna sin (2wkx) och cos (2wkx), eller

e?™kT — cos (2rkx) + isin (2rkx), Eulers formler.

Man sager att en funktion f med perioden 1 har utvecklats i Fouri-
erserie om den framstallts som en summa

oo

(7) fl@) =) er(f)e™*,

— o0

vilket ocksa kan skrivas i den mindre latthanterliga formen

oo

f@) =" an(f)cos(2rkz) + Y by(f)sin (2rkz);

0
ag = co,ax = Ckp + c_k, b = i(cp — c_k).

I fortsédttningen anvander vi (7). Om (7) galler i den starka meningen

att
N

max |f(x) — ch(f)ezmm\ — 0 da N — oo,
—-N

2T och integrera varje term for

1
/ e—27riua: dr = { 0’ om f # 0
0 1, om p =0,

sa kan man multiplicera med e
sig. Eftersom
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sa far man genast

(8) e (f) = / f(z)e 2" dy.

Man kallar talen som ges av (8) for Fourierkoefficienterna till f.
Problemet &r om (7) géller med dessa koefficienter.

Enligt (4) har vi c¢o(B,) = 0, om n # 0, och d& v # 0 far vi med
hjalp av (3)

1
2miv

1 1
CV(ETL) = A Bn(gj)e—Qﬂ'iux dr = /(; B:%(x)e_zﬂ-iyx dr
n

1
S / By _1(x)e ™% dy = ...
0

2miv

n! 1 : —n/!
— B —2mivx d — .
(2miv)n—1 /0 (z)e T Criv)n

Det galler nu att visa att

En (CL‘) _ Z ieZWiux

o (2miv)™

om n > 2. Da konvergerar i varje fall serien eftersom »_ _ |v[™" <
242 [t dt < oo,
Lat alltsa n > 2, 0 < y < 1, och betrakta funktionen

f(x) = (Bu(2) = Ba(y))/(1 = ™), 0<aw <1

Med lamplig definition da x = y eller x = y + 1 sa ar f kontinuerligt
deriverbar for 0 < x <1, sa vi har

/ f —271'11/1: dr

= [f(z)e *™"* /(—2miv)] —l—/l f'(x)e ™" /(2miv) dx — 0,
0
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da v — oo. Eftersom
B(z) = Ba(y) + f(z) — f(x)e?™ ¥ 0<z <1,

sa ger en enkel rakning

cv(f) — e ey 1 (f), om v 7 0,

w(Bn) = { Bu(y) +cu(f) —e*™eya(f), omv=0.

Alltsa ar
N . N | |
> (Bn)e*™Y = Bu(y) + > (e (f)e™Y — cyy (f)e™ DY)
—N _N

— En(y) + CN(f)€2m'Ny o C_N_l(f)e2m'(u—1)y
— Bu(y), N — oo,

vilket bevisar att for n > 2 galler

9) B, (z) = —n! Z(Qwiu)_”ezm’”.

v#0

Speciellt far vida x =0

(10) bn = —n! Y _(2miv) ™",

v#0

11. Anvéand (10) och 6vning 9 for att berdkna .
12. Visa att om f ar en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion
med perioden 1 sa galler att

! /0 (@ — ) Baly) dy = co(f) — f(2).

Visa med hjilp av det att (7) foljer av (9) med n = 2.



154 LARS HORMANDER

Eftersom ), _,1/|v| > 2 [ dt/t = oo sa dr fragan om konver-
gensen av Fourierserien for B; mera komplicerad. Delsummorna ar

sn(x)=— > €™/ (2riv).

0<|v|<N

Observera att sy(x) = —sy(—z) = —sny(1 — x), vilket speciellt ger

sn(0) = sn(3) = 0. Vi kan summera derivatan som en geometrisk

serie,
N
SIJV(:C) — Z 6271'11/1: 1 _ Z 6271'11/1:
0<|v|<N N
L e2mi(N+5)z _ o—2mi(N+5)z L sin (27r(N + %)x)

T — e B sin (7x)

Eftersom sy (0) = 0 far vi for 0 < z < 3,
T sin (2 (N + 3)t
SN(x):a:—/ sin (2n(NV + 3)1)
0 sin (7rt)

Nu ar f(t) = 1/sin (nt) —1/(mt) en kontinuerligt deriverbar funktion

i [0, %] (visa det som 6vning) och vi far darfér med upprepning av

ett bevis ovan att om

en(z) = /Oaj sin (2 (N + 2)t) f(¢) dt

s ar len(z)| < C/(N + 3). Vidare ar

SN(x) +6N($) E— /m sin(Qﬂ'(N—i— §)t)

i — dt =z — G(2rz(N + 3))

dar

(11) G(T) = /OT s
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Sétter vi z = 1 sd ser vi eftersom sy (%) = 0 att

G(r(N+3))—3 daN— .

Om 7N <T <7w(N+1) saar

1 2 1
G(T) - G(r(N+ 1) < — i =

sa vi kan dra slutsatsen att G(T) — % da T — oo pa godtyckligt
satt. Detta medfor att sy(z) - 2 — 3 d& N — oo och 0 < z < 3,
alltsa for alla icke heltaliga x.

13. Visa att 0 < G(y) < G(m) och berdkna G(7) numeriskt (eventu-
ellt med hjélp av Euler-Mac Laurins formel eller Simpsons formel)!
Vardet ar 0,58949 ... . Minimum av sy ligger alltsa nira —G(7)
da N ar stort, fastén B, > —%. Denna oversvangning kallas Gibbs

fenomen. Rita giarna upp nagra delsummor pa bildskdarmen for att
se detta, om Du har tillgang till dator med god grafik!

RN

Grafen for y = G(z) och y = 3, d& 0 < z < 4.



