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Introduction.

Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique.

Le présent mémoire a été entrepris pour répondre a la premicre
des quatre questions du concours; mais les résultats que j'ai obtenus
sont tellement incomplets que jaurais hésité a les publier si je ne savais
que l'mportance et la difficulté du probléme donne de lintérét a tout
ce qui 8'y rapporte et qu'on ne peut attendre une solution définitive que
d'une longue série d'efforts successifs.

Les immortels fondateurs de la mécanique céleste ont cherché a
résoudre le probléme des n corps par approximations successives. A cet
effet, ils ont développé la solution suivant les puissances croissantes des
masses et exprimé chaque terme du développement par une série de
sinus ¢t de cosinus. Leur succés montre suffisamment que cette méthode
était la plus convenable pour les premiéres approximations.

Parmi les résultats qu'ils ont obtenus, un des plus remarqués est
celui qui se rapporte & la stabilité du systéme solaire. Larrace et Pors-
SON sont parvenus a démontrer qu'en tenant compte seulement des pre-
mieres et des secondes puissances des masses, les grands axes des orbites
ne subissent que des variations périodiques. On a cru longtemps que
le fait était général et on en a méme cherché une démonstration di-
recte; c'était une erreur. Des qu'on tient compte des troisiemes puis-
sances des masses, on voit apparaitre des termes séculaires dans le dé-
veloppement des grands axes,

Ainsi la méthode dont nous venons de parler devient insuffisante
quand on veut pousser l'approximation un peu loin. Les séries aux-
quelles elle conduit contiennent non seulement des termes purement tri-
gonométriques de la forme:

Asinat ou B cosat,

non seulement des termes mixtes de la forme:

At sinat ou Bt™ cosat,
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mais des termes purement séculaires de la forme
. ¥t

Rien ne permet done d'affirmer que ces séries resteront convergentes pour
de grandes valeurs de {.

Aussi les géomeétres contemporains se sont ils efforcés de remplacer
ces développements par d'autres séries ne contenant que des termes tri-
gonométriques. Ils y sont enfin parvenus dans ces derniers temps ct les
séries de M. GyLpExy comme celles de M. Lixpstept ne contiennent que
des termes en

Asinat ou Bcosat,

ou non seulement 4 et B mais encore a sont développés suivant les
puissances de .

Tout n'est pas fini cependant. On peut se demander si les séries
ainsi obtenues sont convergentes et comme la présence de »petits divi-
seurs» a4 pour effet de rendre certains termes tres grands, on peut avoir
des doutes séricux au sujet de cette convergence. Le présent travail
montrera que ces doutes sont fondés; toutes ces séries divergent; je dois
reserver toutefois les séries proposées par M. GyLpeéx dans son dernier
meémoire (Acta, t. 9); en ce qui les concerne je n’ai aucun moyen de
reconnaitre si elles sont convergentes ou divergentes.

Ainsi en cherchant a intégrer les équations différentielles du pro-
bleme des trois corps par des séries trigonométriques, on est générale-
ment conduit a des développements divergents, mais on sait qu'il existe
pour les équations différentielles de tous les ordres des procédés d'inté-
gration dont la convergence est certaine et on pourrait en attendre des
resultats dans le cas qui nous occupe.

CAvcny a imaginé un procédé de calcul ingénieux qu’il a appelé,
je ne sais pourquoi, »calcul des limitesy (Comptes rendus, tome 14,
p. 1020—1023) et par lequel il montre que les équations différentielles
d’ordre quelconque, admettent une intégrale développable par la série de
Tayror. Il y a exception en certains points nommés points singuliers,

Considérablement perfectionné par M. WEIERsTRASS, le »calcul des
l[imites» a fourni une importante moisson aux géometres qui U'ont cultivé

1

et en particulier a MM. Brior et Bouquer et M™ KowarLevsir. Clest




Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 7

ainsi que les résultats de Cavcny ont été étendus aux équations aux
dérivées partielles.

Parmi ces résultats, je citerai le suivant: soit # une quantité définie
en fonction de # par une équation différentielle du n° ordre on entre un
certain paramctre g, Considérons la solution particuliére qui est telle
que x sannule pour {=o0 ainsi que ses #n— 1 premicres dérivées. Cette
solution pourra se développer suivant les puissances de ¢ et de p, pourvu
que ¢ et p solent assez petits; mais il y a plus; cette solution pourra
encore, pour une valeur particuliere ¢ de ¢ se développer suivant les
puissances croissantes de p sculement, pourvu que p soit assez petit et
quelque grand que soit #, 4 moins qu'on n'ait passé par quelque point
singulier entre { = o et ¢ = ¢,.

[.es séries ainsi obtenues sont toujours convergentes au moins dans
une certaine c¢étendue, mais il arrive en général que cette convergence
n'a liew que pour les petites valeurs de la variable. M. Porxcaré par
Fapplication des principes de Cavcuy, a trouvé des séries (Comptes
rendus, 27 février 1882) qui restent convergentes pour toutes les va-
leurs du temps. Il ne faut pas croire pourtant le probléme résolu; ces
series, procédant suivant les puissances de certaines variables, peuvent
servir & démontrer Pexistence de l'intégrale, ou méme i ealculer sa valeur
numérique; mais la plupart du temps, elles ne nous en font pas con-
naitre les propriétés. Clest ainsi qu’elles sont impuissantes, dans le cas
de la mécanique céleste, & mettre en évidence la périodicité .quand elle
existe, ou a décider la question de la stabilité,

C'est & un ordre didées absolument différent que se rapportent
d’autres mémoires de M. Poincart anxquels nous ferons quelques em-
prunts (Journal de LiouviLne, 3™ série, tomes 7 et 8; 4™° série, tomes
1 et 2). Dans ces mémoires intitulés Sur les courbes définies par les équa-
tions différentielles il cherche a construire ces courbes et & déterminer dans
le plan et dans U'espace une région limitée d'oui elles ne pourront jamais
sortir, Il y est parvenu pour certaines équations différentielles mais les
équations de la dynamique ont semblé jusqu’ici rebelles a sa méthode.

Dans le présent travail, je ferai concourir & mon but les trois mé-

thodes dont je viens de parler; aux anciennes méthodes de la mécanique
céleste, jemprunterai la forme trigonométrique des développements; an
vealcul des limitesy la démonstration de leur convergence; enfin c'est a
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la méthode géométrique de M. PoiNcart que jaurai recours pour de-
montrer la stabilite.

Malgré T'emploi simultané de ces trois méthodes, jointes a quelques
principes nouveaux, j'ai di me restreindre & un cas particulier. J'ai traité
seculement des équations de la dynamique quand il n'y a (pour employer
une expression usitée en Angleterre) que deux degrés de liberté (degrees
of freedom). En ce qui concerne le probléme des trois corps, je ne suis
pas sorti du cas sulvant:

Je considére trois masses, la premiere trés grande, la seconde petite
mais finie, la troisiéme infiniment petite; je suppose que les deux pre-
mieres décrivent un cercle autour de leur centre de gravité commun et
que la troisieme se meut dans le plan de ces cercles. Tel serait le cas
d'unc petite planéte troublée par Jupiter, si I'on négligeait 1'excentricité
de Jupiter et l'inclinaison des orbites.

Dans ce cas particulier, jai démontré rigowreusement la stabilité, non
seulement en montrant que le rayon vecteur de la petite planéte ne peut
croitre indéfiniment, mais en lui fixant sinon ses limites précises, au
moins des limites aussi rapprochées qu'on le veut de ces limites précises.

Les démonstrations du caleul des limites ne sappliquent pas en
aénéral aux séries trigonométriques de la mécanique céleste et ne per-
mettent pas d’en démontrer la convergence.

[obstacle qui &'y oppose est la présence d'une infinité de petits di-
viseurs. Mais il est un cas ou ces petits diviseurs disparaissent, c'est celui
ou il n'y a plus qu'un seul argument, c'est a dire celui des solutions
périodiques qui ont été rencontrées dans certains cas particuliers d'abord
par M. Hitn (American Journal, t. 1), puis par M. Poixcare (Bulletin
astronomique, t. 1). On en trouvera dans la suite une théorie complete.

Pour pouvoir appliquer aux équations de la dynamique la méthode
séométrique de M. Poincarg, jai da introduire une notion nouvelle qui
est eclle des invariants intégrauz. Elle m'a été fort utile et jai lien de
croire qu'elle pourra rendre des services dans d'autres problémes.

Ces considérations générales qui m'étaient indispensables remplissent

la premicre partie de ce travail. Je n’aborde le probléme lui-méme que
dans la seconde partie ou je m'ai plus qu'a appliquer les principes posés
dans la premiére.
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Premieére partie.

Généralités.

CHAPITRE L

Notations et definitions.

Considérons un svstéme d’équations différentielles:

de, = dz, . dz, =
(I) qF . }ki’ :Il}" l'} R e = }“n!

I

ou ¢ représente la variable indépendante que nous appellerons le temps,
Tyy Ty, ..., x, les fonctions inconnues, ou enfin X,, X,, ..., X, sont des
fonctions données de z,,x,,...,x,. Nous supposons en général que les
fonctions X, X,, ..., X, sont analytiques et uniformes pour toutes les
valeurs réelles de =, ,2,,..., 2,.

Si l'on savait intégrer les équations (1), on pourrait mettre le résultat
de l'intégration sous deux formes différentes; on pourrait écrive:

(2) ¥, = '!:"'l(':f y O, Gy y o 0o (-'Tn)r g = Fﬁﬂ('! y Oy Cyy vy ﬂ") T

'
T, = €, (f - C! . (-”u y sy G"J*

¢y, C,y,..., 0, désignant les constantes d'intégration.
On pourrait écrire encore, en résolvant par rapport 4 ces constantes:

|

C, Fy(l, )y @y 5000y 8,)

O = 200 B s By nvin s B0 )

(3)

- Ll L ® & L] " L] L] ® & L] L] [l L]

UHZFH(f?:HI?;K'J!"'"’j:“)’

Aeta mathematica. 13, Tmprimé le 3 juillet 1889, 9
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Pour éviter toute confusion, nous dirons que les équations (2) repre-
sentent la solution générale des équations (1) si les constantes C y restent
arbitraires et qu'elles représentent une solution particuliére si on y donne
aux C des valeurs numériques. Nous dirons d’autre part que dans les
équations (3), F,, F,, ..., F, sont n intégrales particuliéres des équations
(1). Le sens des mots solution et intégrale se trouve ainsi entierement fixe.

Supposons que l'on connaisse une solution particulicre des équations
(1) qui s'écrira:

|

(4) ml = 5.:?1(!‘), ‘T-.: 5‘:1(!) ! A R &, = f'ﬂﬂ(t)*

On peut se proposer d’étudier les solutions particuliéres de (1) qui
différent peu de la solution (4). Pour cela posons:

iy

9 7 Rt ;"‘Il —— E"ﬁu + ;u

z, = ¢ + & T, = ¢ T

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues &,,§&,....,&,. Si la so-
lution que l'on veut étudier diftére peu de la solution (4), les & sont
trés petits et nous en pouvons négliger les carrés. Les équations (1)

=

deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des &:

dz; ", 5, e dX; dX; .
ol | i : - T — Li:l_'g’...l"}
(5) dt dz, S T daz, *? i + da, ™"
L N {.III' o B - A
Dans les dérivées ) les quantités x,, x,, ..., x, doivent étre rem-
ol

placées par ¢,(¢), ¢,(¢), ..., ¢.(f), de sorte que ces dérivées peuvent
étre regardées comme des fonctions connues du temps.

Les équations (5) s'appelleront les équations auzx variations des équa-
tions (1). On voit que les équations aux variations sont linéaires.

Les équations (1) sont dites canoniques lorsque les variables z sont
en nombre pair n = 2p, se répartissant en deux séries

AN N

.?fl ’ yg ¥ SaviRey l"f_.n
et que les équations (1) peuvent s'écrire:

da; -:ET by, d l

i i o o (i=1,%2 ....9)

dt  dy,’ d de;
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Elles ont alors la forme des équations de la dynamique et nous dirons,
a lexemple des Anglais, que le systéme d'équations (6) comporte p
degrés de liberté.

On sait que ce systéme (6) admet une intégrale dite des forces vives:

F' == const.

et que si 'on en connait p — 1 autres, on peut considérer les équations
canoniques comme completement intégrees,

Considérons en particulier le cas de » = 3; nous pourrons alors
regarder z , z, et x, comme les coordonnées d'un point P dans l'espace.
Les équations:

dux e ’ de E
I e SR 0 et e R o g X
( ) ot 12 dt 27 di 3
définissent alors la vitesse de ce puint P en fonction de ses coordonnées.
Considérons une solution particuliére des équations (1)

—

"El = 5‘:1(#)? '.r:l "y {."‘2(3), 'r':l — f:;;“)'

Lorsque nous ferons varier le temps ¢, le point P décrira une certaine
courbe dans l'espace; nous lappellerons une frajectoire. A chaque so-
lution particuliére des équations (1) correspond donc une trajectoire et
réciproquement.

Si les fonctions X, , X, et X, sont uniformes, par chaque point de
I'espace passe une trajectoire et une seule. Il n'y a d'exception que si
I'une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles s'annulent toutes
les trois. Les points on ces cas d’exception se présenteraient s'appelleraient
points singuliers.

Considérons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points
de cette courbe passe une trajectoire; I'ensemble de ces trajectoires con-
stitue une surface que jappellerai surface-trajectoire.

Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point
singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en aucun point singulier

ne peut étre coupée par aucune trajectoire.
Nous aurons fréquemment dans la suite & nous occuper de la question
de la stabilité. Il y aura stabilité, si les trois quantités z ,x,,z, restent




12 H. Poincaré.

inférieures a certaines limites quand le temps ¢ varie depuis — co jusqu'a
+ ©0; ou en d'autres termes, si le trajectoire du point P reste tout
entiere dans une région limitée de l'espace.

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire fermée S; cette surface
partagera l'espace en deux régions, l'une intérieure, 'autre extérieure,
et aucune trajectoire ne pourra passer d'une de ces régions dans 'autre.
Si done la position initiale du point P est dans la région intérieure, ce
point y restera éternellement; sa trajectoire sera toute entiére a l'inté-
rieur de §. Il y aura donc stabiliteé.

Ainsi la question de stabilité se raméne a la recherche des surfaces
trajectoires fermées.

On peut varier ce mode de représentation géométrique; supposons
par exemple que l'on pose:

... f
: — ) - 4 -

- _— IFI : - ) -II'I
g Pal2) 5 254 73)s
e I."_' w v
‘1:3 - “:'alu"l ). 97 ";4)*

les ¢ étant des fonctions de 2z qui sont uniformes pour toutes les valeurs
réelles des z. Nous pourrons considérer non plus = , 2,, z,, mais
2y 2y, %, comme les coordonnées d'un point dans l'espace. Quand on
connaitra la position de ce point, on connaitra z ,2,,2 et par consé-
quent z,, x,, x,. Tout ce que nous avons dit plus haut reste exact.

Il suffit méme que les trois fonctions ¢ restent uniformes dans un
certain domaine, pourvu qu’on ne sorte pas de ce domaine.

Si n > 3, ce mode de représentation ne peut plus étre employé en
général, a moins qu'on ne se résigne a envisager l'espace 4 plus de trois
dimensions. Il est pourtant un cas ou la difficulté peut étre tournée.

Supposons par exemple que n = 4 et qu'on connaisse une des inté-
grales des équations (1). Soit:

(7) F (&, s &4 @y 25) =10

cette intégrale. Nous regarderons la constante d'intégration C comme

une donnée de la question. Nous pourrons alors tirer de 1'équation (7)
une des quatre quanftites Ty Bgy Xy, &

. en fonction des trois autres, ou
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bien encore trouver trois variables auxiliaires 2, , 8,2 telles qu’en

q

faisant:
II - 5’5'1&51?5:1?33)" ‘1:3 e ?&1(51!33?53)?
Xrg == ':'I‘ﬂ(‘?l y “g 3 33)? Ty = 5[’4(3; y #g 9 33)!

on satisfasse a l'équation (7) quelles que soient les valeurs de z,,z,, 2,.
Il arrivera souvent qu'on pourra choisir ces variables auxiliaires z de
fagon que les quatre fonections ¢ soient uniformes, sinon pour toutes les
valeurs réelles des z, au moins dans un domaine d’ott on n'aura pas a sortir.

On pourra alors représenter la situation du systéme par un point
g el 2.

Supposons par exemple que l'on ait des équations canoniques avec
deux degrés de liberteé:

dont les coordonnées dans l'espace seront z , 2

de, dF de, dF

dt ~ dy,’ dt ~— dy,’
def; .., @AF dy, - dF
dl} T L dt de,

Nous aurons quatre variables T, Ty, Y, 5 Y,y Mais ces variables seront
lices par l'équation des forces vives:

F=C,

de sorte que si nous regardons la constante des forces vives C comme
connue, il n'y aura plus que trois variables indépendantes et que la re-
présentation géométrique sera possible.

Nous distinguerons parmi les variables z, , ,,..., #,, les variables
linéaires et les variables angulaires. 1l pourra arriver que les fonctions
X, , X,,..., X, solent toutes périodiques par rapport a 'une des variables
x; ¢t ne changent pas quand cette variable augmente de 2z. La variable
x, et celles qui jouissent de la méme propriété seront alors angulaires;
les autres seront linéaires.

Je dirai que la situation du systéme n'a pas changé si toutes les
variables angulaires ont augmenté d'un multiple de 27 et si toutes les

variables linéaires ont repris leurs valeurs primitives.
Nous adopterons alors un mode de représentation tel que le point
représentatif P revienne au méme point de l'espace quand une on plu-
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sieurs des variables angulaires aura augmenté de 2. Nous en verrons
des exemples dans la suite,

Parmi les solutions particuliéres des équations (1), nous distinguerons
les solutions périodiques. Soit

J-'[ == E“ﬁl(f)l J;ﬂ s {FJ(":) ] Py e J"'" a0 5_1"*"(,.‘_)

une solution particulicre des équations (1). Supposons qu'il existe une
quantité h telle que:

ot + B) = g(t)
quand z, est une variable linéaire et:
e.(t + h) = ¢,(t) + 2kn, (k étant entier)

quand z, est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution
considérée est périodigue et que h est la période.

Si I'on adopte un mode de représentation géométrique tel que le
point représentatif reste le méme quand une des variables angulaires
augmente de 27, toute solution périodique sera représentée par une tra-
jectoire fermeée,

CHAPITRE 11
Theorie des invariants intéegraux.
§ 1. Propriétés diverses des équations de la dynamique.
Soit I une fonction d'une double série de variables:

*f"'l y Ii R om m } l,‘n!

Yo Wity N
et du temps ¢£.
Supposons que l'on ait les équations différentielles:

de;, dF dy; d I

L

(I) ﬁ_a—fy_. gfir o dz;
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Considérons deux solutions infiniment voisines de ces équations:
JT]":EﬂS '-.jjjﬂjgf]’yﬁ!illi‘?;"?

Tl. +$l‘:r:; +E:;!"'J':I:H+Eu!;”] +:?1:Iyg +ﬁgr"*!.un+?;n1

les & et les » étant assez petits pour quon puisse negliger leurs carres.
LLes & et les % satisferont alors aux équations différentielles linéaires

d&; d*l d*F
dt Z;. Ey;fﬁ:ﬂt G+ Zt Ey':f.yt s

dp; " Sl d*k
dt _Zt dz,day * zl. du,dy, s

(2)

qui sont les équations aux variations des équations (1).
Soit &/, 7, une autre solution de ces équations linéaires de sorte que:

d&; - ar ., a*F
: ) dt =~ ey dyday Tt Ay dyln'm e
' dy; _ 3 EF x &F
dt 'EL'E d:fl- ot . E!J’-[dﬂ't ?}‘”

Multiplions les équations (2) et (2’) respectivement par »;, — &, — %;, €
et faisons la somme de toutes ces équations, il viendra:

r dEi d’?i IIE; .t- {Erj‘l
ZE(.’?[ di Ei' 7}'*:&‘ Si dt )

E 5 (2 BF d*F g @F + 9, & - "EU'T__)
: (:ﬂ?" dy,da; T 0 g dydye T deydey TS di;dy,

( A | d*F sy ey d’F)
Tis dydg ; ]?"?tth;,{ﬂyt +qi;td.t'£tf.r; : f:i,?tt'i.t',;[i;i“

' k
ou
Z jﬁ 7&i— &n) =0
ou enfin
(3) J?I &1 — EETju + 1?55-.- — &%+ o0 73,.-... «%s = constante.

Voila une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques des

équations linéaires (2).
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Il est aise de trouver d'autres relations analogues,

Considérons quatre solutions des équations (2)

- - B f
- - -

i ¥ i3 % 3N

.
e

rir

f rr
Ris Zis i s Y

Considérons ensunite la somme des déterminants:

- e 1 - fp Y
R R A
[ i N7,
L/ /[ 7 7
. : :l :IF :I’ e 4
i & Sk Sk S i -k
L4 L _JJ}
e ¢ e %

ou les indices ¢ et k varient depuis 1 jusqu'a n. On vérifierait sans
peine que cette somme est encore une constante.
Plus généralement si l'on forme a l'aide de 2p solutions des équa-

tions (2) la somme de déterminants:

Z{.!I q—_".-.‘ﬂ*‘p

({Ilﬁﬂg,..‘,ﬂpz 11:}1.__?.”.],

=1 j =
""f‘t’fruzh'":?;"-.' ot T

cette somme sera une constante.

En particulier, le déterminant formé par les valeurs des 2n quantités
§ et » dans 2n solutions des équations (2) sera une constante.

Ces considérations permettent de trouver une solution des équations
(2) quand on en connait une intégrale et réciproquement.

Supposons en effet que

& = &y ?Fi"__-ﬁ’i

soit une solution particuliere des équations (2) et désignons par & et ,
une solution quelconque de ces mémes équations. On devra avoir:

& — nio, = const,

ce qui sera une intégrale des équations (2).
Réciproquement soit

ZA.&] + Zﬂn}i = Const,
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une integrale des équations (2), on devra avoir:

S il i_ +Zu:::;?; ‘E'ZHA-[Z U 0 t+§« d* K

Il I’Ilh”’!l Ilfiif{t;?”

—Y B,-[sﬂ i T y s I =0,

_iffl l’f.‘fl

d’onr en identifiant

dA; d’F - N s A8
" Bl e~ S e e
IBi 15 -, (K -
¢ i ! _3 il 1‘. + S : - ffl.g

dt Fa— rh“ dy, o il iy

ce qul montre que:

-
o1 = Ei!‘ TJ"I T — ‘r!r

est une solution particuliere des équations (2).

Si maintenant:
@z, , y,, t) = const.,

est une intégrale des équations (1),

r.?ﬂ':" - i “’m
et 0 = const,

=i ;
" n—-rgfrh '

e il 2

sern une intégrale des équations (2), et par conséquent:

: d o P
<L Hrf_.-" /o i,
sera une solution particuliere de ces équations,
St @ = const.,, @ — const. sont deux intégrales des équations (1),

Oon aura

S—x 'rfﬂr’lﬁﬁl rfﬁﬂr“ﬁ'.‘ const
S S — S1.
s (kff_-]:i-n".y.- r.’.lrneh';- ) .ﬂ

('est le théoréme de Poissox.

Considérons le ecas particulier ou les x désignent les coordonnées
rectangulaires de n points dans 'espace; nous les rlumgm-rnnﬁ par la no-
tation a double indice:

Liiy Ly 9 Lgpy

Arta mathemabice. 13, Tmprimé le 18 juin 1885. 2
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le premier indice se rapportant aux trois axes rectangulaires de coor-
données et le second indice aux » points matériels. Soit m, la masse du
" point matériel. On aura alors:

d "oy o V
. h“J E ”’.F‘-i‘

V' étant la fonction des forces.
On aura alors pour l'équation des forces vives:

— m; [day\? r
F=>Y ——( =) — ¥V = const.

Posons ensuite:

day
;Hh - ?“i Tg"}“’
{l’nl‘l
(3) W = _"*"“ — ¥V = const.
e 2111 ;
et
: tf,r“ — - n”" n’_f“., 5 a i
(I j dt -_."3“‘ : ‘at; C day;
Soit:
(4) Lpi = fr’u(")* Yo = '}”:'F”E.(*J)

une solution de ces équations (1'), une autre solution sera:

2y = ¢ull + h), Y = M@t -+ ),

h étant une constante quelconque.
En regardant % comme infiniment petit, on obtiendra une solution

des équations (2°) qui correspondent a (1) comme les équations (2) cor-
respondent a (1):

dV

- i ?f { | i j
&, = kel (t) = h=—, M = lmyy(t) =h =

?
4 ¢ J1F

h désignant un facteur constant trés petit que l'on peut supprimer quand

on ne considére que les équations linéaires (2').
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Connaissant une solution:

Ul dV

e —

1 I da

iy
I

de ces équations, on peut déduire une intégrale:

I e dV .
- — —_— = 00N8hL
Z ->—-r dic * Co

m

Maig cette méme intégralﬂ s'obtient tres aisément en diftférentiant l’équa-
tion des forces vives (3).

Si les points matériels sont soustraits & toute action extérieure, on
peut déduire de la solution (4) une autre solution:

= e,(t) + h + ki, Yy = mey(t) + mk,

L G = LN
L = 5-":{.'(!): Y = mtgirh(t}'

h et k étant des constantes quelconques.  En ru;__;ur{lunt ces constantes

comme infiniment petites, on obtient deux solutions des équations (2)

[ [ =

sii == 1, 5 = S =Wy =y Ny 0,
- -
S = t, Soi = &y = Qo = Yy = O, Ny = Wy,

On obtient ainsi deux intégrales de (2')

2t — 2m s . = const.
4 1i iwli

On peut obtenir ces intégrales en diftérentiant les

equations du
mouvement du centre de gravite:

2m,x, = t2y, + const.,

}:3;1, — const,
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St l'on fait tourner la solution (4) d'un angle @ autour de l'axe
des z, on obtient une autre solution:

- - .flfh ’ . ot i
I —— [ - 3 ~ Wye 2 L SO R e
B ¢y SN -+ @y COR W, - = gy Sinw + ¢4 COS @,
R N Wai .
g = Caiy ;H‘ = Euy-

kin regardant @ comme infiniment petit, on trouve comme solution

de (2')

St = — Ty it = ™ Mapy
-t M 4l .
widi T "‘i.l ?}'-_q S ,'?l.
2
g == O, N = Oy
d'ou l'intégrale de (2
lf{'rll};'l: — YiuSs — Loy + YuSu) == const.

que l'on pouvait obtenir aussi en différentiant I'intégrale des aires de (1)
Z[r_',l.‘-“t!;':“ ) -r:.."fln) = const.

Supposons maintenant que la fonction V soit homogene et de degré
— 1 par rapport aux x ce qui est le cag de la nature.

[es équations (1') ne changeront pas quand on multipliera ¢ par 2%
les @ par A" et les y par 27, A étant une constante quelconque. De la
solution (4) on déduira done la solution suivante:

By = A'Q,

"'(i* d Yu = 4 i&il(iﬁ.‘

Si l'on regarde A comme trés voisin de l'unité, on obtiendra comme
solution des équations (2")

- -~ ! ! -~
St = 20, — 3¢y, Ny = — M@y — J'*”NF‘FE:!
ou

- s g g ki L, dV
(3) C:h- —— E.th b g J! & = ’ ?;J.I ——  — !lfj.l P ._:.'lr _E_
lki

[
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d'on lintégrale suivante des équations (2'), laquelle, 4 la différence de
celles que nous avons envisagées jusqu'ici, ne peut étre obtenue en diffé-
rentiant unc intégrale connue des équations (1°):

. 5N (Y AV L
E(E'“h:‘fn "‘E‘ .'ff"n';ie) = Ef[ Z’ ( — 1 iR *:';-.) ] —|- const.

"y

§ 2. Définition des invariants intégraua,’
Considérons un systeme d'équations différentielles:

g

;f'.t' —_— .ﬂ\r‘,

X, étant une fonction donnée de = ,z,,...,«,. Si l'on a:
KT, 5 @, yois vy ) = CONSL.,

cette relation sappelle une intégrale des équations données. Le premier
membre de cette relation peut s’appeler un invariant puisqu'il n'est pas
altéré quand on augmente les 2, d'accroissements infiniment petits dz,
compatibles avee les équations différentielles,

Soit maintenant

P 4t
:El 5 |I:{ 5 * & a0y n.'f"u

une autre solution des mémes équations différentielles, de telle fagon que

l'on ait:

da; ~

N X
ot

X! étant une fonction formée avec 2], xi, ..., 2, comme X, I'était avec

1

By's X S,

r

g 3
11 pourra se faire quon ait entre les 2n quantités x et 2/, une
relation:

(T 5By orih By Th 5 Ly o 10wy Xhp) = cODEL.
Le premier membre F, pourra encore s'appeler un invariant de nos équa-
tions différentielles, mais au lieu de dépendre d'une seule solution de ces
equations, il dépendra de deux solutions.

' Yoir Note C.
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On peut supposer que x ,r,,...,x, repréesentent les coordonnées
d'un point dans l'espace a n dimensions et que les équations différentielles
données définissent la loi du mouvement de ce point. Si l'on considere
deux solutions de ces équations, on aura deux points mobiles différents,
se mouvant d’aprés une méme loi définie par nos équations différentielles.
L’invariant F| sera alors une fonction des coordonnées de ces deux points,
qui dans le mouvement de ces deux points conservera sa valeur initiale,

On pourrait évidemment de méme, au lieu de deux points mobiles,
en envisager trois ou méme un plus grand nombre.

Supposons maintenant que l'on consideére une infinité de points mo-
biles et que les positions initiales de ces points forment un certain arc
de courbe C dans l'espace a n dimensions.

Quand on se donne la position initiale d'un point mobile et les
équations différentielles qui deéfinissent la loi de son mouvement, la po-
sition du point a un instant quelconque se trouve entierement détermine.

Si done nous savons que nos points mobiles, en nombre infini, forment
a lorigine des temps un arc €, nous connaitrons leurs positions a un
instant ¢ quelconque et nous verrons que les points mobiles a I'instant ¢
forment dans I'espace a » dimensions un nouvel are de courbe €. Nous
sommes donc en présence d'un arc de courbe qui se déplace en se dé-
formant, parce que ses différents points se meuvent conformément a la
loi définie par les équations différenticlles données.

Supposons maintenant que dans ce déplacement et cette déformation
I'intégrale suivante:

/( Y dx, + Yiff.f.'-,‘, + ...+ }’Hrf.t:n) - - [Z Y.dx,

(ou les Y sont des fonctions données des x et qui est étendue a tout
I'arc de courbe) ne change pas de valeur. Cette intégrale sera encore
pour nos équations différentielles un invariant, dépendant non plus d'un,
de deux ou de trois, mais d’'une infinit¢ de points mobiles. Pour indiquer
quelle en est la forme, je l'appellerai un invariant intégral.

De méme on pourrait imaginer qu'unc intégrale de la forme:

f V X Y, drdx,,
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étendue o tout l'are de courbe, demeunre invariable; ce serait encore un
invariant intégral.

On peut imaginer eégalement des invariants intégraux qui soient
definis par des intégrales doubles ou multiples.

Imaginons qu’on considére un fluide en mouvement permanent ct
de telle sorte que les trois composantes X, Y, Z de la vitesse d'une
molécule quelconque soient des fonctions données des trois coordonnées
®, Y,z de cette molécule. Alors on pourra dire que la loi du mouve-
ment d'une quelconque des moléeules du fluide est définie par les équa-
tions différentielles:

rfz

. dy 1
. dt

7 =% aE = %o “-

On sait que l'équation aux dérivées partielles

dX  dY dZ
iz t-f_.y- ' 3 dz &

exprime que le fluide est incompressible. Supposons done que les fone-
tions X, Y, Z satisfassent a cette équation et considérons un ensemble
de molécules occupant a lorigine des temps un certain volume. Les
molécules se déplaceront, mais, en vertu de l'incompressibilité du fluide,

le volume qu’elles occuperont demeurera invariable. En d'autres termes
le volume, c'est a dire lintégrale triple:

ﬂf ddydz

sera un invariant intégral. Plus généralement si I'on envisage les équations:

da; ?
— = X, (i=1,2, ..., %)

dt '

et que l'on ait la relation:

A
T—_Iir l’fd",' '

l'intégrale d’ordre »

ftf.rlff.rg i

que je continuerai a appeler le volume, sera un invariant intégral.
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C'est ce qui arrivera en particulier pour les équations eénérales de
la dynamique; car si I'on considere ces équations:

HI-IJ'I'

o I dy, el I
dt ~ ‘dy,’ dt = d,’

i1l est aigé de voir que

Mais en ce qui concerne ces équations générales de la dynamique, il y a
outre le volume, un autre invariant intégral qui nous sera encore plus

utile. Nous avons vu en effet que:

2 (&x

¥ =
| | g
]

r
] i

%) = const,

Cela traduit dans notre nouveau langage signifie que lintégrale double

‘!i 2. dr,dy,
est un invariant infégral.

Pour exprimer ce résultat d'une antre maniere, prenons le cas du
probleme des n corps.

Nous représenterons la situation du systéme des n corps par la po-
sition de 3m points dans un plan. Le premier point aura pour abscisse
I’z du premier corps et pour ordonnée la projection sur l'axe des x de
la quantité de mouvement de ce corpsg; le second point aura pour abscisse
'y de ce méme corps et pour ordonnée la projection sur l'axe des y de
sa quantité de mouvement et ainsi de suite.

[maginons une double infinité de situations initiales du systeme.
A chacune d'elles correspond une position de nos 3n points et si l'on
considére l'ensemble de ces situations, on verra que ces 3n points rem-
plissent 3n aires planes.

Si maintenant le systéme se déplace conformément a la loi de Tat-
traction, les 3» points qui représentent sa situation vont aussi se déplacer;
les 3n aires planes que je viens de définir vont done se déformer, mais
leur somme demeurera constante.

Le théoréme sur la conservation du volume n’est qu'une conséquence

de celui qui préeede.
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[l y a dans le cas du probleme des » corps, un autre invariant
intégral sur lequel je veux attirer 'attention.

Considérons une simple infinité de positions initiales du systéme
formant un are de courbe dans l'espace & 6n dimensions. Soient C, et
€. les valeurs de la constante des forces vives aux deux extrémités de
cet arc. L'expression

fz(-'—"f“s""ﬂ; + ydz,) + 3(C, — Ot

(ou lintégrale est étendue i I'arc de courbe tout entier et o le temps
nentre plus st €, = C)) est encore un invariant intégral; on peut
d’ailleurs en déduire aisément les autres invariants intégraux dont il a
été question plus haut.

&r

Nous dirons qu'un invariant intéegral est du 1 ordre, du 2? ordre,
... ou du n° ordre selon qu’il sera une intégrale simple, double, ....
ou dordre n.

Parmi les invariants intégraux nous distinguerons les invariants po-
sitifs que nous définirons comme il suit,

L'invariant intégral d'ordre #
J Mdz dz, .. . dx,.

sera un invariant positif dans un certain domaine, si M est une fonction
de o ,2,,...,2, qui reste positive, finie et uniforme dans ce domaine.

g7

§ 3. Transformation des invariants intégrauax,

Reprenons nos équations différentielles

l'jif'l » -‘.Li!'i . I‘II‘,, .
{.I) _,ﬂ_}i'l! ;ht___'hﬂ! RS a!"'ﬁ'n
et supposons que l'on ait
(2) d(MX)) , d(MX,) it d(MX,) gl

o ff;rl ' -if:'.i'!:I rf'.t'"

Acta mathematica., 13. Imprimé le 25 juin 1889, 4
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de telle sorte que l'intégrale d'ordre n
J = [ Mdzx,dzx, .. .dz

soit nn invariant integral.

Changeons de variables en posant:

.T11 - —— Ir'l lfl * h‘."u R :”].

| kﬂ X, = E’f"l{'f‘ LR A -'?n‘}'v
e Dt e .

}H {"Iu[\""‘i L] --«-L. 4 = % & § .-.;.-”),'

ot u|1|u-]m|:~1 A le déterminant fonetionnel des m fonetions (" par rapport
aux 7 variables z.

Nous aurons :1[}11'*.4 le changement de variables:

J = {.Jf,ﬁfﬂ_'ln'r:g o R

Si Vinvariant J était positif avant le changement de variables, il restera
positif aprés ce changement, pourvu que A soit toujours positif, fini et
uniforme.

Comme e¢n permutant deux des variables z, on change le signe de
A, il nous suffira de supposer que A est toujours de méme signe ou
qu'il ne sannule jamais. Il devra de plus étre toujours fini et uniforme,
Cela arvivera si le changement de variables (3) est doublement univoque,
c'est o dire si dans le domaine congidéré les » sont fonctions uniformes
des z et les z fonctions uniformes des .

Ainsi aprés un changement de variables doublement univoque, les
invariants positifs restent positifs,

Voici un cas particulier intéressant:

Supposons gue l'on connaisse une intégrale des équations (1)

F(z, ,x w2 =0,

j L f.. 1 L] * .

Prenons pour variables nouvelles 2, = (' d'une part et dautre part n — 1
autres variables z ,2,,...,2,,. Il arrivera souvent qu'on pourra choisir

g 2 2., de telle sorte que ce changement de variables soit double-

.n.-ilql-;-!-.qll-l-.q.l:n

ment univoque dans le domaine considére.
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Apres le changement de variables, les équations (1) deviendront:

dz : dz = Az, - iz, 5
R o T e T s by ki

yyZdyy ...y Z, , étant des fonctions connues de 2,,2,,...,2,. Si 'on

!

regarde la constante C = z, comme une donnée de la question, les équa-

tions sont réduites a l'ordre » — 1 et s'écrivent:
| l:ij."'all — '-'Ezn- . =Y
[:.4') .._J“ 4 Z[ y . ey _IET R A ‘(:::- 1%

les fonctions Z ne dépendant plus que de 2, 2,,..., 2., puisque 2z, y

a ¢té remplacé par sa valeur numérique.
Si les équations (1) admettent un invariant positif

jﬂﬂf.rlrf.?'j N e
les eéquations (4) admettront également un invariant positif:
J :L{ pdzdz, ... dz,_,dz,.

Je dis maintenant que les équations (4') qui sont dordre n — 1
admettent également un invariant intégral positif qui devra étre d'ordre
n— 1.

En effet, dire que J est un invariant intégral c¢'est dire que

’ ; F '-] il 'j"-
r_”i!tj:} : d{.i"!ﬁ-:-- lr W __I_ {{;’i—z J )
i El L 3;1 S
ou puisque Z, est nul,
d(pd,) : d(pZ,) fﬂ_[{{l}f’f-' ]-:l 2 O

l
dz, I dz, s dz,_1
ce qui prouve que lintégrale d'ordre n — 1
[ pdz dz, . ..dz,_,

est un Invariant pour les équations (4).
Jusqu'ici nous avons fait porter les changements de variables sur

les fonctions inconnues z,, z,, ..., #,, mais nous avons conservé le temnps

|
|
I
|
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{ qui est notre variable indépendante,
que l'on pose:
{ = ‘5'“(!1:1

Nous allons supposer maintenant

et que nous prenions ¢, comme nouvelle variable indépendante.

l.es équations (1) deviennent alors:

a2 g de al
- = X! = X, -~ = X,
(5) ai, * TR T

(i=1,2,..y0)

Si les équations (1) ont un invariant intégral d'ordre n

[“iji:.".rlfs’.-ir*-E . oo dx

H

on devra avoir

" A S=e
> 7 —(MX,) = o,
ce qui peut s'écrire

—- fl,-f1 =
> o (wdex;) =

-l-_"-!f-l'i
Cela montre que

e O
] ﬂftf—i‘— az,azr, . ..oz,

s

est un invariant intégral pour les équations (35).

Pour que cette transformation puisse étre utile, il faut que ¢ et ¢

i

solent liés de telle sorte que —' puisse étre regardé comme une fonction

at

connue, finie, continue et uniforme de «,,2,,...,#,.

i*.

Supposons par exemple que nous prenions pour nouvelle variable

'Inth’rlruumlzlnt(*:

r“ — !1.
Il vient alors
dt
R ;‘I{'
di o
et les équations (5) s'‘écrivent
{I]ta"."I ' .1’;! tf:tu . Jf_‘ H:.r’“_; :{.... 1

r'f.f..
dt

|




Lot

Lo
>

Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique.

et elles admettent comme invariant intégral:

J MX. dv dr, ... dz,.
De méme g nous prenons pour nouvelle variable indépendante:
tl = H(:I:I L) :.Ir,_l y * % a3 I")?

@ étant une fonction quelconque de =, ,x,,...,x,, le nouvel invariant
intégral s'écrira:

¥ 16 X e o H
/M("—Xl o X, .

e,

o= X, |dz de, ... dx,.

[l est a remarquer que la forme et la signification d'un invarviant intégral
est beaucoup plus profondément modifiée quand on change la variable
indépendante appelée temps que quand le changement de variables porte
seulement sur les fonctions inconnues z, ,2,,...,z,, car alors les lois
du mouvement du point représentatif P se trouvent complétement trans-
formées,

.y &, comme les coordonnées

[

Supposons n = 3 et regardons =z ,x

| 9
d'un point P dans l'espace. L’équation:

B(z,, 3, 7,) = O

représentera une surface. Considérons une portion quelconque de cette
surface et appelons § cette portion de surface.
Je supposerai qu’en tous les points de § on a
dé de i’
X,] + = o X:; & 9

tfﬂ'-ﬂ

de

fﬂ’-.it:l

X, +

du,

[l en résulte que la portion de surface S n'est tangente a aucune tra-
jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact.

Soit P, un point de §; par ce point passe une trajectoire. Si cette
trajectoire prolongée vient recouper S en un point P, je dirai que P,

est le conséquent de P,. A son tour P, peut avoir un conséquent P,
que jappellerai le second conséquent de P, et ainsi de suite.
Si on considére une courbe C tracée sur S, les n* conséquents des

divers points de cette courbe formeront une autre courbe €' que jappel-
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leral la n® conséquente de C. On définirait de la méme facon l'aire qui
est n° conséquente d'une aire donnée faisant partie de S.

Je ne m'occuperai que du cas ou # n'est pas une fonction uniforme
de z, ,x, et x,, mais une fonction susceptible d'une infinité de valeurs
dont la différence est un multiple de 2z. Je prendrai par exemple:

ol r

# = arcsin ——— = arcta .
vV, + @ Ty

Cela posé, soit une portion de surface sans contact § ayant pour équation
# = 0; soit C une courbe fermée tracée sur cette surface et limitant
une aire A; soient €' et A’ les premiéres conséquentes, C" et A" les n®
conséquentes de € et de 4.

Par chacun des points de € passe une trajectoire que je prolonge
depuls sa rencontre avec ' jusqu'a sa rencontre avec (’. L'ensemble de
ces trajectoires formera une surface trajectoire 7'

Je considére le volume ¥ limité par la surface trajectoire 7' et par
les deux aires 4 et A’. Supposons qu'il y ait un invariant positif

J :l[ Mdz, dz,dz,.
]-’ # ]_- ¥ A - - r an . I'Ir;
J'etends cet 1nvariant au volume V et jécris que - est nul.
Ll

Soit dw un élément de la surface §. Menons la normale &4 cet
¢lément, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite dn.

Soit 6 4 o

dn
a mene ‘la normale dans le sens des @ croissants, on aura

dn la valeur de 6 a I'extrémité de cette longueur. Si I'on

il
di S
Posons:

d b 5 = [ H

_-‘\I !" : "': +1‘ i

dx e 4

— H,

l..!I_.i':

on aura alors
.t

o = MHdo — [ MHdao.

i 1

la premiere integrale etant etendue a l'aire 4’ et la seconde a l'aire A.
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[/intégrale

[ M Hde

conserve la méme valeur qu'on l'étende a laire A4, ou a A’, ou par
conséquent a A". Clest done un invariant intégral d'une nature parti-
culiere qui conserve la méme valeur pour une aire quelconque ou pour
I'une de ses conséquentes.

Cet invariant est d'ailleurs positif, car par hypotheése, M, H et par
conséquent MH sont positifs,

§ 4. Usage des invarviants intégrauwax.

Ce qui fait I'intérét des invariants intégranx, ce sont les théorémes
suivants dont nous ferons un fréquent usage.

Nous avons défini plus haut la stabilité en disant que le point
mobile P doit rester a distance fini¢; on l'entend quelquefois dans un
autre sens. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que le point P revienne
au bout d'un temps suffisamment long sinon a sa position initiale, du
moins dans une position aussi voisine que l'on veut de cette position
initiale.

Je dis que sl y a un invariant positif, la stabilité dans le premier
sens du mot entraine la stabilité dans le second sens du mot, non pas
pour toutes les trajectoires, mais pour une infinit¢ dentre elles. Je
pourrais méme ajouter que les trajectoires qui jouissent de cette propriété
sont plus générales que celles qui n'en jouissent pas, précisément autant
que les nmombres incommensurables sont plus généraux que les nombres
commensurables.

Supposons n = 3 et imaginons que z,, #,, ¥, représentent les coor-
données d'un point P dans l'espace.

Théoréme I. Supposons que le point P reste a distance finie, et que
le volume /d;rltf;r,_,d;r-ﬁ soit un invariant intégral; si l'on considere une
quelconque, quelque petite que soit cette région, il y aura

région 7,

des trajectoires qui la traverseront une infinité de fois.
En effet le point P restant a distance finie, ne sortira jamais d'une
région limitée R. Jappelle 7 le volume de cette région K.




]
<
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Imaginons maintenant une région trés petite r,, j'appelle v le volume
de cette région. Par chacun des points de 7, passe une trajectoire que
'on peut regarder comme parcourue par un point mobile suivant la loi
définie par nos équations différentielles. Considérons done une infinité de
points mobiles remplissant au temps o la région r, et se mouvant en-
suite conformément a cette loi. Au temps ¢ ils rempliront une certaine
région r,, an temps 27 une région 7,, ete. au temps nr une région »r,.

Le volume étant un invariant intégral, ces diverses régions 7, , 7,
WS

b

auront méme volume ». Si ces régions n'avaient aucun point
commun, le volume total serait plus grand que nv; mais d'autre part
toutes ces regions sont intérieures a R, le volume total est done plus

petit. que V. Si done on a:
IF
n>—,

”
il faut que deux au moins de nos régions aient une partie commune,
Soient r, et 7, ces deux régions (7> p). Si r, et r, ont une partie
commune, il est clair que », et »,_, devront avoir une partie commune,
Plus généralement, si on ne pouvait trouver & régions ayant une
partie commune, aucun point de l'espace ne pourrait appartenir A plus
de k— 1 des régions 7,,7,,...7,. Le volume total occupé par ces

e - ny .
régions serait done plus grand que . o1 done on a

i
L —

n>(k—1)—,
=
il faut que l'on puisse trouver % régions ayant une partic commune,
Soient:
r w3 0

mt Tpgre Ik

Ces n'*ginns. Alors

0 Pr—pi ! Tpg—m r 0 L

auront aussi une partie commune.

Mais reprenons la question a un autre point de wvue. Pour em-
ployer la méme nomenclature que dans le paragraphe précédent nous
dirons que la région », est la »n" conséquente de », et que r, est la »°

antécédente de r,.
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Supposons alors que r, soit la premiére des consequentes successives
de 7, qui ait une partie commune avec r,. Soit 1’ cette partie com-

i
[]

mune; soit 55 la p° antécédente de 7, qui fera aussi partie de 7, puisque
sa p° consequente fait partie de r,.

Soif ensuite 2/, la premiére des conséquentes de 7} qui ait une partie
commune avee 1; soit 1) cette partie commune; sa p¢ antécédente fera
partie de 1 et par conséquent de »,, et sa p + ¢ antécédente que jap-
pellerai si' fera partie de s et par consequent de 7.

Ainsi s’ fera partie de », ainsi que ses p° et p 4 po consequentes.

Iit ainsi de suite.

Avec 1) nous formerons ;" comme nous avons formé »’ avec 1, et 1

avec 1,; nous formerons ensuite 1Y, ... 07, ....

i

Je supposerai que la premiére des conséquentes successives de 17 qui
ait une partie commune avec 1! soit celle d'ordre n, .
Jappellerai 5§ Tantécédente d'ordre p + p, + p, + ...4 p,_, deorg

L=

Alors &) fera partie de », ainsi que ses » conséquentes d'ordre:

PP+ P FPiseias PP, 1 Py A sew Tt Dy

De plus s} fera partic de s, s}~ de &2, ....

0
[l y aura alors des points qui appartiendront a la fois aux régions
Yoy Sas Sy s ooy 8ya8 ' y... ad. inf. Lensemble de ces points formera
une région ¢ qui pourra dailleurs se réduire & un ou & plusieurs points.
Alors la région ¢ fera partie de », ainsi que ses conséquentes d'ordre
PyP Doy DD F e+ +0 F oo+ 2+ Pty ... ad. inf.
En  d'autres termes, toute trajectoire issue d’un des points de o

traversera une infimtée de fois la région 7.

fuxtension du théoréme I. Nous avons SUPPOSE:

17 Quesi =3,

2° que le volume est un invariant intéeral,

37 que le point P est assujetti a rester & distance finie.
lLe théoreme est encore vrai si le volume n'est pas un invariant

inh?grul. pourvu quﬂ existe un invariant pn.qit'lf quelconque:

[ Mdix,dz,dx,.

Aeta mathematica, 12, Imprimé le 1 juillet 1888,

g
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[l est encore vrai si #» > 3, s'il existe un invariant positif:

,‘ijrf.r‘lf.l'r.t','_ S u".:‘

N
|

et si «,,x,,....,x, coordonnées du point P dans l'espace a n dimen-
stong, sont assujetfies a rester finies,

Mais 1l y a plus.

Supposons que ,, @ r, ne soient plus assujetties a rester finies,

1 I:.i-l.i-n! T

mais que l'invariant intégr:l.l imsitif

1]

j:'l}!'r.-’.rlf."'.r',_r ... dx

étendu a lespace a n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le
théoreme sera encore vrai.

Voicl un cas qui se présentera plus fréquemment.

Supposons que l'on connaisse une intégrale des équations (1)

Flx,,x., ..., x.) = const.

s Bl 7 ",

S1 F = const. est l'équation générale d’'un svsteme de surfaces fermées
dans l'espace & » dimensions, si en d’autres termes I’ est une fonction

uniforme qui devient infinie quand une queleconque des variables z, , x,,

1
.+ .y, cesse d'étre finie, il est clair que 2, , 2,, ..., x, resteront toujours

I '

-

finteg, puisque F' conserve une valeur constante finie; on se trouve done
dang les conditions de V'énoncé du théoréme.

Mais supposons que les surfaces [ — const. ne solent pas fermées;
il pourra se faire néanmoins que linvariant intégral positif

¥

f th,l‘!u‘].r',__ e o A

|
L1

etendu a tous les systemes de valeurs des x tels que:

ait une valeur finie; le théoreme sera encore vrai.

C'est ce qui arrive en particulier dans le cas suivant.

M. Hion dans sa theorie de la lune a négligﬂe dans une [n'umiirl'v
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=i,
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approximation la parallaxe du soleil, l'excentricité du soleil et 'inch-
naison des orbites; il est ainsi arrivé aux équations suivantes:

EE’H [ rg‘l'rl Foop f H I"]1
— =, = 2NY — | —= oy S N ).‘
o i (\g.r:‘ + 7°)"
i I/ . el .'Iir o fLi

=, === — 2R e ’
1'I“|l lfi '\_."l;.]"l: + 'ffu}"

qui admettent l'intégrale:

] ]
t a4y 1t
I = - — =" x* = const.
il ;

- l‘.J-l‘-—I -+ _"!'3 -
et l'invariant inteégral
f d.edydx'dy’.

St l'on regarde x,y, 2" et y comme les coordonnées d'un point
dans Despace a 4 dimensions, I'équation I’ = const. représente un systeme
de surfaces qui ne sont pas fermées. Mais Vinvariant intégral étendu a
tous les points compris entre deux de ces surfaces est fini.

Le théoreme 1 est donc encore vrai; cest a dire qu'il existe des
trajectoires qui traversent ume infinité de fois toute région de l'espace a
4 dimensions, quelque petite que soit cette région,

Théoréme II. Si n == 3 et que z, ,w

e Mot 8t

nées d'un point dans l'espace ordinaire, et §'il y a un invariant positif,

r, representent les coordon-

il ne peut pas y.avoir de surface fermée sans contact,
Soit en effet
J :.’ .]!Ff’.f'l{f-.l‘jf{.!'”

un invariant intégral positif. Supposons qu'il existe une surface S fermeée

et sans contact, ayant pour éqllﬂrinn

f“[:.'r‘l Ay - B tfl = 0,

r

Soit V' le volume limité par cette surface; nous étendrons I'invariant
J a ce volume tout entier.
La surface § étant sans contact, l'expression:

b El +:H' \ d I X

N
l'-l‘l.i"_-t "i'l_.l

dx,
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ne pourra sannuler et par conséquent changer de signe; nous la suppo-
serons positive pour fixer les idées.

Soit dw un élément de la surface S; menons la normale A cet élé-
ment du coté des [ croissants; prenons sur cette normale un segment
d I

LETE

infiniment petit dn. Soit dn la valeur de I & lextrémite de ce seg-

ment. Un aura:
79

— %5 0
dn
J étant un invariant, on devrait avoir

ol
r” - L,

Mais nous trouvons

@ d a I’ d !’
X + ! X + -f A
-r'ﬂf._it e ]! rrlr'l . l||l.l': o H‘li'l : III
TR e dF e
Lo AT

[intégrale du second membre, étendue a toute la surface S. est positive
puisque: la fonction sous le signe [ est toujours positive.

Nous arrivons done a deux résultats contradictoires et nous devons
conclure quil ne peut exister de surface fermdée sans contact.

Euxtension du théoréeme II. 11 est facile d’étendre ce théoréme an
cas de n > 35 1l suffit pour cela, puisque la représentation géométrique
n'est plus possible, de le traduire dans le langage analytique et de dire:
Sil y a un invarviant intéoral ]mr:itif, Il ne peut pas exister une
fonction uniforme IF(w, , 2,....,x,) qui soit positive, qui devient infinie
toutes les fois que I'un des x cesse d'étre fini et qui soit telle que

gl | oAb ar . o

"\ + ‘\g _{_ . - '}“ ”:"':

r” rII.-'l ] ol :'.r_ :\ "

soit toujours de méme signe quand I est nul.
Pour faire comprendre I'importance de ce théoréme, je me bornerai i
faire observer que c'est une généralisation de celui dont M. PoiNcARE sest

Servi pour démontrer la legitimite de la belle méthode de M. LinpsTEDT.

Je prefere toutefois, au point de vue des applications ultéricures,
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lui donner une forme un peu différente en y introduisant une notion
nouvelle, celle des courbes invariantes.

Nous avons & la fin du paragraphe précédent envisagé une portion
de surface S, définie par l'équation

H(.l'l y I o _r':i) = O

et telle que T'on ait pour tous les points de §

tfﬁ' » HT.H " eEH .
:.z‘..r] ‘\1 + Ft *\" g fﬂ.rﬂ }i” = O,

de telle sorte que S soit une portion de surface sans contact.
Nous avons défini ensuite ce qu'on doit entendre par le »° consé-
quent d'un point de § ou par la »° conséquente d’une courbe ou d'une
1

aive appartenant a 8,
Nous avons vu que sil existe un invariant Iu_rsitif

[If Mz, dz,dz,,

1l existe egalement une autre intégrale

("M Hde

!

1

que l'on doit étendre a tous les éléments dw d'une aire appartenant a S
et qui jouit des propriétés suivantes:

0

1% La quantité sous le signe [, M/ est toujours positive.

i
&)

2% Lintégrale a la méme valeur pour une aire quelconque appar-
tenant & S et pour toutes celles de ses conséquentes qui existent.

Cela posé, jappellerai courbe invariante du n® ordre, toute courbe
tracee sur S et qui coincidera avec sa n° conséquente,

A toute courbe invariante fermée correspondra une surface trajec-
toire fermeée.

En effet soit C une courbe invariante fermée; par chacun des points
de €' je fais passer une trajectoire que je prolonge jusqu'a ce qu'elle
rencontre de nouveau C, ce qui arrivera par hypothése puisque je suppose
que la n® conséquente de (' existe et n'est autre chose que la courbe C

ellesnéme. L'ensemble de ces trajectoires forme évidemment une surface




:-i-“': ” 1'1}ilh‘:lt'r"..

fermée triplement connexe, c'est a dire présentant les mémes connexions
que le tore.

Ainsi la recherche des surfaces trajectoires fermées, et par conséquent
'étude de la stabilité, se ramene & la recherche des courbes invariantes
fermeaees.

Mais a cote des courbes invariantes fermées, nous avons a envisager
d’autres courbes invariantes que jappellerai quasi-fermées et que je vais
définir,

Dans la plupart des questions de dynamique il entre certains para-
metres tres petits de sorte qu’on est naturellement conduit a développer
les solutions suivant les puissances croissantes de ces paramétres. Telles
sont les masses en Mécanique Céleste.

Nous imaginerons donc que nos équations différentielles

A e e,

R x : i '\'

”:i" I il 27 r” ‘\'i

dépendent dun parametre pg.  Nous supposerons que X, , X,, X, sont

des fonctions données de » , x,, x, ¢t pu, susceptibles d'étre développées
selon les puissances croissantes de g et que g est tres petif.

Nous dirons alors t;ll'llllt' fonction l]llf*lrr_r[uﬂll' de . .7 .1 et 1 est

] 1 o
une quantite tres petite du »° ordre quand elle pourra se developper
sulvant les puissances de p et que le développement commencera par
un terme en p".

Cela posé, considérons une portion de surface sans contact S, et sur
S une courbe invariante du #° ordre, €. En général € dépendra de p.

Supposons maintenant que 'on puisse trouver sur C deux points A
ct [} séparés par un arc firi de la courbe (' et dont la distance soit une
quantité tres petite du p° ordre. Je dirai alors que la courbe € est
quasi-fermée. Les deux points A4 et B sappelleront les deux points de
fermeture.

Prenons un exemple simple. Soient les équations:

-.Irn “.r'_.__ -lif.r.ll

- = 0L COS @ -} ‘lf'.i‘H,”._. r“; = 7. T = JL.

Dans ces equations entrent, outre le temps /, deux variables angulaires

w et ¢ et une variable lineaire p que je regarderai comme essentielle-
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ment positive. Je représenterai alors par exemple la situation du sy-
steme par un point P dont les coordonnées rectangulaires seront:

i CODS

J.l -— COR8 'F"E ? .f'? —_— qi“ Fh'u“rﬂ“w, .f'.. —— J.H ‘-:i" it} .

On voit que lorsque I'une des variables angulaires ¢ et w augmente de
27, le point I ne change pas.

Alors ¢ = o représente un demi-plan défini par 1'égalité et 1'iné-
galité suivantes:

e L “-._‘
B 7=, T, = Q.

[l est aisé de voir que ce demi-plan est une portion de surface sans contact,

Soit £, un point de ce demi-plan, P, son premier conséquent; soient
Py 0, €t ¢, = 0 les valeurs de p, @ et ¢ quil correspondent au point
F,; solent p, , o, et ¢ =27 les valeurs de p, et ¢ qui correspondent
a P, on aura:

LRI EBln aw, 4 Qo™
— r"..-n 2 ;. | | [
w, = w, + 27, £y = P,¢

Supposons que l'on ait entre p

p, et @, la relation

logp. = k < sin @, + w,n' :

QR

[:L' atant une constante quelconque). Cela revient a dire (que le point

I’ appartient & la courbe € qui a pour équations:

Q@ =0 lng,n — Lk -+ 81N @ -+ L -

L

[l est aise¢ de voir que l'on a encore:

a . 't n—1
lf-"'f-:.’j,”; =k 4+ sihw, + o pn ",

ce qui revient a dire que le point P, qui est le conséquent de P, est
aussi sur la courbe C ou bien que la courbe C est invariante.

LLa courbe (7 n'est pas fermée. En effet 'expression de log o contient
un terme g ' qul n'est pas périodique et qui ne reprend pas la méme
valeur quand @ augmente de 27.

Nous arréterons la courbe €' aux points A et B qui ont respective-
ment pour coordonnées

e = 0, w =— 0O, p =€,

¢ = 0, W = 2T, o == g
'] J
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Quelle est la distance de ces points 4 et B? La valeur de ¢ correspon-
dant a ces deux points est la méme; la valeur de w est la méme 4 un
multiple pres de 2z. La distance AP sera donc du méme ordre de
grandeur que la différence des valeurs de p qui correspondent aux deux
points A et B. Or cette différence est égale a:

et {:r%': AT e 1 ﬁ :

Si done g est comme nous le supposons un paramétre trés petit, cette
différence et par conséquent la distance AB est une quantité trés petite
dordre n — 1. La courbe C est alors une courbe quasi-fermée dont les
points 4 et I sont les points de fermeture.

Ainsi si une courbe qui dépend de g est quasi-fermée, cela veut dire
quelle est fermée pour p = o.

Lemme. Si la distance de deux points A, et B, appartenant a la
portion de surface sans contact S est une quantité trés petite d’ordre #,
el 2.
Soient en effet a ,a,, a, les coordonnées d'un point fixe P, de S

i1l en sera de méme de la distance de leurs consequents 4

tres voisin de A4, et de B,; a}, a,, a, les coordonnées de son consequent P,.

Soient Xy, @y, X33 By, X0, Xy Yy s Yoy Ya i Uiy Yss yh les coordonnées de
A,. 4,, B, et B. 1l est clair que #;, 2, et «, seront des fonctions ho-
lomorphes de »,,x, et z,.

Done @] — a;, 2, — a,, x; — a; peuvent se developper selon les

-

puissances croissantes de @, — a,, ®, — a,, ¥, — a, ct p.' Jintroduis s
parce que les équations différentielles dépendant de p, il doit en étre de

méme de la relation qui lie un point a sen conséquent.

L’expression de 9| —a;,y, — ai,y; — a; en fonctions de y, — @
Yy ==y 4y Y, — a, et p sera évidemment la méme que celle de o] — a],
ry — a, , ¥; — ay en fonctions de », —a,, v, —a,, v, —a, et pu.
On déduit de la que l'on peut écrire:
"'; = ."J"; — (_rl = ."l"r‘:' !'1I = = l:'r': s ,'“"r:'l.'1 ‘F'.' 5 i If;.r‘;: T .”.e..ﬁ-' F:: 8
\! Ii T 4”‘:' = l:‘ri - .”!.j ff; 3 ‘i"": Rl .”;') ‘,; 0 '.:-"':: Lidm ,"f.-*.?' f';; .
s —Ys = (& — ) By + (2 — ) FY' + (2 — 9,) Fy,

les F' étant des séries t]{".'ﬂlnp]n’:i-ﬂ suivant les puissances de:

!I ] .rl b ffl L -u'r.: —_— f"li: ) "r:] T fr.': ? '!,.‘I

— ”l ) _4*_.":; — H_J . lﬂl'u — ”.‘;‘.'

Voir Nole E.
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En général la position des points A, et B, dépendra de p, de telle
fagon que =, ,x,, 2, ,y,,9,,y, seront des fonctions de g que I'on pourra
développer suivant les puissances croissantes de ce paramétre.

Dire que la distance A B, est trés petite d'ordre #, c'est dire que

les différences
'Tl = yl ] mﬂ _.y'} ’ :T:;: 5 H:i

peuvent se développer suivant les puissances de g et que les développe-
ments commencent par des térmes en p".

Quand on remplacera alors dans les équations (1) 2,2, .2, ,9,,7,.9,
par leurs valeurs en fonctions de s, on reconnaitra que les développe-
ments de x, — ¥, , — ¥, , &) — ¥, commencent par des termes en u" et
par conséquent que la distance 4, B, est trés petite d'ordre n.

Q. B D,

Théoréme III. Si une courbe invariante € est quasi-fermée, de telle
fagon que la distance des points de fermeture 4 et B soit une quantité
trées petite du 2° ordre, et &l existe un invariant intégral positif, la
distanece du point A4 4 son conséquent A et celle du point B 4 son
consequent B sont des quantités trés petites du »° ordre.

Fig.- 1. Fig. 2.
—As

Je représente en effet la courbe € et sur cette courbe les deux points
de fermeture A et B.

La courbe C étant invariante, les conséquents 4, et B, de A et de
B sont sur la courbe (F ou sur son prolongement.

La distance des points 4 et B étant une quantité trés petite du n°
ordre, je puis joindre ces deux points par un arc de courbe AB situé
sur la portion de suarface sans contact S, dont la longucur totale soit
une quantité tres petite du »° ordre et qui ne coupe pas C.

Soit A4, B, un are de courbe qui soit le conséquent de AB. D’aprés

Acte mathematica. 13. Imprimé le 23 juillet 1880, G
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le lemme précédent, la longueur totale de A B, sera encore une quan-
tite tres petite du »® ordre.

Considérons l'aire a faisant partie de S et limitée par la courbe C
et l'arc AB; sur la figure 1 cest 'nire ABB, MA. Soit maintenant a,
la conséquente de laire a. Cette conséquente sera limitée par la courbe
C' et I'arc 4 B, ; sur la figure 1 ce sera laire AA B MA.

S'il y a un invariant intégral positif, il existera une certaine intégrale

[ MHde

qui devra avolr la méme valeur s1 on l'étend a tous les éléments dw

de l'aire a, ou a tous les éléments de sa conséquente a,.
Si la disposition est celle de la figure 1, c'est o dire 81 les ares AB
s¢ composze de l'aire a, plus

et A B, ne se coupent pas et que l'aire a,

l'aire ABA, B, il faut que lintégral
["MHdw

étendue a l'aire ABA B, soit nulle. Mais cela est impossible puisque
tous les éléments de cette intégrale sont positifs,

Il faut donc que les arcs AR et A B, se coupent en un point D,
et que la disposition soit celle de la figure 2.

Cela posé, dans le triangle ADA,, les cotés AD et A D sont tres
petits du #° ordre. On a de plus:

.A:’Il < AD I ;'Ij 1.

Par conséquent la digtance AAI est une quantite tres lw::titt_-. du n°® ordre.
Il en est de méme pour la méme raison de la distance BB,.
C. Q. FE. D!

1 e % = a . - - .
Vu limportance de ce théortme, je crois devoir insister quelque peu. Le point

essentiel de la démonstration qui préecéde est le suivant,
Si les deux ares AB , A B, ne se coupent pas, le polygone curviligne fermé A4 B B

est convexe et ses eltés ne se coupent pas, de telle facon

/ g L) que laire AA B B est tout entidtre de méme signe et ne

- _\_‘_‘_"--.___\_‘ ‘ - g ® #F -

A \ r s¢ compose pas de partics positives et de parties négatives,
w_5h ' offo . , : v B . :
P En effet, AA, ne peat couper B3, sans quoi la courbe

0 invariante serait fermée. AB ne peut couper non plus la
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Remarque. On peut a un certain point de vue regarder une courbe
fermée comme un cas particulier dune courbe quusi-fermée; aussi n’est-
il pas inutile de faire remarquer que le raisonnement précédent ne
sapplique pas au cas ou la courbe invariante est fermée, mais seule-
ment au cas ou elle est quasi-fermée,

Le corollaire suivant fera comprendre importance du théoreme 111,

Corollaire. St on a démontré quune courbe invariante €' est quasi-
fermée de telle sorte que la distance des points de fermeture 4 et B
est une quantité tres petite du »° ordre aw moins, si I'on sait de plus
que la distance du point 4 a son conséquent est une quantité finie ou
une quantité tres petite du n — 1° ordre au plus, si enfin il y a un in-
variant intégral positif, la courbe € est fermée.

En effet, si elle était seulement quasi-fermée, la distance de 4 a son
consequent devrait étre du »° ordre.

Le théorcme III est susceptible de plusicurs généralisutions.

Premiére extension du théoréme 111 -

Soit A B, une portion quelconque de r&;b‘ 3_'\
courbe tracée sur § et que je puis sup- /“"”;,j_ -
poser prolongée un peu au dela de A, - Bo P9
et B5,. Soient ensuite 4 B , A, B, ...,

les conséquentes successives de A B, .

B As
Bs

Supposons que A,B, coincide en
partic avee 4, B,, en partic avee le pro-
longement de cette courbe de telle sorte

que 4,B, soit une courbe invariante du
Aa

L4}

n® ordre.

-
"3 As

C'est ainsi que sur la figure 3 jai
representé, pour fixer les idées, A B, comme coincidant avec A,B, et

son pruiungmlmnt.

courbe U, car si par exemple AB coupait A4, en A" et le prolongement de BB, en B’
comme |indique la figure ci-contre, on prendrait pour points de fermeture 4’ et B’ au
licu de A et de B.
Si AB ne coupe pas C, 4 B, ne coupera pas non plus €' qui est sa propre conséquente.
Les mémes observations s appliquent 4 la premidre extension du théoréme III. Oun
verrait de la méme fagon que le polygone curviligne A B B A  (fig. 3) est convexe si
A,B, et A, B, ve se coupent pas.
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De méme A4 B; devra coincider avec A, B, et son prolongement, et
enfin A, B, aveec A4,B,.

Supposons maintenant que la distance A4 B, soit une quantité trés
petite du ¢° ordre. Nous admeftrons en général que p est premier avee
n. Dans le cas de la figure 3, c’est la distance 4, B, qui est trés petite
du ¢° ordre. Alors, d'aprés le lemme précédent, les distances 4 B,,
A,B,, A,B,, A B,, A,B, seront aussi trés petites du ¢* ordre. Nous
pourrons alors compléter la figure en joignant 4, B,, A, B,, ..., 4 B,
par des arcs de courbe dont la longueur totale sera trés petite du g¢°
ordre, et qui ne couperont pas les courbes 4 B,, 4 B,, ete.

Je dis que la distance de A, a son cinquiéme conséquent 4. sera
encore une quantité tres petite du ¢° ordre.

En effet l'aire fermée:

a=A B A, B, A B AB, A.B. A,
aura pour consequente
a, = A b A D. .‘lﬂ!f:.:lﬁh‘ﬁ.{iﬂhhﬁfll-

Ainsi, si les arcs A B, et 4 B, ne se¢ coupent pas, c'est a dire si la
disposition est celle de la figure 3, 'nire conséquente a, se composera de
l'aire a plus Paire 4,4 B B,.

Mais s'il existe un invariant intégral positif, un raisonnement tout
pareil a celui du théoreme III montrerait que cela est impossible,

[1 faut donc que les arcs A B, et 4 B, se coupent et on en con-
clurait, comme dans la démonstration du théoréme III, que la distance
A, A, doit étre trés petite du ¢° ordre comme le sont les distances A B,
et 4.B,.

C. Q F. D.

De cette généralisation du théoréme III, on déduit une généralisa-
tion de son corollaire que l'on peut énoncer ainsi.
Sil existe un invariant intégral positif;

Si l'on peut tracer sur une portion de surface sans contact S une
courbe 4 B, qui soit une courbe invariante du n° ordre;
Si I'on peut trouver sur cette courbe deux points 4,, B,, tels que la
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distance de 4, au p° conséquent B, de B, (p premier avec n) soit une
quantité tres petite du ¢° ordre au moins;

Si enfin la distance de A4, & son »° conséquent A, est une quantité
finic ou trés petite du g — 1° ordre au plus, la distance 4 B, est ri-
goureusement nulle, de telle sorte que l'ensemble de la courbe 4 B et
de ses conséquentes successives forme une courbe fermée qui est une
courbe invariante du 1° ordre,

Le théoreme Il est susceptible d'une deuxicme extension que je me
bornerai a énoncer parce que je ne compte en faire aucun usage dans
la suite.

Deuxieme extension du théoréme III. 11 peut arriver qu'une courbe
sans ¢tre invariante rigoureusement, soit invariante a des quantités tres
petites prés du p° ordre.

Considérons par exemple une courbe C, et sa n® conséquente. Si
la distance d'un point quelconque de cette n° conséquente a la courbe C
est une quantité trés petite du p° ordre, je dirai que C est une courbe
péninvariante du n° ordre aux quantités prés du p° ordre.

Une courbe péninvariante peut étre fermée ou quasi-fermée comme
une courbe invariante et les points de fermeture se définiront de la méme
maniere,

Cela posé, je dis que:

Si une courbe péninvariante du »° ordre aux quantités prés du p°
ordre, est quasi-fermée, de telle fagon que la distance des points de fer-
meture 4 et B soit une quantité tres petite du ¢° ordre, la distance du
point 4 a son n° conséquent A, sera une quantité trés petite d’ordre ¢ au
moins si 2¢ < p et d'ordre p — ¢ au moins 8 2¢ > p > ¢.

Théoréme IV. Considérons une portion de surface sans contact S
que je supposerai simplement connexe. Imaginons que la position d'un
point sur § soit déterminée par un systeme particulier de coordonnées
que je vais définir et qui est analogue aux coordonnées polaires. Soit O
un point quelconque de S; imaginons qu'a ce point viennent aboutir une
infinité de branches de courbes, de la méme fagon que dans les coor-
données polaires les rayons vecteurs viennent aboutir au pole.

Nous supposerons que deux quelconques de ces branches de courbe
n'aient d’autre point commun que le point O et nous définirons une
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queleonque de ces  branches de courbe par langle # que sa tangente
en O fait avec une droite fixe passant par O.

Nous supposerons d'ailleurs que chacune de ces branches de courbe
s¢ termine au point 0O,

Congidérons maintenant un second systeme de courbes que je sup-
poserai fermées, s'enveloppant mutuellement et enveloppant le point O,
J'admettrai de plus qu’une courbe quelconque du second systéme et une
branche de courbe quelconque du premier systeme ont un point commun
et un seul.

Considérons une branche de courbe fixe B, du premier systeme et
soit I’ le point ou elle coupe une courbe mobile € du second systeme.
Soit p la longueur de l'are de la courbe B, compris entre les points O
et . On pourra définir la courbe mobile C par la quantité p.

Je suppose enfin que par un point P quelconque de S, passe une
branche du premier systéme et une scule; une courbe du second systeme
et une seule. Nous pourrons alors nous servir des coordonnées p et 6
pour définir la position du point P sur S.

Cela posé, voici le théoreme que je me propose de demontrer:

Soit « une aire simplement connexe faisant partie de § et limitée
par une courbe fermée k. Soit a, sa n° conséquente limitée par une
courbe fermeée £, .

et que O appartienne a cette partie commune; si les points de £ ont

Si les deux aires a ¢t a, ont une partic commune

méme coordonnée. # que leurs n* conséquents; si la courbe & rencontre
chacune des branches de courbe du 1 gystéme en un seul point (de telle
sorte que quand on parcourt la courbe fermée k, # varie de o a 27);
si de plus il y a un invariant intégral positif, deux au moins des points
de £ coincideront avec leurs n** conséquents.

En. effet un élément d’aire quelconque dw appartenant a § pourra
sexprimer en fonction de p et de # de la facon suivante

ff{;} ] F,“{.‘n y ff}fl’fﬂf”,

la fonction ¢(p, @) étant essenticllement positive.
Sil y a un invariant intégral positif, il existe une intégrale

J = [ MHdw = | MHgdpdd
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qui' a la méme valeur pour a et pour a, et qui est telle que .
MiHe¢ > o.

Soient o, et #, les coordonnées d'un point quelconque de &, p, et
0, = 0, celles de son #° conséquent qui appartient par définition a k,.
Soit
Hw

X = [ MHgdp.
Mo

(Dans le caleul de lintégrale X, on doit regarder # comine une constante
égale a 0,.)
La quantité sous le signe f étant positive, l'intégrale X est positive
si p, > p, et negative si p, < g,y elle ne pent s'annuler que si p, = p,.
D'ailleurs d’aprés la définition de X, cette intégrale est une fone-

tion de 4,.
Soient .J, et .J, les valeurs de l'intéerale J étendues respectivement
a l'aire a et & laire «,. On aura dapres la définition méme des inte-

orales doubles:

i |

| er‘ﬁ“.

—, 13

!}-ﬂ T rfu =

(1]

L'intégrale du second membre devra étre prise tout le long de la courbe
k. Quand on aura fait tout le tour de cette courbe fermée, la fonction
X devra étre revenue a sa valeur initiale.

Mais J étant un invariant, J, — .J, doit étre nul. X ne peut done
¢tre toujours de méme signe et comme cette quantité a méme valeur
aux deux limites d’'intégration, il faut que X s'annule deux fois entre
ces deux limites,

Or gquand X est nul, p, = p, et le point correspondant de & coincide
avee son #° conséquent.

Done deux au moins des points de & coincident avee leurs »* con-

ﬁ:’equﬂntﬁ.

e 1 Q. ¥ D
On peut énoncer le théoréme IV sans faire intervenir le systéme
particulier de coordonnées que nous avons défini plus haut et dire:

Si une courbe fermeée k fait partie d'une portion de surface sans
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contact § simplement connexe et que k, soit sa n® conséquente; si 'on
peut joindre chacun des points de & a son n° conséquent par des arcs
de courbe gitués sur S et de telle facon que deux quelconques de ces
arcs n'aient aucun point commun; si de plus il y a un invariant intégral
positif, deux au moins des points de % coincideront avee leurs n** con-

séquents.

CHAPITRE III.

Theorie des solutions périodiques.

§ 1. Ewxistence des solutions périodiques.
Considérons un systéme d’équations différentielles

dax; 5 .
(1) do X, 1.8,

ou les X sont des fonections des z et d'un 1.1:11':nm'=tre /t. Les X devront
aussi dépendre de #, mais ce seront alors des fonctions périodiques de

cette variable et la période sera 27.
Supposons que pour la valeur o du paramétre u, ces équations ad-
mettent une solution périodique, de telle sorte que

= (1),

», etant une fonection périodigue du temps dont la période sera par
P! i P ]

exemple 27,
Posons:

=0 "I" Ei

et cherchons pour les valeurs tres petites de st & trouver les valeurs des
§ que nous supposerons également tres petites, il viendra

"' li.li lr..h'i
:i_t T "”du +Z "*:Lrt '
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Dans les dérivées partielles des X les z, sont remplacés par les fonctions
periodiques ¢,. Les £ sont ainsi déterminés par des équations linéaires
a second membre dont les coefficients sont des fonctions periodiques.

Deux cas peuvent se présenter.

19, Lesg C*.quuti(ms sans second membre:
(?) EEE == Ek -Ei..\.,:
et daer " (it

n‘admettent pas de solution périodique de période 27,
Dans ce cas les équations a second membre en admettent une que
j’ém‘il‘;l.i -

& = fifrf'r[f)r

¢ étant une fonction périodique de période 27.

2°.  Les équations sans second membre admettent une solution peé-
riodique de période 27

Alors les équations a second membre peuvent ne pas avoir de solu-
tion périodique, de telle facon qu'en général nous trouverons une solution
de la forme suivante:

& = pidh(1) + pdoi(t),

les ¢ étant toujours des fonctions périodiques, ou méme dans certains cas

Ei e ,’I[f”‘}f'n.i("l) + Im_lg"r'u “(fj + R + {-'fl“-"(f) :

Plagons-nous dans le premier cas et voyons la chose de plus prés.
Cherchons & former une solution périodique et & la développer sui-

vant les puissances de p; posons par conséquent:

T, = @ M€y + (”.:!'F‘g_l ~ mb

Quand on substituera a la place des 2, ces valeurs dans les X, on

tt*mn*{fru

X=X, 4+ pX. 4+ p1’X;; 4+ ....

Il est clair que les X, ne dépendent que des ¢,, les X, des ¢, et des
@40 les X, des ¢,; et des ¢,, ete. De plus si les ¢, sont des fonetions

pﬁrim}irluus de ¢t de periode 27, 1l en sera de méme des X, ,.

=]

Aefa owidhemaliea. 13, [mprimé le 8 nofiit 1889,
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Nous avons de plu:‘:

_ X, .
':r\l:'l,l = s\ {'fn..i: + }IJ-I'

.“—ri. fi,:r,. 'y

d X,

Dans le second membre, dans les dériviées A
iy

on doit substituer les ¢,

i

a la pl:u'n des .

(|

ainsi que nous l'avons fait plus haut. De plus Y, ne
dépendra que des ¢,, des ¢,,, des ¢,,,..., des ¢, ,.; mais ne dépendra
plus des ¢, ..

Cela posé on est conduit aux équations suivantes

. APy i - X
{."l) _“{_!_ — E__‘_ da, Cat + ) ni*

ff\'uplm;mﬁ qu'on ait déterminé les quantités

- - ~
Crirs Foiv ooy @y 14

&

n I'aide des équations précédentes sous forme de fonetions périodiques de

{; on pourra ensuite a l'aide des équations (3) déterminer les ¢

-
T m.i

Ces équations (3) sont des équations linéaires a second membre et
les cocflicients sont périodiques,

Par ln'pnthfrﬁu les équations sans second membre

t.‘f{',f',,_,- - r.'f.'\',-
_I‘Ij.l’ & 2‘ ;f‘..i"l{.- E- N &

qui ne sont autres que les eéquations (2), n'ont pas de solution périodique;
done les équations (3) en admettent une.

[l résulte de la qu’il existe des séries

T=¢.+ peii+ g+ ...

dont les coéfficients sont périodiques et qui satisfont formellement aux
equations (1).

Il resterait a démontrer la convergence de ces séries. Nul doute
que cette démonstration ne puisse se faire directement; je ne le ferai

pas toutefois, car je wvais, en reprenant la question a un point de vue

différent, demontrer rigoureusement l'existence des solutions periodiques,




A
= i

1

sy,
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ce qui entraine la convergence de nos séries. Nous n'surons en effet
qua nous appuyer sur les principes les plus connus du »Calcul des
Limites.»

Soit ¢,(0) + B, la valeur de x, pour ¢ = o. Soit ¢,(0) + 7, la va-
leur de », pour ¢ = 27z. Les y, dépendront évidemment de p et des
valeurs initiales des variables et elles s'annuleront avec elles.

Cela me permet d'écrire:

n=pf+ap+ Zb8 + Z|m,p,psy..., Pl Are ., . o0
f?; + ni'.'

les @, les b et les [m, py, p.y..., p,)| étant des cocfficients constants.
On obtiendra les solutions peériodiques de période 27 en cherchant
les cas on:
i = f

On peut donc considérer g2 comme une donnée de la question et chercher
a resoudre par rapport aux n inconnues 7 les équations

("L) “;ﬁ =y G i S 'F*H = 0,

Nous savons que les ¢ sont des fonctions holomorphes de p et des 3
sannulant avec les variables,

Si le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux 3 (c'est a dire
le déterminant des £,) n'est pas nul, on peut résoudre ces n équations
¢t on trouve comme solution:

j'?." o Hr (.IH')?

les @, étant, d’apres un théoréme bien connu, des fonctions holomorphes
de g s'annulant avec pu.

C'est le cas que nous avons étudié plus haut et ol les équations
(2) n'ont pas de solution périodique.

On doit en conclure que pour les valeurs de p suffisamment petites,
les équations (1) admettent une solution périodique.

Mais il peut arriver que, bien que le déterminant fonctionnel des
¢ par rapport aux J# soit nul, les équations (4) puissent néanmoins étre

resolues et par conséquent que les étinntiuns (I) admettent une solution
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périodique pour les petites valeurs de g Il en sera ainsi en général

quand les déterminants compris dans la matrice

| d¢,  dg, dg, ||
(| J-” t f:' ?J 1t “FI i’" I
|
ihr.l",! rr].:r"',: rin;‘_:
f{li',[ i‘:":‘:l iflr;,;’”
| |
"'!rﬂ-r'n ”,'E-'r‘u "'I';'H
| { i’lf_.f__ | l.“ri':l \ 1 ‘ f 'r" -}rr

seront tous nuls.

Supposons done que les equations (1) admettent une solution pe-
riodique pour g = o et pour les valeurs de p suffisamment petites, plus
petites par exemple que g, et gqu'elles n'en admettent plus pour x> p,.
De quelle fagon la solution périodique disparaitra-t-elle au moment ou p
atteindra la valeur g, 7 On pourrait démontrer que les choses se passent
comme 1l suit.

&
5

Pour g = p, — =, les équations (1)

1

admettent deur solutions pério-
diques; pour p = p,, ces deux solutions se¢ confondent en une seule et
enfin pour g > g, ces deux solutions disparaissent.

Pour le faire voir, reprenons les équations (4):

(4:] == =] vy = ".'” ==

et supposons que le determinant fonectionnel des :;’-' annule r.'|tmm1 les l.'?

¢t le parametre g sont nuls a la fois. Il est alors 1mpossible, du moins

en géneral, de tirer des equations les [ sous la forme:

les @, étant des fonctions holomorphes de p sannulant avec cette variable.

Mais 1l sera possible en général de tirer des » — 1 premicéres équations (4)
f}_]_.:{_',r__'___;:'li_..{"j

les n — 1 quantités 3,, 3,, ..., #,_1;.0on trouvera:

Ilr =3 !flf ?u ! ;'!:II‘ (el o)
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les /] étant des fonctions holomorphes de , et de p s'annulant avec ces
variables,

Substituons [, a la place de 5 dans la »° équation:

¢, = O,

Nous obtiendrons une équation

P = o

dont le 1" membre sera une fonction holomorphe de g et de fj,.

Pour p = f#, = o, on aura

d
3,

En d’autres termes pour g = o, l'équation @ = o admet 3, = O comme
racine multiple.

Supposons, ce qui est le cas le plus général, que ce soit une racine
double. Alors nous pourrons écrire, en développont @ suivant les puis
sances croissantes de p et de f,:

52 3 { 2t
¢ = 4‘1-:;1” =+ 4'1'.:;?:. T -"llr'fn + v
-+ By + Byuf, + Bypf, + -

g L ("'il.:ﬂg _I- (:Hu?f?u + LR

On peut alors tirer de l'équation @ = o, si 4, et B, ne sont pas nuls,

%, en fonction de p; on trouve:
I.;H e li."i\n(l',)‘

nfl
.I” rs

I xy =

et on @, est une fonction holomorphe de y a coefficients réels et sannu-

lant avee cette variable.

v B ; . SO
Si —=> 0, v est réel quand g <o et imaginaire quand p> o; cest

N
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I

. 15 . . s 2 s
le contraire {}Il:lll:I I.’ < O, blilllnniu_nns pour fixer les idées que Hﬂ et 4.

solent de méme signe.
Quand g sera négatif, on trouvera pour §, deux valeurs réelles (cor-

: . A :
respondant au double signe du radieal \[—=F ) et par conséquent deux

Fl il

solutions périodiques. Quand g = o, ces deux solutions périodiques se
confondent, parce que les deux valeurs de 3, se reduisent a o; quand
/0> 0 ces deux solutions périodiques disparaissent parce que vy devient
naginaire.

Une discussion plus approfondie montrerait que les conclusions sub-

0. an lhieu d'étre une racine double

L

sistent dans le cas on la racine g

de 'équation @ = o est une racine tri[nhr ou dordre superieur.

Lorsque des équations différentielles dépendent d'un paramétre arbitraire
noet admettent wune solution périodique, el si Uon fait varier ce parametre
d'une maniére conlinue, la solution périodique ne powrra disparaitre qu'apres

sétre confondue avec une auire solution périodique.

C'est ainsi que, dans une équation algébrique dépendant d'un para-
metre  pz, si Pon fait varvier ce parameétre d'une maniére continue, une
racine reelle ne pourra disparaitre et devenir imaginaire, qu'apres s'étre

confondue avee une autre racine reoelle.

Les solulions périodiques disparaissent par couples, o la facon des ra-

cines reéelles d'une équation algébrique.

.o cas particulier qui nous arrétera le plus sera celui ou les équa-
tions (1) admettent pour /s o une mbnite de solutions périodiques de
]u_'*.t‘im]i_' - 5y o

Dans ce cas les équations (4) ne sont plus distinctes quand on vy

-

fait 1 = o et par exemple on peut deduire la »* des n — 1 prcn'liﬁ.rﬂi.
Considérons done ces n — 1 ;u'l:ntif*rv.-: cquations:
h=¢s=...=¢,, =0,

lkin général on pourra supposer que le déterminant fonetionnel
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n'est ps nul.  On pourra done résoudre nos n — 1 f-f{lluf.inrl:: par r:‘st]ﬁ]':-nrr":L
aux n— 1 quantités 3,, 8., ..., f._:-
On trouvera:
.= H,(B,, ), R, e

les /I étant des fonetions holomorphes de f, et de p gannulant avec ces
variables.
Substitnons 71, & la place de 5, dans la »® équation (4)

¢, = 0.
Nous obtiendrons une équation:

fﬂ:{j

dont le premier membre sera une fonction holomorphe de p et de f3,.
sette  fonction holomorphe doit contenir x en facteur. En effet, pour
=0, les n équations (4) se rédunisent a 1 d'entre elles et par
conséquent I'équation @ = o doit devenir identigue.

Pozons done

l’ﬂ' — ‘Hfﬂ'! .

@, sera encore holomorphe. Appelons @) ce que devient @ quand on

y fait g == o et envisageons l'¢quation:
D=0

dont le premier membre est une fonction holomorphe de 3, seulement,
Trois cas peuvent ge présenter:

1°> Ou bien cefte équation n'admef aucune racine; on peut en
conclure que pour les petites valeurs de g les équations (1) n'ont pas
de solution périodique de période 27.
2°. Ou bien cette équation admet une ou plusieurs racines simples.
Dans ce cas les equations (1) ont des solutions périodiques pour les pe-
tites valeurs de .

En effet supposons que pour:

on at:
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Alors 'équation:

f’fjl — O

pourra etre resolue par rapport a [, puisque pour

1= 0, P =
05l @
ao, -
dg, <

On obtient ainsi:
B = 0,(n),

d, étant holomorphe en x. LEn remplacant 5, par 8, dans les H, on

trouve:
B = 6,(p),
f#, étant holomorphe.

[existence d'une solution périodique pour les petites valeurs de p
est donc¢ ctablie. De plus pour une pareille solution périodique, le dé-
terminant fonctionnel des ¢ par rapport aux # n'est pas nul si u est
suffisamment petit sans étre nul.

3°. On bien l'équation @) = o n’a que des racines multiples et
alors nous ne pouvons rien affirmer. '

Si toutefois cette équation a une racine triple, ou plus générale-
ment une racine dordre impair, nous pourrions affirmer que pour les
petites valeurs de g, il existe une solution périodique, mais nous ne
saurions plus si le déterminant fonctionnel correspondant n'est pas nul.

Dans ce qui précede, nous avons supposé que les fonctions X, , X,,
AL, ¢

temps f. Les résultats seralent modifiés si le temps ¢ n'entre pas dans

. qui entrent dans les équations différentielles (1) dépendent du
ces équations.

[1 y a d’abord: entre les deux cas une différence qu'il est impossible
de ne pas apercevoir. Nous avions supposé dans ce qui précéde que les
X, e¢taient des fonctions périodiques du temps et que la période était 27
1l en résultait que, s1 les équations admettaient une solution périodique,
la période de cette solution devait étre égale a 27 ou a un multiple de
2. Si au contraire les X, sont indépendants de 7, la période d’une so-

lution ln'n'imlique peut étre quelconque,
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En second lieu, si les équations (1) admettent une solution peério-
dique (et si les X ne dépendent pas de ¢), elles en admettent une infinite.
Si en effet

Zo=0,(t), T=g,(t), -y B=gull)

est une solution périodique des équations (1), il en sera de méme (quelle
que soit la constante h) de

fo=et+8), T=gl+B, ..., 5=pl+h

Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes étendus d'abord et dans
lequel pour g = o, les équations (1) admettent une solution périodique
et une seule, ne peut se présenter si les X ne dépendent pas de £.

Plagons-nous donc dans le cas ou le temps ¢ n'entre pas explicite-
ment dans les équations (1) et supposons que pour g = 0, ces équations
admettent une solution périodique de période T

z, = ¢ (1) . =@lt) s .. o B = gull)

Soit ¢, (0) + 5 la valeur de , pour #=0; soit ¢,(0)+ 7, la valeur
de x, pour ¢t = T+ z. Posons ensuite, comme nous l'avons fait plus haut,

i Pi="¢h

LLes ¢, seront des fonctions holomorphes de p, de 3, 3,,..., 3, et de
T H‘H-I'Il]lllllnt avee ces variables.
Nous avonsg donc a résoudre par rapport aux = -+ 1 inconnues

,‘?lifr*.’“"!f'?njr

les n équations
® M T

Nous avons une inconnue de trop, nous pouvons done poser arbi-
trairement par exemple

B = 0.

Nous tirerons ensuite des equations (5), PrsPasers P et en fonctions

Acin mathemafiea. 13. Imprimé la 8 aofit 1889, s
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holomorphes de p sannulant avec p.  Cela est possible a moins que le
déterminant:

! fFI-J."_r'I -r{;__r' ,ft_ﬂl r.lfl_"'l

NIJ?E ey g’ 118 {.".fu. " dr |

1
|90, dgy  dy, dy,
Hli,-'fl fﬂf; 7 di,-1 dr
|
| S0 v
I”r_‘r;'n ”r‘rlr'u ”F‘:F’u ”FE.r'rr

df, A T dEEq dr

ne soit nul pour g = f, = 7 = o,
St ce deéterminant était nul, an lieu de poser arbitrairement B = 0,
on poserait par exemple §, = o, et la méthode ne serait en défaut que

81 Lous ]i_'."-l tl{:‘tt'l‘ll]-lliilllt:ﬁ contenus EI:’IHH la I‘llil‘-’l‘ii*i‘I

d a,_,"' s / I;'J | r_f .;'_I r..||r 1__'-1
l{'_fl {!J'.'.f'l - A rf‘;'“ H;.'
dg, dy, d¢, dg, |
dg, df, " d3. dr |
Irg

' [
”JF'}" !.r‘;.” {f‘:ﬂu {(&-'l”

|”*I';1 Jﬂ-;i e gl de ]

otatent nuls a la fois. (Ll est a remarquer que le déterminant obtenu
en supprimant la derniere colonne de cette matrice est toujours nul pour
p=f, =1=0)

Comme en oénéral tous ces déterminants ne seront pas nuls a la
fois; les équations (1) admettront pour les petites valeurs de g, une so-
lution périodique de periode T + =z,

§ 2. Exposants caractéristigues.

Reprenons les équations:
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et imaginons qu'elles admettent une solution périodique
€T, = a:,f‘l-(.").

Formons les équations aux variations (voir Chapitre 1) des équations
(1) en posant:

T, = ¢(t) + &

et négliceant les carrés des &.
(Ces équations aux variations s'éeriront:
.} il ANy o = dX; . 4 + dX;
3 —_— i . . % 0 . e
(2) ot de, ™ dz, =2 e

1 1

Ces équations sont linéaires par rapport aux &, et leurs coéfficients
=i R , . gy
F=3 (quand on y a remplacé z, par ¢,(f)) sont des fonctions périodiques
de {. Nous avons donc a intégrer des équations linéaires 4 coéfficients
périodiques.

On sait quelle est en général la forme des intégrales de ces équa-
tions; on obtient » intégrales particuliéres de la forme suivante:

- i f O = g Y = g O
- w— v | = — - — r e |
] - € :'.’11 ’ =g T € :j‘.]"'l ? Bt e B Wy = € 1"'1”1 ’
o~ ol L - .t LY g e tel J
y = (& '5'1,21 =0 € *—H-}-} ] ’ :n ¢ IHH'.‘"
(3)
L] L] L] L] L] - L L] -
: L fal LY = =1 il ¥ = Ea ,”rl* i
Ll - € b 1n? S — & ""’L‘u b S 1 0 i “an

les o étant des constantes et les S, des fonctions périodiques de ¢ de
méme période que les ¢ (¢).

Lies constantes a sappellent les exposants caractéristiques de la solu-
tion périodique.

Si o est purement imaginaire de fagcon que son earré soit nécatif,
le module de e* est constant et écal a 1. Si au contraire a est réel,
on 8i a est complexe de telle facon que son carré ne soit pas réel, le
module e

{

tend vers linfini pour {= 4 c© ou pour {=—oc0. Si donc
tous les a ont leurs ecarrés réels et néeatifs, les quantités &, &, , ..

=4
—
=Y WR

resteront finies; je dirai alors que la solution périodique x, = ¢,(f) est

LY

stable; dans le cas contraire, je dirai que cette solution est instable.
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Un cas ]ml‘ﬁ[ﬂl“{"t' intéressant est celui on deux ou plusieurs des
exposants ca '1utt[1ri;t'lqllf=.~: a sont égaux entre eux. Dans ce ecas les inte-
orales des équations (2) ne peuvent plus se mettre sous la forme (3).

St par exemple

les équations (2) admettraient deux intégrales particulieres qui g'écriralent

il (7
v:'i —_— E I AH:I;II

et
£ = te"'S;, + €8,
les S,, et les §,, étant des fonctions périodiques de .

Si trois des exposants caractéristiques ctalent egaux entre eux, on
verrait apparaitre, non seulement #, mais encore {* en dehors des signes
triconométriques et exponentiels.

Supposons que le temps f n'entre pas explicitement dans les équa-
tions (1) de telle sorte que les fonctions X, ne dépendent pas de cette

ariable: SUPPOSONS de plus que ces {'-.qn:lti:m,-: Lt) admettent une intégrale
{.}j I \ Ly 9 Fagyoony :r") — 1 #

[l est aisé de voir que dans ce cas deux des exposants caractéristiques
sont nuls.

On se trouve done alors dang le cas d'exeeption que mous venons
de signaler; mais il n'en résulte pas de difficulté; il est aigé en effet a
'aide de lintégrale (3) d'abaisser d’'une unité l'ordre des équations (1).
Il w'y a plus alors que » — 1 exposants caractéristiques et il n'y en a
plus quun qui soit nul

Nous allons maintenant envisager un cas particulier qui est celui ou
les équations (1) ont la forme des équations de la dynamique. Ecrivons-
les done sous la forme:

d; dl’ dy; dF

) —— y R . (i=1,2...m
(I | ,“‘ d.;lfi If! -F(,l', :

F' étant une fonetion quelconque de @, 20, ..., %, % s Yoy ..., ¥,; NOUS

pourrons supposer, soit que I est indépendant de #: soit que ¥ dépend
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]

non seulement des x et des y, mais encore de f, et que par rapport a
cette dernicre variable, c'est une fonction périodique de période 27,

Supposons que les équations (1”) admettent une solution périodique
de période 27

X; = ?i(f.\}‘ . e 5‘h1(")'

et formons les éqlmti{}ns aux variations en posant:

Ty = F*Hf(f) + &5 Y = ((fll(r) + %

Nous avons via dans le chapitre Il que l'intéerale donble:
] |

lljjﬁfjﬁfﬁﬂl “f*fzj}fﬂﬂﬂ + ...+ dr,dy,)

est un invariant intégral, ou (ce qui revient au méme) que s &, y, et

i
-

£,y sont deux solutions particulicres queleonques des équations aux

variations, on a

Z{\f:}' — ,,-:-':::;] — const,

T
E |

L |

Je dis qu’il en résulte que les exposants ecaractéristiques sont denx a
deux égaux et de signe contraire,

Soient en effet & et 7! les valeurs initiales de & et de », pour t =o0

dans une des équations aux variations; solent & et »; les valeurs cor-

respondantes de & et de y, pour £ = 27, Il est clair que les & et les

y! seront des fonctions linéaires des & et des ] de telle sorte que la
snbstitution:
T (2 s )
sera une substitution linéaire,
Noit:
(,, {ya S b

I"l'.__-,l {F'i'] # & & '”‘-l-Lp}_.

!
|

{I-:l“ ‘ rf‘:jl_lil & = Ll rl‘

2m.2n

le tableau des coéfficients de cette substitution linéaire.




62 H. Poineare.

Formons I'équation en 2

My, — A el
s Gy — A& .o Ohg

—_ G-
tay 1 oy.0 B R E Moo — ";"

Les 2n racines de cette équation seront ce qu'on appelle les 27 multi-
plicatenrs de la substitution linéaire 7. Mais cette substitution linéaire
I' ne peut pas étre queleconque. 11 faut qu'elle n’altéere pas la forme
bilinéaire:

Z(: y, — Ely)
- 'H -y JI'J."
Pour cela, 'équation en A doit étre réciproque, Si donc on pose:

. Qare
!I. - ﬁ 3 L]

les quantités a devront étre deux a deux égales et de signe contraire.

BN W A I ]

[l y aura done en général » quantités o’ distinetes. Nous les ap-
pellerons les coéfficients de stabilité de la solution périodique considérée.

Sioees n coéflficients sont tous réels et négatifs, la solution périodique
sera stable, car les quantités & et », resteront inférieures a une limite
donnee.

[l ne faut pas toutefois entendre ce mot de stabilité au sens absolu,
Iin effet, nous avons négligé les carrés des & et des » et rien ne prouve
qu’en tenant compte de ces carrés, le résultat ne serait pas changé, Mais
nous pouvons dire au moins que les § et y, s'ils sont originairement trés
petits resteront fres petits pendant trés longtemps.  Nons pouvons ex-
primer ce fait en disant que la solution périodique jouit, sinon de la
stabilité séeulaire, du moins de la stabilité femporaire.

On peut se rendre compte de cette stabilité en se reportant aux
valeurs des &; on trouve en effet, pour la solution générale des équa-

tions aux variations:

Loy el OF
;l- — Z-IJ‘!LE h“;.,
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les A, eétant des coéfficients constants et les &, des séries trigonomé-

triques.
Or si o est réel négatif, on trouve

Ea'qi = (08 lt v‘l—— r_{f -I— !: Ei“ '8 \‘,-"— .r,:f,

de sorte que & s'exprime trigonométriquement.

Au contraire si un ou plusieurs des coéfficients de stabilite devient
reel positif ou imaginaire, la solution périodique considérée ne jouit plus
de la stabilité temporaire.

On voit aisément en effet que & est alors représenté par une série
dont le terme général est de la forme:

Ae” cos (kt 4+ mt + [)

ou (h 4+ ik)* est un des coéfficients de stabilité, ou m est un entier et {
et 4 des constantes quelconques. Le defaut de stabilité se trouve ainsi
mis en evidence,

Si deux des coéfficients de stabilite deviennent égaux entre eux, ou
si I'un d'eux devient nul, on trouvera en général dans la série qui repre-
sente &, des termes de la forme:

Ate" cos (kt + mt + 1) ou At cos(mt + ).

En résumé, & peut dans tous les cas étre représente par une série
toujours convergente, Dans cette série le temps peut entrer sous le signe
sinus ou cosinus, ou par l'exponentielle ¢, ou enfin en dehors des signes
trigonomeétriques ou exponentiels,

Si tous les coéfficients de stabilité sont réels, négatifs et distinets,
le temps n'apparaitra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura
stabilité temporaire.

Si 'un des coefficients est positif ou imaginaire, le temps apparaitra
sous un signe exponentiel; si deux des coéfficients sont égaux ou que
'un d’eux soit nul, le temps apparait en dehors de tout signe trigono-

meétrigue ou exponentiel.
Si done tous les coéfficients ne sont pas réels, néecatifs et distincts
I - 2 ;
1l n’y a pas en générul de stabilité temporaire,
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Toutes les fois que F ne dépend pas du temps £, I'un des n coéffi-
cients de stabilité est nul; car d'une part le temps n'entre pas explicite-
ment dans les équations différentielles; d’autre part ces équations ad-
mettent une integrale

| w " . (] Ty
I (;I"l y gy svay by s Yyy Yoy ovoy .‘ff"u:] == COnEL,

Nous nous frouvons donc dans le cas dont nous avons parlé plus
haut ¢t ou deux des exposants caractéristiques sont nuls, Mais, comme
nous l'avons dit, cela me peut créer une difficulté parce que l'on peut,
a l'aide de l'intégrale connue abaisser a 2n— 1 l'ordre des équations (1),
[l n'y a plus alors que 2n — 1 exposants caractéristiques; 1'un d’eux est
nul et les 2n — 2 autres, aux carrés desquels on peut conserver’le nom
de coéfficients de stabilité, sont deux a deux égaux et de signe contraire.

Reprenons le déterminant que nous avons eu a envisager dans le
paragraphe précédent.

Nous avons dans ce paragraphe envisagé dabord le cas ou les équa-
tiong (1) dépendent du temps ¢ et d'un parametre g, et admettent pour
gt = O une solution periodique et une seule. Nous avons vu que si le
determinant fonctionnel:

. :.{IIIF'| , Lu o\
3{_;3. nj'}: poom 4;:?.11}

S
Fn >0

les équations admettront encore une solution lu'*.l'imlit_[m_: pour les pﬂt-it.ﬂs
valeurs de p.
Ce déterminant peut s'écrire:

{Eﬂ el dy, dy,
dg, d, dj3,
di s i,
‘.1 i .‘{Ir.?l “J-'-! \‘-l‘:-;"
d} n 'h'ﬂ "’r“
— - - LRSS |
d, i, A3,
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Or les exposants caractéristiques a sont donnés par I'équation:

Ji'. B~ "f?rﬁ drl
T — E - A B W -
”F‘ifj {f.l'j:t “J"fu
dy, dy, i dy,
Ll SELA ST Saats —
a3, g, SR == ()
dy dy din _ grar
fl’ﬁl’ 'l'f;'?,: { f?u H

Dire que A est nul, c’est done dire que 'un des exposants carac-
téristiques est nul de sorte que nous pouvons énoncer de la facon sui-
vante le premier des théorémes démontrés an paragraphe précédent.

St les équations (1) qui dépendent d'un paramétre p admeltent pour
= 0 une solution périodique dont aucun des erposants caractéristiques ne
soil nul, elles admettront encore une solution périodique pour les petites va-
lewrs de .

§ 3. Solutions pérviodiques des équations de la dynamique.

Je prendrai, pour fixer les idées, les équations de la dynamique
avee trois degrés de liberté, mais ce que je vais dire s'appliquerait évi-

demment au cas genéral, J'éerirai done nes ¢quations sous la forme:

|r."..¢'I e 4 d K rf.rj - ol I fﬂ.r_,. | & d I
( ) 1 oy, i dt dy, : dé “i-.*."':t!
1

dy, dF dy, dF dy, d IY

TR ok de —,  du,’ di —  dz,’

I étant une fonction uniforme quelconque des # et des y, indépendante de 7.
Je supposerai ensuite que x,,x, et x, sont des variables linéaires,
mais que #,, ¥y, et y, sont des variables angulaires, c'est a dire que F est

une fonetion periodique de y, , y, et y, avec la période 27, de telle facon

9
que la situation du F}*stém(‘. ne change pas quand une ou plusienrs des

trois- quantités y augmente d’'un multiple de 2z (Cf. chapitre 1)

Aecla mathemabicn. 13, Tmprimé le 28 aofit 1889,

=
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Je snp}nm:*mi de plus que ¥ :]q'wlu_-.nd d'un pnr:nntlrn- arbitraire p et
peut se :hh‘{*lr.lppur suivant les [mira:a;nwrr: crolssantes de ce [nn';lrllt?tru de
telle sorte que ]':rm ait:

F=F 4+ npkF 4+ p'l, + p'k, +

Jo .~:|1]1|m.~:u:‘ui enfin que [

, he dépend que des @ et est indépendant

des y de telle sorte que:

dF, dF, dF,

. z LD,
”f.”1 ”f.”: ”r.'l-"-t

Rien n'est plus simple alors que d'intéerer les eéquationg (1) quand
] ] | : 1 ) 9

pn — 03 elles s'éerivent en effet:

.*.ill.r'1 o v . di.

1= — —— @

il ol al
u’_ﬂ;l :i’f"u ”’”.,. "”'1u ”T.'f-. J‘L'n
di ' -— -‘f.l‘l ) il ¢ = g if:': ’ ilt = =" :-ir.i';. -

Coes ﬁnluutinnﬂ montrent d'abord que x, ,x, et x, sont des constantes.

1 7“1
On en conclut que
1F R, dR.

r.".r‘I J ”{J.: ‘ f-r".,

—

qui ne dépendent que de x, , x, et r, sont aussi des constantes que nous

- L] '] L]
1 a i

-

appellerons pour abréger n,, n, ct n, et qui gont completement deéfinies

quand on se donne les valeurs constantes de x , x, et x . Il vient alors:

17 a
f"l -0 ”I?( + mk? *”'.E B H‘."IIi .-{— m‘.i' a'}J'r:: B H.‘!f + m;:'

@, , o, et @, étant de nouvelles constantes d'intégration.

Quelle est la condition pour que la solution ainsi trouvée soit 11{'.'-
riodigue et de période 7. 11 faut que si 'on change { en t 4+ T, 9, ,,
et y, augmentent d'un multiple de 27, cest a dire que;

01 - 1, T ot u:?'

1

soient des multiples de 27,




ey,

Tty 4

J"":'-F'\: |-a

e 100
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Ainsi pour que la solution (que nous venons de trouver soit pé*

riodique, il faut et il suffit que les trois nombres n , n, et n, soient

commensurables entre eux.
Quant a la période 7', ce sera le plus petit commun multiple des

trois quantités:

23T 2T 27

Tl - = | L.I- tl e Ak
i n 1

1 | i
Nous exclurons, au moins provisoirement de nos recherches, le cas

\ al, dr, ol

ou les trois fonctions ——*, —* et ' ne sont pas indépendantes 1'une
de, " da, .

]

de l'autre. Si on laisse ce cas de coté, on peut toujours choisir z, , =,
et x, de telle facon que n,,n, et n, aient telles valeurs que l'on veut,
au moins dans un certain domaine. Il y aura donc une infinité de choix

, x, et x, qui conduiront a des so-

lltliﬁihlﬂﬁ pour les trois constantes T, 5 %, A

lutions périodiques.

Je me propose de rechercher s'il existe encore de solutions pério-
diques de période 7' lorsque g n'est plus égal a o.

Pour cela, je vais chercher a satisfaire aux équations (1) en faisant’

= o) 1 2,
.r] pr— -.1-'1 o JfLI:l Ly [ ‘)‘,ﬂ irl i il R B ]

]

;Eri _ --rl i J"!Ii" = Al ‘f.!.l-!-rq- =T & & '

i

. o ¢ e
;1:3 _— 'IJ e o 'H,fd o = I..-t rl';l "™ &5 "

—
1
e

Yo = + n 0w+

1 T..3
Ys = Y3 T MYz T 2 Ys T <oy

0 1 240
. Ys = Ys T s T 2 Yy T =020
Dans ces formules z}, 2. #} désignent les valcurs constantes que javais
été conduit plus haut a attribuer & 2z, x, et z, quand je supposais
ot = 0 et qui sont telles que:

ol o

f_z L [} ] ]
- F(x}, x), x3) = — n,,

i,

F(x), o), xy) = —n,, H(xy, 23, %5) = — 15,

' Les chiffres placés en haut et & droite des lettres & et y dans les équations (2)

sont des indices et non des exposants.
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On a de plus:
Y = nt + @,.

Enfin les 2}, les y;, les 2}, les y; etc. sont des fonctions du temps qu'il
Sagira de déterminer et qui devront étre périodiques de période 7.
Dans I, a la place des « et des y, substituons leurs valeurs (2),
puis développons F' suivant les puissances croissantes de pu de telle sorte
que l'on ait:
F=¢ 4+ pd +p'0 +....

Il est clair que

@, = Kz, 2:, %) :

ne dépend que des zy; que

(3) O, = Fy(z], 23, 23, 4% s Vs, ¥3) + r‘r”ﬂ“ + ! ek, 3 .1.1‘““.,
et 1 IA*~] 5 MR oy RS N1y T Y Y .Iff-r'; ".r{..j'lril.: .“'flr:

0
i

ne depend que des z{, des y ct des z; que @, ne dépend que des z?,

des o}, des !, des y; et des z? etc.

Plus généralement, je puis écrive:

| dF AF dF | :
= 6 + 7, + Ta73" + By = O, — n2 — nah — x5,
- &y i (15 =0 M

ou ¢, dépend seulement

0 1 1

des z?, des !, ... et des x

i
i
11, 2l l“ 1 . E“ k—1

aes ¥, 4Aes ¥, , ... €L des ¥,

)

Je puis ajouter que par rapport a y!, ys, » la fonction 6, est une

fonction périodique de période 27. L'équation (3) montre que 6, = F..
Cela posé les équations différentielles peuvent s'éerire, en égalant

les 111|i.~:5u11uu5 de méme nom de 7%

ffd".'l' rf.t"._: l..‘r..i": (d The r.lf.r;"; .r.;".';;
— —— — B — == N : v — = —_— ..
dt dt di . dt | it "y i s
On trouve ensuite:
ff.t‘-: - h‘iF, d iy r”“', l'.‘r.f': t”",l

(4) dt — dy’ &t dy? ’ dt  dy
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et

dy, d@, dy, dd, du, d,

— — ———
L]

If"' e —— — - — N e
‘3) ot dx) ¢ dt ) ol .y ’

et plus généralement:

: It do,
) e S o,
[Ef {Eﬂ'[
et:
- {i_f;f d P, o 6, » aFE, 4 d*Fy a2 a*F,
(59 W% % g T gl
Lt d; ey dayda, gl daydx;

Intégrons d’abord les équations (4). Dans F, nous remplacerons

!
Yy, sy Yy par leurs valeurs:

nt + @ ,nt+ @,, nt+ @,

Nous pouvons d’ailleurs toujours choisir V'origine des temps de telle
facon que @, soit nul. Alors les seconds membres des équations (4) sont
des fonctions périodiques de ¢ de période T'; ces seconds membres peuvent
done étre développés en séries procédant suivant les sinus et les cosinus

e
-

des multiples de - - Pour que les valeurs de @, x, et ) tirées des

équations (4) soient des fonetions périodiques de ¢, il faut et il suffit que
ces séries ne contiennent pas de termes tout connus.
Je puis écrire en effet:

F\ = 2 A4sin(my) + moys + myys + h),

ou m,,m,,m, sont des entiers positifs ou négatifs et ou A et 2 sont
ih

des fonctions de x], 2, x}. J'écrirai pour abréger:

I‘Tl — E.l SIN @
en posant
@ = i, + s + myys + k.

Je trouverair alors

d '
—L = ZAml cos w,
dy,

dF

dy

ar,
dy;

= Z.r:lmr.2 COs @,

- Z;Im; COS @
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et
w=tmn + mmn, +mmn)+ h+ mod, + nao,.

Parmi les termes de ces séries, je distinguerai ceux pour lesquels

mn, + mn, 4+ MmN, =0

et qui sont indépendunts de #. Ces termes existent puisque nous avons
suppos¢ que les trois nombres n, , #, et n, sont commensurables entre eux.
Je poserai alors

5;" — SJ 1N w , (myn, +migng +mn, =0, w =l + mgi, + myo,)

la sommation représentée par le signe S s ¢tendant a tous les termes de

I, pour lesquels le coéfficient de ¢ est nul. Nous aurons alors:

”FLF, |."{_'r1
— = S.-]m,, COs @, — = S,IHF,, COs .
tf {0, 4 . i i : 3
Si done on a:
I-fI L ”;L,r'
(h) Tt ik i 0.
1-"[71; tf:TJ1
1l viendra:
(?) S;’IHEI COs@ = 0, S;IJ‘H,‘, COs@ = 0O, S_‘-lm“ COSw = 0.

La premiére des équations (7) est en effet une conséquence des deux
autres, puisque en vertu de la relation m n, -+ mn, 4+ mn, = 0, on a
identiquement

HIS;lmI Cos @ -4 H!S;['.'H! Cos @ - H;,rS;lm.; COS@ = 0O,

Si donc les relations (6) sont satisfaites, les séries 2 Am, cosw ne con-

tiendront pas de terme tout connu, et les équations (4) nous donneront:

| 1l

l[q
I

o Am, sin @ P & ol A m, S @

# =< . 1 s y, —=
b N, + M0, + MmN, boust W, N, -+ MM, + M N,

1 _S« Am, ciiu_m 4
L -: :F‘ '

m,n, - m o, = mn,

C;, C; et € étant trois nouvelles constantes d'intégration.
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[l me reste a démontrer que l'on peut choisir les constantes o, et
@, de fagon a satisfaire aux relations (6). La fonction ¢ est une fonec-

tion périodique de @, et de @, qui ne change pas quand TI'une de ces

deux variables augmente de 27. De plus elle est finie, elle aura done

au moins un maximum et un minimum. 1l y a done au moinsg deux

manicres de choisiv @, ¢t @, de fagon a satisfaire aux relations (6).

Je pourrais méme ajouter qu'il y en a au moins quatre, sans pouvoir
toutefois affirmer qu’il en est encore de méme quand le nombre de degrés
de liberté est supérienr a trois. 1

Je vais maintenant chercher a déterminer a I'aide des équations (5)
les trois fonetions y' et les trois constantes C).

Nous pouvons regarder comme connus les z) et les »f; les x! sont
connus également anx constantes pres C!.  Je puis done écrire les équa-

tions (5) sous la forme suivante:

I 2 e AL A2E
(H') "f_'.":' — If; e 'I‘”I:' *f_; =l ,f""lr ”' f" = 'r|1 i f fu__ ;

it ey dx; " s di; “day ]

%

ou les /1, représentent des fonetions entierement connues développées en

I
de €], €} et O sont des constantes que I'on peut regarder comme connues.

sortes suivant les sinus et cosinus des multiples de l.es coethicients

Pour que Ia valeur de y; tirée de cette équation soit une fonetion
periodique de £, il faut et il suffit que dans le second membre le terme
tout. connu soit nul. Si done H] désigne le terme tout connu de la

serie trigonometrique 7, je devral avoir:

— H".

2K EN At
(9) C, - fo + ] oy, C; - LS

iy i " daes g “dasda;

Les trois équations linéaires (g) déterminent les trois constantes O}, C} et (1.
Il ny aurait d'exception que si le déterminant de ces trois équa-
tiong était nul; cest a dire si le hessien de I, par rapport a zi, z; et

ry etait nul; nous exelurons ce eas.

Les équations (8) me donneront done:

1 1 1 =Y s 1 T A
Y= + ki, Ys = 7 + ky, Yy = 93 + ks,
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les »! étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues et les
ki étant trois nouvelles constantes d'intégration.

Venons maintenant aux équations (4”) en y faisant k=2 eti=1,2,3
et cherchons & déterminer a l'aide des trois équations ainsi obfenues, les

trois fonetions ;] et les trois constantes k.

t

[l est aisé de voir que nous avons:

d J r“'f‘ il
HI == n!-f‘! _!_ .U: “]”-: + .:ul S + ..']I'}q'll H;If“l !
I Wl

iy

ou £, dépend seulement des x), des y! et des z} et ou l'on a, comme

]
-

plus haut:

d i
: “" — ZAHF‘ CO= @) .
rff!.

Les éguations (4') s'écrivent alors:

2 A0, A1 s [;¥
u‘II.J'r 0 ',"'”‘.- + \ ”l:- _E_f I l.__
.-"L‘

dt iy, {fy:.u:fy}:

12 Amom, sinw — kL2 Am,m, sinw — kL 2 Am,m, sinw,

(0) G =H

H:

¢tant une fonction périodique de #, que l'on peut regarder comme
enticrement connue. Pour que l'on puisse tirer de cette équation ] sous
la forme d'une fonection périodique, il faut et il suffit que les seconds
membres des équations (10), développés en séries trigonométriques, ne
possedent pas de termes fout connus. Nous dévons donc disposer des
quantités k; de manieére a annuler ces termes tout connus, Nous serions
ainsi conduits a trois équations linéaires entre les trois quantités £;; mais
comme le déterminant de ces trois équations est nul, il y a une petite
diffieulté et je suis foreé d'entrer duans quelques détails.

anlﬁ H“I.HH 11*:1!}-:'1“] Fll]l[}ﬂﬂl‘l':
kB = 0;

nous n'aurons plus alors que deux inconnues k) et kj et trois équations

a satisfaire; mais ces trois équations ne sont pas distinctes comme nous

allons le voir,
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Appelons en effet E, le terme tout connu de H, ces trois équa-
tions s'écriront:

E, = EXSAm,m, sin o + S Amgm, sin w,
(11) o ==kt SAmE sinw 4+ f.‘f,S:‘!m:,-m._. SN @,
E, = K\SAmym, sinw 4+ SAm: sin w,

en conservant au signe de sommation O le méme sens que plus haut.
Je ne considérerai d’abord que les deux derniéres des équations (11) que

oy F " .
J ecriral:

N A IR R

A e _
L H’ﬁ.l-._. ,“u‘”rm!

" 1 ’F‘:"' ] [Fﬁﬁ
_}‘:1 — f';-'"'_ 3 + '3 T 3"
:f:ultfﬁ}j Sl @

De ces deux équations on peut tirer k) et k!, & moins que le hessien
de Jr par rapport a o, et @,
valeurs ainsi obtenues, les deux derniéres equations (10) nous donneront

ne soit nul. Si P'on donne aux %! les

xs ct 3 sous la forme suivante:

i 3

; — Y2 et 2
T, = & + G, Ty = §s + O,

les & étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues et les
C? étant de nouvelles constantes d'intégration.

Pour trouver ] nous pouvons, au lieu d'employer la premiére des
équations (10) nous servir des considérations suivantes:

Les équations (1) admettent une intéerale:

o =

B ¢tant une constante d'intégration que je supposerai développée suivant
les puissances de g en éerivant:

B=B + uB + p°’B, + ...,

de sorte que l'on a:

O =R, 9. =B, Q.= 1,,

.J -1_ ! [ & &

B,, B, , B, cte. étant autant de constantes différentes,

Acta mathemalica. 13. Lprimé le 29 sofit 1RRD, 10
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Le premier membre de l'équation:

dépend des a7, des y, des af, des y;, de 27 et de zi qui sont des fone-
tions connues de ¢ et de 2] que nous n'avons pas encore caleulé. De

cette équation, nous pourrons done tirer 27 sous la forme suivante:

Py == & - €1,
=1 a - " A .'. "L . ¥ . ; ¥
& sera une fonetion périodique de ¢ entiérement déterminée et C7 est
une constante qui dépend de B,, de CF et de C4,

Nous pouvons conclure de la que la premiere des équations (11)
doit étre satisfaite et par conséquent que ces trois équations (11) ne sont
pas distinctes.

l}“ . . +‘i, p—— t 1 . '. r - - = . fl-l . - . I- . !

renons mantenant les equations (5) ¢f faisons-y kK =— 2; nous ob-
tiendrons trois équations qui nous permettront de déterminer les con-

stantes ('}, C] et C] et dou l'on tirera en outre les ¥y} sous la forme:
i = g+ by Ys =7 + ki, ”p = N + ks,

les 7 étant des foncetions lu’q'imlin[uv:: de ¢ entierement connues et les k

etant trolg nouvelles constantes L]'itl[c'*;;l‘:ﬂit:lt.

Reprenons  ensuite  les équations (4) en y faisant £ = 3: si nous

supposons ky = 0, nous pourrons tirer des trois équations ainsi obtenues,

]

d’abord les deux constantes &} et ij, puis les 2} =ous la forme:

o | =} bik
'F:' . - + (i'!

les £ étant des fonctions périodiques connues de ¢ et les €} étant trois

i
nouvelles constantes d’intégration.

It ainsi de suite.

Voila un procédé pour trouver des séries ordonnées snivant les puis-
sances de g, peériodiques de période 7' par rapport au temps et satisfai-
sant aux équations (1). Ce procédé ne servait en défaut que si le hessien
de F, par rapport auzr z} .

était nul ou si le hessien de ¢ par rapport a
w, et @, était nul.

On pourrait démontrer directement la convergence de ces séries par

les In'm-;}:h}.—: ordinaires du »ealeul des limitesy de CAaveny: mais d'autre
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part cette convergence est une consequence necessaire de l'existence méme
des solutions périodiques; je préfére done employer le méme raisonne-
ment que dans ce paragraphe (1) pour établir cette existence.

Nous avons vu que les équations (1) admettent pour solution quand
ft = 0O

r, = a,, r, = (,, r, = a,,

-!-!I = “It + ml‘ 5"'*.: = ”'.*'H' + m-ﬂ «”J"".: <=3 ”’.‘J‘f + m.s’

les @ et les @ étant des constantes d'intégration, et les n des fonctions
des a.
Nous avons vu en outre que si

n.T.n.T.nT

1 ; = o

sont multiples de 27, cette solution est peériodique de période 7.

Supposons maintenant que g cesse d'étre nul, et imaginons que,
dans une certaine solution, les valeurs des z et des y pour £ =0 solent
respectivement:

2 —— W & i ] " —— k1

r, = a, + oa,, r, = a, + oa,, r, = 4, + od,,
— N - — Ny — W —

I, = @, 0w, iy, = @, - oM, Yy, = @, 0@, .

Supposons que, dans cette méme solution, les valeurs des x et des
y pour ¢t = I solent

r, = a, + ou, + Aa,,
T, = a, + oa, -+ Ada,,
T, = a, + oe, + Aa,,
y, = o, +n1 + oo, + Aa,,
y, = o, +n,7T + oo, + Ad,,
vy, =@, + n, T + oo, + Ad,.

La condition pour que cette solution soit périodique de période 7' c'est
que Von ait:

(12) Ag, = As, = Aa, = Ad, = AB, = Ad, = o.

1
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Les six équations (12) ne somt pas distinctes, En effet, comme F = const.
est une intégrale des équations (1), et que d'ailleurs F' est périodique
par rapport aux y, on u:

I(a, + oa,, ®, + o@,) = F(a, + da, + Aa,, &, + n, T + oo, + A®)
= Fla, + da, + Aa,, @, + do, + A®,).

Il nous suffira done de satisfaire & cing des équations (12). Je suppo-
seral de plus:

N
), = M

: =0,

|

Il est aisé de voir que les Aeg, et les A®, sont des fonctions holomorphes
de pu, des da, et des o@, sannulant quand toutes ces variables s'annulent.

Il s'agit done de démontrer que l'on peut tirer des cing derniéres
equations (12) oa, , éda,, oa,, 6@, et o, en fonctions de pu. 1

Remarquons que quand g est nul, on a
Aa, = Aa, = Aa, = O.

Par conséquent A« , Aa, et Aa,, développés suivant les puissances de
i, des da, et des d@,, contiennent g en facteur. Nous supprimerons ce
facteur g, et nous écrirons par conséquent les cing équations (12) que
nous avons a resoudre sous la forme:

Aa Aa
([3) 1 e

= - = Al = AdD, = AD, = 0.
r 1 . : .

[1 est aisé de voir que si dans les deux premiéres eéquations (13) on fait
jt = O, ces équations se ramenent aux relations (6)

dg  dy

o — = ),
fffﬁ, tffﬁa

Nous choisirons done @, et @, de fagon a satisfaire a ces relations.
Quand on aura choisi de la sorte @, et @, on verra que les équations
(13) sont satisfaites quand on y fait a la fois:

= N i N L Y % N i1 N I
= mu._, = g = 1".r|'|lfI — urfu — ”";; = (.

Nous pourrons done tirer des équations (13) les cing inconnues oa,
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et d@, sous la forme de fonctions holomorphes de g, sannulant avee p.
I n’y aurait d'exception que si le déterminant fonctionnel:
Aa, Aa i
0 (__'_! » —— ’ lﬁ"m] ’ ﬁtﬁ“ J ﬁm*‘)

‘f.t ‘,I'I

. » 3 Ty o=
2(du, , on, , ou, , 0@, , O@,)

était nul.  Mais pour g = o0, A®,, A®, et A®d, sont indépendants de
om, ct de o@,, de sorte que ce déterminant fonctionnel est le produit
de deux autres:
(&ﬂ'“ ﬁu;‘)
P =ty |
Yy AERRr | a{.ﬁmt.&m,,&mh}

L i o Ut
by, - N b |
(0@, , 0@,) 2(oa, , ou

S od,)

Y »

Le premicr de ces déterminants est égal au hessien de ¢ par rapport
a @, ¢t @, et le seccond au hessien de F; par rapport a zf, x; et .

Si donc aucun de ces deux hessiens n'est nul, il sera possible de
satisfaire aux cing équations (13) et par conséquent pour des valeurs
suffissamment petites de g, il existera une solution périodique de période 7.

C. Q. F. D.

Nous allons maintenant chercher a déterminer, non plus seulement
ies solutions périodiques de période I, mais les solutions de période peu
différente de 7'. Nous avons pris pour point de départ les trois nombres
n,, N, , n,; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres
Ny, Ny, Ny, pourvu qu’ils soient commensurables entre eux, et nous serions
arrivés a une autre solution périodique dont la période 7" aurait été le

o = Y —
i i i L] e

plus petit commun multiple de =, = , =
fy - Ny Wy

SI nous prenons en particulier:

n; = n,(1 + ¢), ny, = ny(1 + &), ng = ny(1 + &)

les trois nombres n;, n;, n; seront commensurables entre eux puisqu’ils
sont proportionnels aux trois nombres n,, n, et n,.
[ls nous conduiront donc a une solution périodique de période:
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de telle facon que nous aurons:

(14) =g, pny8)y y=¢i(t,p,s),

7

(i

les ¢, et les ¢! étant des fonctions développables suivant les puissances
de p et de e, et périodiques en ¢, mais de facon que la periode dé-
pende de e,

St dans I nous remplagons les x, et les , par leurs valeurs (14),
I doit devenir une constante indépendante du temps (puisque /7= const.
est une des intégrales des équations (1)). Mais cette constante qui est
dite constante des forces vives, dépendra de g et de ¢ et pourra étre
développée suivant les puissances croissantes de ces variables.

51 la constante des forces vives B est une donnée de la question,
I'équation

F(p,s) = B

peut ctre regardée comme une relation qui lie ¢ & x. Si done nous
nous donmons arbitrairement B, il existern toujours une solution pe-
riodique quelle que soit la valeur choisie pour cette constante, mais la
peériode dépendra de ¢ et par conséquent de p.

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en
détail est celui on il n'y a que deux degrés de liberté. F ne dépend
alors que de quatre variables x,,w,, #,, 4, et la fonction ¢ ne depend

plus que d'unc seule variable @,. Les relations (6) se réduisent alors i

ey
(15) 5. ——
rr"r'r_J,
- |
- Pt L LT f.E’g'r h A ]
et le hessien de ¢ se réduit a - DD'ou cette conclusion:

d@;’

A chacune des racines simples de I'équation (15) correspond une
solution périodique des équations (1), qui existe pour toutes les valeurs
de g suffisamment petites.

Je pourrais méme ajouter qu'il en est encore de méme pour chacune
des racines d'ordre impair.

Ce que nous venons de dire s'applique en particulier & une équation
que l'on rencontre quelquefois en Mécanique Céleste et dont plusieurs

géometres se sont déja occupés. Cette équation est la suivante:




- | - # " " ¥
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1* -
(106) :ﬂﬁ + n'p 4+ mp® = uR(p, i)

n et m sont des constantes, s est un paramétre trés petit et R est une
fonction de p et de #, développée suivant les puissances croissantes de p
et periodique par rapport A ¢.
} a .-' L] W L] "
Pour bien nous en rendre compte, il faut d'abord ramener I'équa-

tion (16) a la forme canonique des équations de la dynamique. Cela se
fera en posant:

-+

dn 120

1
s - T 1
B f L/ (P IR T

’H."n"'

—nf Rip, &dp + 7,

[
s

¢ et y ctant deux nouvelles variables auxiliaires et 'intégrale ]H(p,f}:ﬁn

ctant calculée en regardant & comme une constante. On trouve alors:

dp _ dF do dF dz2  dF

(17) F=5 Emm—m =
' T ila df ffin ol l“;

—

auxquelles nous pourrons adjoindre (3 étant rvestée jusqu'ici complétement
arbitraire) I'équation suivante:

¥
() dy __al
ot oz
qui complete un systéme canonique,
g r § ] LY # LI ]
Quand g = o l'intégrale générale de 'égquation (16) s'éerit

(18) p = hsn(gt + @), o= lhgen(gt + @)dn (gl + @)

ou g et @ sont deux constantes d’intégration et ou 7, ainsi que le mo-
dule du sinus amplitude sont deux fonetions de ¢ faciles & déterminer.

Nous allons changer de variables; nous prendrons au lieu de &, 9, p
et o, quatre variables » ,y , x,,y,, définies comme il snit. Nous aurons
d'abord:

Ty = Yy = W

Des équations (18) qui donnent p et ¢ en fonctions de g et de gt + @
pour n = 0, on peut tirer g et gf + @ en fonctions de p et de o. 1l
vient:

g = Z:(:ﬂ 3 r,r}. gt + @ — Z-.*(i” . rr]
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Nous prendrons alors pour z, une certaine fonction de 7 (o, o) et pour y,

1
"I" %
= Ze(n‘” s O)y

=

ta |

k designant la période réelle de sn(:r).
St alors @, a éte convenablement choigi en fonction de ¥, les équa-
tions conserveront leur forme *nrumhlnu

e
!

ot rf'..:,.'l.’ dt u’y!_

ft‘-y: ol 1Y rIH“ . B il I rﬂ.r.'l d I n"'.r;J I
dt — da,’ dt — du,

[l est clair d'ailleurs que pour g = o, I' ne dépend que de z, et de z,
et non de y, et de y,.

Nous nous trouvons done bien dans les conditions énoncées au début
de ce paragraphe, _

['équation (16) a surtout été étudiée par les géomctres dans le cas
ou m = 0; il semble au premier abord qu'elle est alors beaucoup plus
simple. Ce n'est qu'une illusion; en effet, si I'on suppose m = o, on se
trouve dans le cas ou le hessien de F, est nul et ce que nous avons dit
dans ce paragraphe n'est plus applicable sans modification.

Ce n'est pas que les particularités que présente 'équation (16) dans
le cas général ne solent encore vraies pour m = 0, toutes les fois du
moins que g n'est pas nul. La seule différence, c'est qu'on ne peut les
mettre en évidence par un développement suivant les puissances de p.
Lapparente simplification qu'a recue aingi I'équation (16) n'a fait qu'auge-
menter les difficultés. Il est vrai qu'on est conduit quand m = o, a des
séries beaucoup plus simples que dans le cas général, mais ees séries ne
convergent pas comme nous le verrons dans la suite.

§ 4. Caleul des exposants caractéristiques.
] ; - " " o i -
leprenons les équations (1) du paragraphe précédent

dr; dF iy, 4 4 d

di f-fy,- { dfk v Uk

(i=1,7 %)

Supposons qu'on ait frouvé une solution périodique de ces équations:

¥ =e¢lt) Y= lt)
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et proposons-nous de determiner les exposants caractéristiques de cette
solution.
Pour cela nous poserons:

=)+ & . v=dlt) + 70

puis nous formerons les équations aux variations des équations (1) que

nous Ecrirons:
de, 5 dF_, | g &F
dhy. ~ § t.‘!yitf.l‘.';; =5 Zt dy; dijg s
dr;i E : Z d*l
T-?I! - 3 d. J'*I:ff i"j # . ll*.t' l'hf_l
et nous chercherons a intégrer ces équations en faisant:

(3)

S, et T, étant des fonctions périodiques de £. Nous savons quil existe

(i, h=1,2,3)

¥ .
0
S

= at O axl f
s "Si'.l = € IH

en général six solutions particuliéres de cette forme (les équations li-
néaires (2) étant du sixieme ordre). Mais 1l importe d'observer, que dans
le cas particulier qui nous occupe, il n'y a plus que quatre solutions
particulieres qui conservent cette forme, parce que deux des exposants
caractéristiques sont nuls, et qu'il y a par conséquent deux solutions
particulieres d'une forme deégénérescente.

Cela posé, supposons d'abord g = o, alors I se réduit a F| comme
nous l'avons vu dans le paragraphe précédent et ne dépend plus que de
), @y et .

Alors les équations (2) se réduisent a:

- dg P "h}"f_ e ‘F”fu -

=i

Les coéfficients de & dans la seconde :'ulnut.i{m (2'] sont des constantes.
Nous prendrons comme solutions des équations (2)

M= T a9 h =", W1 = Ty N2 = Ny

7', 7 et y; étant trois constantes d'intégration.
Cette solution n’est pas la plus oénérale 1mist[u’ullu ne contient que

frois constantes arbitraires, mais c'est la plus générale parmi celles que

Aeta mathematica. 13, Imprimé le 10 septembre 1889, 11
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'on peut ramener a la forme (3). Nous voyons ainsi que pour x = o,
les six exposants caractéristiques sont nuls.

Ne supposons plus maintenant que g soit nul. Nous allons main-
tenant chercher a développer a, S, et 7, non pas suivant les puissances
croissantes de g, mais suivant les puissances de \/x en écrivant:

I

a = aJpu+ apn+ apnjn 4+ ...,
S =8+ Sive+ Sip + Sip /T

I''=T'4+T\yn+ Tp + Tipyp + . ...

Alors on a:

Ol T"lb ]

D, — 0,

et:

S=eS+8Se+..), pu=e(TN+ Tiyp+ ...),

(4) | dS? _dS! 21 a7
T de == = il o P,
dSi _ jae| dt TN T A _ qu| g+ -
ol = ! il eyl :
|+ aS?+ aypSi +... | +al?+aynT; +...|

Nous :1:’.‘11‘.1{111[1{-.1'0115 d’autre part les dérivées secondes de F qui

entrent comme coélficients dans les équations (2) en éerivant:

d* ]

;-I'Hi-fi.'t"l.

w+ pdy + P4+ ...,

EIEL‘T { a q
-t_h,r diyy = R:l' + f"‘Hh i /L R R
I:FI) f:f."l'
dz:dzs ¥ U?I 'i‘ ﬂ(;?& —-|— ﬂ..“(':‘. + ..,
LE!F i o a2 Tl
G, — Do+ 1Dy + D) + ... ...

Ces développements ne contiennent que des puissances enticres de s
et ne possedent pas comme les développements (4) des termes dépendants

de '4.»"_‘-"
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011 observera que:

?1-: B?*:I)?‘_:(},
(6) '

wm ___ fm mo__ m m m
- Ko (’ii! s = i ik I}h‘

Nous substituons dans les équations (2) les valeurs (4) et (5) a la place
des &, des », de leurs dérivées et des dérivées secondes de F. Dans les
expressions (4) je suppose que « soit développé suivant les puissances de
Vs sauf lorsque cette quantité a entre dans un facteur exponentiel e,

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables de
V¢ et nous obtiendrons ainsi une série d'équations qui permettent de dé-
terminer successivement:

: 0 1 a0 g
aijgﬂ1a3!{}t{dt ‘55,81',-1-,1‘;1 cf 9 » % a2

Je n'éerirai que les premicres de ces équations obtenues en égalant
successivement les termes tout connus, les termes en /u, les termes en
p ete. Je fais d'ailleurs disparaitre le facteur e* qui se trouve partout.

Egalons d'abord les termes en /i, il vient:

-1
%t a,8 = T,458) + T, BT,

d T} p
a T oLl

| | I
2,081+ 2, D, T
Egalons les termes en g, il vient:

hy ':L-lf y 0 0 a 2 OO 4 AF 9
(b) ab + “1“3: 4 '128.' T Zi‘ (-*'Iu.-SE + 455, + H?i- Lyt -;:1:11-): St in

,”’f
dt
Si l'on tient compte maintenant des relations (6), les équations (7)

outre trois équations analogues donnant les

deviennent:
rf-‘?-f.? =1 tIT;t

0 ___ m ol
TS O, 3% “+ 607 = Z;;f'mbt-

La premiere de ces équations montre que S}, 83 et S} sont des con-
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AT,

d1

comme T doit étre une fonction périodique, cette constante doit étre
i l l ; -

stantes.  Quant a la seconde, elle montre que ¢st une constante; mais

nulle, de sorte quon a:
i il wil 7l il 1l Gl 1l
(.”') A7 = 10+ Uy + U0y,

ce qui ctablit trois relations entre les trois constantes »/, les trois con-
stantes §; et la quantité inconnue a,.
De son coté 1'équation (8) s'éerira:

u-'l ."wr;_'
i

+ a9, z:. I, ?}:

Les B, sont des fonctions périodiques de £; développons-les dapres la

formule de Fouvrier et soit b, le terme tout connu de B.. 1l viendra:
“’!‘H:[ — Zihl.:’;:

ou en tenant compte des eéquations (9), il viendra:

L) a8} = 20, (Ch 8] + Cp Sy + O S)).
ke : et
in faisant dans cette équation (10) i == 1, 2 et 3, nous aurons trois

relations linéaires et homogénes entre les trois constantes S). En élimi-
nant ces frois constantes, nous aurons alors une équation du 3™ degré
qui déterminera of.

Sl nous posons pour abreger
Ll ] il I
Cie = E’n{"u | le,:f ot 1 03 Cls,s

I'équation due a cette élimination s'écrira:

€11 %1 Cp €y3 ‘
L1 T o . R ..:'.:'3 e ‘ — Y
Il'u / w4 g el | 43 S
€51 Caa Cgy — &)
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lslle peut encore s'écrire:
|

— &, ! O "Hfl (sz l!’-’I‘|\‘1'1 |
O — % O {H.:I H.:E ('T:z}:!.
i L i
0 O — & 41 /49 34
—— & 8
b, b.q O 0o — a 0

2 stermination de «, est la seule partie caleul qui présente quelque
LLa détermination d .- est la seul rtie du caleul qui présente quelqu
difficulté.
o8 ¢equations analocues a (7) et a (8) formcées en écalant dans les
Les équations analogue 7) et a (8) & n égalant dans le
équations (2) les coéfficients des puissances semblables de /., permettent
ensuite de déterminer sans peine les a,. les 8™ et les 77". Nous pouvons
f : : ]

done ¢énoncer le résultat suivant:

Les exposants caractéristiques a sont développables suivant les puissances
croissantes de \Ju.'

Concentrant donc toute notre attention sur la détermination de a,
nous allons étudier spécialement I'équation (11). Nous devons chercher
d’abord & déterminer les quantités C), ct b,.

On a évidemment:

e d*I'
T T g )
ey oy
et
b — d* I
1 T
i.'iﬂ',- lf:“.
ou
.I;;-l_ il | —— Z -*'.I;L,'J },Itl :"'.'ill {l." | o IHI-J‘I. i l.l'r.": !"“"_.,"jl L .|"|j|
et

bf.l' —_— — S;il‘lﬁ.l.”;l L'-'-i]'l ff.}-

D'apres les conventions faites dans le paragraphe précédent, la somma-
tion représentée par le signe 2 s'étend a4 tous les termes, quelles que

— — m——

' Yoir Nole H.
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 ym, et m,. La sommation re-

présentée par le signe S s'étend seulement aux termes tels que

solent les valeurs enticres attribuées & m

nom, + n,m, + n.m, = O.
Sous le signe S nous avons par consequent:

w = m,®, + m,d, + h.
Cela nous permet d'écrire

( !’ I'.u,lr"‘.'

our ¢ et &= 2 ou 3).
d i divy {] L J)

by =
Si un ou deux des indices i et & sont égaux a 1, b, sera défini par la
relation

N0y + 10, + 0,0, = 0.

Nous allons a l'aide de cette derniére relation, transformer I'équa-
tion (11) de facon a mettre en évidence l'existence de deux racines nulles
et a réduire I'équation au quatriéme degré.

Je trouve en effet par une simple transformation de déterminant et
en divisant par a;:

H] 1., Ny O ) O
0 —a 0 D [/ O |
0 0 = 4
Y T 1]
“18 {:’:'.‘; 33 - 4 O H:ﬁ l
“1’2 ”:;: Gﬁr O ==kt Ty
i Fil T .

Dans le cas particulier ou l'on n'a plus que deux degrés de liberté,

cette équation s'écrit:

n, ", 0 0
'f.: L |
O a r’, o |
Hrfﬁz | 1 o
Cls Coe —a "y |
i L
| “n Cay O "y
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ou:
d*d .
2 9 T P " 9 70

L T

L'expression #]C3, — 2n,n,C}, 4+ n;C}, ne dépend que de 2} et 2} ou si

l'on veut de n, et de #,. Quand nous nous serons donné les deux

nombres n, et n, dont le rapport doit étre commensurable, nous pour-

rons regarder n;C3, — 2n,%,C, + niCY, comme une constante donnée.

: ; . o 3

Alors le signe de af dépend seulement de celui de -f,—.!f:.
o ok,

Quand on g'est donné n, et n,, on forme I'équation:

tfg'!
(I %) ;ftE =0

qui est l'équation (135) du paragraphe précédent. Nous avons vu dans
ce paragraphe qu'a chaque racine de cette équation correspond une so-
lution périodique.

Considérons le cas général ou I'équation (15) n'a que des racines

simples; chacune de ces racines correspond alors & un maximum ou & un
minimum de ¢. Mais la fonction ¢ étant périodique présente dans chaque
période au moins un maximum et un minimum et précisément autant
de maxima que de minima.
i
:frﬁ:
positif; pour les valeurs correspondant & un maximum, cette dérivée est
negative,

Donc Téquation (15) aura précisément autant de racines pour les-
quelles cette dérivée sera positive, que de racines pour lesquelles cette
dérivée sera négative, et par conséquent autant de racines pour lesquelles

Or pour les valeurs de @, correspondant & un minimum, est

ai sera positif que de racines pour lesquelles «f sera négatif,

Cela revient & dire qu'il y aura précisément autant de solutions
périodiques stables que de solutions instables, en donnant 4 ce mot le
méme sens que dans le paragraphe 2 de ce chapitre.

Ainsi, si p est suffisamment petit, a chaque systéme de valewrs de n,
et de n,, correspondront aw moins une solution périodique stable et une so-
lution périodique instable et précisément autant de solutions stables que de
solutions instables.
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Je n'examinerai pas ici comment ces résultats s'étendraient au cas

ou l'équation (15) aurait des racines multiples.

§ 5. Solutions asymptotiques.

Sotent:

H‘I-r'.- -
{l) di == ..:r\.F {i=1,%,...,m)

n c¢quations différentielles simultanées. Les X sont des fonctions des
et de .

Par rapport aux z elles peuvent étre développées en séries de puis-
SANCeS.

Par rapport a ¢, elles sont périodiques de période 27.

Soit s

5 =] ‘l'r ¥ chb= r 1“ L —— F -|I-|
-I 1 .- I'; l L] i‘F -: —— -I .-|| ,- - ® " | d? i o — Ir ai

0

une solution particulicre périodique de ces équations. Les z7 seront des

fonetions de ¢ périodiques de pn.'*l'indn 2=_  Posons:

r, = al + &.
Il viendra:

e
(2) Tl

Les = seront des fonctions des & et de ¢, périodiques par rapport a ¢ et
développées suivant les puissances des & mais il n'y aura plus de termes
indépendants des ¢.

Si les & sont tres petits et qu'on néglige leurs carrés, les équations

¢ réduigent a

1= d X d X d X
A o P H 2 bl
("'-F it d r'l; - + J.’:I_I 8 + + r.lr-r: .

{illll sont 11*.‘4 :'*tlll:'l,finn.-‘- alx ‘-.':Il'i:l[inll.ﬂ th*rl f-qlt:ltin“:-i I:IHI
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Elles sont linéaires et a coefficients périodiques. On connait la forme
de leur intégrale générale, on trouve:

il =

.r.F_H "ﬂ__i;'ﬁ ¥
i Algil lE"ll & B “LI‘.!'B; E‘?I B R A RS R f'nt 'E'MH

iy
I

= 4,6 ¢ + 416" ¢s + .. . + A, ¢,

Iy
bl

ifalf r 85 | 2] ®
..Allf“ S.'«'H]” _I_ .-’!ﬂﬁ . 5""'.?” + o + ""!.uﬂ” r‘?ﬁﬂu!

-
-

=
=
-

les A sont des constantes d'intégration, les a des constantes fixes qu'on
appelle exposants caractéristiques, les ¢ des fonctions périodiques de ¢.

Stoalors nous pOsons:

5 = N¢n + Db+ - oo+ .04,
S = e o YjaCaa s e uCuas

i

Eu PR :Fl'Flh + T;E %0 + AL + ?;h{r..“"‘

les équations (2) deviendront:

I‘? i
(zr) %_' *H.

ou les H, sont des fonctions de ¢ et des y de méme forme que les Z.
Nous pourrons d'ailleurs écrire

(2') EEZHEI‘FHF-I--”—F”."’1‘---;

I? représente 'ensemble des termes de I, qui sont de degré p par rap-

port aux 7.
Quant aux équations (3); elles deviennent:
ri?;.-

(3" =Ces H = a7,.

Cherchons maintenant la forme des solutions générales des équations

(2) et (2)

Acta mathematica. 13. Imprimé le 10 geptembre 1889,
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Je dis que nous devrons trouver:

y:. = fonction développée suivant les puissances de 4 e, 4%, ...,
A, e dont les coéfficients sont des fonctions périodigues de ¢.

Nous pouvons écrire alors:

(4) o= tutoFgf ..,

y{ représentant l'ensemble des termes de 7, qui sont de degré p par rap-
port aux A.

Nous remplacerons les »;, par leurs valeurs dans /] et nous trou-
Verons:

HY — H? 4 H* O o . 4 HPO ...,

H]" désignant l'ensemble des termes qui sont de degré g par rapport
aux A.

Nous trouverons alors:

1
{I?;,'

di

|
/

‘Hi - -11.};'? — ]!l_'].r.* + I!l:t.f.r + . + f!:ﬁ'." = }_{ :

iq

G{?Fu t’!t’llliltiﬂﬂs pEI‘lHE‘ttI‘(}Ht de ecalculer successivement part recurrence

| d .
i s Wi gooosWigonss

‘1_ Il - ' . l i ‘?—l 5 ~ "

En effet K, ne dépend que des »', »*,...,%"". Si nous supposons que
ces quantités ailent été préalablement calculées, nous pourrons écrire X,
sous la forme suivante:

Kg e EA.f: Ag- g - A:'_nﬁflulsi’l b gy ---"Tf-f-_-i'-‘?ﬂ’

les g étant des entiers positifs dont la somme est ¢ et ¢ une fonction
périodique.
On peut écrire encore:

Er.'rl — Z(,I ;-!'j’
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C étant un coéfficient généralement imaginaire et y un entier positif ou
negatif. Nous écrirons pour abréger:

AT."‘ f.:: g "“lﬁn = ""1;!.? a]ﬁ; + agﬁ}g + - _I_ anﬁ‘n = zuj'?‘

et 1l viendra:
dyi

ST et . AT Y 4q J”"‘f. 1+ —r'“".r”
7 an! = LCA% :

Or on peut satisfaire a cette equation en faisant:

(! Aq E:L:rn. 14 Yo
}F? o T ———— &
. }'\/—- i zu,? — oy

[l y aurait exception dans le cas ou l'on aurait:
rv—1 + Zaﬂ—- a; = O,

auquel cas il s'introduirait dans les formules des termes en f. Nous ré-
serverons ce eas qul ne se présente pas en général.

Nous devons maintenant traiter la question de la convergence de
ces series. La seule difficulté provient d’ailleurs comme on va le voir
der diviseurs

(5) ry—1 + Zaf — a,.

En eftet remplacons les équations (2') par les suivantes:

(2") po=Adg 4+ B = H oo H + ...

Définissons H?. On voit sans peine que HI est de la forme suivante:
Hr — 2.Cpfipfs. .. ple=.

(' est une constante quelconque, les 3 sont des entiers positifs dont la
somme est p,y est un entier positif ou négatif. Nous prendrons alors:

Irr Vol v P> S
}Il = Z|(r']r;llrf+_j ..-?Fﬂf

Les séries ainsi obtenues seront convergentes pourvu que les séries tri-
conométriques qui définissent les fonetions périodiques dont dépendent
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les H convergent absolument et uniformément; or cela aura toujours
licu parce que ces fonctions périodiques sont analytiques,
On peut tirer des équations (2”) les y sous la forme suivante:

(4”) o= L MAD AR, . AP

Plusieurs termes pourront d’ailleurs correspondre aux mémes exposants j.
D1 on compare avee les séries tirées de (2') qui s'éerivent:

3 v Tu
--l;I'ﬂI‘ll --l‘I‘III'l= & ® @ .‘4" i~ r
N = 2 N= J[—[— = el &ef+yy=i]

VOICl 0 :iu’nn observe: 1°

M est réel positif et plus grand que |N|.
2° 11 désigne le produit des diviseurs (5) (¢ < 2.9).

Si done la seérie (4”) converge pourvu que l'on ait:
!-f}|ﬂ“':[ < R? (i=1,3,....,m)

si aucun des diviseurs (5) n'est plus petit que ¢, la série (4°) convergera
pourvu qguc
iiﬁltﬁih:I ':f: IEE.

Voici done comment on peut énoncer la condition de convergence,
l.a série converge:
Si ['expression

r\.-'—_i "l“ Z"J.ﬁ — &y

ne peut pas devenir plus petite que toute quantité donnée pour des va-
leurs enticres et positives des 7 et entiéres (positives ou négatives) de r;
cest a dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre-
mier les a et 4 — 1, le second les a et — \/— 1, ne contient l'origine.

Ou si toutes les quantités « ont leurs parties réelles de méme signe
¢t s1 aucune d'elles n’a sa partie réelle nulle.

(Que ferons-nous alors s'il n’en est pas ainsi.

Supposons par exemple que k des quantités a aient leur partie réelle
positive, et que n—Fk aient leur partie réelle négative ou nulle. 11
arrivera alors que la série (4') restera convergente si on y annule les
constantes 4 qui correspondent 4 un a dont la partie réelle est négative

ou nulle, de sorte que ces séries ne nous donneront plus la solution gé-
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nerale des équations proposées, mais une solution contenant seulement &
constantes arbitraires.

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations
de la dynamique, nous avons vu que n est pair et que les a sont deux
a deux égaux et de signe contraire.

Alors si & d’entre eux ont leur partie réelle positive, £ auront leur
partic réelle négative et m — 2k auront leur partie réelle nulle. En
prenant d’abord les a« qui ont leur partie réelle positive, on obtiendra
une solution particuliere contenant % constantes arbitraires; on en ob-
tiendra une seconde en prenmant les a qui ont leur partie réelle négative.

Dans le cas ou aucun des a« n'a sa partie réclle nulle et en par-
ticulier si tous les a sont réels, on a d'ailleurs:

=

a2

Si maintenant nous supposons que dans les équations (1) les X de-
pendent d’un parametre p de telle sorte que ces fonctions X soient dévelop-
pables suivant les puissances de g, les quantités z, seront encore repre-
sentables par les séries (47), mais ces séries seront développées, non seulement
suivant les puissances des 4,¢*, mais encore suivant les puissances de p.

Il peut arriver toutefois que ces séries (4) au lieu d’étre develop-
pées suivant les puissances de pu, le soient suivant les puissances de .
in effet les o, sont aussi des fonctions de p; il arvivera en général que
les o seront développés suivant les puissances de p, mais dans certains
cas particuliers, /j sintroduira dans les «, et par conséquent dans les
séries (4'). Clest précisément, d'apres ce que nous avons vu au para-
graphe précédent, ce qui arrive dans le cas des équations (1) du § 3
de ce chapitre.

Nous allons nous placer maintenant dans un cas tres particulier.
Supposons d'abord n= 2, de telle fagon que les équations (1) se réduisent a:

do, _ X

da
- i X" i ¥

dt

Les développements contiennent en général & la fois des puissances positives et

négatives de /. Mais les puissances négatives disparaissent dans les cas ol les solutions
asymptotiques subsistent pour gz = 0. ('est ce qui arrive dans la plupart des applications

et en particalier pour les équations de la dynamique. (Voir Nole [.)
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Supposons de plus que

; %6 d X
O oo -+ S e
( ) ti.rt !f.{'ﬂ i

La situation du systeme dépend alors des trois quantités z, , x, et f; on

1 22
peut done la représenter par la position d'un point dans l'espace; voici
quel mode de représentation on peut adopter pour fixer les idées:

l.es coordonneées rectangulaires du point 1*u111‘éauutu,tif seront:

e" cost, e sint et a,.

De cette fagon

1°. A tout systeme de valeurs des trois quantités z,, x, et ¢ corres-
pondra un point de l'espace.

2°. A tout point de l'espace correspondra un seul systeme de va-
leurs des quantités z, , @, , cost, siné, et par conséquent une seule situa-
tion du systeme si 'on ne considére pas comme distinctes deux situations
qui ne different que parce que ¢ a augmenté d'un certain nombre de
périodes 27.

3°. Si Yon fait varier ¢, (r, et x, restant constants) le point re-
présentatif décrit une circonférence.

n]

4°.
5°% A la condition #, = — o0 correspond l'axe des z.

A la condition #, =z, = 0 correspond le cercle z=o0,2" 4 y'= 1.

A toute solution des équations (1) correspondra une courbe décrite
par le point représentatif. Si la solution est périodique, cette courbe
est fermée.

Considérons donc une courbe fermée €7 correspondant a une solution
périmli:]ue.

Formons les équations (2), (3), (2") et (3') relatives a cette solution
périodique et imaginons que l'on calcule les quantités a correspondantes.

Ces quantités sont au nombre de deux, et en vertu de la relation
(6) elles sont égales et de signe contraive,

Deux cas peuvent se présenter: ou bien leur carré est négatif et la
solution périodique est stable; ou bien leur carré est positif et la solu-
tion est instable.

Placons-nous dans ce dernier cas et appelons + a et — a les deux
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valeurs de l'exposant «; nous pourrons supposer alors que a est réel
positif.

Cela posé, les séries (4') seront développées suivant les puissances
croissantes de Ae™ et de Be™™; mais elles ne seront pas convergentes si
A et B y entrent a la fois; elles le deviendront au contraire, si 1'on y
fait soit 4 = o, soit B = o.

Faisons d’abord 4 = o; alors les % seront développées suivant les
puissances de Be *; si donc ¢ croit indéfiniment, 7, et y, tendent simul-
tanément vers o. Les solutions correspondantes peuvent s'appeler solu-
tions asymptotiques; car pour t = - oo, les 7 et par conséquent les &
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche
asymptotiquement de la solution périodique considérée.

Si on fait de méme B = o, les » sont développés suivant les puis-
sances de Ae”; ils tendent donc vers o quand ¢ tend vers — oco. Ce
sont donc encore des solutions asymptotiques.

[1 y a done deux séries de solutions asymptotiques, la premiére
correspondant a f = 4 oo, la seconde a {= — o0. Chacune d’elles
contient une constante arbitraire, la premiere B, la seconde A.

A chacun de ces séries de solutions asymptotiques correspondra une
série de courbes se rapprochant asymptotiquement de la courbe fermée
€’ et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L’ensemble de ces
courbes asymptotiques formera une swrface asymptotique. 11 y aura deux
surfaces asymptotiques, la premiére correspondant a ¢ = - oo, la seconde
a { = -—00. Ces deux surfaces iront passer par la courbe fermée C.

Voici maintenant comment on peut trouver l'équation des surfaces
asymptotiques.

Nous avons trouvé pour les séries (4') en y faisant 4 = o

;?1 e Bﬁe—ﬂmsﬁﬂ + Bﬂe—ﬁm?ﬁa + If“ﬂ_"ms!" + ol

n, = Be ™ 4 B’ %8, + B¢ 0, ...,

les ¢ et les # étant des fonctions périodiques du temps. Si entre ces
deux équations ou éliminé Be “, il vient:

(?) = ﬁgﬂ + Tfifi + Tiﬁzlefi + iy

les f étant des fonetions périodiques du temps. Cest la I'équation de la
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surface agymptotique et on n'a qu'a y remplacer les » par leurs valeurs

=

en fonctions des &, puis des z, pour avoir cette équation sous la forme:
3 ¥ i i
(h) }“(;'1!"}3!!)'_{:'*

La série (7) n'est convergente que pour les petites valeurs de #,; elle
ne donne donc qu'un élément de la surface asymptotique cherchée; mais
on peut trouver le reste par le moyen de la continuation analytique.

Si dans les équations (1), X, et X, dépendent d'un parametre ar-
bitraire g, nous avons vu que les séries (4') (et par conséquent la série
(7)) étaient développées également suivant les puissances croissantes de p
ou de . Nous pouvons done écrire I'équation (8) sous la forme

Pz, ,2,,1, p) = 0,

I' étant une fonetion holomorphe de p. Il importe de remarquer que
I' reste une fonction holomorphe de g méme quand on donne aux
des valeurs telles que la série (7) ne soit plus convergente.’

[l v a dans le cas qui nous occupe un invariant intégral que I'on

f[}" dz, de,dt = / ’ / 'I_':"I"’”?f.
. L v + ?'J

peut eerire

Voir Nole E (Sur le calenl des limites).
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Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. a7

Deuxiéeme partie.

Equations de la dynamique et probleme des 2 corps.

CHAPITRE L

Etude du cas ou il n'y a que deux degres de liberte.

§ 1. Représentations géométriqgues diverses.

teprenons les équations (1) du § 3 (1™ partie, chapitre III)

fi.l:l e (:ff t__Ilfrl_ =y r”"

" -:!3,*.1 BEf v f.f-y;}
(1)

fi'ﬁ il {_EE "E'.ff_; o d i

N E A da, " AT S ;ﬂr;

Nous nous hornerons au cas le plus simple qui est celui ol il n'y ¢
que deux degrés de liberté; je n’ai pas & m’occuper en effet de celui on
il n'y a quun degré de liberté, car les équations de la dynamique
d'intégrent alors aisément par de simples quadratures.

Nous supposerons donc que la fonction F' ne dépend que de quatre
variables =, , z,, 4, , ¥, Nous supposerons de plus que cette fonction est
uniforme par rapport a ces quatre variables et périodique de période 27
par rapport a ¥, et a y,.

La situation du systeme est donc définie par les quatre quantités
Ty, Ly Y, s Yy Mals cette situation ne change pas quand y, ou y, aug-
mente de 27 ou d'un multiple de 27z. En d’autres termes, et pour re-
prendre le langage du chapitre I de la 1™ partie, 2, et x, sont des
variables linéaires, pendant que y, et y, sont des variables angulaires,

deia mathematica. 13, ITmprimé le 11 septembre 1889. 18
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Nous connaissons une intégrale des équations (2) qui est la suivante:

(2) Flz,,z,,y,,y,) = C,

C' désignant la constante des forces vives. Si cette constante est regardée
comme une des données de la question, les quatre quantités z et y ne
sont plus indépendantes; elles sont liées par la relation (2). Il suffira
done, pour déterminer la situation du systeme, de se donner arbitraire-
ment trois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent,
de représenter la situation du systeme par la position d'un point P dans
I'espace.

I1 pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre
variables # et y soient soumises, non seulement & 1'égalité (2), mais a une
ou plusienrs inégalités:

(E‘j 1 (']"1 y Ly Yy s .”;1) - 0, F-'.E('rl y Lgs Yy :"fg) > O.

Supposons par exemple pour fixer les idées que les inégalités (3)

s ecrivent:
a > x, > D

et que l'égalité (2) =oit telle que lorsque z, satisfait a ces inégalités, on
puisse tirer de la relation (2) la quatriéme variable z, en fonction uni-
forme des trois autres x,,y, et y..
Nous pouvons alors représenter la situation du gystéme par un point
dont les coordonnées rectangulaires seront:
X = cosy,[1 + cosy,(cx, + d)], Y = siny,[1 + cosy,(cx, 4 d)],
Z = siny,(cx, 4+ d),

¢ et d étant deux nouvellez constantes posifives telles que
ca+d<i1;¢chb+4 d>o.

[l est clair en effet qu'a toute situation du systéme, c'est a dire a tout
systeme de valeurs de z , ¥, et y, satisfaisant aux conditions:

a>x >b,2r>y, >0,2>Y,> 0
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correspond un point de l'espace et un seul, compris entre les deux tores:

(1 —yX*+ )" 4 Z° = (cb + d)7,

(4) (I . V}XE + Y:)” 41 7?7 — (E;‘H- - d)w-

Et réciproquement, a tout point de l'espace compris entre ces deux tores
correspond un systeme de valeurs de x,,y, et y, et un scul, satisfaisant
aux inégalités précédentes.

[ peut se faire que les inégalités (3) ne s’écrivent plus a > o, > b;
mais que cependant ces inégalités, jointes a la relation (2) entrainent
comme conséquence

a>x, > 0.

Si de plus z, est encore fonction uniforme des trois autres variables, le
méme mode de représentation géométrique est encore applicable.

Nous pouvons nous placer dans un cas plus général encore:

Supposons que l'on puisse trouver unc variable auxiliaire £, jouissant
de la propriété suivante. Si z,,x,,y, et y, satisfont a la fois a 'égalité
(2) et aux inégalités (3), on pourra exprimer z, et z, en fonctions uni-
formes de &, de y, et de y,. De plus, en vertu des inégalités (3), £ ne
peut devenir infinie et reste comprise entre certaines limites de telle facon
que l'on a comme conséquence de (2) et de (3)

a> &> b,

Nous pourrons alors définir cmnpln:':t.umuut la situation du systénm
en nous donnant les trois variables &,y et y,, et la représenter par un
pt}illt P dont les coordonnces rectangulaires seront:

X = cosy,[1 + cosy,(c§ + d))], Y = siny, [1 4+ cosy,(cé& + d)],
Z = siny,(c§ + d)

avec les conditions:

c>o0,cat+d<1,ch+4 d>o.

On voit alors, comme dans le cas précédent, qu'a toute situation du
systeme correspond un point de l'espace et un seul compris entre les deux
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tores (4), et réciproquement, qu'a tout point compris entre ces deux tores
ne peut correspondre plus d'une situation du systeme.

[l peut se faire que pour z, = a, (ou plus généralement pour & =a)
la situation du systeme reste la méme quelle que soit la valeur attribuée
a Y, Nous en verrons dans la suite des exemples. C'est ainsi qu'en
coordonnées polaires, il faut en général pour définir la position d'un point
se donner les deux coordonnées p et w, mais que si on suppose p = O,
on retrouve toujours le méme point, a savoir le péle, quel que soit w.

Dans ce cas on choisira les constantes ¢ et d de telle facon que

ca + d = o.

Le second des deux tores (4) se réduit alors a un cercle:

% = 0, X* Y = 1.

En  chacun des points de ce cercle y, est indéterminé; mais néanmoins,
comme pour § = a’la situation du systeme ne dépend pas de y,, a chaque
point du cercle correspond une situation du systéme et une seule.

On peut dire alors qu'a toute situation du systéme correspond un
point de l'espace intérieur au premier des deux tores (4) et que réci-
proquement, a un point intérieur de ce tore ne peut correspondre qu’unc
seule situation du systeme.

J'envisageral encore un autre cas.

Imaginons qu'en vertu des inégalités (3), & puisse prendre toutes les
aleurs positives, de telle sorte que:

4 =10, b = -4 oo.

Supposons que pour § = o la situation du systéme ne dépende pas
de y, ¢t que pour § = oo, cette situation ne dépende pas de y,.

Nous pourrons alors représenter la situation par un point dont les
coordonnées rectangulaires seront:

X = cosy, e ", Y = siny,e ™%, Z = §siny,.

Pour § = o il vient (quel que soit y,)

X = cosy,, Y = siny,, Z = o.
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Le point représentatif se trouve sur le cercle
X'.' + Yﬂ g I, Z — 0O
et sa position ne dépend pas de y,; cela n’a pas d'inconvénient puisque
par hypothese la sitnation du systeme pour &= o ne dépend pas non
plus de y,.

Pour &= 0o, on trouve pourvu que cosy, soit négatif:

X'= ¥ =50, 4 = siny,.

Le point représentatif se trouve alors sur l'axe des Z et sa position ne
dépend pas de y,, mais pour § = 0o, la situation du systéme ne dépend
pas non plus de y,.

L.e mode de représentation adopté est done légitime.

Ce qui précede a besoin d'étre appuyé de quelques exemples. Je
n'en traiterai ici que trois.

Le premier de ces exemples est le plus important parce que c'est
un cas particulier du probléme des trois corps. Imaginons deux corps,
le premier de grande masse, le second de masse finie, mais trés petite
ct supposons que ces deux corps décrivent autour de leur centre de
gravité commun une circonférence d’un mouvement uniforme. Considérons
ensuite un troisieme corps de masse infiniment petite, de fagon que son
mouvement soit trouble par lattraction des deux premiers corps, mais
quil ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux premiers corps. Bornons-
nous de plus au cas ou ce troisieme corps se meut dans le plan des
deux circonférences décrites par les deux premiéres masses.

Tel est le cas d'une petite planéte se mouvant sous l'influence du
Soleil et de Jupiter quand on néglige l'excentricité de Jupiter et l'incli-
naison des orbites.

Tel est encore le cas de la lune se mouvant sous I'influence du Soleil
et de la Terre quand on néglige l'excentricité de l'orbite terrestre et I'in-
clinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique.

Nous définirons la position du troisiéme corps par ses éléments

osculateurs a4 un instant donné et nous écrirons les équations du mouve-
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ment en :tdnptant les notations de M. TisseraxD dans sa Note des Cump-
tes Rendus du 31 janvier 1887

L _ar  a_ _am
(s & di’ dt ~ 4L’
5 @ _ar  dyg_ _an
dt T h’-i’.-‘ ; O s dG’

Je désigne par a,e et » le grand axe osculateur, I'excentricite et le
moyen mouvement de la froisieme masse; jappelle { 'anomalie moyenne
de cette troisiéme masse et g la longitude de son périhélie.

Je pose ensuite:

L = \Ill'_f, G = \'ﬂ'.([ — &%),

Je choisis les unités de telle fagon que la constante de Gauss soit égale
a 1, que le moyen mouvement de la seconde masse soit égal a 1 et que
la longitude de cette seconde masse soit égale a f.

Dans ces conditions, l'angle sous lequel la distance des deux der-
nicres masses est vue de la premiére ne différe de / 4 g—¢ que par une
fonction périodique de ! de période 27.

La fonction R est la fonction perturbatrice ordinaire augmentée de
i I
2a 2L*

car la distance de la seconde masse a la prmni:f-.re est constante et la

Cette fonction ne dépend que de L, de G, de [ et de I 4 g —¢;

distance de la troisieme a la premiére ne dépend que de L, G et .
Cette fonction est d'ailleurs périodique de période 2z tant par rapport a
| que par rapport a I 4 g — t.

On conclut de la que l'on a:

dR  dR
TR

et que les équations (5) admettent comme intégrale:
R + G = const.

Nous allons chercher a ramener les équations (5) a la forme des

équations (1). Pour cela nous n'avons qu'a poser:
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z, =@, z, = L,

v, =9—14, Y, = {,
F('Tl y Ty U, :.?f'.;) = R -+ G!

et les équations (5) reprennent la forme:

de; dI' dy; dl
(l) . 7 S dy, ! dt - die; '

La fonction F' dépend d'un parameétre trés petit g qui est la masse du
second corps et nous pouvons écrire:

F = F, + pF,

F' est périodique par rapport a y, et y, qui sont des variables angulaires,
tandis que z, et x, sont des variables linéaires. Si l'on fait g — o, F

se réduit a F, et:

ne dépend plus que des variables linéaires.’
Il1 résulte de la définition méme de I et de G en fonctions de a et
¢ que l'on doit avoir:

LY> G ou 2> o
ce qui montre que @, peut varier depuis — , jusqu'a -+ ,.

Si l'on suppose », = + z,, l'excentricité est nulle; il en résulte que

la fonction perturbatrice et la situation du systeme ne dépendent plus
que de la différence de longitude des deux petites masses, c'est a dire de:

L+ g9g—t=y, + ¥,

' TI est aisé de voir que le hessien de F, par rapport & @, et & @, est identique-
ment nul. Il semble done que les conclusions du § 3 (chapitre III, 1% partic) ne soient
plus applicables. 11 n’en est rien pourtant, parce qu on peut remplacer F' par une fone-
tion arbitraire ¢ (F') de telle sorte que le hessien de ¢(F) ne soit pas nul. Cela revient
A changer 1'unité de temps de facon que cette unité dépende de la constante (' des forces

vives,
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On en déduit:

dl dF

dy, — dy,’
d’on:

d(ex, — 2,)

'ﬁ' : 5 = G‘
( ) ot
d’ou T'on conclurait (puisque la valeur initinle de #, — x, cst supposée
nulle) que 2, doit rester constamment égal a x,; mais ce n'est la pour

les équations (1) qu'une solution singuliere qui doit étre rejetée. En ce
qui concerne les solutions »particulieres» que nous devons conserver,
'équation (6) signifie simplement que quand z, — x, atteint la valeur o,

cette valeur est un maximum, ce qui est d'ailleurs une conséquence de
I'inégalitée z; > a3.

Si nous supposons maintenant z, = — x,, l'excentricité sera encore
nulle, mais le mouvement sera rétrograde (il V'est toutes les fois que z,
et #, ne sont pas de méme signe); alors F' et la situation du systéme ne

dépendent plus que de l'angle:

—l4+g—t=y, —y,,

ce qui donne:
d N d i
‘ — -
dy, ' dy,

0.

Je vais maintenant traiter la question suivante:
Trouver une variable & telle que s z,, 2,, 9, ,y, satisfont aux éaa-

lites et inégalités (2) et (3) (qui dans le eas qui nous ocenpe se réduisent a
F=0C, o> )

ces quatre quantités peuvent s'exprimer en fonetions uniformes de S y.ety..

Je traiteral dabord la question dans le cas on ft = O et on

PP

il

+ 'J"I.

Y i S
_"lr::

Envisageons un plan et dans ce plan un point dont les coordonnées

sont:

X=2,—e¢, Y=au,

2
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Alors les égalités et inégalités (2) et (3) s'éerivent:
- I L L L
X + i-]:" = 0, } > A + c > — )

Constrnigons la eourbe:

et les deux droites:

X+ece=+Y.

(Ces droites et cette courbe peuvent étre dans deux situations diffé-
rentes, representées par les ficures 4 et 3.

Fig. 4. Fig. §.

Chacune des deux figures devrait se composer de deux moitiés sy-
métriques par rapport a laxe des x, mais nous n'avons représenté que
la. moiti¢ qui est au-dessus de cet axe. Dans le cas de la figure 4, Ia
courbe nous offre deux arcs utiles BC et DFE pendant que les ares AB
et CD doivent étre rejetés a cause de l'inégalité ¥Y* > (X 4 ¢)®. Dans
le eas de la figure 5, il n'y a qu'un are utile BC et 'arc AB doit
¢tre rejete.

Le passage de la figure 4 a la figure 5 se fait quand la droite CD
devenant tangente a la courbe, les deux points C et D se confondent.
Cela a lien pour:

3 | -
(_,JT:;, .X‘-:‘—'-— }=I.

- ?

Nous nous SUPPOSerons dans ce {111'1 nosuivre lnlumls dans le cas de

Adcta matkematica, 13, Imprime le 16 gseplembre 1888, 14
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la figure 4 et nous envisagerons seulement 'arc utile BC; c'est en effet
le cas le plus intéressant au point de vue des applications.

Posons:

&£, — £ L—‘G.

1 1

“ﬁi-l--’f,:L'l'f},

§

on voit que & s'annule au point C et devient infini au point B et que
quand on parcourt P'arc BC depuis C jusqu'en B, on voit & croitre
constamment depuis o jusqu'a -+ oco. Si done on se donne &, le point
correspondant de l'arc BC sera entierement déterminé, ce qui revient a
dire que z, et x, sont fonctions uniformes de &.

Qu'arrivera-t-il maintenant si p n'est plus nul, mais seulement tres
petit?

Faisons encore

£, — &
o 2 i
; =

B X, T+ &,
et voyons sl en tenant compte des relations
(7) = E>0, T, >0,°

x, et x, seront encore fonctions uniformes de &, de y, et de y,. Pour

&

quil cessit d'en étre ainsi, il faudrait que le déterminant fonctionnel:

oS, F)

: (‘rl ’ ;H’)
gannulit pour un systéme de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or

cela n'arrivera pas si p est assez petit et si C est assez différent de % .

Dans la plupart des applications, ces conditions seront remplies;
nous pourrons done prendre & comme variable indépendante; cette va-
riable sera essentiellement positive et z, et #, seront fonctions uniformes

de £,y, et y..

1 " " - - “E " | - a &
On voit aisément pourquoi j éeris cette dernidre relation; lare BC comme on lo
voit sur la figure est tout entier au-dessus de laxe des X, ce qui entraine | indgalité
@, > 05 il est eclair que cette inégalité subsistera encore pour les valeurs suffisamment

petites de p.
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Toutefois pour trouver le mode de représentation géumétrique le
plus convenable, il faut encore faire un changement de variables. Posons:

r

¥
. Ty = &) + Xy, Trg

[

:'El. —— ;EE"

b | -

; : I
yo=5 0+ ), Yo =5 (U — ).

Apres ce changement de variables, les équations conserveront la
forme canoniques:

dz, dF dy, d I
dt — dy.’ dt ~  da)’
dur, _daF dy. [ X d I
dt ~— dy,’ dt dz,’

On voit que y; et y, sont encore des variables angulaires; quand
en cffet y; ou ¥, augmente d'un multiple 27z, y, et y, augmentent aussi
d'un multiple de 2z et par conséquent la situation du systéme ne
change pas.

Mais il y a plus; quand on change simultanément y; et y; en y; + =
et ys + =, y, ne change pas et y, augmente de 27. La situation du
systeme ne change donc pas.

Cela posé nous représenterons la situation du systeme par le point
de l'espace qui a pour coordonnées rectangulaires:

X = cosy|e e, Y = siny|e o, 7 = Exiny,.

Pour & = o la situation du systeme ne deépend pas de y; et il en est de
méme du point représentatif qui est alors sur le cercle

p o2 N ;. G SRR VY

Pour & = oo, la situation du systéme ne dépend pas de y; et il en
est de méme du point représentatif qui est alors sur 'axe des Z si cosy;

est négatif et a linfini si cosy, est positif.

A chaque point de l'espace correspond donc une situation du sys-
téme et une seule; réciproquement, a chaque situation du systéme corres-
pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et en effet aux deux
systémes de valeurs (z), z;,y;,¥;) et (1,2, 4 + 7,y: + =) corres-
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pondent deux points différents de D'espace, mais une seule situation du
5}'5t1':mt:.

Lles équations (1) admettent les invariants intégraux:

[(da,dy, + daydy.) = [(dwidy; + doydy)

[.t‘l?-.ﬂl dy,drv,dy, = rf.’,r'{ diy, drydys .

Si nous transformons cet invariant par les régles exposées dans le
N 3 (17 partie, chapitre II) nous verrons que:

i ™ ¥ ' -8 ;
z dedy, dy, 2, dXdY dZ
AF |l ARy BN e
ot de, de, (J o I :h) BA S )

v

est encore un invariant integral.
Comme ¢ est essentiellement positif, la quantité sous le signe [ est

de méme signe que:

,dF Al il I d I’
' da, T % o, “1 de, T Y3 du,
Or pour g = o, on trouve:
d I d I I
x, — + @ =, —
1 {Lt‘-l 4 |'.r'.'.i:H . !J.

Si nous nous supposons placés dans le cas de la figure 4 et sur lare
BC, nous devons supposer:

C >

kg | e
A
-
/\
A

d'oun 'on tire:

d I - N
,5— est toujours negatif quand g est nul. Il en

Ainsi =

I
] et .
H'E-'l tf.f..=
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sera encore de méme quand p cessera d'étre nul, pourvu que C soit assez

différent de %

)

Dans ces conditions l'intecrale:
o

erdXdY dZ

SYE Y S dl .Jﬁ")
S -‘(‘“**m‘;—‘ ' T

H' il

est un invariant positif.
Pour p = o, les équations (5) s'intégrent aisément comme on le sait
et on frouve:

L = const., (G = const., g = const., [ = nt 4 const.

[.es solutions ainsi obtenues sont représentées dans le mode de repré-
sentation géométrique adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires
sont fermées toutes les fois que le moyen mouvement n est un nombre
commensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont
pour équation générale

& = const.

et qui sont par conséquent des surfaces de révolution fermées analogues
n des tores.

Nous verrons dans la suite comment ces résultats sont modifiés quand
o nest plus nul.

Comme second exemple, je reprends l'équation dont jai déja parlé
a la fin du § 3 (1* partie, chapitre III)

|
:’iﬁ‘ﬂ + n’p + mp' = pR,

R étant une fonction de p et de ¢, holomorphe par rapport 4 p et
sannulant avec p et périodique par rapport a £. Cette équation peut
s'écrire en reprenant les notations du paragraphe cité:

rftr.; . dF da dF de d I’ dx Ty d 7

—.
=

dt  do’ 7 3 dp 5 dt ~— J:a;_ dt . 8% "
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dvece:
" i 5 " w'n’ mp' » .
o= ‘(J [ﬁ == @, j' ' -:— —l— ;: '{— :|_ —IH.‘I Il.'il;‘ﬂj ;')Ff:o —-E— ]";
I}l}H{tIIH:
A s r . :
6 = \/n\/2x; CO8Y,, 0 = 7 V2, SIny, .

Les équations conserveront la forme canonique des équations de la dyna-
mique et la fonction F' dépendra de deux variables linéaires z, et y de
deux variables angulaires y, et &.

On voit aisément que quand on se donne la constante des forces
vives O,z ,y, et &, la quatriéme variable » est entiérement déterminée;
on a en effet:

m o « g iy
= C—nzx, — TSNy, -+ ‘ftl’ R(p, &dp.

Pour x, = o, la situation du systeme ne dépend pas de y,. Nous

pouvons done adopter pour représenter cette situation le point dont les

coordonnées sont:
A = eoREen "N, Y = ginge"**h, 4 = x 8iny,.

A chaque situation du systéme correspond ainsi un point de l'espace
et inversement, Il faut excepter les points & l'infini et les points de 'axe
des Z qui nous donneraient x, = o0 et par conséquent un résultat illusoire.

Comme troisitme exemple, envisageons un point mobile pesant se
mouvant sur une surface parfaitement polie et dans le voisinage d’une
position d’équilibre stable,

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan
des @y le plan tangent qui sera horizontal; pour axes des x et des y les
axes de l'indicatrice de facon que l'équation de la surface s'écrive:

=]
-

-u'l'.t'h'1 rIl.',r

s =" 4" L ez, ),

¢(x,y) étant un ensemble de termes du 3™ degré au moins en z ct en

y et p un coéfficient tres petit.
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Nous aurons alors en appelant #' ¢t ¥’ les projections de la vitesse
sur les axes des x et des y

'rJT p’f:u
i — L s I ”
I‘ : I 2 I 'ﬂrﬁ w
da i) d I ffy dF da’ d I riy: 4”'
dt ~— da'’ dt fﬁj;'! dt da ’ ol b r.-’r;
Changeons de variable en posant:
‘.‘ q.-d! ¥ 5 d I'- * 1|
= = ~COS f)"l y X = \ 2\ s f}r-. 3
Vga -
\fgg , — 4 :
Yy = ;—CosyYy,, Y = y2ues\gb SINY,.
\, {H} '

Les équations différentielles conserveront la forme canonique des équa-
tions de la dynamique. L’équation des forces vives s'écrit:

\f; ¥y < ‘-EE;I:E T ¢ (I] y La s Yy s .?f:) -

¢ désignant la méme fonction que plus haut, mais transformée par le
clmngmnult de variables. Comme , et x, sont essentiellement positifs
(ainsi d'ailleurs que les coéfficients @ et ), I'équation des forces vives
montre que ces deux quantités restent toujours inférieures a une certaine
limite. D’apres la définition de la fonction ¢ cette fonction s'annule avec
r, et x,, et il en est encore de méme de ses dérivées partielles du 1¢
ordre. Nous en conclurons que g étant tres petit, la fonction pe et ses
dérivées du 1* ordre ne pourront jamais dépasser une certaine limite

superieure tres petite.  Nous pouvons done écrire:

y | “!'!: ” ‘Iﬁf h
(8) Ly “‘:\/,.-,* A | < \/

Faisons maintenant =, = £z, : le rapport & sera essentiellement po-
2 1?2 ke ]

sitif. L‘éqtmtiml des forces vives devient:

(9) z,(Vga + Vgb &) + mge(x, , §x,,y,,,) =

La dérivée du premier membre de (9) par rapport & x, s'écrit:

do e
n;ﬂ —]— \ ¢ ;F:., + JY i '-I-' )'a‘,:fj' f

r“
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En vertu des inéealités (8), cette expression est toujours positive, ce qui
montre que l'on peut tirer de I'équation (9) x, en fonction uniforme de

-

,y, et y,, et par conséquent que la situation dn ﬁ}'sh}mw est complete-

ment définie par les troiz variables y, ,y, et &,

Pour & = o la situation ne dépend pas de y,, pour & = oc elle ne
dépend pas de y,.
Nous représenterons done cette situation par le point:

X = cosy,e ", Y = giny, e **", Z = Esiny,.

A chaque point de l'espace correspondra ainsi une situation du sys-
teme et réciproquement.

Les exemples qui précedent suffiront, je pense, pour faire comprendre
'importance du probléme qui va nous occuper dans ce chapitre et la
facon dont on peut varier les modes de représentation géométrique.

§ 2. Equation des surfaces asymptotiques.

leprenons nos hypothéses ordinaires, a savoir: que quatre variables,
deux lineaires z, et =, deux angulaires y, et y, sont lices par les
équations:

.31.1_!' g d "I""u LN d I
dt dy, ; i dy, 1
I
( ) & d I’ Ay n'' d I
dt da, 4 g da, '

Que la constante C des forces vives étant regardée comme une des don-

nées de la question, ces quatre variables satisfont a l'équation:

F(‘Tl s g s Uy :’fﬂ) = 0,

o
g%
T

de telle facon qu’il n’y en a que trois d'indépendantes.
Que Ton a adopté un mode de représentation géométrique tel qua
toute situation dn systéme correspond un point représentatif et réci-

progquement.
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(Que F dépend d'un paramétre trés petit p, de telle facon qu'on
puisse développer F' suivant les puissances de p et éerire:

F =F, + pF, + p°F, + ....

i ¥ "Ih ] # ] | 1 A i ! L]
Que F, ne dépend que de z, et z, et est indépendant de y, et de y,.
Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probléme des
frois corps qui nous a servi d’exemple au paragraphe précédent.
Supposons que pour certaines valeurs de 2, et de a,, par exemple

pour:
0 L Y
Ty = &y Ly = ¥y
les deux nombres
1 '1
. _aF, P dl
da, de,

(que jappellerai pour abréger n, et n,) sont commensurables entre eux.
D’aprés ce que nous avons vu dans le § 3 (1% partie, chapitre 11I)

-

L1 1! ] -
a chaque valeur commensurable du rapport -* correspond une équation
n
2

qui portait le n® 15 dans le paragraphe cité, et a chaque racine de cette
¢quation (15) correspond une solution périodique des équations (1).

Par conséquent les équations (1) ont une infinité de solutions pério-
diques si g est suffisamment petit.

Nous avons vu ensuite dans le § 4 (1* partie, chapitre III) que le
nombre des racines de 1'équation (r3) est toujours pair, que la moitié
de ces racines correspond a des solutions périodiques stables et 'autre
moiti¢ a des solutions instables.

Les équations (1) ont donc une infinité de solulions périodiques instables.

Chacune de ces solutions périodiques sera représentée dans le mode
de représentation adopté par une courbe trajectoire fermée.
Nous avons vu au § 3 (1% partie, chapitre III) que par chacune

des courbes fermées qui représentent une solution périodique instable,

Acta mathematiea. 13. Imprimé le 19 septembre 1889, 15




114 H. Poincaré.

passent deux surfaces trajectoires dites asymplotiques sur lesquelles sont
tracées en nombre infini des trajectoires qui vont en se rapprochant
asymptotiquement de la courbe trajectoire fermeée.
Les équations (1) nous conduisent done & une infinité de surfaces
trajectoires asymptotiques dont je me propose de trouver 'équation.
Voyons d’abord sous quelle forme se présente en général 1'équation
d’une surface trajectoire. Cette équation pourra s'éerire

r, = lf)l i:".i‘,-',' y ;?Jf?), .'f'll — rﬂ:;(.”1 . ?j,),

¢, et @, étant deux fonctions de y

: y, et de y, qui doivent étre choisies

de telle sorte que I'on ait identiquement:

FlO,., @, ¥ ,4:) =0.

Ces deux fonctions @, et @, devront d'ailleurs satisfaire & deux

équations aux dérivées partielles:

dF dz, , dF de, | dF

e, {-I’-‘i‘lrl de, rli‘l'f:l r-f;‘."., =
d¥’ dz, | r'“f “!."rf‘ -+ '”r- = 0.

dx, dy, : da, :_f‘f;r,‘ :_f_a;i _

Il pourrait d’ailleurs nous suffire d'envisager la premicre de ces équa-
tiong, car on peut en faire disparaitre x,, en remplacant cette variable
par sa valeur que T'on peut tirer de (2) en fonction de @, de y, et de y,.

Voici comment nous procederons pour intégrer les équations (3) en
supposant que z, et x, sont tres voising de 2] et de #3, et que le rapport
T

1
I

il
L]

est commensurable.

Nous supposerons que z, et x, sont développés selon les puissances

de \'Ez et nous écrirons:

I " W anl = 2 - | A
: ‘IL JI -— 'T] o .]'| l“h‘ -t I I:P‘I.E i r|;’j'ﬂ(FE “F 8 & @&
1;|_.r
LT A & 9 . =

Lg = &g T Tyt T Ta b Loflyfl =T oo

L] "

et nous chercherons a déterminer les fonctions z; de telle facon qu'en
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substituant dans les équations (3) a la place de 2z, et de z, leurs valeurs

(4), ces équations soient satisfaites.’

Si dans ' nous substituons a la place de 2. et de x, leurs valeurs

|
(4), I' deviendra développable suivant les puissances de u et on pourra
éerire

F=H + JuH + pH, + pypH, + . ...

On voit d’ailleurs sans peine que:

_ o LU g | IR ||
1 ' |
ks, 5 B 1 Sy
H; = % P + @, T = — W — Ny,
| feimd

H,=— F,(2, 22, ¥, , )
£ i d*F,

- - Y P
| 1 . o : ‘{ 'l'u
(%) Gy T 20% g

F (22)" s

— N ] — Ny s,

et plus généralement:

H, = 6,— [Layxi™"' + M(zjxy' + wiay™") 4+ Noyay™'| — n,af — n,a8,

] I}
- -

P, ne dépendant que de §, Wi By By vaeiy By 5 DYy Th yoin iy Ta

posant pour abréger

‘, et en

d°F. | P, A0,
L e _':'_'.T .:lI et | N —_— {"?'ﬂl_:;}: .

La premicre des équations (3) nous donne alors, en égalant les puissances
semblables de /., une suite d’équations qui nous permettront de déter-

" il x i F Ti & s
' 8i 2] et a: étaient choisis de telle sorte que le rapport — soit incommensurable,
"
2

on pourrait sc contenter de développer 2, et @, suivant les puissances de sz (et non de \ ).

]
On arriverait ainsi & des séries, qui & la vérité ne seraient pas convergentes au sens

géométrique du mot, mais qui comme celles de M. LiNDSTEDT pourraicnt rendre des ser

vices dans cortains cas,
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.l

miner successivement z), @, &}, ..., ;; en effet, si nous posons pour

abreger:
10 7 (== d H, d, dH, de,
[i y *] - die) “!ffl g n‘lyl ’

ces équations g'écriront:

[0,0] + 5% =0,

d 1,
[0, 1] 4+ [1, O] +*fﬂ. — Q,
d I

[0, k) +[1,k—1]+ ...+ [k—1, 1]+ [k, O] —}*::;.:i—'t}.

Développons d'abord la premiére des équations (5); elle s'éerira:

da’ da!
] n., - = 0,
1 ”..Hl o ri‘ri,'_:

Cette premicre équation sera satisfaite d'elle-méme, puisqu’on a supposé

plus haut que
r, = const.

Dans ces conditions nous aurons:
[z'; ! {'}J o 0,

car les dérivées partielles de x] doivent étre nulles.

On a d'autre part:

|{. L.
* :‘I’l.i' ol i
[G‘ﬂ'l:-—ﬂ I—-H. —'.
| Yy * diys
On trouve écalement:
= Py - da! f TES . TR !
k—1,1|=4,— Lz, —— M(z.""' - x ' — ) — Nx; ',
[ i ’ ] 4 |- 1 ’i,’fl - "'E.I'rl + 1 ”f.rf.. ) - “Ir.’f..

Z, étant une fonction qui ne dépend que de y,, 9., 2}, 2 ,..., 2172,
Bs s Doy onsy Ta 5 et enfin
i—1 , k—1 F—1, F—1
u].a_', l :l'1.r‘| n"f. v Il.r.i'l
l ,hk— 1| = — La;- — M K-rz 7} -} — Nigl——
[ i ] I 1-:'3;1 ”’jf: x : ”'rff-.- J i r;ffH:
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Quant aux expressions [2,k—2],[3,k—3]),...,[k— 2, 2], il est

clair qu'elles ne peuvent dépendre que de w,, w., 2}, 2, ..., 2t 72,

) 1 JL—2
;I'-._:,.T'-.J,...,.'?-_; -

Nous pouvons done écrire les équations (5) en mettant en évidence
les termes qui dépendent de zf, de 2%, de #' ' ou de 2t

devons d'abord observer que ces équations sont susceptibles d'étre mises

, Inais nous

sous une forme plus simple.
Nous pouvons toujours supposer en effet que n, = o. Car si cela
n'avait pas lieu nous poserions:

vy

3:;’ — W, + Z"~f":‘: Wy

'E'I'.Hl - t:y:.! ¥

rr

Tra — CI, —I— Ellfj, Yy = — f»’:’}'; _I_ tq ,

L=

@a,b,ec,d étant quatre nombres entiers tels que
ad — be = 1.

Aprés ce changement de variables les équations conservent la forme
canonique.

La fonction F' qui est périodique de période 2z par rapport a y,
et a y,, est encore périodique de période 27 par rapport a y' et a . .
L.e changement de variables n’a done pas altéré la forme des équations (1),

Les nombres n, et n, sont remplacés par deux nouveaux nombres
ny et wmy qui jouent par rapport aux déquations transformées le méme
role que »n, et m, par rapport aux équations primitives et l'on a:

ny' dn, — €Ny,

"y’ — bn, 4 an,.

|

Mais le rapport de =», a m, étant commensurable par hypothése, il est

toujours possible de choisir les quatre entiers a,d,c,d de telle sorte que

n, = — bn, + an, = o.

Nous pouvons done, sans restreindre la généralité, supposer que #,

L

soit nul; c'est ce que nous ferons jusqu 'a nouvel ordre.
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Grace a cette simplification les équations (5) peuvent s'écrire:

d.e)
— n, 1. 0,
.‘F.-t*'f rif!"
=¥ (L3338 T
dy dl diy
X el ;,,( 1 a1 a 1=)
™ iy, “1 iy + 7 dy
A f-.t'.l- : fﬂ-.!:i-;t «I\'.'P1 rhﬁl rt'i‘!lt I nf.l:l
L (;ir‘.",E N I D CENRE B, S s k1 ")_.r(;,;l et S k1] ') =
I % dy, T dy T u{'y1+ : dys N\ % dys * dys +1;=0,

7, ne deépendant que de y,, y, et des ], x;, ] ete. jusqu'a ;>

On a d'autre part:

— (Ma! 4 Na) 5%

d;
dy,

(1, 1] = — (L2} + Mz))

dy,

La premiere des équations (6) montre que z; ne dépend que de y,,.
On trouverait de méme:
d)

“ tiyﬁ,

= Ly

Em— :'ll >
ce qui montre que z; ne dépend non plus que de y,.
‘n tenant compte de cette circonstance, la seconde équation (6) s

‘écrit
da, : r”f]._

0.
dy, ' dy,

.;".. Y|
—n, — — (Mz! 4+ Nz))

"?_ - —
Ydy,

Il y faut d'ailleurs adjoindre I'équation suivante qu'on obtiendrait de la
méine maniere:

i

de} . dF,

— = 0.

(Mz; + Nux))

l “‘THI JH'.' ;—EE-"-]:

Nous nous proposerons dans ce qui va suivre de déterminer les
fonctions z; de telle facon que ce soient des fonctions périodiques de y,,
qui ne doivent pas étre altérées quand, y, conservant la méme valeur,

y, augmentera de 27.
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Nos fonctions pourront alors étre développées en séries trigonomé-
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y,. Nous conviendrons
de représenter par la notation

(U]

le terme tout connu dans le développement de la fonction périodique U,
suivant les lignes trigonométriques de », et de ses multiples. Dans ces
condifions on aura:

dl

[5*-5?. I =y

dx;"
dy, ‘

et je puig écrire

|

[(flf:r: + Nuz,)

O,

: ) ]! AN -
[(ﬂf:ri 1 hﬂ)‘i*l e ‘ "Ff"l l
Y

dy,

Comme x| et z; ne dépendent pas de y,, je puis écrire plus simplement:

daz;

(7) dy.

1 )

=0, (Max!+ Nzl |

dr, ‘

¥dy, |dy,

La premieére de ces équations montre que z} se réduit & une constante,
Quant & la seconde, elle est facile & intégrer. On a en effet:

[ﬁq_ﬁm

Ay, _ dy,

dy,

ce qui nous donne pour lintégrale de 1'équation (7)

G N 1\ 2 '
(8) Mz, z; + ;(-f'e) = [F] + C,,

C. deé

i

ignant une constante d‘intégr:ttinn.
Mais si nous regardons la constante des forces vives C comme une
des données de la question, nous ne pouvons plus considérer les deux

constantes #; et (), comme arbitraires. On doit avoir en effet identique-
ment

F=H + uH, + pH, + pypH, + ... =C
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B =€ H = o, . —D.
o1l 2

Fyat, 4) = C, mal = o,

Ainsi la constante ] est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli-
fications dans nos équations.

La plus générale des équations (6) s'éerit alors:

day day day
T | t __.1 T 1 .I-E e
—n, — — Mxr,———— Nz, + T, =o0
iy, " dy © iy e
ou bien:
/- —1

; i e =
(9) n, — 4+ Nx, = ),

dy, " dyq
Y, ne dépendant que de %, %, ) s ®iye .. s X s TosTay.--5 o et
day
iy

Nous avons obtenu D'équation (9) en partant des équations (6) et
les ¢quations (6) elles-mémes sont des transformations de la premiére
équation (3). En opérant de méme sur la seconde équation (3) nous

aurions trouve:

(l}r) .? [I'?".:‘; -—I— "lr F—1 "I.t.‘l.' + ‘s; (r | l;.lrg : I =1 f.'r.l‘--rﬂl") -}+|II
), — + Mx N\ x; 4+ 7t ) = T
: ‘E_'H ] H{.Ff-.g At n*y.; . ”!ff"l ' A
Y. ne dépendant que A6 g g 00508 ¢ coay BT @Y, o ey i 0k
{f,rfi" ;
dy,

Nous allons chercher a déterminer par récurrence les fonctions zf et

a cet effet, voici comment nous procéderons. Supposons qu'on ait dé-

terminé par un caleul prealable, d'une part:

asl) ol k=2
LJ l 1 ,,'f I ’ " @ @ | pI . *

“ ¥
|'i..:p L] aT'-'] [ LY ..'rhil

d'une maniére complete et d'autre part:

[

.'f‘ll' L ot T




T
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a une fonetion arbitraire prés de .. Nous pourrons alors regarder

k—1 L1} |
'ff.-'_+'[ fﬂ.l"n » - " B
dy, ' dy, et par consequent Y, et ¥ comme des fonctions connues de
.. -.1

Y, et de y,; les équations (9) et (9’) nous donneront done, si nous voulons

que x; et x) soient des fonctions périodiques de y, :
( ) Jg-&jl_.]
O Ngjf ' ‘ : é
(& ] = v
et

(10) M Nj&amn | = [71).

nf:,-' dyq

Ces équations (10) et (10') détermineraient complétement les fonetions

;Tf' Lot lf .

que nous ne connaissions encore qu'a une fonetion arbitraire
pres de y,; mais il y a intérét a remplacer I'équation (10) par une autre
equivalente mais plus simple, quon obtient de la facon suivante:

Nous avons vu plus haut que l'on doit avoir:

SEOL T =G o T e il T A

0

Considérons T'équation I, , = o3 elle peut g'éerire:

A=1 oy
(r1) mx, = O,
B, nie dopendant que de Yy, Yoy B By oy BTNy BY By sy BT

Ein vertu de cette équation (11) la fonction #; ' peut étre regardée

comme entierement déterminée.
J'éeriral alors 'equation (1{}’) sons la forme:

_d(z |25 ) = d s 5
N ( tiﬁg = [¥};] — 11(“;'-[. S

,__.
——
b

b S

L.e second membre de (12) est une fonction enticrement connue de y, et

je pourrai la représenter par la notation:

filgjl-_'l
Ao

Arta mathematira, 13, ITmprimé le 13 septembre 1889, 16
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S,y étant une fonction entiérement connue de y,. L'équation {12) nous

donnera alors:

—
-
)

- e
:_...-l
o ks
E
-
et |

(13) [ =25 4+

L]

¥

(), _; désignant une constante d'intégration que nous choisirons d'une ma-
niere arbitraire. Une fois cette constante choisie, [257'] sera entierement

determine.

k=1
: k . des .
Connaissant a la fois — et [#,7"] nous pourrons regarder Xy
1y ' )
comme {‘mnplétmnem conni.
Ayant choisi #i' et ;™' de facon a satisfaire aux équations (10)
, . . . ; day Ay :
et (10'), les équations (g) et (9') nous donneront —— et sous la forme

diy, di

de séries trigonométriques en Y,, nayant pas de terme tout connu. Elles
nous feront donc connaitre z] et x; & une fonction arbitraire pres de y,,
de sorte qu'on peut recommencer la méme opération sur les équations
analogues a (g) et a (@) mais correspondant & une valeur de & plus élévée
d'une unité, et ainsi de suite.

On pourra done par la méthode que je viens d'exposer calculer par
recurrence ) et xy, x; et xy, ..., et x;,...; mais il reste plusieurs

- r

%

points a discuter:

Q

1°. Dans quels cas les séries ainsi obtenues sont-clles convergentes?
2°.  Comment faut<il choisir les constantes C,, C,, ..., C._y,...7
3% Quelles sont les propriétés des fonctions définies par les séries
(qui précedent?

('ost i cette discussion que Nous Consacrerons les 1]:11‘:1;1'1‘{1}111(?5 aunivants,

§ 3. Construction des surfaces asympiotiques.

(Premiere approximation.)

Nous nous contenterons danz ce lr:lt':lgru[:hf- d’éerire et de disenter

les équations de nos surfaces trajectoires en négligeant les fermes en p

et ne tenant compte que des termes en (/u.
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Nous supposerons donc que r, ct x, sont définis en fonction de y,

et de y, par les équations suivantes:

/ 211

t, = 73 + yuoh = a3 + \/ 2 (F] + ©).

Dapres cela, @, serait une constante ct x, une fonction de y, seulement,
indépendante de y,.

Revenons a notre premier exemple du § 1. Ce que nous dirons
sappliquerait également aux deux autres exemples, mais clest sur le
premier que je veux nsister parce que cest un cas particulier du pro-
bleme des trois corps.

Nous avons vu que lon pouvait représenter la situation du systéme

par le point P qui a pour coordonnées rectangulaires:

L,Uﬂﬂiﬁ:cmyg ’ ﬂi'llﬁ'{ ﬁ:rl:rag-.: ; E Fi” ﬂ;,

ol
! 1 ; 1 & r, — &, L — & —
i=z;0+%)k H=;0—8) (=2—=r—m=T2m,
i - e ol i - £y

yl:y‘—-f, lﬂfﬁ:"r.
Nous avions observé de plus que les variables

T =21 + Dy, Ly = T, — Xy

forment avee y; et y, un systeme de variables canoniques.

Nous pouvons done regarder &,y et y; comme un systéme parti-
culicr de coordonnées definissant la  position du point P dans T'espace,
de sorte que toute relation entre £, y;, y: est 'équation d'une surface.

Mais pour amener les équations a la forme que nous leur avions
donnée dans le paragraphe précédent, nous avons du faire un autre
changement de variables.

Nous avons pose dans ce paragraphe:

Ty = azx, + bx., Yy, = dy, — cif,

z, = ¢x; + dz,, Y, = — by, + ay.,
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en choisissant les nombres entiers a, b, ¢,d de facon a annuler le nombre

que nous avons appelé n}'.
.'\lll'l‘:"'« ce Fllﬂ!l:_’,:ﬂ[llﬂl]t E_]l‘ Till‘iill]]l'HJ NOLS 4avons Fl]]}]l]‘ilné h_';-q accents
devenus inutiles et nous avons restitué le nom de Ty Tyytyy Yy 2 NOS

nouvelles variables indépendantes 2", #!', y!' et ¢,
Iin conséquence, les variables que nous avons appelées z, , x,,y, et
, et auxquelles nous conserverons

-~

y, dans tout le caleul qui remplit le §
désormais ce mom, ne sont pas les mdmes que celles que nous avions

désignées par les ménies lettres dans le premier exemple du § 1, clest
sont des fone-

adire G, L,g—1 et l.
Il est clair que notre nouvel ¥, ¢t notre nouvel y,
tions linéaires de:
¥ I I."' ] : J %
h=;@—t+1) cetde y=-(9g—t—10
est une fonction linéaire

au nouvel ,

¢t que le rapport du nouvel z

et fractionnaire de £,

Nous devons conclure de la que l'on peut definir completement la
; 2 et le

position du point P dans l'espace par le nouvel y,, le nouvel y
au nouvel =z de telle facon que toute relation

1'“1'1””'[' du mnouvel Ly

tl . s ¥ ]
* est I'équation d'une surface.

entre y, ., y, et :
..{"I
(Que ce systéme particulier de coordonnées est tel que l'on peut
suns que le point P change.

Ly B

-

augmenter y, ou y, d'un multiple de
Dans ces conditions, il est clair que I'équation exacte de nos surfaces

trajectoires sera:
£, !_' + 2, \-";f.t + gt + e
&y 4+ »,.f':f.e + .l'f‘lff - oA

o
1

et que l'equation approximative, en négligeant les termes en ft sera:

i I = i j =
.r,; . g + ,;'_:It 'I‘,! o _il_.' }“r—! / - I'. . ( -
= — '{_-; + ""Inl \ N [ 1] '* - l.a'l .

(1) L
) Ty + 2\

#

Nous nous proposons tout d'abord de construire les surfaces repré-

sentees par cette équation approximative (1)
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Observons d’abord que y, = o est I'équation d’une certaine surface
S et que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion
de surface sans contact.

En effet il suffit de montrer que 'on u:

dy, ~ 8
a5

Or 1l en est évidemment ainsi, car si T'on pose

F=F,+ pl, + n'lF, + ...

1l vient:

dy dlF o I
._I:JIJI_-!I__J_"’!.] :t_'_ii-ln.
dt di, da,
: i . .y G, y .
Le parametre p étant tres petit, - est de méme signe que n, et
© ol = :
n, est une constante qui est toujours de méme signe.

dy . : . A
Done —=* est toujours de méme signe et ne peut sannuler.

it
I 4 AT LR b

La position d'un point P sur la surface S sera définie par les deux

'HH

et —

autres coordonnées ¥
o
|

; ce systeme de coordonnées est tout a fait

analogue aux coordonnées polaires, c¢’est a dire que les courbes:

T

—= = ¢onst.
H g

-

sont des courbes fermées Utl]l{.'-{‘lltl‘ililli':-i et que [ lmint- !’ ne rlmn:_r‘u pas
quand lautre coordonnée y, augmente de 27,
Reprenons les surfaces définies par l'équation (1) et étudions leurs

intersections avee la ]:unrtim] de surface S qul a pour inluut'i:}n Y, =

Jo remarque d'abord que 1,;; etant tres petit, ces intersections diffe-

. ™
reront fort peu des courbes —* = const.
&
i

Mais pour étudier plus cump!f-hrluunt la torme de ces courbes d'inter-

section, il faut d’abord rechercher quelles sont les propriétés de la fonction

!
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[Revenons aux notations du 3 (1" partie, :'h;lpi[rt* [1I). Dans cc

o i

p:u*::;:rul;]u-. Nous avons iujn:ac_'f:
B e A = 4 \
Il — > sin (m,y, + myy, + my. + Iu.

A ct b étant des fonctions de zy, o), xy; comme nous n'avons plus ici

que deux degrés de liberté, jécrirai simplement:
K, = 2.4 sin (m,y, = m,y, + h).
[ln faisant ensuite:

Yy, = n.i, Yy = Nt + @,, ). == I:H]H-‘l -+ u,,m“):’ + m, o, + I,

nous trouvions:

f"l — 2 Adsinw.

Je posals ensuite:
$ = SA sin @ ,

la sommation imih]utie par le .-:ignu S setendant a tous les termes tels ques

mn, + mn, = O;
d’ou
w = m,m, + h.
Jans le cas ]  OCCUDEe - ARy *- L2
Dans le cas qui nous occupe, n, est nul; la condition m n, 4 m,n, = o
se¢ reduit & m, = o et on a y, = @,; il vient donc:

) = SA sin (m,®, + h) = SA sin (m,y, + h).

Dapres la définition de [F], il suffit pour obtenir cette quantité

de supprimer dans I'expression de F, tous les termes ou m, n'est pas nul;

1
i1l vient done:

[IT*I] — 54 sin (myy, + h) = ¢.

Ainsi la fonetion que nous appelons ici [F)] est la méme que nous
deésignions par ¢ dans la 1“° partie.
[I'|] est par conséquent une fonction périodique de y, et cette fonc-

tion est fime: elle doit done passer au moins par un maximum et par

un minimum,
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Nous supposerons pour fixer les idees que [f"l] varie de la

124

facon

suivante quand y, varie depuis o jusqu'a 2rx.
our y = o [F,] passe par un maximum égal a ¢..
" L] — '1- 0 e ] L 1 3 ; i :
Pour y = », [F),] passe par un minimum égal a ¢,.
‘our y =y, |F,] passe par un maximum égal a ¢,.
Pour y = », [F|] passe par un minimum égal a ¢,.
Pour y = 27 [F,] reprend la valeur ¢..

Oy > @y > @y > @y
la

Ces hypotheses peuvent étre représentces courbe suivante

et l'ordonndée [, ]:

par

dont T'abscisse est y,

Fig. 0.

E]

-rql .“2

e

0

Avyant ainsi fixé les idées, je puis constrnire les courbes

@, o + @) N (i If'l T ( 1)'

Nous verrons que selon la valeur de la constante d’intégration C,, ces
courbes affecteront des formes diftérentes.

Dans la ficure (7)., a1l repreésenté par un trait plein les
u / |

ces deux courbes ont chacune

U, ==

1
un point double dont les coordonnées sont t‘n:-:lurvtivunwnf.:

courbes — ¢, cf f}l = — .

deux P

R P
i |
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J'al représenté par un trait pointillé - ------ les deux branches
d'une courbe correspondant & une valeur de C, > —¢,.

Jal représenté par le trait mixte —.._.._.._.. une courbe corres-

i“'lml:mt a une valeur de {-,1 t'nui]H'i:-a{l. entre — ¢, et — ¢,.
J'al représente par le trait ponctue ......... les deux branches d'une

courbe correspondant a une valeur de € comprise entre ¢, ¢t —¢,.

) =0T o
Pour C, =

¢, lune de ces deux branches se réduit a un point

#L

L;ﬂ '|I o

représenté sur la figure en A, L=y Y = I'nutre branche est
x

representee sur la figure par le trait x x < x x x,

Fig. 7.

Pour f'-’]

seule; pour € = — ¢, elle se réduit & son tonr & un point représenté

¢, et — ¢, , cetie seconde branche subsiste

4 all

:'mn[n‘is entre

en I gur la figure et ayant pour coordonnées:

l'nfin pour O, < — ¢, la courbe devient toute entiére imaginaire.
Lles surfaces définies par l'équation (1) ont une forme générale qu'il
est aigé de déduire de celle des courbes que nous venons de construire.
Considérons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses
points faisons passer une des lignes dont I'équation générale est:
m

;|

1, = const.; = Const,

"y




iy, 3

5 e
§ =t

I pui:
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[ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface fermée
qui sera précisément l'une des surfaces définies par 1'équation (1).

On voit par la que ces surfaces seront en géneral des surfaces fer-
mées triplement connexes (c’est a dire ayant mémes connexions que le tore).

Pour C, > ¢, et — ¢ on trouve
deux pareilles surfaces, intérieures 'une & l'autre dans le premier cas,
extérieures l'une a l'autre dans le second.

¢, ou pour O] compris entre

b ] ' ! 3 3 — A — 1 v T 3 iy L

Pour C, compris entre — ¢, et — ¢ , ou entre ¢, et — ¢, on
na plus quune seule surface triplement connexe; enfin pour €, < — ¢,
la surface cesse complétement dexister.

Passons aux quatre surfaces remarquables:

£ — g e . i r—
= “19 Fas ¢, et Fer
Les surfaces O, = — ¢, et C, = — ¢,  présentent une courbe double

et ont mémes connexions que la surface engendrée par la révolution
d'un limagon de Pascarn a point double, ou d'une lemniscate autour d’un
axe qui ne rencontre pas la courbe.

La surface €, = — ¢, se réduit & une seule surface fermée triple-
ment connexe et a une courbe fermée isolée; enfin la surface (¢ N =—0g,

se réduit & une courbe fermée isolée.
Dans le § 3 (1° partie, chapitre III) nous avons envisagé 'équation:

L 3

g

=)
d,

qui portait le n® 15 dans ce paragraphe; nous avons vu qu’a chacune
des racines de cette équation correspond une solution périodique. Mais
dans le cas qui nous occupe, et d'aprés une remarque que nous venons
de faire, cette équation peut s'écrire:

[dF ]

a1 "

={]!

de telle sorte que les solutions périodiques correspondront aux maxima et
aux minima de [F,]. Dans le cas actuel, ces maxima, de méme que les
minima, seront au nombre de deux.

Nous aurons donc deux solutions périodiques instables correspondant
aux deux courbes doubles des surfaces €, = — ¢, et — ¢, et deux solu-

dcfa mathematica. 13. Tmprimé le 19 septembre 1889, 17
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tions périodiques stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées
des surfaces C, = — ¢, et — ¢,.
Mais voyons de plus prés en quoi consiste cette .correspondance.
Envisageons en particulier la solution périodique qui correspond a
la courbe double de €, = — ¢,. Cette solution pourra d'apres ce que
nous avons vu dans le § 3 (1" partie, chapitre 1ll) se mettre sous la
forme suivante:

. - 4 - E
:Tl = S5 1 .”"'rl T ﬂ. 1 T s sy
= SR il 7=
‘I'_’ il 5T I !I‘:I v = fl 7 T e iy
(2) : ‘ ¥
.Hl - N T '.”'ai = ¥ .u”' NG "] s e ey
et Bt 2 gt
nht-—r o =0 i ™ (’!"'JI 5 f! 5 I
) i
ou l'on a:
= 0 L AT - o
. = JI‘ = = @ 9 =il ”If‘ an ° };::,

et on & ,& .8 ,4& . cte. sont des fonctions periodiques de ¢£.
Cette solution periodique serait representée géométriquement par une

courbe trajectoire fermée qui aurait pour équations:

(3) . = Tt Y= + pl;
. kG
#, et 6, étant des fonctions de y, et de p qui restent finies quand g
sannule.
[D’autre part la courbe double de €, = — ¢  a pour équations:

@, &,

z, @)’ ¥4 7 e

1

Cela montre que ces deux courbes different infiniment peu 'une de
I'nutre si l'on regarde p comme une quantité infiniment petite et on peut
faire correspondre les deux courbes point par point de facon que la
distance de deux points correspondants soit du méme ordre de grandeur
que .

Comme la solution périodique définie par les deux équations (2) est
ingtable, on pourra faire passer par la courbe définie par les équations

(3) deux surfaces trajectoires asymptotiques.




v |i|1:ﬂ'-ill

;;:!iui:
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Voyons quelle relation il y a entre ces surfaces asymptotiques et la
surface U, = — ¢, que nous venons de construire.
D'apres ce que nous avons vu au § 5 (1°° partie, chapitre III), ces

surfaces asymptotiques auront pour équations:

(4) =&+ &yp + &p+ Sipp + .y
4 : |
» + &y + Gp + Spyp + .-

i

:[:2 —]

[Les séries qui entrent dans les seconds membres des équations (4)
sont des séries convergentes développées suivant les puissances de (/. et
les quantités &, &, & ete. sont des fonctions de y, et de y, sur lesquelles
nous ne savons quune chose, c'est qu’elles sont périodiques de période
2z par rapport a y,.

De plus la surface définie par les équations (4) doit passer par la
courbe définie par les équations (3), ce qui veut dire qu'en substitnant
dans les seconds membres de (4) les valeurs de y, et de y, tirées des
deux derniéres équations (2), on doit retomber sur les deux premiéres

équations (2). On doit donc avoir:
SE+ps+...=8G+pb+.. O+ p+ )
+ JuSi(G + oG 4 .y G F a8 ) s
Ce qui prouve qu'on doit avoir:
E?(';::" c*:') = "”?? ﬂ("; ’ ':r:b) = Ty, ‘Ei (‘:H 'ﬁl) == L) ‘ﬂ ('-:}: C:l) = 0,

Il est aisé de voir a quol se réduisent les surfaces asymptotiques
quand on suppose g = 0, on trouve alors simplement

o vty e =< =l

] = .r] . -..rl_p = 1 0o
On a donec identiquement:

E= A ={) N

= %1 o3 = by,

Les surfaces asymptotiques devant étre des surfaces trajectoires, les
et de y, définies par les équations (4) devront

fonctions de p, de y

|
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satisfaire identiquement aux équations (3) du paragraphe préeédent. On
verrait donc par le méme calcul que dans le paragraphe précédent que

—_—

G=o, &=VZ(F]+0)

C, étant une constante qu’il sagit de déterminer., Clest ce que nous
ferons a Taide de l'équation:

E}!(‘:l J. $o) = S:(nt, ?}u) = 0.

La fonction & ne dépendant que de y,, il suffira d’y remplacer y, par

7, ce qui donnera

\/:;T (5"-1 oz Ilt,“"1) = 1)

o
! ™
C, = @,
Done la surface €, = — ¢, a pour équation:
z, &+ &ivp

"1 S+ § 'b.f',!—!
Elle ne differe done de la surface asymptotique (4) que par des termes
de l'ordre de pu.

Cette surface a ligne double €, = — ¢, peut donc édtre regardée
comme une premiere approximation de la surface asymptotique cherchée
et on peut faire correspondre les deux surfaces point par point de telle
fagon que la distance de deux points correspondanits soit de méme ordre
de grandeur que .

De la on peut tirer diverses conséquences:

1°.  En premiére approvimation les surfaces asymplotiques sont des
surfaces fermées; cest la un- résultat que les approximations suivantes
confirmeront.

2° Toute surface asymptotique étant une surface trajectoire, son
intersection par la portion de surface sans contact S qui a pour équation

Y, = O sera une courbe invariante € (cf. § 4, chapitre II, 19¢ partie).
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Considérons done la courbe ¢

= = e —

i

o’ 4 v/ :.‘_ =
Y = ﬁ_j T-; "\(i!!]hglJ

Cette courbe différera infiniment peu (aux quantités pres de lordre
de p) de la courbe invariante de €. Sa conséquente différera aussi in-
finiment peu de la conséquente de C, c'est a dire de € ellesméme. Donc
la courbe € différera infiniment peu (aux quantités pres de lovdre de p)
de sa propre conséquente. Ce sera done, pour employer le langage du
paragraphe cité, une courbe péninvariante auwr quantités prés de Uordre de p.

3°%. La courbe € est une courbe fermée; la courbe C' qui en
differe infiniment peu sera donc une courbe quasi fermée et de telle fagon
que la distance des deux points de fermeture soit de 'ordre de p.  Ainsi

la surface asymptotique coupe la surface y

Y, = O, suivant une courbe quasi

fermée.
Si I'on faisait g = o, la solution la plus générale des équations
données serait:

xr, = const., xr, = const.,
dl d M
Y, = {— -+ const., Yy, = — t5— -+ const.
d, : da,
Par conséquent si les valeurs initiales de », et de @, étaient ] 4 or,
xy + or,, ¥, et x, resteraient constaminent égaux a @) 4 dr, et x, 4 dr,;
: dl dF, . )
de mdéme T et — T conserveraient des valeurs constantes et l'on
(e L1
I ]
aurait:
dF, 3 :
T = 1, - Lu.r'-: -+ Mor, 4 071,
L E
1
dF, . -
Mu’.r__ == Jfr;.f-l —I—- }su.l.', -I— 0,

" Tous ces raisonnements supposent que dans les déquations (4) des surfaces asymp-

totiques, les séries des seconds membres restent convergentes quelque soit ¥, pourvu que

ft soit suffisamment petit; cest ce que des considérations empruntées au »ealeul des li-

witesp permettent d’établir aisément. Voir ce que jai dit A ce sujet page g6 et aussi

ce que jai dit du caleul des limites dans 1introduction. Consulter également la Note [,
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| ¥ | " = » » - i
o'n, et o'n, etant des infiniment petits du 2" ordre quand dr, et dz,
sont des infiniment petits du 1% ordre.

Soit alors y; la valeur initiale de y, quand on fait y, = o; faisons
croitre le temps jusqua ce que y, devienne égal a 27; alors y, sera devenu
cgal

0 27M 27N ng. 0
Y + ——ml -+ --~-—ui -+ 071y,

|£l

0%y, ¢tant infiniment petit du 2% ordre, si on regarde dr, et dz, comme
des infiniment petits du 1° ordre.
St donce mous supposons g = o ¢t qu'un point P appartenant a la

portion de surface sans contact y, = o, ait pour coordonnées
T, = Ty + 0y, Ty = Ty + 0, h = O, Ys = Yo
son consequent aura pour coordonnées
z, = 7, + oz, Ly = Ty + O,
] '1—1I § \... "
Yy = 27, Yo = UYs —+ 0, —i— - —n s + O

. ) ",

S1 l'on ne suppose plus p = o, le conséquent de ce méme point P aura

pour coordonnees:

&, = ¥, + or, + pw,, Ty, = Ty + 0xy + pw,,

27 N
Yy = 27T, Yy = ¥3 + “—ur -{——---—m + 0%y + pew,,

w,, w,, w, ¢tant des fonctions de pu, 32, dr, et dr, qui restent finies quand
1 s annule.
[maginons maintenant que le point P appartienne a la surface

U, = —g¢,.

1 $ "

Si alors y, n’est pas tres voisin de y,, l'expression [/, ] — ¢, n'est

pas infiniment petite, et par conséquent si u est trés petit:

[H*{".t'im".nmtlt- du méme ordre de g:'muh'm* (que 1-',}: d’ou 'on conclut
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