




92 H. Poincaré. 

les II convergent absolument et unifor1né1ncnt; or ccltt aura toujours 
lieu parce que ces fonctions l)ériodi(I ucs sont anal )1tiq ucs. 

011 l)Cut tirer cles éguatio11s (2") les 'fJ sous la. for1ne suivante: 

(4") n - �~� ilf11·'• Ai1, A•'· ,,c l «i1>' 
· / i - L., ..J..r 1 2 • • • '' ""' • 

l 'l11sicurs tcr111cs pourront d'ailleurs correspondre aux 1nè111cs exposants f3· 
Si 011 co1np:trc avec les séries tirées de (21

) <1ui s'écrivcut: 

voici cc qu'on observe: 1° M est réel positif et plus gran<l que l.NI. 
2° II désigne le produit <les diviseurs (S) (q < L/3). 

Si donc la série (4") converge pourvu que l'on ait: 

1 À,e0
'' I < R, (i = l,2, ... ,n) 

si aucun de::. �d�i�v�i�~�e�u�r�:�:�>� (S) n'est lJlus petit <1uc ê, la ::>éric (4') con\'ergera 
pourvu <1uc 

1A,e'"1
1 < Re. 

Voici donc co111111cnt on peut énoncer la condition <le convergence. 
l,a série converge: 
Si ! 'expression 

uc peut l)ilS devenir plus petite que toute q utt11tité <lo11néc pour des va­
leurs entières et positives des (3 et entières (positives ou négatives) de r; 
c'est it dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le l)re-
111ier les a et + v- 1, le second les a et - v- 1, 11c contient l'origine. 

Ou si toutes les quantités a ont leu ri; l>nrtics réelles. de rnè1uc sig11c 
et si aucune d'elles n'a sa 1)artie réelle nulle. 

Que ferons-nous alors s'il n'en e!'t pas ain1'Î. 
Supposons par exeu1ple que k des quantités a aient leur partie réelle 

positive, et que 1i - k aient leur pnrtie réelle négative ou nulle. I l 
arrivera alors que la série (4') restera convergente si on y annule les 
constantes A qui correspondent à un a dont la. partie réelle est négative 
ou nulle, de sorte que ces séries ne nous clo1111eront pins la solution gé-

• 
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uéra.lc des équations proposées, mais une solution contenant seule1ne11t k 
coustantes arbitraires. 

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations 
de la dyna1nique, nous avons vu que 1i est pair et que les a sont deux 
à ùeux égaux et de signe contraire. 

Alors si k d'entre eux ont leur partie réelle positive, k auront leur 
partie réelle négative et n - 2k auront leur partie réelle 11ulle. En 
l>renallt d'abord les a qui ont leur part.ie réelle positive, on obt.iendru. 
une solution particulière contenant k constantes arbitraires; or1 en ob­
tic11d1•tt une seconde en prenant les a qui ont leur l)artie réelle négative. 

Dans le cas oi1 aucun des a 11'a sa i)artie réelle nulle et en lJar­
ticulicr si tous les a sont réels, 011 a d'ailleurs: 

?b 
k = - · 

2 

Si 1nuintenant nous supposons que dans les équations ( 1) les X dé­
l'ctH.lent d'u11 para1nètre /J. de telle sorte c1ue ces fonctions X soient dévelop­
l'<tblcs suivant les puissances de /J., les quantités Y/i seront encore repré­
scntal)]es par les séries (4'), mais ces séries seront dévelo1Jpées, non seule1ncnt 
suivant les lJuissances des Àie"'', 1nais encore suivant les l>uissances <leµ. 

Il peut arriver toutefois que ces séries (4') au lieu d'être dévelop-
1>écs suivant les puissances de µ, le soie11t suivant les l)UÎssances de yµ• 
En efl'ct les a, sont aussi des fonctions de /J.i il arrivera en général que 
les a~ seront développés suivant les puissances de /J., 1nais <lans certains 
t:ns particuliers, .Jµ s'introduira dans les a1 et par conséquent dans les 
séries (4'). C'est précisément, d'après cc que nous avons vu au para­
gra1>l1e précédunt, ce qui arrive da us le eus des équations ( 1) du § 3 
de cc cha.pitrc. 1 

Nous allons nous placer 1naintcnant dans un cas très particulier. 
Su1>1>osons d'abord 1i= 2, de telle façon que les équations (1) se réduisent à: 

1 Les dé,•eloppements contiennent en général à la fois des puissances positives et 
-

négatives de \ f'. 1\Iais les puissances négatives disparaisscn t dans les cas où les solutions 

asymptotiques subsistent pour µ = o. C'est ce qui arrive dans la plupart des applications 
et en particulier pour les équations de la dynamique. (Voir i.Votc I.) 

• 

• 
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Supposons de plus que 

(6) clX, + clX. - o 
d.c

1 
cl.c, - · • 

La situation du systè111e dépend alors des troi1:1 <1u:intitéti x1 , x~ et t; on 
peut donc la re1)résentcr i)ar la l>ositio11 <l'un })Oint da11s l'espace; voici 
<1ucl 1nodc de représentation on peut. ado1)ter pour fixer les idées: 

Les coordonnées rectangulaires du point représentatif seront: 

e"1 cos t , e"1 sin t et x2• 

De cette façon 
-• 

1°. A tout système de valeurs des trois quantités x1 , x
2 

et t corres-
1>ondra un point de l'espace. 

2°. A tout point de l'espace correspondra un seul systè1ne de va­
leurs des quantités x

1 
, x2 , cos t, sin t, et par conséquent une set1le situa­

tion dn Sj'Stème si l'on ne considère' pas co1n1ne distinctes deux situations 
qui ne diffèrent que parce q11e t a n.ug1nenté d'un certain nombre de 
périodes 21;. 

3°. Si l'on fait ''aricr t, (x1 et x2 resta11t constants) le point re-
présentatif décrit une circonférence. 

4°. A la condition x1 =X
2 
=O correspond le cercle .z=o,x2 +y2 = 1. 

5°. A la condition x1 = - oo corres1:>ond l'axe des .z . 

A toute solution des équations ( 1) correspondra une courbe décrite 
l>nr le poi11t re1)résentatif. Si la solution est périodique, cette courbe 
est fer1née. 

Considérons donc une courbe fermée 0 correspondant à une solution 
l)ériodique. 

~.,ormons les équations (2), (3), (2') et (3') relatives à cette solution 
périodique et irnaginons que l'on calcule les quantités a correspondantes. 

Ces quantités sont au no1nbre de deux, et en vertu de la relation 
(6) elles sont égales et de signe co11trairc. 

Deux cas peuvent se présenter: ott bie11 leur carré est négatif et la 
solutior1 périodique est stable; ou l>ien leur carré est l)ositif et la solu­
tion est instable. 

Plaçons-nous dans ce dernier cas et appelons + ex et - a les deux 
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valeurs de l'exposant a; nous pourrons supposer alors que a est réel 
positif. 

Cela. posé, les séries (4') seront développées suivant les puissances 
croissu.ntes de Ae41 et de Be-a'; mais elles ne seront pas convergentes si 
A et B y entrent à la fois; elles le deviendront nu contraire, si l'on )' 
fait soit A = o, soit B = o. 

Faisons d'abord A = o; alors les 1J seront développées suivant les 
l)UÎssances de Be-a'; si donc t croît inc.léfini1nent, YJ

1 
et YJ

2 
tendent simul­

tané1nent vers o. Les solutions correspondantes i)euvent s'appeler solu­
tioris asyniptotiq_ues; car pour t = + oo, les 1J et par conséquent les ~ 
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche 
asymptotiquement de la solution périodique considérée. 

Si on fait de inême B = o, les r; sont développés suivant les puis­
sances de Ae41

; ils tendent donc vers o quan<l t tend vers - oo. Ce 
sont donc encore des solutions asyrnptotiques. 

Il y a. . donc deux séries de solutions asymptotiques, la première 
correspondant à t = + ro, la. seconde à t = - ro. Chacune d'elles 
contient une constante arbitraire, la pre1nière B, la seconde A. 

A chacun de ces séries de solutions asy1nptotiques correspondra une 
série de courbes se rapprochant asy1nptotique1ncnt de la courbe fermée 
C et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L'ensernble de ces 
courbes asy1nptotiques forn1cra une sitrface asyniJJtotique. Il y aura deux 
surfaces asyrnptotiques, la pre1nière correspondant à t = + oo, la seconde 
à t = :__ ro. Ces deux surfaces iront passer par la courbe fermée C. 

Voici maintenant comment on peut trouver l'équation des surfaces 
asymptotiques. 

Nous avons trouvé IJour les séries (4') en y faisant À = o 

YJi = B2e-2ai</J
2 
+ Bae-aa'</Js + n•e 'a'</J, + ... , 

YJ'l = Be-at + B28-2atf)~ + B 3e aa1 {}
3 
+ ... , 

les </J et les {} étant des fonctio11s périodiques du temps. Si entre ces 
de11x éq nations ou éliminé Be-o.1, il vic11t: 

(7) 1J1 = '1/~h + 1J~fa + 1J~f, + · · · ' 
les f étant des fonctions périodiques du te111ps. C'est là l'équation de la 
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st1rface nsyrnptotique et 011 t1'a qu'à y rc1nplncer les YJ par leurs valeurs 
en fonctions des ~' puis des x, pour avoir cette équation sous la forme: 

(8) F(x, , xi , t) = o. 

La série (7) n'est convergente que l)Oltr les petites valeurs de YJ1 ; elle 
ne clonne donc qu'un élérnent de la surface asyrnptotique cl1erchée; mais 
on peut trouver le reste par le lnoyen <le la continuation analytique. 

Si dans les équations ( i ), X
1 

et X2 dépendent d'un para1nètre ur­
bi traire /J., nous avons vu que les séries (4') (et par conséquent: la série 
(7)) étaient développées également snivnnt les 1>uissances croissantes deµ 
ou (le V/1.. Nous pouvons do11c écrire l' éq nation (8) sous la forme 

F(x, , xi , t , /J.) = o, 

F étant une fonction 11olomorphe de /J. . 

I•' reste une fonction holo1norpl1e de µ 
d<>s valeurs telles que la série (7) ne soit 

Il y a dans le cas qui nous occupe 
peut écrire 

1 Voir Nole E (Sur le calcul des limites) . 

Il importe de remarquer que 
rnê1nc quand on donne aux YJ 

J)lus convergente. 1 

un invariant intégral que l'on 

• 
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• 

Deuxièm e p a rt ie. 

Équations de la dynamique et problème des 'Il corps. 

CHAPITRE I. 

Et ude d u cas où il n 'y a que deux degrés de liberté. 

l{ E>prenons les éqt1ations (1) d11 ~ ( 1 ~re 
• rhnpitre III) 3 partie, 

• 

dz, _ dP d.t t cl Tt' - , tlt = - , 
dt dy. <l.11 i 

(1) 
dy, - clF dyi - dTt' --- - , -- - - . dt dz, dt rl.l.l~ 

Nous not1s ])ornerons au cas le plus si1nple qui est celui où il n')r a 

que deux degrés de liberté; je n'ai pns à 1n'occu1)er en effet <le celui oit 
il n'y n. qu'un . degré de liberté, cnr les équations de ln. d)rnamique 
s'intègrent alors aisément par de sin1ples quadratures. 

Nous supposerons donc que l a fonction F ne dépend que de q11atre 
varin.bles x1 , x2 , y1 , y 2 • Nous supposerons de plus que cette fo11ction est 

t1niforme i)ar rap1)ort à ces quatre varinbles et périodique de période 2r. 
' ' pnr rapport a, y

1 
et a y2 • 

I~a situation du système est donc définie par les quatre qua11tités 
x1 , x2 , y 1 , y2 , 1nais cette situation ne change pas q11and y

1 
ou y

2 
aug-

1nente de 2r. ou d'un 1nultiple de 2r.. En d'autres ter1ncs, et pour re­
prendre le langage du chapitre I de ln I~rc partie, x

1 
et x

2 
sont des 

Ynri<tl>le~ linéaires, pendant que y1 et y~ sont des variables a.ngulaires. 
Arta 111al/1tmalica. 13. Imprimé le 11 septembre 1889. 13 
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Nous connaissons une intégrale des éqt1ations (2) qui est la suivante: 

• 

G désignant la constante des forces vives. Si cette constante est regardée 
comme l111e des clonnées de la question, les quatre q11antités x et y ne 
sont plus indépendantes; elles sont liées par la. relation (2 ). Il suffira 
donc, pour déterminer la situation du système, de se donner arbitraire­
rnent trois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent, 
de représenter la situation du systèrne par la position d'un point P dans 
l'espace. 

Il pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre 
variables x et y soient so11mises, non seule1nent à l'égalité (2), mais à une 
ou plusieurs inégalités: 

(3) 

Supposons par exemple pour fi~er les idées que les inégalités (3) 
s'écrivent: 

a> a'i > b, 

et que l'égalité (2) soit telle que lorsq11e x1 satisfait à ces inégalités, on 
puisse tirer de la relation (2) la quatrième variable x

2 
en fonction uni­

forn1e des trois autres x1 , y1 et y
2

• 

Nous pouvons alors représenter la situation du système par un point 
dont les coordonnées rectangulaires seront: 

c et d étant deux nouvelles constantes positives telles que 

ca + cl < 1 ; cb + d > o. 

Il est clair en effet qt1'à toute situation du système, c'est à dire à to11t 
S}'Stè1ne de valeurs de x1 , !/1 et y 2 satisfaisa11t aux conditions: 

a> x1 > b, 2r. > y1 > o, 2-r. > y2 > o 
• 
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corres1>ond un point de l'espace et un seul, co111pris entre les deux tores: 

(4) 
(1 - ..;x• + Y') 2 + z2 = (cb + d) 2

, 

(1 - vX' + Y') 2 + Z 2 
= (ca + â) 2

• 

Et réciproquen1ent, à tout point cle l'espace co1nprii:i entre ces deux tores 
correspond un systè1ne de valeurs do x

1 
, y

1 
et y

2 
et un seul, satisfaisant 

aux inégalités précédentes. 
Il peut se faire que les inégalités (3) 11c s'écrivent plus a> x

1 
> b; 

inais que cependant ces inégalités, jointes ù. la relation ( 2) entraînent 
' co1nme consequence 

a> x1 > b. 

Si de 1>lus x, est encore fonction unifor1ne des trois autres variables, le 
1nê1nc 1node de représentatio11 géo1nét1·iq uc est eucore applicable. 

Nous pouvons nous placer dans un cas I)lus général encore: 
Supposons que l'on puisse trouver une variable auxiliaire Ç, jouissant 

de la propriété suivante. Si x 1 , x2 , y 1 et y2 satisfont à la foi:; à l'égalité 
(2) et aux inégalités (3), on pourra expri1ner x

1 
et x

2 
en fonctions uni­

for1nes de Ç, de y1 et de y2 • De plus, en vertu des inégalités (3), Ç ne 
l>eut devenir infinie et reste co111prise entre ce1·tuiucs li1nitei:i de telle façon 
tiue l'or1 a com1ne conséquence de (2) et de (3) 

a> Ç > b. 

Nous pourrons alors définir co1nplète1nent la situation du systè1ne 
en nous donnant les trois variables Ç, y

1 
et y2 , et la représenter par un 

point P dont les coordonnces rectangulaires seront: 

Z = siny2 (cÇ + d) 

avec les conditions: 

c > o , ca + d < 1 , cb + d > o. 

On voit alors, co1nme dans le cas précédent, yu'à toute situation du 
système correspond u11 point de l'espace et un seul com1>ris entre les deux 
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tores (4), et réciproquen1ent, qu'à tout point co1npris entre ces deux tores 
ne peut correspondre plus d'une situation du S)·stè1ne. 

Il peut se faire que pour x1 =a, (ou plus généralement pour Ç= a) 
la situation du système reste la 111ê1ne quelle que soit la valeur attribuée 
à Y~· Nous en verrons dans la suite clcs excu11:>lcf<. C'est ainsi qu'en 
coordonnées polaires, il faut en général pour définir la position d'un point 
se do11ner les deux coordonnées p et w, rnais que si on suppose p = o, 
on rctrot1vc toujours le mê1nc point., à savoir le l)Ôle, quel que soit w. 

Dans ce cas on choisira les constantes c et d de telle façon que 

ca + d =o. 

Le second des deux tores (4) se réduit alors à un cercle: 

z = o, X 2 + Y2 = I. 

En chacun des points de ce cercle y
2 

est indéter1niné; inais uéanmoins, 
co1111ne pour Ç = a· 1a sitt1ation du systè1ne ne dépend pas <le y

2
, à. chac1ue 

i)oint du cercle correspond une situation du :::ystè1ne et une seule. 
On peut dire alors qu'~i toute situatio11 du systè111e correspond un 

point de l'espace intérieur au pre1nier des deux tores (4) et que réci­
proque1nent, à un point intérieur de cc tore 11c peut correspondre qu'u11e 
i:cule situation du systè111e. 

J'envisagerai encore un autre cas. 

l1naginons qu'e11 vertu des inégiilités (3), Ç pui8::;c l>rcndrc toutes les 
valeur::; positives, de telle sorte que: 

a= o, b = +OO. 
Su1)posons que pour Ç = o lu. · situation <lu :-:ystè111e i1c dépende pas 

de y2 et que l)Our · Ç = oo, cette :;ituatio11 11c dépende pas de y
1

• 

Nous pourrons alors représenter la situation pur un point dont les 
coordonnées rectangulaires seront: 

• 

Z ... 
= ç-s111y~. 

1) .. ·1 . ( 1 . ) our ç = o i vient que que soit y
2 

Y= :;iny 
1 ' 

z = o. 
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I.ie point représcnt.::itif se trouve sur le cercle 

x2 + y2 = i, Z=o 

et 8tL positio11 ne dépcncl pas de y2 ; cela n'a pas <l'inconvénient puisque 
pat• hypothèse la situation du S)'Stè1nc pour e = 0 ne dépend pas non 
plus de y2 : 

Pour e = oo, on trouve pourvu (lUC cosy2 soit négatif: 

X= Y= o, 

I.,c l)Oint représentatif se trouve alors sur l'axe des Z et sa positio11 ne 
dépend pas de y

1
, mais pour E = oo, la situation du systè1uc ne dépend 

l)as 1100 l)lus de y
1

• 

I.,c mode de représentation adopté est donc légit.in1e. 
Cc qui précède a besoin d'étre a1)puyé de tiuclques cxcn1ples. Je 

11' en t1·aiterai ici que trois. 

Le premier de ces exe1nples est le plus i1nportant parce que c'est 
un cas particulier du problè1ne des trois corps. Irnaginons deux corps, 
le prernier <le grande masse, le second de 1nassc finie, n1ais très petite 

et supposons que ces deux corps décrivent autour de leur centre de 
gravité com1nun une circonférence d'un mouvernent uniforme. Considérons 

ensuite un troisième corps de 111asse infiniment petite, de façon que son 
1nouvcme11t soit troublé par l'attraction des deux premiers corps, 1nais 

qu'il ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux pre1nicrs corps. Bornons­
nous de plus au cas où ce troisiè1ne corps se 1ncut dans le plan des 
deux circonférences décrites l)ar les deux prc1nières 1nasses. 

'fel est le cas d'u11e petite planète se mouva11t sous l'influence du 

Soleil et de Jupiter quand on néglige l'excentricité de Jupiter et l'incli-
11a.iso11 des orbites. 

'l'el est encore le cas de la lune se mouva11t sous l'inflt1c11cc du Soleil 
et de la Tct·re quand on néglige l'excentricité de l'orbite terrestre et l'in­
clinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique. 

Nous définirons la position du troisièn1e corps par ses éléments 
osculateurs à un instant donné et 11ous écrirons les équations du 1nouve-
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1ucnt en adoptant les nota.tions de ~l. 1'1ssEHA~D dans sa Note des Con1p· 
tes Re11dus du 31 janvier 1887 

dl dR - =- - , clt <l f, 
(s) 

dG cll1' 
dt = <l!J ' 

d y clll -= - - · clt d(} 

Je désigne par a, e et ti le g1·and axe osculateur, l'exce11tricité et le 
inoycn 1nouve1nent de la troisiè1ne ir1asse; j'appelle l l'ano1ualie i11oyennc 
de cette troisiè1ne masse et g la longitude de son périhélie. 

Je pose ensuite : 

L = Ja,, G = a(I - c')· 

Je choisis les unités de telle façon que la constante de GAuss soit égale 
à 1, que le 1noyen 1nouvement de la seconde i11asse soit égal à 1 et que 
la. longitude de cette seconde 1nasse soit égale i~ t. 

Dans ces conditions, l'angle sous lequel la distance des deux der­
nières masses est vt1e de la pre1nière ne diffère de l + g - t que par une 
fonction périodique de l de période 27r. 

La fonction R est la fonctio11 perturbatrice ordinaire aug1nentée de 
I I 

-= -
2a 2!;'' · 

Cette fonction ne dépend que de L, de G, de let del+ g- t; 

car la distance de la seconde 1nasse à la l're1nière est constante et la 
distance de la troisième .à la pren1ière 11e dépend que de L , G et l. 
Cette fonctior1 est d'ailleurs périodique <le l)ériode 2;r tant pur rap1)ort à 
l que par rapport à l + g - t. 

On conclut de là que l'on a: 

et que les équations (s) admettent co1n1ne intégrale: 

R + G = const. 

Nous allons chercher à ra1nener les équations (S) à la for1ne des 
équations ( 1 ) . l'our cela r1ous n'avons qu'il, poser: 
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:r 2 = L, 

Y2 = l, 

et les équations (S) reprennent la forme: 

(1) 
dy1 <lli' 
=--· 

dt drr1 

l_,a fonction F dépend d'un para1nètre très peti t µ q ni est. la rnasse du 
second corpi=: et nous pouvons écrire: 

F est périodiqlle par rapport à y
1 

et y
2 

qui sont des variables angulaires, 
tandis que x

1 
et x2 sont des ' 'ariables linéaires. Si l'on fait µ = o, F 

se réduit à F0 et: 

1 1 
F= - +G=x+ 0 2a 1 2.r: 

ne dépend plus que des variables linéaires. 1 

Il rés11lte de la définition mê1ne de J, et de G en fonctions de a et 
e q uc l'on doit avoir: 

L 2 > G2 ou 

cc qui 1nontre que x
1 

pet1t varier depuis - x2 jnsq11'it + x2 • 

Si l'on suppose x
1 

= + x
2

, l'excentricité est nulle; il en résulte que 
la fonction perturbatrice et la situation d n système ne dépendent plus 
qne de ln, différence de longitude des deux petites masses, c'est a dire de: 

l + g - t = Y1 + Y2· 

1 II est aisé de voir que le hessien do F 0 par rapport à :t1 et à :t1 est identiquc-

1nent nul. Il semble donc que les conclusions du § 3 (chapitre III, l ère partie) ne soient 

plus applicables. li n'en est rien pourtant, parce qu' on peut remplacer F par une fonc· 

tion :irbitraire sc(F) de telle sorte que le hessien ùc sc(F0 ) ne soit pas nul. Cela revient 

à changer l'unité do temps de façon que cette unité dépende de la constante 0 des forces 
. 

vives. 
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On en déduit: 
dF dF 

d'où: 

(6) 
rl(a·, - a-~) 

dt - = o, 

d'où l'on conclurait (puisque la. va.leur initiale de a\ - x2 est supposée 
n11lle) que x1 doit rester consta111rnent égal it x2 ; rnais ce 11'est là. pot1r 
les équations ( 1) qu'ur1e solution singulière qui doit être rejetée. En cc 

qni concerne les solutions ))pnrticu lièrcS>) qne nous devonR conserver, 
l'équntion (6) signifie simplement que qunnd 'x1 - x

2 
atteint la. valeur o, 

cette valeur est un maxim111n, ce qui est d'aille11rs une co11séquence de 
l'inégalité xi > xi. 

Si 11ous supposons maintenant x2 = - ~"i, l'excentricité sera. encore 
nulle, inais le mouvement sera rétrograde (il l'est. toutes les fois que x

1
· 

et x2 ne sont pas de même signe); alors F et la. situation d11 système ne 
dépendent plus que de l'angle: 

- l + fJ - t -= ?11 - Y2, 

ce q11i donne: 
dF dP - +-=o. 
dy 1 dy'J 

.Je vais rnaintenant traiter la. q11estio11 suivante: 
'l'ronv0r nnc variable e telle que si ~l'i ' X2 ' Yi ' Y2 satisfont aux éga­

lités Pt inégalités (2) et (3) (qui dans le cas qui noni;; occnpe se réduisent fi, 

F = 0, .r; > xi) 

ces qnat.re quantités pe11,·cnt s'exprimer en fonctions 11nifor1ncs de Ç,y
1 

et y
2

• 

,Te traiterai d'abord ln question dans le <'HS où /J. = o et où 

1 
F=F = - +x. o 2x; ' 

EnYisageons un plan et d:1ns cc l>la11 nn point dont les coordonnées 
sont: 
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Alors les égalités et inégalités (2) et (3) s'écriYcnt: 

I 
X+ 217, = o, 

Constrn isons la courbe: 
I 

X+ -17 .. = o 2 . 

et les deux droites: 
X+ c = :+- J'. 

Ces droites et cette courbe pcuYent êtrC' 
rentes, représe11tées pnr les :figtrres 4 et 5. 

Fig. 4. 
y 

E 

D 

c 
A 0 X 

<lnns deux si tuations <lifl'é-

Fig. 5. 

CY 

X 

Chacune des deux figures devrait se composer de deux inoitiés s3·· 
métriques par rapport à. l'axe des x , mais nous n'avons représenté que 
ln. 1noitié qui est au-dessus de cet axe. Dans le cas de la figure 4, la, 
courbe 110us offre deux arcs utiles BO et DE pcndèl.nt que les arcs AB 
et CD doivent être rejetés à cause de l'inégalité Y2 > (X+ c) 2

• Dans 
le cas de la figure 5, il n'y a qu'un arc utile BO et l'arc AB doit 

être rejeté . 
I~e IJnssage de la figure 4 ii. la figure S se fait quand la droite GD 

devenant tangente à la courbe, les deux points 0 et D se confondent. 
Cela a lieu pot1r: 

3 0 =-, 
2 

I 
X=--, 

2 
}"' = I. 

No11s nous snpposcrons dans cc qni ya s11i,·rc plnrés dnns le cas <le 
Arta 111atht matica. 13. Imprimé le lC geplembre 1889. 14 
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la figure 4 et nous envisagerons seulen1ent l'arc utile BC; c'est en effet 
le cas le plus intéress..'l.nt au point de vue des applications. 

Posons: 

on voit que Ç s'annule au point C et devient infini au point B et que 
quand on parcourt l'arc BO depuis C jusqtt'en B, on voit Ç croître 
co11sta1nment depuis o jusqu'à + oo. Si donc on se clonne Ç, le point 
correspondant de l 'arc BC sera entièrerr1ent déterrniné, ce qui revient à 
dire que xI et x

2 
sont fonctions uniformes de Ç. 

Qu'arrivera-t-il maintenant si µ n'est plus nul, mais seulement très 
petit? 

Faisons encore 

et VO)·ons si en tenant compte des relations 

(7) F = C, ç > o, 1 x2 > o, 

1\ et x2 seront encore fonctions uniformes de Ç, de y1 et de y2 • Pour 
qu'il cessât d'en être ainsi, il faudrait que le déterminant fonctionnel: 

3(~ I I!') 
3 (:r, , w~) 

s'nnnulàt pour un système de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or 

cela n'arrivera i)as si µ est assez petit et si 0 est assez différent <le ~. 
2 

Dans la plupart des applications, ces conditions seront r emplies; 
nous l)ourrons donc prendre Ç com111e variable indépendante; cette ,.~t­

riable sera esse11tielle1nent positive et xI et x
2 

seront fonctions unifor1neR 
de Ç, y1 et y2 • 

1 On voit aisément pourquoi j'écris cette dernière rcl:iLion; l':irc BO comme on )!) 

voit sur la figure est tout entier au-dessus de l'axe des X, cc qui cotr:iînc l'inégalité 
a·, > o; il est clair que cette inégalité subsistera encore pour les valeurs suffisamment 
petites de µ. 
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1'outcfois l)Our trouver le 1node de représentation géo1nétrique le 
})lus convenable, il faut encore faire un cl1angc111ent de variables. Posons: 

• 

. 
1\1>rès cc change111ent de variables, les équatio11s conserveront. la 

forn1c canonique: 
da:; dli' 
- = - , 
dt dy~ 

d!f; cl/1' 
-= - ' clt ctx; 

d,j;~ cl}I' 
-=-, 
dt cly; 

• 

cly~ cl li1 

-= - - · 
clt d.1:~ 

On voit c1ue y; et y; sont encore des variables angulaires; quand 
en effet y; ou y; aug1nente d'un 1nultiple 2r., y

1 
et y~ augrncntent aussi 

d'un i11ultiple de 2i: et par conséquent la situation du systè1nc ne 

change pas. 
nlais il y a plus; quand on cl1ange si1nultanérnent 

et y; + 7r, y2 ne change pas et y1 augmente <le 2r.. 
S)'Stè1ne 11e change donc pas. 

y; et y; en y; + 7r 

J_,a situation du 

Cela posé nous représenterons la situation <lu systè1ne par le point 
de l'espace qui a pour coordonnées rectangulairc1:1: 

X = cos y~ e~ cos y·,, Z e:. • ' = ... s1ny2. 

l)our Ç = o la situatio11 du systè1ne ne dépend i)as de y; et il en est de 
1nè111c du 1>oint représentatif qui est alors sur le cercle 

x2 + y2 = r, z = o. 

Pour e = oo, la situation du système ne dépend l)aS de y; et il en 
est de 1nên1e du point représentatif qui est alors sur l'axe des Z si cosy; 

est. négatif et à l'infini si cosy; est positif. 
A chaque point de l'espace correspond donc une situation du S)'S· 

tème et une seule; réciproquement, à chaque situation du systè1ne corres­

pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et e11 effet aux deu..'C 

::>y:;tè1nes de valeurs (x; , x~ , y; , y~) et (x; , x; , y; + rr , y~ + rr) corres-
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i>on<leut deux points différents de l'capace, 111ais une seule situation du 
\ 

systcn1e. 

I~cs équations (1) adtncttcnt les invariants intégraux: 
• 

et 

Si nous transformons cet i11varinnt par l es règles exposées dans le 
§ 3 ( 1 '"

0 partie, chapitre II) i1ous verrons que : 

'i d~ l Id I :1:1 ÇI ?/1 y, 
I dF I dlt1 

J:I d I + ."(j d I 
~. 2', ( 

, cl 11' • cll<') ,. (X2 ,r, -l I + a-, l -; Ç + 
C X 1 C .t, Y') 

est encore un invariant intégral. 

Co1n1ne Ç est essentiellc1nent positif, la <1uantité sous le signe J est 
de 111è1nc signe que: 

d Jtl 
X . 

~ d.i; • 

Or }Jour /J. = o, on t rouve: 

clF tll1' 1 
X - +X - = i: -- . 

l cl.i;1 ~ <l.v, . i .c~ 

Si 11ous nous supposo11s placés dans le cas <le la figure 4 et sur l 'are 
BU, nous devons supposer: 

·~ .. 
Xj < X2 , 0 < .t~ < 1 , 

(}'oit 1'011 tire: 

Ainsi 

I 
x. - --:; = 

.e~ 
3x1 - 20 > 3.r1 - 2 . ~ -= 3 (.r1 - r) < o. -

dZ,1 dJ1l 
x1 d- + x~ -l est toujours négatif c1uan<l /J. est nul. z, (; J:, 

I l en 
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sera encore de u1è1nc qua11d µ cessera d'être nul, i>ourvu c1uc G soit a::;sez 

d ifl'ércut cle 3 . 
2 

Dans ces conditions l 'intégrale: 

~ex· Y'') ( . dl1
1 

I ctJ1') 
<, + • - ,!)l -l I - :t;~ l Î 

' ,t;l ( .t:~ 

est u11 invaria11t positif. 
J>our /J. = o, les équations (S) s'intègrent. aisé1ncnt co111111e ou le sait 

et 011 trouve: 

L = const., G = const., g = const., l = 11t + const. 

I,cs solutio11s ainsi obtenues so11t représentées dans le inode de re1)ré­
se11tation géon1étriqt1e adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires 
sont fer1nées toutes les fois que le 1noye11 1nouvc111cnt 1i est un 1101nbre 
co1n1nensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont 
i>our équation générale 

~ = coust. 

et <1 ui sont par couséq ueut des surfaces de révul ulio11 fer111éc::; analogues 
h des tores. 

Nous verrons dans la suite co1nn1eut ces résultats sont inodifiés quand 
fJ. n'est plus nul. 

Co1n1ne second exernple, je reprends l'él1uatio11 dont j'ai <léjtt 1>arlé 
ii la fin du § 3 ( I ère l)artic, chapitre III) 

R étant une fonction de p et de t, holon1orphe par rapport à. p et 
s'aunulant avec p et périodique par rap1>ort ii t. Cette é(1uation peut 
s'écrire e11 re1)rena11t les notations du parngra.1>hc cité: 

<1p dF' =-, 
clt d<T 

d<T clF -=--, 
dt dp 

ilÇ <ll11 

- = ' dt cl7J 
<l7J _ clF ----· clt dÇ 
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avec: 
dp 
- =a, dt 

<1
2 11'p' 1np' J 

F = 
2 

+ 
2 

+ 
4 

- /J. R (p , Ç) clp + YJ 

t>osons: 

I~es éc1 uations conservero11t la for1nc ca11011iquc des équations de la dyna­
J11ique et la fo11ction l!' dépendra de deux variables linéaires x

1 
et Y/ de 

deux varial>les angulaires y
1 

et. Ç. 

On voit aisén1ent tl ue q unnd 011 se do11uc lu. constante des forces 
vives G, Ji1 , y 1 et Ç, lu. quatriè1nc varÎ<tLlc r; est cutièrc1ue11t déter111inée; 
on a. en effet: 

YJ = G- 11.r, 
ni ., . ~ 

- - •. rj Slll !Ji 
1t. 

+ 11. f R(p, Ç)<lp. 

t>ou1· .r1 -= o, la :;ituatio11 du systè1nc 11e dépend pas de y
1

• ~ot1s 

pouvons clone adopter })Our re1)réscnter cette situation le point dont les 
coordonnées sont: 

X = cos Çë• cos,,, 

A chaque situatio11 du systè1ne correspond ainsi un point cle l'espace 
et inversernent. Il faut excepter les points à l'infini et les points de l'axe 
<les Z qui nous donneraient x, = co et par conséquent u11 résultat illusoire. 

Co1n1ne troisième exernple, envisageons u11 IJOint inobile pesant. se 
1nonvant sur une surface parfaite1nent polie et dans le voisinage d'une 
position d'équilibre stable. 

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan 
<les .ry le })lan tangent qui sera horizo11tal; pour axes des x et des y les 
ttxcs de l'indicatrice de façon que l'équation <le la surface s'écrive: 

a.i;' b11' 
.Z = - + . + /J.<f(X' y), 

2 2 

sc(x, y) étant u11 ense1nble de ter1nes du 3m0 degré au rnoius en x et en 
y et /J. un coëffïcient très petit. 

• 

... 
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Nous n.t1rons alors en appelant x' t't y' les l>rojections de la ,·itesse 
sur les axes des x et des y 

'. , Il :c· ?!' F=-+-+ nz 2 2 •. , ' 

d:r d fî' d11 clF 
=~ , dt cl.t -· = - , 

dt liy' 

Chnngeons de variH.ble en posant: 

J2x, 
x = .. . -=- cosy1 , 

\ ga 

- J2:c2 ~ y - .. -=-CO::-.Y2• 
, 'gb 

d.t' tl 1•1 

-- = -
clt d.i· ' 

lly' (lJ•1 

- - - · ill tly 

I - ... ,- • 

X .,-- J2.1·1 \!JI! SI 11.1/ 1, 

y' = ,12.r~ \ yb sin JI~. 
• 

Les équations différentielles conserveront la for1nr canonique des équH.­
tions de la. dynamique. L'équation des forces vives s'écrit: 

Jgax1 + , g'bx2 + µg<;(x1 , .r2 , y1 , y2) = C, 

<p désignant la n1êrne fonction que plus 11a.ut, 1nais transformée par le 
change1nent de variables. Comrne a"\ et x2 sont essentielle1nent positifs 
(ainsi <l'ailleurs que les coefficients a et b), l'éq ua.tion des forces ''ives 
111ontre que ces deux quantités reste11t toujout·s inférieures à une certaine 
li1nite. D'après la. définition de la fonction <p cette fonction s'annule avec 
x1 et x2 , et il en est encore de 1nê1nc de ses dérivées partielles du 1er 

ordre. Nous en conclurons que µ étant très petit, la fonction /J.<f et ses 
dérivées du r cr ordre ne pourront jarnais dépasser l1ne certaine li1nite 
supérieure très petite. Nous pouvons donc écrire: 

(8) /l t 'P < b. l v-
tl.1.· ~ !/ 

I?aisons -,11nintenant x
2 

= Çx
1

; le rllpport Ç scrn. rsscntiellc111cnt po­
sitif. f,'équation <les forces vives devient: 

(9) 

La. <lrrivée cln pre1nier 1nen1bre <le (9) par rapport ii ~r, s'écrit: 

\'!la + 

\ 

• 
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l~n ''ertu des inégalités (8), cette expression est toujours positÎ\'e, ce qui 
inontre qne l'on peut tirer de l'éqt1ation (9) ~r1 en fo11ction unifor1ne <le 
~, y1 et y2, et par conséquent que la sit11ation dn S)'Stè1nc est corr1plète-
1nent définie par les trois variables y1 , y'J et ~. 

Pour Ç = o la situation ne dépend pas de y
1

, pour Ç = oo elle ne 
dépend pus <le y2 • 

Nous représenterons donc cette situation par le point: 

A chaque point <le l'espace correspondra ainsi une situation du s3•s­
tè1nc et réciproquement. 

r .. es excm1)les q11i précèdent suffiront, je pense, pour faire co1nprendre 
l'i1nportance <ln problème qui va nous occuper dans cc chapitre et la 
façon dont on peut varier les inodes de r<•présentation géométriqt1e. 

-
• 

§ 2. Eq11atiori <.les s111'/ftCC!~ a8y1111>totiql1es. 

l{eprenons nos 
deux linéaires x1 
• • cq nations: 

(1) 

hypothèses ordina.ires, h RnYoir: qne quatre variables, 
et. x

2
, deux angulaires y1 et y2 sont liées pur les 

d:1:, 
dt = 

clF' - , 
rl y, 

cly 1 cl.Ti' -=--, 
dt dx, 

rl11 <7 Ji' 
• 't 

~ =-- . 
dt da~, 

Qne la constante U des forces Yi\·cs étn11t. rc•p:arclér co1n1ne 11r1e des don­
nées de la. q ucstion, ces q na tre yarinl>les sn t.isf ont à l'éq un t.ion: 

dC' telle fnc;on qn'il n')' en fi que trois d'indépcntlnntes. 
Que l'on fi adopté t1n 1nodc de rcpréscn1a.tion géométrique tel qu'à 

toute situation du système eorrespo11d un point représentatif et réci­
proque1nent. 

• 



\ 
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Que F dépend d'un para1nètre très petit /J., de telle façon qu'on 

puisse développer F st1ivant les puissances de /J. et écrire: 

Que F 0 ne dépend que de x1 et x~ et est indépenclnnt de y1 et de y'}. 
Ces conditions sont re1nplies dans le ct1s 1>articnlier dt1 problè1ne des 

trois corps qui nons a servi d' cxe1nplc an I):trngrn 1>he précédent. 
Snppoi:;ons que pour certaines vnlcurs de x

1 
et de x~, i)ar exc1nple 

pour: 
0 

~:! = X~ 

les deux no1n bres 

et 

(que j'appellerai pour abréger 1i1 et 112 ) sont co1n1nensnrables entre eux. 
D'après ce que nous avons vu d:1ns le § 3 (t{oro partie, chapitre 111) 

li. chaque valeur comrnensurable <lu r:11)port "• correspon(l une équation 
11 t 

qui portait le n° 15 diins le paragrnpl1e cité, et it chaque racine de cette 
équntion (15) correspond une solution périodique <les équu.tions (r). 

P ur conséquent les équations (1) ont t1ne i11finité de solutions pério­
diques si /J. est. st1ffïsarnment petit. 

Nous avons vu ensuite dans le § 4 (1~ro partie, c}1apitre II I) qt1e le 
no1r1 bre des racines de l' équatio11 ( r s) est to11jo11rs pair, q uc la 1noitié 
de ces racines correspond à des sol ut.ions l)ério<lic1 ues stn bles et l'autre 
1noitié à des solutions instables. 

Les équations ( 1) 01it donc une itifinilé <le sol1tlions périodiques instables. 

Chacune cle ces solutions l)ériocliqnes sera représentée dans le mode 
de représe11tation adopté par une courbe trnjectoire fer1néc. 

Nons avons ''U au § 5 (1ère partie, chapitre Ill) qnc par chacune 
<les courbes fermées qt1i représentent nne solution périodique instable, 

At111 m1Jthtm11tfra. 13. Imprimé le 19 septembre IRS9. 15 

' 

• 

• 
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passent det1x st1rfaces trnjcctoircs dites asy1111>toliques sur lesquelles sont 
tracées en non1bre infini des trajectoires qui vont en se rapprochant 
asymptotique1nent de la courbe trajectoire fermée. 

I~cs équations (1) nous conduisent donc à 11nc infinité de surfaces 
tl'njectoires ns;1 rnptotiqucs dont je 1ne l)ropose de trou\'cr l'équation. 

\ 'oyons d'abord sous quelle for111c se présente en général J'équntion 
<l'une sul'face trajectoire. Cette é'quntio11 l)Ollrrn. s'écrire 

</J1 et </J
2 

étant deux fonctions cle y1 C't, de !l'l q11i doiyent être cl1oisics 
de telle gortc que 1'011 ait identique1ne11t: 

Ces deux: fonctions </J
1 

et </J
2 

deYront d'ailleurs sntisfnirc à deux 
équations aux dérivées lJartielles: 

(3) 

dF' cl;i; d [11 cl.1· <11'' 
_ _! + 1 + - = o, 
d.r1 <ly, cl.r, cly, dy1 

dF cl;i;t d J 1
1 d.tt d Jt1 

dx
1 

dy
1 
+ d.c, dyt + rl!J, = o. 

Il pourrait d'ailletLrs nous suffire d'envisager la i)remière de ces équa­
tio11s, car on peut en faire disparaitre a.:~, en rernplaçnnt cette variable 
pnr Ra valeur que l'on peut tirer <le (2) en fonctio11 de x1 , de y1 et de y2 • 

Voici co1nment nous procèclerons pour intégrer les équations (3) en 
supposant que x1 et x

2 
sont très voii:;ins <le x~ et de xg, et que le rapport 

~t, est commensurable. 

Nons supposerons que x1 et x2 sont développés selon les puissnnccs 
de ,rµ et nous écrirons: 

(4) 

et. nons chercherons à. <léter1niner les fonction~ x~ de telle fnçon qu'en 

' 
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i:;ubstitunnt dans les équations (3) à la place <le i·
1 

et de x~ leurs valeurs 
(4), ces équa.tions soient satisfaites. 1 

Si dans F nous substituons à la place de x 1 et de x
2 

leurs valeurs 
(4), Jt' dcvie11dra développable suivant les puissances de , /1. et on pourra 
, . 
ecr1ro 

• • • • 

On voit d'ailleurs sans peine ql1e: 

110 = Ji'0 (x~ , x~), 

dlt' llli' 
LI. 1 0 + .1 0 

t = X1 d o X2 -l .o 
X1 l .C~ 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

et i>lui:; généralc1nent: 

/J d , d t d xo 1 .t 2 .o 1 .k- 2 t ut ne epe11 an que e y1 , y2 , 1 , x1 , ••• , xt , X:t, x2 , ••• , 1.2 , e en 
posant ]JOUr n.bréger 

I~a. pre111ière des équations (3) nous donne n.lors, en égalant les puissances 
semblables <le ..jµ, une suite d'équations qui 11ous perrncttront de <létcr-

1t 1 Si .r~ et a~ étaient choisis de telle sorte que le rapport -1 soit incommensurable, 
11, 

on pourrait se contenter de développer z 1 et re, suivant les puissances de /1. (et non de \fl.). 
On arri,·erait ainsi à des séries, qui à. la vérité oc seraient pas convergentes au sens 

géon1étriquc du mot, mais qui comme celles de l\I. LIND:sTJ::D'.l' pourraient rendre des ser­
vices dans ccrtai n:s cas. 
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1nine1· successivement xi , x! , .-i;i , ... , .r~; en effet., si 11ous posons })Our 
abréger: 

[i' k] 
_ cl lf1 <l.c~ + cl f[1 d.i: ~ 
-l"l l"I' c .c 1 c !/ 1 c ·l:v c !J L 

ces équations s'écriront: 

(s) 

d /Ju [o o]+ - o 
' dy l - ' 

d rr, 
( O, I] + [ I , 0] + l = O, 

1 y, 

cl fi~ ( O, 2] + [ I , 1] + [ 2 , 0] + l- = O, 
( y 1 

• • • • • • • • • • • • 

[ 0, k] + [ I , k - 1] + • • • ] [ ] 
cl H1; + [f.: - I , I + k , 0 + l = O. (y, 

Dévclop1>ons d'abor<l la 1>re1nière des équat ions (S); elle s'écrira: 

Cette pre1nière équation sera satisfaite d'elle-1nê1nc, puisqu'on n sup11osé 
plus 11aut que 

x~ = const. 

Dans ces conditions nous n.urons: 

[k' 0] ....:_ o, 

car les dérivées partielles de x~ doivent être nulles. 
Ou a d'autre part: 

[ 0' k] = 

On trouve égale1nent: 

[/, ] Z L ,._1 d.r: ,1 ( ·' 
~ - I ' I = t - .rl cltt - .Il .2 ~ 

• 1 

1 d ... : + .1 - 1 d.I':) ' T t - 1 d.i:: 
l :i, -, - .J.\ .r.. -d ' 
<!f, <!/~ - !/, 

Z" étant une fonction qui ne dépend que de !Ji , !J~ , X~, x: , ... , xf- 2
, 

0 1 t·-2 t :fi x 2 , :r 2 , • • • , x 2 , e en n 

d t-1 ( l L- 1 

[ k _ J __ L 1 .e, _ ,1 :r.' c d'1 
l ' I - X l 1 ~• ~ I 

<~YI ( Y• + 1 ( ·C( - ' T J J.:1 l L-1) d k-1 

.r.1 l ..1.\ X., • 
( !/2 - dy2 
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Quant aux expressions [2, k - 2], [3, k - 3], ... , [k - 2, 2], il est 
clait· qu'elles ne i)euvent dé1)endre que de y 1 , y~, .ti, ..c: , ... , x~-'.l' 
·ro ,,..1 J.t- 2 
"':!)--~2,···1 :t. 

Nous pouvons donc écrire les éqt.tations (5) en 1nctta11t en évidence 
les tct·1ncs qui dé1)endent de xf, de x~, <le .r! 1 ou de x~ 1

, 1na is nous 
devons d'abord observer que ces équations sont sui:;ceptib les d'être mises 
sous une for1ne plus simple. 

Nous pouvons toujours su1>poser en effet que 1t~ = o. Car si cela 
n'avait 1n1s lieu nous poserions: 

<ly1 - cy~, 

a, b, c, <l étant quntre nombres entiers tels c1uc 

ad- be= r. 

A i>rès cc change1nent de variables les équations conservent la for1ne 
• ca no111q ue. 

J,a fonction F qui est périodique de pét·iode 2ï< par rap1)ort à y
1 

et ~t v~, est encore périoclique de période 2;r i>ar ra.pport à y~' et à y;'. 
I.e changerncnt de variables n'a donc l):lS altéré la forn1e <les équations ( 1 ). 

I.cs nornbres n 1 et n2 sont re1nplacés par deux 11ouvea11x nombres 
1t~' et r1;' qui joue11t par rapport uux équations transforrnées le rnême 
rôle que 1i1 et 1i2 i)ar rapport aux équations 1)ri1nitives et l'on a: 

n" -1 -

• 

l\l<tis le rapport de 1i
1 

à 1i2 étaut co1nn1e11surable par hypothèse, il est 

toujours possible de choisir les quatre entiers a, b, c, <l de telle sorte que 

Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer que n~ 
soit nul; c'est ce que nous ferons jusqu 'n i1011Yl'l ord1 e . 

• 
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(6) 

H. Poincaré. 

Gràce à. cette si1nplification les équations (S) peuvent s'écrire: 

[ 
tl ll, 

1 . 1] + l- = o, 
( y 1 

• • • • • • • • • • • 

T d ' d t d t d 0 1 2 t . ,, t-2 " 11e epen an que e y, , y2 c es x, , .t1 , x1 c c. JUSqu a x, . 
On a d'autre part: 

[ ] (L t il,,. 1) tZ.i:: ( 11< 1 "'-T ') cl:i:: 
I , l = - X 1 + 1'.LX2 -1 - .1.r.1. Ji1 + lvX2 -l • 

c Y1 Gy, 

La i)rcmière des équations (6) inontrc que xl ne dé1Jcnd que de y2 • 

On trouverait de même: 

cc qui montre que x~ ne dépend non plus que de v~· 
En tenant compte de cette circonstance, la seconde équation (6) s'écrit 

Il y faut d'ailleurs adjoindre l'équatio11 suivante qu'on obtiendrait de la . . ' inc1ne inan1ere: 

Nous i1ous i)roposerons dans cc qui va sui\'re de déter1niner les 
fonctions X: de telle façon que ce soient des fonctio11s périodiques de y

1
, 

qui ne doivent pas ètre altérées quand, y~ conservant la. tnème valeur, 
y

1 
aug1nentcra de 2;z-. 

• 



Sur le probl~mc des trois corps et les équations de la dynamique. 119 

Nos fonctions pourront n.lors être développées en séries trigonomé­
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y

1
• Nous conYiendrons 

de représenter par la notation 

[U] 

le terrne tout connt1 dans le développc1nent cle ln. fonetion périodique U, 
st1ivnnt les lignes trigono1nétriques de y

1 
et. cle se:::; inultiplcs. Dans ces 

conditions 011 at1ra: 

[
dU j - -o 
d.y, - ' 

et je puis écrire 

[(Mx: + Nx~) dlx!] = o, 
< Yt 

• 

[(il< 1 N: ,)d.i:!I ltl",·-J lctX1 + X2 -{ == { ' <y, <!f, 

Co1n1nc a·: et x~ ne dépendent pas de y 1, je puis écrire plus simplement: 

(7) 
dx' l -=o, 
dy~ 

(Jlx1 + Nr•) <l.r! = [ clli'.J· 
1 2 dy'l _dy,. 

J~a pretnière de ces équations montre que x} 
Qnn.nt li, la seconde, elle est facile à intégrer. 

se réduit à t1ne 
On a en effet: 

cc qui nous donne pour l'intégrale de l'équation (7) 

(8) 

0 1 désignant une constante d'intégrn.tion. 

constante. 

~ln.is si no11s regardons Ja constante des forces vives 0 comme une 
des données de Ja question, nous ne pouvons plus considérer les deux 
constantes x: et 0 1 comme arbitraires. On doit avoir en effet identiqne-
1nc11t 
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011 

11
1 

= o, ][2 - 0 ' • • • 

Oll: 
• • • • 

Ainsi ln. constnnte xl est nnll<', ce qui apporte clc nouvelles si111pli­
fic:it.ions dans nos équations. 

J,.a plus générale des équations (6) s'écrit alors: 

d l; l l·- 1 l k 1 
- :l:t - 711f' 1 ( X1 - 1'T 1 ( .1·, + T - 0 

1i1 d 1r1X2 ·' ..1.\ .r., l " -Yi v!f1 - < !12 

Otl bien: 

(9) d.i:~· + 1'T 1 d.r~·- t 
111 -d .l\.(~ l 

Yi - < !12 

J, d' d t d n 1 t !l n .1 t - 2 t , ne epen an que e y1 • y2 , :l·1 , :r, , ... , a·, , x2 , :l 2 , ••• , x~ e 
l 1 <l.r 1 

dy1 
• 

Not1s avons obtenu l'équation (9) en partant des éqnntions (6) et 
les éqt1ations (6) elles-1nê1nes sont cles transforuiations de la première 
éq nation (3). En opérant de rnê1ne sur la seconde éqt1ation (3) nous 
aurions trouvé: 

(9') 
l , ( l k - 1 l ') 

M: t_1 ta:2+N .1 1x2 + ,1o. 1 < .. r2 - J'' 
1 X t l :l., l X.. l - i' c !l 2 • ( !/ 2 • { !12 

} r1 d' J t d n 1 .1 -~ o 1 l·- 2 t " ne epcnnan que e v1 , y2 , x, , x 1 , ••• , 0.1 , x 2 , x 2 , • • • , x 2 e 
l k - 1 

C X2 

dy, 
• 

Nous allons chercher à déterminer pn.1· récurrence les fonctions x: et 
à cet effet, voici co1n1nent nous procèderons. Supposons qu'on ait dé­
tcr1niné par 11n calcul préa,lable, d'une 1>art: 

d'une 1nnnière cornplète et d'nntrr pnrt: 

et 

' 
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it une fonction ~1rbitraire i)rès de !/~· Nous pourron~ alors rcgar<ler 
tlx~ 1 cl.i:~- I 

- - et par conséquent Y.1: et Jr; co1n1nc cles fonctions connt1es de tly, ' cly, 

?/1 rt dr JI~; les éq11ations (9) et (9') nons <lonnrront don<", si nous ,·oulons 
q ne x~· rt ~ soient des fonctions périocl iq ncs de .1/ 

1 
: 

J.T 1 ( X1 _ 
[ 

l .1:-1 J 
.J.VXz - rly2 - . 

rt • 

(Io') 

Ces éq uat.ions ( i o) et ( r o') déter1nineraient co1nplète1nent les fonctions 
xf 1 et x~-1 que nous ne connaissions encore qu'à une fonction arbitraire 
près de .112 ; 1nais il y a intérêt à rein placer l'équation ( ro) par une antre 
équivalente 1nais }Jlus si1nple, qu'on obtient de la faç·on sni\'antc: 

Nous avons \'U plus ha.11t que l'on doit nvoir: 

• ll1 = II~ = ... - JI, 1 - o . 

Considérons l'équation Ffi. 1 = o ; C" ]}0 j)Cllt s'érrirt•: 

1·-1 1:v ti1x 1 = 17,. 1 , 
• 

o: 1 ne c1épc11dant q ne de y, , y2 , x~ , x~ , ... , ~·~· 2 
, :r·~ , x~ , ... , x;- 2

• 

]~n vcrttt <le cette équation ( 1 1) la fonction x: 1 !><'lit ètrc regardée 
con1Jne cntièrc>1nent déter1ninée . 

. l 'écri rn i a.lors 1' éq11a.tion ( 1 o') soufl la for1ne: 

( 1 2) 

T,c· second rne111 bre de ( r 2) est une fonction <'ntiè•rc•111rnt <'onn ne de y
2 

et 
je pourrai la représenter par la notation: 

Art11 mnl/.,mnlfra. ·1:1. Tmprim~ le I~ Rrptrmbrr I RR!\. 16 • 
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Si 1 étnnt une fonction entièren1c11t COllllllC de !/~· J,'équation (I 2) llOUS 

<lonnera a lors: 

C, 1 clésignant une constante d'intégration que nou:> choisirons d'une 1na-

11 ièrr n.rbi trai rc. LTne fois cette constnntc choisie, [ x~-1] sera entièreinent 
<létcrminé. 

C . ' 1 f . cla.:~·-1 [ 1 '] 1 1 1 onnr:ussant a a ois -,:- et x~- nons pourrons rega r< er x;-
ny2 

co1n1ne co1nplèternent connu. 

Ayant choisi x~-1 et x~-1 de façon il satisfaire aux équations (ro) 
.t k 

et ( r o'), les équations ( 9) et ( 9') nous donneront ddœi et d;c2 sous ln. for1ne 
Yi dy1 

<le séries trigono1nétriques en y
1

, n'ayant pag de ter1nc tout connu. Elleg 

nous feront clo11c connaitre x~ et :r~ à une fonction arbitraire près de Yz• 
cle sorte qu'on peut reco1nn1encer ln 1nên1e opération sur les équations 

analogues à (9) et à (9') 1nais correspondnnt à ltne valeur de k plus éléYée 

d'une ltnité, et ainsi de s~1ite. 

On pourra donc par la méthode que je viens d'exposer calculer par 

récurrence x~ et x~ , ~·~ et xi , ... , x~ et .r; , .. . ; 1nais il reste plusieurs 
J)OÎnts à discuter: 

i
0

• Dans quels cas les séries ainsi obtenues sont-elles convergentes? 

2°. Co1n1nent faut-il choisir les co11stnntes 01 , 0 2 , ••• , c"_ 1 , ••• ? 

3°. Quelles sont les propriétés des fonctions dé finies par les séries 

qui précèdent? 

C'0st h, cette discussion qnc non~ consacrerons les l)arngrriphes suivants. 

§ 3. Co11str1t1·tio11 <les s111'j(cre.~ f1sy1J11>totiq11 e.-;. 

(Première approxima t.ion.) 

Xons nous contenterons clans ce paragraphe d'écrire et de discuter 

l0s <;quations cl<' nos surfaces trnjc0toircs <'ll négligeant lei: trr1ne;:. en µ 
C't 110 tenn,nt co1npte qne des tC'r1nes r n , /,. 

• 
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Xous supposerons donc que .r, et .r~ :;ont définis eu fonction de y
1 

et de y2 pat· les équations suivantes: 

0 - l Il 
•>' - .. + I X - X .vl - .v, \/1. t - ' l• 

I rapr~s celn, X1 serait une constante et .v~ une fo11ctio11 de !J
2 

seulcn1ent, 
i11<lépcncla11tc clc //1 • 

J{evcno11s ;,, notre prernier cxc111ple d11 § 1. Cc que 11ous dirons 
s'appliquerait. égale111e11t aux deux autres cxe111plcs, 1nais c'est sur le 
i)rc111icr que je veux insister parce que c'est 1111 cas i>articulicr du pro­
l>lèrne des trois corps. 

Nous avons vu que l'on pouvait représenter la situation du S)•stè1nc 
par le IJoiut P qui <1 pour coordonnée:-. rectangulaires: 

' ou 

.. .~·* -- .1·1 !J - G 
<; = -=-... , + .1·. 11 + c: 

Y1 = g- t, 

Nous avions observé de i)lus que les variables 

for111c11t avec y; et y; un :<ystè1ne de variii bics c•u.11011iq ut:s. 

' - ,. 
'"~ 

, ' .t: 1 

Nous i>ouvons donc regarder Ç, y; et y~ co1nll1e 1111 systè111c parti­
culi(;t· de coordonuées définissant Ja, position clu poi11t J> dn11s l'espace, 
de scn·tc que toute relation entre Ç, y; , y~ c~t l'équation d'une surface. 

:\lais pot1r atnener les équations à, la. for111c <1uc nous lenr avions 
do1111éc dans le paragrapl1e précédent, nous avous dù. faire un autre 
cha11ge111cnt de Yariables. 

Xou~ aY011s posé dans cc paragra1)he: 

.,.,, + bx .• , = a.-i;, 2, cy~, 

• 
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II. l'oiucar~. 

c11 choisissant les no111brcs entiers a, b, c, <l <le fas·uu it a1111ulcr le 11u111bre 
l ' ,, que nous avons appc e 11 2 • 

Après ce cha11ge1nent de Yariables, 11ous avons suppri111é les acce11t1' 
clcYcnus inutiles et nous avons restitué l<: no1n de .i·

1
, x

2
, y

1
, y

2 
ii nos 

uouvclles variables indépeudantes x~' , x;', ,11;' et y;'. 
En conséquence, les vnrinbles que Bous avons appelées x

1
, x

2
, y

1 
et 

//2 dans tout le calcul qui re1nplit le § 2, et auxquelles 1ious conserverons 
llé8or111ai8 ce 1io11t, ne sont pas les 1nê1nc:-; que celles que 11ous avions 
désignées par les rnèn1cs lettres dans le pre1nicr exe1nple du § r, c'est 
i~ dire G, L , fl - t et l. 

Il est clair que notre nouvel y
1 

et notre 11ouvel y~ sont des fouc­
tions linéaires de: 

y~ = ~ (fl - t + l) et <le !/~ = ~ (g - t - l) -
et q uc le rapport clu nou,·cl .c'l au nou ,·cl .r

1 
est une fonction linéaire 

et fractionnaire de Ç. 

Nous devons conclure de là c1ue l'on peut définir con11>lète1nent la. 
position du })Oint P dans l'espace par le nouvel !J

1
, le nouYcl y

2 
et le 

rtipport du nouvel x2 au nouvel x1 tlc telle fas·on que toute relation 

entre !J !J et :ri est l'équation <l'une surfucc. 
1 ' 2 ;l;l 

Que cc système particulier de coordo1111écs est tel que 1'011 peut 
aug111cnter y1 ou Yi <l'un 1nultiple de 27' snnH <1uc le !)Oint ]:> cl1angc. 

l)ans ces conditio'l1s, il est clair <1ue l'é<1uatio11 exacte de nos surfaces 
trajectoires sera: 

.1;2 .r~ + a:! vil. + .-i:;/l. + .. . 
,lJl a;~ + .I': vil. + .I)~ (1. + .. . 

et <1uc l'équatio11 a1)proxi111ativc, en négligcaut les tcrn1ci; cil 11 sera: 

( 1 ) 

.N'ous nous proposons tout d'abord cle construire les surfaces repré­
sentées })Hl' cette éql1ation approxi1nntive ( 1 ). 

• 

• 
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Ob~crvons d'abord que y1 = o c=-t l'éc1uatio11 tl'u11c ccrtaiue surf~1ce 
S et <1 uc la portion de cette surface qui nous ~cr<t utile e:::,t une portion 
de surface sans contact. 

Eu cfl"et il suffît de 1nontrer c1uc 1'011 a: 

()t· il eu c~t évideuuucut ainsi, car oi 1'011 poi:;e 

• • • 

il vie1Jt: 
dv dV db' 
~ = 1l -/.J. 1 

- /L~~ + 
dt 1 da;, d.c, • • • • 

• 

Le para 111ètrc /J. étnn t très . <l 11, 
Petit · 

' dt 
est de 111è111e signe que 1i

1 
et 

1i1 est uue constaute qui est toujours de 111è1ne signe. 
d11 

l)onc clt 1 est toujours de 1nèu1c signe et uc peut s'a1111uler. 

C. Q. li'. f). 

l.1<L positiuu <l'un i>oint P sur la surface ~'> ser<t <léfinic i>a1· les deux 

<l ' .i.:. ' <l l ' \ f . autres coor onnees y
2 

et --!. ; cc S)'Stc111c c coort onHees est tout a u1t .c, 
analogue aux coor<lon11ée:; i)olaires, c'est it dire lJUC les courbes: 

• 
.t 
....! = coust . 
.u • 

sont clcs courbes fcrn1écs conccntriqu<'i:i et que le point 1' 11e cha11gc })<18 

<1ua11d l'autre coordonuée y
2 

uug111entc de 2;r. 

ltc1)renon:i les surfaces définies pn r l' équation ( 1) et étudions leurs 
intersections avec la. portion de surface S qui a pour éc1uation y

1 
= o . 

• Je rc1narque d'abord que µ étant très petit, ces iutersectious diffè-

rcro11t fort peu 

~lais pour 
section, il faut 

.e 
des courbes --! = const. 

.c, 
étudier plus co1n1)lètc1nc11t la for111e de ccg courbes d'intcr­
d'abord rechercher quelles sont les pro1>riétés de la fonction 

• 
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lteveuon~ aux 11otatio11:; du § 3 ( 1 •·ro part il', cita pitre III). Dans cc 
pal'agraphe nous avons posé: 

.r1 et h étant des fonctions de .t~, .t~, .~::: ; co1111ne uous i1'avo11s plus ici 
(1uc deux degrés <le liberté, j'écl'irai si1nplc1nc11t: 

Eu faisant ensui te: 

nous trouvions: 
Ji'

1 
L .. J sin lù . 

• 

• Je posais ensuite: 

h~t so1111nation indiquée pnr le signe S s'étendant 1t tous les tcr111cs tels que: 

<l' • Olt 

J)ans le cas qui nous occu1)e, 1t2 est uul; la couclitiou 1n
1

n
1
+11i21i't=o 

se réduit à ·11i
1 

= o et on a !J2 = w2 ; il vient clone: 

<P = SA sin (1n2w2 + h) = SA sin (11i2y2 + h). 

I>'après la définition de [11'1 ], il sullït pour obtenir cette t1uu11tité 
de suppri111cr dans l'expressior1 cle 11'1 tous les ter111cs oi1 111 1 11'est J>::ts 11ul; 
il vic11t donc: 

Aiusi la fouction que nous appclon::; ici [11'
1

] est la 111è111c que 11ous 
désignions par tp dans la 1"r0 partie. 

[ J-1'1 ] est par conséquent une fonctio11 périocliq ue de y2 et cette fonc­
tion est finie; elle doit donc passer au moins })tll' un n1uxirnurn et par 

• • un 1111n11num. 
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~ou:> su pposero11s pour fixer les idées que [ 11'
1

] YH rie de lu fnço11 
sniYante quand y2 varie depuis o jus<!u'à 21.. 

l)ot1r y = o [F1 ] passe par t1n maxin1u1n égnl à çc
1

• 

Pour .1/ = '1/1 [FI] passe par un 1nini1nu1n rgnl il r2' 
J>our ?/='f/2 [F1 ] passe par un 1naxi1nnrn égal h r :i · 
J>our y = 'f/2 [F1 ] passe par un inini rnu1n égal IL !0

4
• 

J>our y= 2;r [F1 ] reprend la valeur $Ci· 

$01 >$Ca> $02 > $04· 

Ces hypothèses peuvent être re1)résC'nt(~cs 1>nr ln. C'onrbe snivnnte 
clont l'allscisse est y2 e.t l'ordonnée [Ji>1]: 

Fig. 6. 

WJI 
' ' ' ' ' ' ' 1 
1 
1 

' 
'P· :tp t 

• 
' 'P~ ' 1 ' :'f>s ' :'P·l 
' ' ' ' ' • 2 Jt, 

0 
:Tl l ,TJ% :113 ?!, 

J\ yn nt ninsi fixé les idées, je puis const ruire lC's courbes 

Y1 = o, ~ = œ~ + ~ v ~ ([11' ] + c ) . a: a;O a:o N J 1 
1 1 1 

Nous verrons que selon la valeur <le la co11stante cl'i11tégration C
1

, ceR 
courbes affecteront des formes différentes. 

l)ans ln. figt1re (7), j'ai représenté par un trait plein les 

deux courbes cl = - ~4 et cl = - $02; ces clcux courbes ont chncune 
nn l)OÎnt clou blc dont les coordonnées sont respectivc1nent: 

• 

0 :r .• 
~ - 7' ' 
of 1 ' ' l 

.11~ = 'f/3 

J/'l - YJ1. 
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. J'ai représenté 1>ar u11 trait pointillé ------- le::; <lcux bra11c:lies 
d'une courbe correspondant h une valeur de 0 1 > - SC

4 
• 

. J'ai représenté par le trait 1nixte _ .. _ .. _ .. _ .. une courhe corres-

1>onclant à, une valeur de ri con1prise entre - r2 l't - r.i· 
.T'ai représenté pur le trait. ponctué ......... les deux brnnches d'une 

courbe correspondant à une vnleur de 0 1 corn prise entre -s.o~ et - SC:i· 
P our 0 1 = - 9'a l'une de .ces deux branches se réduit à un point 

" ' l fi A a:, a:~ représente Slll' a, gure en , :;- =;:;; , Y~ = YJ2 ; 
'VI ''°'l 

l'a11t.rc ·hra nche est 

r<'JH't•srntéC' snr ln. figure par le trait x x x x x x. 

Fig. 7. 
• 

, 

-. ---

}Jo11r 0 1 con1 pris entre - SC':i et - r 1, cette seconde hra nche subsiste 
seul<'; pour 0 1 = - r1 • elle se rédnit h son tonr h 1111 point représenté 
e11 R snr l ~i figure et n.yant })Otlr coordon11éC's: 

0 a:, a:, 
a: = a:"' 

1 1 

Enfin pour 0 1 < - Soi• la courbe devient tonte t'ntière itnaginn ire. 
I,es surfaces défi.nies par l'équation ( 1) ont 11ne for1ne générale qu'il 

est aisé de déduire de celle des courbes que nous venons de constru ire. 
Considérons en effet une quelconque de ces courb<'s et l)ar tons ses 

points faiRons passer une des lignes dont l'équntion générale <'P.t: 
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J}ensemble des lignes ainsi construites constituer~~ une surface fermée 
qui sera précisé1nent l'une des surfaces définies par l'équation ( I ). 

On voit par là que ces surfaces seront en géneral des surfaces fer-
1nées trjple1nent conuexes (c'est à dire ayant 1nê1nes connexions que le tore). 

l)our 0 1 > - <f 4 ou pour 01 co1npris entre - r
2 

et - 9's on trouve 
deux pareilles surfaces, intérieures l'une à l'autre dans le rJre1nier cas, 
extérieures l't1ne à l'autre dans le second. 

Pour 01 co1npris entre - l'C:i et - !f 1, ou entre - r~ et - !f 4 on 
11'a i)I11s q11'nne seule surface triple1nent connexe; enfin pour 0

1 
< - r

1 

ln. su1·face cesse cornplèternent <l'exister. 
Pnssons aux quatre surfnces rc1narquables: 

'l ' ' - -<f -u: -rc vl - 1 ' T 2 1 T :1 et - rr T 4' 

J,cs surfaces 0 1 = - r 2 et 0 1 = - r, pré;;cntent une courbe double 
et ont 1nêmes connexions qne la surfa('e engendrée pnr ln. réYolntion 
d'un li1naçon cle PASC1\L à point do11bl<', ou cl'une le111niscate autour d'un 
axe qui ne rencontre pas la courbe. 

J,a surface 0 1 = - ra se réduit à une senle surface fermée triple-
1nent counexe et à t1ne courbe fer1née isolée; <'nfin ln. surface C

1 
= - ç-

1 

se réclnit à une cou1·l)e fer1nBe isolée. 

Dans le § 3 (1"•e partie, cl1apitrc III) 11ous avons envisagé l'équation: 

rl<f 
~= o 
dm, 

qui portait le n° I 5 dans ce paragraphe; nous avons vn qu'à chacl1ne 
de::; racine:; de cette équation correspond une solution périodique. .l\1a.is 
cl11ns le cas qui i1ous occupe, et d'après nne r<>111nrquc que nous ,·enons 
de fnir<', cette équation peut s'écrire: 

de telle sorte qne les solutions périodiqncs correspondront nnx 1naxi1na et 
nnx 1ni11i111a de [F1]. Dans le cas aetue1, ces 1naxi111a, de 1nê111e c1ue les 
1nini1na, seront au no1nbrc de deux. 

Nons anrons donc deux solutions p1SriodiqnC's in;;tnh]cs correspondant 
anx clcnx courbes doubles des surfaces C

1 
= - r~ et -r. et deux solu-

~ria 111al/1t>nalira. 13. Imprimé le lG septembrP 1889. 17 
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tions i>ériodiq ues stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées 

des surfaces C
1 

= - SC3 et - ç-1• 

~lais voyons de plus près en quoi consiste cette correspondance. 
l~nvi:0;ageons en particulier la. 5olution llérioclique qui correspond à 

ln. courbe double de C
1 

= - r,· Cette solution pourra d'nprès ce que 
nott:' avons vu da.ns le § 3 ( 1 "'c pnrtil', chapit1·<' Il l) se rnett.re sous ln. 
for1ne suivante : 

oil l'on a: 

t:' + /:' + ? /:' -t X2 = ~ o /1 ... 1 /1 -. 2 • · · · ' 

Yi = (o + µ(. + 112~ + · · ·, 
Y2 = (~ + 11C; + 11

2
(; + . . . ' 

et oi1 Ç1 , Ç2 , ç; , ç;, (i etc. sont des fonctions })ériodiques de t. 
Cette solutio11 périodique serait représentée géo1nétrique111ent par une 

courLe t rajectoire ferrnée qui aurait pour équations: 

(3) 
n 

:r., :i:, + Il -- tv 
A• - A•o / 1' 
cVl ctfl 

f)1 et fJ2 étant des fonctions de y
1 

et de 11 qui restent finies quand µ 
s'unnule. 

D'autre part la cot1rbe double de 01 = - 94 a pour équations: 

--, ~ ni•() 
•(.1 f(_J 

Cela 1nontre que ces deux courbes di(l'èrent infini1nent peu l'une de 
l'autre si l'on regarde µ com1ne nue quantité infinin1ent petite et on petit 
faire correspondre les deux courbes point par point de façon q ue l a 

distance de deux points correspondants soit cln mêine ordre de grandeur 
que µ. 

Co1111ne ln. solution périodique définie pnr les deux équations (2) est 
instable, on pourra faire passer par la courhc <léfinie par les équations 

(3) deux surfaces trnjectoircs :lS)'tn plotiquC's. 

• 
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\'o)·ons quelle relation il y a entre ces surfaces asymptotiques et la 
su1·fuce 0 1 = - SC4 que nous ''enons de construire. 

D'après ce que nous avons vu au § 5 ( 1 ère partie, chapitre III), ces 
surfaces asyn1ptotiques auront pour équations: 

(4) 

I,es séries qui entrent dnns les seconds i11e1nbres des ét1uations (4) 
sont des séries convergentes développées suivu11t les puissar1ces de .Jr:. et 
les quantités ri, .;: , ~ etc. sont des follctions de y

1 
et de y"J sur lesquelles 

nous ne savons qu'une chose, c'est qu'elles sont périodiques de période 
\ 

27' l)ar rapport a y
1

• 

De plus la surface définie pur les équations (4) doit passer par la 
courbe définie par les équations (3), ce qui Yeut dire qu'e11 substituant 
dans les seconds inembres de (4) les valeurs de y 1 et de y

2 
tirées des 

deux dernières équations ( 2 ), on doit rcto1n ber sur les deux pre1nières 
équutions (2). On doit donc avoir : 

ço + µÇ1 + · · · = Ç?((o +µCi + · . ·, (~ + /1..;; + ... ) 
+ .JµÇ; ((o + µ(i + ... ' (~ + µ(; + ... ) + . .. . 

Cc c1ui prouve qu'on doit avoir: 

..1 (,... /"'') l;2 '>o • .._ o = O. 

Il est aisé de voir à quoi se réduisent les surfaces asy1nptotiques 
qt1and on su1)posc /J. = o, 011 trouve alors si1nple1nent 

On a donc identique1nent: 

,.. - ,..o 
W•"l - .A.•)• - . 

~ - . ,n 
ç~ - .t .. ,. . -

I,es surfaces aS)'Inptotiq ues devant être des surfaces trajectoires, les 
fonctions de /J., de y1 et de y2 définies i>ar les équations (4) devront 

• 
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satisfaire identique1nent aux équations (3) du l)Hragraphe l)récédcnt. On 
verrait donc par le 1nèrne calcul que dans le paragra1Jhe précédent que 

ç~ = o, 

(.} 1 étant une constante qu'il s\1git <le <1éter1uiner. C'est ce que nous 
ferous à l'aide de l'équation: 

Ç~ ( (o ,' (~) = Ç~ (nt , Y/a) = o. 

J,a fouction Ç~ rie dé1)endant que de !J2 , il suffira, d'y re1nplacer y
2 

par 
YJ3 , cc qui do11nera 

ou 

J)onc la. surface cl = - r4 a pour équatiou: 

x. ~ + ~~ ,1,t 
-= . 

ÇI + ~: V/I· 

Elle ne diffère donc de la surface asyn11>totiquc (4) que par des ternies 
de l'ordre de µ. 

Cette surface à ligne double 01 = - ~4 i>cut donc être regardée 
co1n1ne une prc1nière a.pproxi1nation de la surface llS)'lllptotiquc cherchée 
et 011 i)eut ftiirc correspondre les deux surfa.ces point par point de telle 
façon que la distance de deux poiuts corres1>011da11t::; soit de rnè1ne ordre 
de grandeur que µ. 

De là on peut tirer diverses conséquences: 
1°. E1i preniière aiJproxi11iatio1i les surfaces asy11111toliqites sont des 

sur/(tces ferntées; c'est là un· résultat que les approxitnations suivantes 
confir1neront. 

2°. 'l,oute surface asy1uptotique étant u11c surface trajectoire, son 
intersection par la portion de surface sans contact S c1ui a. })Ollr équation 
y1 = o sera une courbe invaria11te () (cf. § 4, chapitre II, 1è•c partie). 



• 
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Considérons donc la. courbe ()' 

Cette courbe clifférera infi11i1nent peu (aux c1uu11tités près de l'ordre 
de 11.) de l~L courbe invariante de C. Sn. conséc1uente différera. aussi in­
ii11i111e11t peu de la conséquente de C, c'est il. dire <le C ellc-1nè1ne. Do11c 
la courbe C' différera in:fi11i111ent peu (aux qu:u1tités 1>rès de l'ordre deµ) 
de sa i>ropre conséquente. Ce sera donc, pour e1nploycr le langage du 
i>nr:1grapl1e cité, 'ttne courbe péni1ivaria1ite au.r qitantités 1Jrès cle l'orclre <le 11. 

3°. I,:L courbe O' est une courbe fcr111éc; la courbe 0 1 qui en 

diffère inf-ini1ncnt i)eu sera donc tine courbe quasi fer11iée et de telle fas·on 
c1ue la. distance des deux points de fcr1neture soit de l'ordre <le/.&. Ainsi 
l<t s1trface asyni1Jtotique cou1Je la sitrface y1 = o, suivant itne co1trbe quasi 
ferntée. 

Si 1'011 faisait 11 = o, la solution la plus générale <les équations 
données serait: 

x 1 = const., .i;
2 

= const., 

cll11 

!}1 = - t l 0 + const., 
c .e1 !J~ 

1l l1' 

= - t -l "+ const. ( .c, 

i>n1· conséc1ue11t si les v~Lleur.s initiales de .c
1 

et de :r~ étaient ~r1: + ô.c1 , 

.r~ + (JJ;~ ' x. et X2 resteraient co11sta1n1ncnt égaux lL .r~ + O.li1 et X~ + a.r~; 
de 1nè1nc 

aurait: 

--

<lF -• conscrveraic11t des vu leurs constantes et l' 011 
cl.i: • 

1 '.l'ous ces raisoancweats supposent que dans le:i équations (4) des i;urfaccs ai;ywp­

totiqucs, le!! séries des seconds membres restent cOn\'Crgcntc:i 11uclc1uc soit y, pour\'u que 

f' soit suffisamment petit; c'est cc que des considérations cu1pruntécs au »calcul des li­

u:itesl> pcr111cttcnt d'établir aisément. Voir cc que j'ai dit à cc i>ujct page 96 et aussi 

cc quo j'ai dit du calcul dcs limites tians !"introc.luction. Uou~ultcr égalcwl'llt la ~ute E. 
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à2
1il et à2

1i2 ét.ant des infini1nent petits du 2d orùrc quand axl et ax, 

sont des infiniment petits du 1er ordre. 

Soit alors y~ la valeur initiale <le y
2 

quand on fait y
1 

= o; faisons 
c1·oitrc le temps jusqu'à ce que y1 devie11ne égal ii. 2;r; alors y

2 
sera devenu 

égal à: 

à2y~ étant infiui1nent i)etit du 2'1 ordre, si on regarde àx
1 

et ox
2 

cornrne 
des infiniment petits du Ier ordre. 

Si <lonc nous supposons /.J. = o et qu'u11 point P appartenant à. la 
portion de surface sans co11tuct y

1 
= o, ait l)Our coordonnées 

y.= o, 

son conséquent aura pour coor<lo11nécs 

,.,. l'o + ".1· '42 = ._ :! (J ' :!) 

Yi = 2;r, 

Si l'on ne su1)pose plus µ = o, le consét1uent de cc 111êrnc point P aura 
JJOur coordonnées: 

?­-,, ' 

OJ 1 , <v~, <Va étant <les fonctions de /.J., y~, o".x;1 et o.r;2 qui restent finies quand 
/J. s'annule. 

I1naginons 1naintenant que le point 1) appartienne à la surface 

(JI = - S!°4· 
Si alors y2 n'est pas très voisin de Y/ai l'expression [J<'1 ] - ~4 n'est 

l'as infini1ncnt petite, et par conséquent si µ est très petit: 

· ~ ~· .... "1 

est précisé111cnt du 111è1nc ord rc <le grandeur c1 uc ,11~; d'où l'on con cl ut 


