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Introduc tion. 

Sttil' le 1>1•oblè11ie des t'l·ols co1•1>s et l es éq1tatlo1ls cle la clyria11iique. 

Le présent 111émoire a été entrepris pour répondre à la i)re1nièrc 
des quatre questions du concours; inais les résultats que j'ai obtenus 
sont tellc1nent inco1nplets que j'aurais hésité ii les publier si je rie savais 
q uc l'importa.nec et la difficulté du problè1nc donne de l'intérêt à tout 
cc qui s'y rapporte et qu'on ne peut attendre u11c solutio11 définitive que 
d'u11c longue série d'efforts successifs. 

Les im1nortcls fondateurs de la 111écaniquc céleste ont cl1crcl1é à. 
résoudre le problè1ne des n corps par approxi1nations successives. A cet 
effet, ils ont développé la solution suivant les puissnnces croissantes des 
1nasses et expri1né chn.que terme du développc1ncnt })Ur une série de 
sinus et de cosinus. Leur succè::i inontrc suffisa111111cnt que cette 1nétl1ode 
était la plus convenable pour les pre1nières approxi111ations. 

Parrni les résultats qu'ils ont obtenus, un des !)lus rc1narqués est 
celui qui se rapporte à la stabilité du systè111c solaire. f jArLACE et Pors
SON sont parvenus à dérnontrer qu'en tenant co1npte sculc1nent des pre-
1nièrcs et des secondes puissances des 1nasses, les grands axes des orbites 
ne subissent que des variations périodiq tles. On a cr u longte1n1)s que 
le fait était général et on en a même cherché une dé1nonstration di
recte; c'était u11e erreur. Dès q u' 011 tient co1nptc <les t1·oisièrnes i)uis· 
sances des masses, on voit apparnître des tern1cs séculaires dans le dé
velo1)pe1nent des grands axes. 

Ainsi la méthode dont nous venons de parler devie11t insuffisante 
quand on veut pousser l'approxi1nation ltn })CU loin. Les séries aux
quelles elle conduit contiennent no11 seulcrncnt des tcr1nes i>uren1cnt tri· 
gono111étriques de la forme: 

À sin at ou B cos a.t, 

non seulement des termes mixtes <le la for1ne: 

Atm sin at ou Bt"' cos at 
' 
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mais des tcr1nes pure1nent séculaires de la forme 

Rien ne l->er111et donc d'aflirn1er que ces séries resteront convergentes pour 
de grandes valeurs de t. 

Aussi les géomètres colltc1nporains se sont ils efforcés de re1nplacer 
ces dévelo1>pe1nents par d'autres séries ne . contellant que des terrnes tri
gono111étriques. Ils y sont enfin parvenus dans ces derniers temps et les 
séries de ~1. GYLDÉN co1nrne celles de ~f. LINDS'l'l:DT ne contiennent que 
des ter1nes en 

Asinat ou Bcosat, 

oi1 non seule1nent A et B inais e11core a sont développés suivant les 
puissa.nces de 11i. 

'fout 11'est i)ns fini cependant. On peut se <le1ua.ucler si les séries 
ainsi obtenues sont convergentes et co1n1ue la présence de >)1)ctits divi
seurs» n. 1)our effet de rendre certains tcrrnes très graHds, 011 l)eut avoir 
des doutes sérieux au sujet de cette convergence. I .. e présent travail 
1nontrera que ces doutes sont fondés; toutes ces Eéries divergent; je dois 
réserver toutefois les séries proposées par ~1. Grr .. 1>1~~ clans son dernier 
inérnoirc (,\.ctn, t. 9) ; en cc qui les concerne je n'ai aucun ino;1en de 
reconnaitre si elles sont convergentes ou divergentes. 

Ainsi en cherchant à intégrer le:; équations différentielles du l)l'O
blètnc des trois corps par des séries trigonométriques, on est générale-
1nent concl uit li, des développc1nents <li vergents, 1nais 011 sait qu'il existe 
pour les équations différentielles de tous les ordres <les i>rocédés d'inté
gratio11 dont la co11vergcnce est certnine et on pourrait en attendre des 
résultats dans le cas qui 11ous occupe. 

C1\UCIIY a i1naginé un procédé de calcul ingénieux qu'il a appelé, 
je uc sais pourquoi, »calcul <les li1nitcs» (Coin ptes re11d us, to1ne 14, 
}>· 1020-1023) et par lequel il 1nontrc que les équations différentielles 
d'ordre quelconque, ad1nettcnt une intégrale développable l)ar la Eérie de 
Î AYLOH. Il y a exception en certains points nommés points singuliers. 

Co11sidérablement perfectionné l)ar ~1. 'V EIERSTHAss, le »calcul des 
lin1ites» a fourni une importnnte 111oisson aux géo1nètres qui l'ont cultivé 
et en particulier à ~I:\l. BH101· et BouQCE'f et :\1010 l\o\v AI,EVSKI. C'est 
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ainsi que les résultats de CAUCIIY ont été étendus aux équations aux 
dérivées partielles. 

Pnrmi ces résultats, je citerai le suivant: soit x u11c quantité définie 
en fonction <le t par une éql1ation différentielle du 1tc ordre où entre un 

certnin para1nctre /J.. Considérons la solution particulière qui est telle 
que x s'annule pour t = o ainsi que ses 1i- I pren1ières dérivées. Cette 
solution pourra se développer sui\·ant les i)nissnnces tle t et de µ, pourvu 

que t et /J. soient assez petits; 1nnis il y a. plus; cette solutio11 pourra 
encore, pour une valeur particulière t1 de t se développer suivant les 
puissances croissnntes de /J. seulen1ent, pourvu que /J. soit assez petit et 
quelque grand que soit t

1 
à moins qt1'on n'ait passé pnr quelque point 

singulier entre t = o et t = t
1

• 

I~es séries ainsi obtenues sont toujours convergentes an moins dans 
une certaine étendue, inais il nrri,·e en général c1ue cette convergence 
n'a lieu que pot1r les petites ,·aleu1·s dC' la variable. i\I. PorNC,\RÉ par 

l'application des r>rincipes de CAec1rr, a trou\·é des séries (Comptes 
rcn<lns, 27 février 1882) qui restent convergentes ponl' toutes les va
leurs du te1nps. I l ne fat1t pas croire pourtant le problème résolu; ces 
séries, procédant suivant les puissances de certaines variables, peuvent 
servir h démontrer l'existence de l'intégrale, ou inê1ne ii calculer sa vnleur 

nu1nériqne; 1uais ln. i>lupart du tc1nps, elles 11e 11011s en font pas con
nnitre les pro1)riétés. C'est n.insi ql1'elles sont i1np11issantes, dans le cas 
de la 111écanique céleste, à 1nettre en évidence la périodicité quand elle 
existe, ou à décider la question de ln. stabi lité. 

C'est ii un orclre d'idées absolun1ent différent que se rap1)ortent 
d'autres 1né1noircs de M. P OINCARÉ at1xquels nous ferons qt1elques em
prunts (.Journal de L TOUVIT,LE, 3111

c série, to1nes 7 et 8; 41110 série, tomes 

1 et 2). Dans ces mémoires intitulés Sitr les coitrbes (léfi1lies 11ar les éq_ita
tions <lifférentielles il cherche à constrt1ire ces courbes et n. déterminer dans 
le l>lnn et dans l'cspnce une régio11 li1nitée cl'oil elles ne pot1rront ja.1nais 
sortir. Il y est l)urvenu pour certaines éq nn tions cl ifl'érentiel les mais les 
équations de la dyna111ique ont se1nblé jusql1'ici rebelles ti sa. n1éthode. 

l),1ns le prése11t travail, je ferai concourir à 1non but les trois mé

thodes dont je viens de pàrler; aux anciennes 1néthoc1es de la n1écanique 
céleste, j'c1nprunterai la for1ne trigono1nétrique des développements; au 
:Dcnlcul des li1nites» la démonstration de leur conve1·gencc; enfin c'est à 

• 

• 
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la 1néthode géométrique de il1. POINCARÉ que j'aurai recours pour de
montrer la st.<tbilité. 

l\lalgré l'e111ploi simultané de ces trois 1néthodes, jointes à quelques 
pl'incipes nouveaux, j'ni dl't u1e restreindre ii, nn cns particulier. J'ai traité 
scule1nent des équ9.tions de la dynn1nique qunnd il n'y n (pour employer 
11ne expression usitée en Angleterrt') que denx degrés de liberté (degrees 
of freedo1n). En cc qui concerne le problèrne des tl'ois corps, je ne suis 
pas sorti du cns suivant: 

Je considère ·trois n1nsses, la prc1r1ièrc très grande, la seconde petite 
tnnis finie, la troisiè1ne infinirnent petite; je suppose <Jlle les deux pre-
1nières décrivent un cercle autour de leur centre de gravité commun et 
que la troisième se 1neut dans le plnn de ces cercles. 'l'el serait le cas 
d'nne petite planète troublée par Jupiter, si l'on négligeait l'excentricité 
de J npiter et l'inclinaison des orbites. 

Dans ce cas particulier, ,j'ai dénionlré 1·igoitreuse111ent la stabilité, non 
scule1nent en 1nontra.nt que le ra)ron vecteur de la r>etite pln11ète ne peut 
croi tre indéfini1nent, 1nais en lui fixant sinon ses lin1ites précises, au 
moins des li1nites aussi rapprochées qt1'on le veut de ces limites préciseR. 

Les détnonstrations du calcul des li1nites ne s'appliquent pas en 
général aux séries trigonornétriques cle ln mécaniql1e céleste et ne per-
1ncttent pas d' e11 dé1nontrer la converge11cc. 

I./obsta.cle ql1Î s'y oppose est la présence d'une infinité de petits di
viseurs. Mn.is il est 11n cas oi1 ces petits <liviseurs disparaissent, c'est celui 
Ott il n'y a plus qu'11n seul argument, c'est à clire celui des solutions 
périodiques qui ont été renco11trées dans certains cas particuliers d'abord 
par ~I. IfrLL (Arnerican Journal, t. 1), puis par l\'I. POINCARÉ (Bulletin 
astrono1niquc, t. 1). On en trouvera dans la. suite 11ne théorie complète. 

Pour })OUvoir appliquer aux éqtlations de la d)1namiqt1e la méthode 
géométrique de :l\1. Po1~CARÉ, j'ai dit introduire une notion nouvelle qui 
est cel le des itivariants intégraux. Elle 111'a. été fort utile et j'ai l ieu de 
croire qu'elle pourra rendre des services dans d'autres problèmes. 

Ces considérations générales qui 1n'éta.ient indispensables ren1plissent 
la. prernière partie de ce travail. Je n'a borde le problème lui-mênie que 
dans la f'econde partie oi1 je n'ai plus qu'à appliquer les principes posés 
dans la pre1nière . 
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Pr e mière parti e. 

Gén.éralités. 

CH APIT RE I. 

Notations et d éfinitions. 

Considérons un s;·stèn1e d'équations difft>rentielles: 

d:i;. - X 
dt - 11 . . . ' cl.c,. = X 

clt n' 

oi1 t représente la variable indépendante que J1ous appellerons le temps, 
x1 , x2 , ••• , x,. les fonctions inconnues, où enfin X1 , X2 , ••• , X,. sont des 
fonctions données de x1 , x2 , ••• , x,,. Nous supposons en général que les 
fonctions X 1 , X2 , • •• , Xn sont analytiques et uniforrnes pour toutes les 
valeurs réelles de x1 , x2 , ••• , x,.. 

Si l'on savait intégrer les équations (r), on pourrait mettre le résultat 
cle l'intégration sous deux for1nes différentes; on pourrait écrjrc: 

:r2 = <f 2 (t , 01 , 02 , ••• , G,,) , . . . 

(}1 , 02 , ••• , (',. désignant les constn.ntes d'intégrn.tion . 
On pourrait écrire encore, en résolvant par rn.pport à. ces constarites: 

(3) 
• • • • • • • • • • • • • • • 

G,. = F,.(t , x1 , x2 , ••• , x,.), 
Àci1& t11al/1t111fllkfl. 13. Imprimé le 3 juillet 1889. 2 

• 
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Pour éviter toute confusion, nous dirons que les équations (2) repré
sentent la solution générale des équations ( 1) si les constantes C y restent 
arbitraires et qu'elles représentent une solttlio1i particulière si on y donne 
aux C des valeurs numériques. Not1s dirons d'autre part que dans les 
équations (3), F

1
, F 2 , ••• , F,. sont n i1itégrales particulières des équations 

( 1 ). I.,e sens des mots solution et i1itégrale se trouve ainsi entièrement fixé. 
Supposons que l'on connaisse une solution particulière des équations 
. ' , . q u1 s ecr1ra : 

X~ = ~~(t) , . . . ' x,. = ~,.(t). 

On peut se proposer d'étudier les solutions particulières de ( 1) qui 
diffèrent peu de la solution (4). Pour cela posons: 

. . . ' 

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues Ç1 , Ç2 •••• , Ç,.. Si la so
lution que l'on veut étudier diffère peu de la solution (4), les Ç sont 
très petits et nous en pouvons négliger les carrés. Les équations ( 1) 
deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des Ç: 

(s) (i - 1,?, ... ,tl) 

D 1 d ' . , dX, 1 . , d . . ans es er1vees d , es quant1tes a·1 , x2 , ••• , x,. 01vent ctre rem
xk 

placées par ~1 (t), ~2 (t), ... , $C .. (t), de sorte q11c ces dérivées peuvent 
être regardées comme des fonctions connues du temps. 

Les équations (S) s'appelleront les équations aux variations des équa
tio11s ( 1 ). On voit que les équations aux variations sont linéaires. 

Les équations ( 1) sont dites can,oniques lorsque les ,·ariables x sont 
e11 no1nbre pair 1i = 2p, se répartissant en deux séries 

et que les équations (1) pet1vent s'écrire: 

d.t, dF 
dt - dy,' 

<l y j 
=-- . 

dl d(I;, 

• 

• 

.. 
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Elles ont alors la forme des équations de la dyna1nique et nous dirons, 
à l'exemple des Anglais, que le systèn1e d'équations (6) co1nporte p 
degrés de liberté. 

On sait que ce système (6) ad1net une intégrale dite des forces vives: 

F = const. 

et que si 1'011 e11 connait p - 1 autres, on peut considérer les équations 
canoniques cornmc complète1nent intégrées. 

Considérons en particulier le cas de n, = 3; nous pourrons alors 
regu.rder l\, x 2 et x

3 
com1ne les coordonnées d'un point P dans l'espace . 

Les équations: 

(1) d:c, X 
Jt = JI 

~.i;. - X 
dt - ~ 3 

définissent alors la vitesse de ce point P en fo11ction de ses eoordonnée1s. 
Co11sidéro11s une solution particulière des équations ( 1) 

xi = Soi (t), X~ = ~~( t), 

Lorsque nous ferons varier le te1npi:; t, le l>oint P décrira une certaine 
courbe dans l'espace; 11ous l'appellerons une trajectoire. A chaque so
lution p~irticulière des éq11ations ( 1) correspond donc une trajectoire et 

' . rec1proqueme11t. 
Si les fonctions X

1 
, X2 et X3 sont unifor1ncs, pu.r cl1aque point de 

l'espace passe t1ne trajectoire et une seule. Il 11'y a d'exception que si 
1'11ne de ces trois fonctions devient infinie otL si elles s'annulent toutes 
les troi~. Les points où ces cas d'exce1)tion se présenteraient s'appelleraient 
poi1its si1iguliers. 

Considérons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points 
de cette courbe passe une trajectoire; l'cnsen1l)lC de ces trajectoires con
stitue une surface que j'appellerai surfàce-trajectoire. 

Comme deux trajectoires ne peuve11t se couper sino11 en un point 
singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en aucun point singulier 
ne peut être coupée par aucune trajectoire. 

Nous aurons fréque1n1nent dans la suite à nous occuper de la question 
de la stabilité. Il y aura stabilité, si les trois q unntités x1 , x2 , x3 restent 

• 
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infériet1res à certaines lirnit<>s quand le te1nps t varie depuis - co jusq11'à 
+ co; ou en d'autres termes, si le trajectoire du point P reste tout 
entière dans une région limitée de l'espace. 

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire fermée S; cette surface 
partagera l'espace en deux régions, l'une intérieure, l'autre extériet1re, 
et at1cune trajectoire ne pourra passer <l't1ne de ces régions dans l'aut.re. 
Si donc la position initiale du point ]> est dans la, région intérieure, cc 
point y restera éternelle1nent; sa trajectoire sera toute entière à l'inté
rieur de S. Il y aura donc stabilité. 

Ainsi la question de stabilité se ra1nène it la recherche des surfaces 
trajectoires fermées. 

On peut varier ce 1node de représentation géo1nétrique; supposons 
par exemple que l'on pose: 

• 

x1 = cf 1 (z1 ' z2 ' :3) . 

. r2 = !f2(z1 ' z2 ' Z3)· 

les <jJ étant des fonctions de z qui sont unifor1nes pour to11tes les valeurs 
réelles des z. Nous pourror1s considérer non plus .r

1
) x~, x

3
, mais · 

2 1 , z2 , zJ cornme les coordonnées d'un 1)oi11t cluns l'espace. Quand on 
connaîtra la position de ce point, . on connaitra z1 , z

2 
, z

3 
et par consé

qt1ent x1 , x2 , x3 • Tout ce que nous avons dit plus haut reste exact. 
Il suffit même que les trois fonctions <f restent unifor1nes dans un 

certain domaine, pourvu qu'on ne sorte pas de ce domaine. 
Si 1i > 3, ce rnode de représentation ne peut plus être e1nployé en 

général, à 1noins qu'on ne se résigne à, envisager l'es1)ace à j)lus de trois 
di1nensions. Il est pourtant u11 cas oit la cliftïculté pe11t être tournée. 

Supposons par exemple que n = 4 et qu'o11 connaisse une des i11té
grales des équations ( 1 ) . Soit: 

(7) 

cette intégrale. Nous regarderons la constante <l'intégration 0 comn1e 
une donnée de la question. Nous pourrons alors tirer de l'équatior1 (7) 
une des quatre quantités x1 , x2 , X3 , X4 en fonction des trois autres, ou 

• 
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bien encore trouver trois variables auxiliaires z
1 

, z
2 

, z
3 

telles qu'en 
faisant: 

x. = </J1 (z1 ' Z2' zs), 

.r, = <f2(z1' z,' .za), 

Xa = cfs(1 1 ' Z1' Z3), 

x, = cf 4 (.z1 ' Z2 ' Z3)1 

on i:;atisfasse à l'équation (7) quelles que soient les valeurs de .z
1

, .z
1

, .z3. 
Il arrivera souvent qu'on pourra cl1oisir ces variables auxiliaires .z de 
façon que les quatre fonctions cp soicr1t u11iforrnes, sinon l)Our toutes les 
valeurs réelles des z, au rnoins dans un domaine d'oi1 on n'aura pas à sortir. 

On pourra alors représenter la situation d11 systè1ne par un point 
dont les coordonnées dans l'espace seront z1 , z2 et za. 

Supposons par exemple que l'on ait des équations canoniques avec 
deux degrés de liberté: 

d.t, dF 
-= ' dt dy, 

d.t, cZF -= - , 
dt cly, 

<ly 1 d.B' 
-=- ' dt d.i:. 

cly~ d11' 
dt = - d:e •. 

Nous aurons quatre variables x
1 

, x
1 

, !f 1 , y
2

, rnais ces variables seront 
liées l>ar l'équation des forces vives: 

F= C, 

cle sorte q11e si nous regardons la constante des forces vives G co1nrne 
connue, il n'y aura plus que trois variables indépendantes et que la re
présentation géométrique sera possible. 

Nous distinguerons parrni les variables :r
1

, x
1

, ••• , x,., les variables 
li1iéaires et les ''ariables angulaires. Il po11rra arriver que les fonctions 
X1 , X2 , ••• , X,, soie11t toutes périodiques par ra1>port à l'une des variables 
.t, et ne changent pas quand cette variable aug1nente de 2rr. La variable 
x, et celles qui jouissent de la inême propriété seront alors ati.r1ulaires; 
les autres seront lùiéaires. 

Je dirai que la situation du système n'a pas changé si toutes les 
variables angulaires ont augmenté d'un multiple de 2r. et si toutes les 
variables linéaires ont repris leurs valeurs prirnitives. 

Nous adopterons alors un mode de représentation tel que le point 
représentatif P revienne au même point de l'espace q11and une on plu-
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sieurs des variables angulaires aura augmenté de 2;:-. Nous en verrons 
des exernples dans la suite. 

Parrni les solutions particulières des équations ( 1 ), i1ous distinguerons 
les solu,tions périodiqites. Soit 

x1 = 501 ( t), . . . ' X,. = ÇOn( t) 

une solution particulière des équatious ( 1 ). Supposons qu'il existe une 
quantité li telle que: 

q\u1nd x, est une variable linéaire et: 

(k étant entier) 

quand x, est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution 
considérée est périodique et qt1e li est la période. 

Si l'on adopte un mode de représentation géon1étrique tel que le 
point représentatif reste le rnèrne quand une des yariablcs angulaires 
augmente de 2;r, toute solution périodique sera représentée par une tra
jectoire fermée. 

C H A P I 'l' RE I I. 

Théorie des invariants intégraux. 

§ 1. Prop1•iétés diverses des équatlo1is de llt dy1iamiq1ie. 

Soit F une fonction d'une double série de variables: 

Y1 · Y2····1Yn 
et du te1nps t. 

Supposons que l'on ait les équations diftëren tiel les : 

(1) 
d d}j;t Z1 ----, 
dt dy; 

• 
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Considérons deux solutions infiniment voisines de ces équations: 

-

les Ç et 
r,es 

les YJ étant assez petits pour qu'on puisse négliger leurs carrés. 
Ç et les YJ satisferont alors aux équations différentielles linéaires 

d~. 
dt 

qui sont les équations aux variations des équations ( 1 ). 

Soit ç;, YJ: une autre solution de ces équations linéaires de sorte que: 

d 
.... 
Ç; - -dt ' 

' • 

)1ultiplions les équations (2) et (2') respectivement par '1/;, - - ç;, - YJ;, Çi 

et faisons la somme de toutes ces équations, il viendra: 

' 

ou 

ou enfin 

( ) 
I ,_ #>f + / t:. f:.I + + I /!: ~I t te 3 YJ1t;1 - t;1YJ1 Yj2<;2 - >;.27}2 • • • YJnçn - .... Yj .. =cons an . 

Voilii. une relation qui lie entre elles deux sol11tions quelconques des 
équations linéaires (2). 



16 H. Poincaré. 

Il est aisé de trouver d'autres relations analogues. 
Considérons quatre solutions des équations (2) 

,. !:' !:" !:fil 
çj ' '>i , ,, ' ,, , 

I fi Ill 

Y/1 ' Y/1 ' Yj1 ' Y/1 • 

Considérons ens11ite la so1nme des déter1ni11nntR: 

Ç, ç; Ç~' e:'' 
I " "' 

LiLl. YJ; Y/1 '1)1 Y/1 , 
et ç~ ç;' e' ,, 

J; 

Y/t 
I 

Y/t YJ" J; YJ;" 

où les indices i et k varient depuis 1 jusqu'à 11. 

peine que cette somme est eucore une consta11tr. 
On vérifierait sans 

Plus généralement si l'on forn1e it l'aide de 2JJ solutions des 
tions ( 2) la. somme de déterminants: 

• 

(a 1 , a
2 

, • • • , a P = 1 , 2 , . . • , 11) 

cette so1nme sera une constante. 

' equa-

En particulier, le détermir1ant for1r1é pnr lC's valeurs des 2n quautités 
Ç et Y/ dans 2n solutions des équations ( 2) sera une constante. 

Ces considérations perrnetteut de trouver une solntion des équations 
( 2) q11and on en connaît une intégrale et réciproqucrncnt. 

soit 
11ne 

Supposons en effet que 

ç, = a;, 

une solution particulière des équations (2) et 
solutio11 quelconque de ces 1nê1nes équations. 

L.ç,p, - YJ1a1 = const. 

ce qui sera une intégrale des équations ( 2 ). 

Réciproquement soit 

désignons par Ç, et Yji 

On devra avoir: 

' 



, 
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une intégrale des équations (2), on devra avoir: 

= o, 

d'où en identifiant 

• ce q111 1nontre que: 

est i1ne solution particulière des équations (2). 
Si 1naintenant: 

</J(x1 , !f 1 , t) = const. 

est une intégralC' des équations ( r ), 

L 1l f/J "" ,z (/> 
-1 Ç1 + L -1 YJ; = const. 
li:!:; (!li 

S<'rl\ nnc intégrale des équations (2), et par conséquent: 

Y)i = - -<l.1· i 

RC'ra ' . ces equ11t1ons. une solution particulière de 
Si <!J = const., <b

1 
= const. 

on aura 
sont denx intégrales des équations ( 1 ), 

C'ei:;t le théorè1ne de Po1ssox. 
Considérons le cas particulier où les x désignent les coordonnées 

r<'ctangulaires de ti points dans l'espace; nous les désignerons par la no
tation à. double indice: 

xli, X 21 , x~,, 

Aria f>Utll1n11alira. 1~. Tmprlmll le 18 juin 1889 . 

• 

3 
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le prc1nicr indice se rapportant aux trois axes rectangulai res de coor
données et le second indice aux 1i points matériels. Soit nii la niasse du 
ie point 1natériel. On aura alors: 

V étant la fonction des forces. 
On aura alors pour l 'équation des forces vives: • 

F L in , (dJ.'H) 2 

V t = - - = cons. 
2 clt 

Posons ensuite: • 

d'où 

(3) 
2 

F L Yti TT = - ,, = const. 
2111, 

et 

( 1 ') 
d~J;i cl p 

=- , 
tlt ily1i 

d !/li <lf<' 
=- . 

dt d.l'li 

Soit: 

(4) 

une solution de ces équations (1'), une ant.rc solution sera: 

X.ti = 'Ptï(f + li), . Ytt = 11i1$C';;(f + li), 
h étant une constante qt1elconque. 

En regardant h comme int!ni1nent petit, on obtiendra une solution 
des équations (2') qui correspondent à (1') corn1ne les équations (2) cor
respondent à ( 1): 

~ z I (t) z ?/J;i ç,., = 1~1:1 = 1- ' 
I frl j 

li désignant un facteur constant très petit qur l'on pent supprirner quand 
on ne considère que les équations linéaires ( 2'). 

• 

• 

• 



• 
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Connai~sant une solution: 

{; - ?! .. --, 
ni 

rlV 
YJ = J; 

de ces éqt1ations, on peut. déduire une intégrale: 

L 'l/YJ L dV =-- - - Ç = const. 
ni d.v 

• 

Ma.is cette 1nè1nc intégrale s'obtient très aisé111c11t eu différentiant l'équa
tion des forces vives (3)· 

Si les })Oints 1natériels sont soustraits it toute action extérieure, on 
peut dé<luire de la solutior1 (4) une autre solutiou: 

.tu= ru(t) + h +kt, 

X21 = SC~u ( t), y2 , = 111,5t~.( t), 

h et k étant des constantes q uelco11q Ul'S. 

co1n1nc i11fini111ent vetites, on obtie11t deux 
En rcgarclaut ces constantes 

solutions <les équations (2') 

Çz, = Ça, = Y/21 = Y/a1 = o, 

On obtient ainsi deux intégrales de (2') 

• 

L iY/li = const., 

L1J11 t - Ln1,Ç11 -= coust . 

Y/11 = 11i,. 

On peut obtenir ces intégrales en différentiant les équations du 
1nouvc1ncnt Ju centre de gravité: 

Ly11 = const. 
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Si l'on fait tourner la. solution (4) <.l'un angle w autour de l'axe 
des z, on obtient une autre solution: 

• 
X11 = 911 cos (JJ - SC2i Slll (JJ' 

Xu = 9H sin w + 5C~1 co::; eu, 

1/tf , , • 
·- = SC11 cos (JJ - Ç'2. Slll w' in1 

l/21 , • + . = 5!'t1 Slll W 
1111 

5!'~1 cos w, 
• 

En regardant w co1n1ne i11fini1nent petit., on trouve co1nn1c solutio11 
de (2') 

~ 

Ç1· = - x .. ' 
1 - ' 

'1) li - - !/211 

Y)~. = Y11 
' 

Y/31 - o, 

d'où l'intégrale de (2') 

que l'on pouvait obtenir aussi en différentiant l'intégrale des aires de ( 1 ') 

~ (xH!/2; - X21Y11) = const. 

Supposons tnaintenant que la fonctio11 V soit ho1nogène et de degré 
- 1 par rapport aux x cc qui est le cas de la nature. 

I~es équations (1') ne cl1a11gcront pas quand 011 1nulti1)liera t par ), 3, 
les x par À2 et les y par A- 1

, À étaut une constante quelconque. De la 
solution (4) on déduira donc la solutio11 suivante: 

Si l'on regarde À co1nrne très voisin de l'unité, on obtiendra comme 
solution des équations (2') 

ou 

(S) dV 
"1)4; = - y •• - 3t d ' 

~ti 

• 

, 



• 
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cl'oit l'iutégt·alc suivante <les éc1uatio11s (2'), laquelle, à la différence de 
celles <1 uc nous avons c11visagées jusqu'ici, 11e peut être obtenue en· diffé
rentia.ut une intégrale conriue des équations ( r'); 

• 

. . • 

• • 

• . . ' 

. 
§ 2. D éfi11 itiori .<les l 11 vri1•i<t11t~ ·l 1ttéy r ct/lJX. 1 

Considérons un s;1stèn1e d'équation!> difl'ércuticlles: 

dxi= X 
dt ,, 

• 

' • 

X, étant une fonction donnée de :r, , :r
2

, ••• , .r,.. Si l'on a: 
• 

1''(.t
1 

, .r ~ , ... , .r,.) = const., 

cette relation s\1 l)pcllc une intégrale des équations do1111écs. I .. e i)remicr 
1uc111brc de cette relation peut s'np1)clcr un invariant 1>uisqu'il n'est pas 
altéré q uaud 011 a ug1nente les X; d 'accroissc111c11ts i11fi11i1ne11t petits dx, 
co1n1Jatiblcs avec les équations différentielles. 

Soit Jnaintenant 
I I 1 

x, ' X-.i ' ••• , XII 

une autre solution des 1nèmes équations (lifl'ércntiellcs, de telle façon que 
l'on ait : • 

d.i:; X' 
dt = .1. " 

X; étant une fonction forn1ée avec x; , :r;, ... , .t;, co1n111e X, l'était avec 
.i:

1 
, ~t~:l , ... , ~r,,. 

I l pourra se faire qu'on ait entre les 21i quantités x et x', une 
relation: 

Tf' ( I I ') - t .1.' 1 x1 , .r2 , ••• , x,, , .r1 , .r ~ , ... , .r,, - cons . 

I~e prcrnier 1ne111brc F 1 pourra encore s'appeler un invariant de nos équa
tions différentielles, 1nais ai1 lieu de dé1>cn<lre d'une seule solution de ces 
éq untions, il dépendra de deux solutions. 

1 Voir Note O. 
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Ou l'eut supposer que ;r1 , :r2 , ••• , :rH rc1>réi:;cnteut les coordonuées 
d'un point dans l'espace à n dirnensions et que les équations différentielles 
données définissent la loi du inouvement de ce point. Si l'on considère 
deux solutions de ces équations, on aurn. deux points mobiles différents, 
se rnouvant d'après une inêrnc loi définie par nos équations différentielles. 
l,'invariant F

1 
sera alors une fo11ction des coordo11nées de ces deux points, 

qui dans le inouvcment de ces deux points conservera i;a valeur initiale. 
On pourrait évidemrr1ent de rnêmc, au lieu de deux points n·1obiles, 

en envisager trois ou rnêmc un plus grand 1101nbrc. 
Supposons rnaintenant que l'on considère u11c infinité de points iuo

bilcs et que les positious initiales de ces points for1nent un certain arc 
de courbe C dans l'espace à 1i dirnensions. 

Quand on se donne la position initiale d'un point 1nobile et les 
équations différentielles qui définissent la loi de son tnouvement, la po
sition du point à un instant quelconque se trouve e11tièremcnt déter1niné. 

Si donc nous savons que nos points 1uobiles, en i101nbrc i11fini, forment 
à l'origine des te1nps un arc 0, nous connaitrons Jeurs positions à un 
instant t quelconque et nous verrons que les points u1obiles à. l'instant t 
for1ncnt <lans l'espace à n di1nensions un nouvel arc de courbe ü. Nous 
sou11nes donc en présence d 'un arc de courbe qui se déplace en se dé
for1nant, parce q uc ses différents poi11ts se 1neuvent confor1nérr1ent à la 
loi définie par les équations différentielles données. 

Supposons 1naintenant que dans cc dé1>lace1r1cnt et cette défor1natior1 
l 'i11tégra.lc suivante: 

( oi1 les Y sont des fonctions don11ées des .i:; et qui est étendue à tout 
l'nrc de courbe) ne change pas de va.leur. Cette intégrale sera encore 
pour nos équations différentielles un invaria11t, dépendant non plus d'un, 
de deux ou de trois, mais d'une infinité de points mobiles. Pour indiquer 
quelle e11 est la forme, je l'appellerai un invariant intégra]. 

De même on pourrait i1nagincr c1u'unc intégra.le de la. forme: 
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étendue à tout l'arc <le courbe, de1neure invnria l>lc; cc serait encore un 
invariant intégral. 

On peut irnagincr également des invariants intégrnux qui soient 
dcfinis par des intégrales doubles ou 1nultiples. 

T1naginons qu'on considère un fluide en mouvement pcrrnanent et 
de telle sorte que les trois cornposantes X, Y, Z ùc ln. vitesse d'nnc 
1nolécnlc quelconql1e soient des fonctions données <les trois coordonnées 
x , y, z de cette 1nolécule. Alors on pourra. dire. que la loi du mouve
rrient d'une quelconqne <les rnolécules dn flnide est définie par les équa
tions différentielles: 

dx= X 
clt ' 

cly 
dt 

1' , ~=Z 
clt • 

On sait que l'équation aux dérivées partielles 

<LX + rl Y + clZ = 
0 

cl~ dy dz 

expri1nc que le fluide est incompressible. Supposons donc que les fonc
tions X, Y, Z satisfassent à cette équation et considérons ttn enscrn ble 
de 111oléculcs occupant à l'origine des te1nps un certain Yolu1ne. Les 
1nolécnles se déplaceront, 1na.is, en vcrtn de l'incompressibilité du fluide, 
le voln1nc qu'elles occuperont derneurcra invariable. En d'uutres ter1ncs 
le volu1nc, c'est à dire l'intégrale triple: 

Jff rlx (ly dz 

sera un invn.rinnt intégral. Plus générale1nent si 1'011 envisuge les équntions: 

et que l'on uit la relation: 

l'intégra.le d'ordre ti 

d J,;· 
~= X 
clt 1 

i = n 

L clX; 
- =O, 
<Le· . 1 1 •= 

(i • l,2, . .. ,n) 

• 

que j<> cont.inue>ru.i à appeler le volun1c, S<'l'n. un inYnrinnt intégrnl. 
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C'est. ce qui arrivera en particulier pour le!! équations générales de 
la clynan1ique; car si l'on considère ces équations: 

d.i.:; clfi' 
- = - , 

dt cty, 
cly, 1{/t' 

Ji: =- - cl.i·1 ' 

il est aisé de Yoir qu~ 

(
d Ji') ( d ]•') 1l - 1l -

' <J,y.i_ +""" rl.1·; = o. 
~ d;l.'; ~ "l/1 

• 

;\fnis en ce qui concerne ces équations géné1·alcs de la, dyna1nique, il y a 
outre le volu1ne, un autre invariant. intt~gral qui nou!'l gera encore plus 

utile. Nous avons vu en effet qt1e: 

L (Ç;17; - ç;171) = const. 
' 

Cela traduit dans notre no11yeau langag<> gignifi<' que l'intégrale double 

.D, 'L, <l.r,(~1J1 
est nn inyariant intégrnl. 

Pour exprimer cc résultat d'nne antre rnanièrc, prenons le cas du 

problè1nc des n corps. 
No11s représenterons la situation dn systè1ne des 1i corps par la po

gition de 31i points dans un plan. f,c pre1nier point aurn. pour abscisse 
l'x du pre1nier corps et l)Our ordonnée ln. projection gur l'axe des x de 
la quantité de rno11vemcnt de cc corps; le second point aura. pour abscisse 
l'y de cc mê1ne corps et pour ordo11néc la. projection s11r l'axe des y de 

sn. q na11tité cle mou veinent et ainsi de suite. 
Trnaginons 11ne double infinité de situutiong initiales du systè1nc. 

A chacune d'elles correspond l1nc position cle nos 312. points et si l'on 
considère l'ensemble de ces situntions, on verra, que ces 31i i)oints rem

plissent 3n aires planes. 
Si maintenant le système se déplnce confor1nément à la loi de l'at

trnction, les 3n points qui représentent sn sitnation vont a11ssi se déplacer; 
les 31i nires planes que je viens de définir •·ont donc se <léforrner, tnais 

leur so111111e <len1e1trera constante. 
Le théorème sur la conserYntion clu Yolu1nc n'<>st qu'unE> conséquence 

de celui qui précèclc. · 

t 

' 
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Il y a dans le cas du problème des 11 corps, un autre inYariant 
intégral sur lequel je veux attirer l'attention. 

Considérons une simple infinité de positions initiales du système 
for1nant un nrc de courbe dans l'espace h 61i cli1ncnsions. Soient 0

0 
et 

C1 les valeurs de la constante des forces vives nnx <lc11x e:xtré1nités de 
cet arc. J)expression 

(oit l'intégrale est étendue 11 l':irc de courbe tont ('nticr et oit le te1r1ps 
n'entre pluR si C1 = 00 ) est encore un invariant intégral; on peut 
<l'a.illeurs en déduire aisément les autres invariants intégrat1x dont il a 
été question plus haut. 

Nous dirons qu'un invariant intégral est du Ier ordre, dt1 2d ordre, 
.... ou du 1ic ordre selon qu'il sera une intégrale sitnple. double, .... 
ou d'ordre 1i. 

Par1ni les invariants intégraux nous cli.::tingnerons les in?.•ariants ]JO· 

~ilif.~ que nous définirons co1nme il suit. 
L'invariant intégral d'ordre 1i 

J M(7X1 (7X2 ••• rl.r,,. 

sern. un invariant positif dans un certain domaine, si JI[ est t1ne fonction 
de x1 , :r.2 , ••• , x,. qni reste positive, finie et 1111ifor1nc dans cc do1naine. 

§ 3. T1·an.o;fo1•·111atw11 cle.q r/111•a1•ia11tR intégra1tx. 

Reprenons nos équations différentielles 

(1) d:i:t = X 
dt 'l ' 

. . . ' d.r,, = X 
dl ,, 

et supposons que l'on ait 

d(MX,) + d(MX,) + ... + ~l( 1llXn) = o, 
dx, dxi dx11 

Ac/a •nal/1tmalira. ta. Imprimé l• 2G juin 1$89. 4 
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de telle sorte que l'intégrale d'ordre ti 

.J = r Jl[<l.r, rlx2 . .. <l.r,, 
• 

soit 1111 inY::irinnt. intégral. 
Changt·ons cle variables en posant: 

x, - 411 (z, , z~ , ... , z11), 

(3) :l'1 = 1'~ (z, , z2 , ••• , z,.), 

• • • • • • • 

x,. - 1' (~ ~ -· ,, ... l,~'l, ... ' z,,), 

t•t app<·lons ~ le détern1inant fonctionnel clc•s 11 fonctions 4• par rapport 
aux 1i varinbles z. 

:\ou;: aurons nprès le cl1ange1n<'nt clc ,·a1·iablcs: 

Si l'inYariant J 
]>o..;itif n.prè:' ce 
11uiforn1c. 

était pos.itif n\':u1t le 

chn nge1nc>nt, pourvu 
<:h:l ll~<:lllt'llt 

que• ~ soit 
de \'arinbles. il restera 
toujouri-l positif, fini et 

Corn1nc en ])Crrnut::int dc11x des vnrial)]Cs z, on change le signe de 
~' il nous snffir:1 de supposer que ~ est toujours de même signe on 
qu'il 11e s'nnnule jn1nais. l l devrn de 1>lns être toujot1rs fini et t1niforrne. 
Ccl:1 arrivera si le changen1ent de vnrinblt•s (3) est doublernent 11nivoqne, 
c'est h <lire si dans le do1nuine considéré les :r. so11t fo11ctions uniformes 
dei:; z et les z fonctions uniformes des .t. 

Ai11si après un changernent de variables double1r1cnt univoque, les 
invnrinnti:< positifs restent positifs. 

\T oi('i nn cas particulier intérei:<sn11t: 
Supposon;; que l'on connaisse une intégrale dei:< équations ( I) 

F (:r
1 

, x
2

, ••• , :r11) = C'. 

J>rcnons }lOUr \'rtrinbles nouYelles z,. = C cl'nne part et d'autre part 'Il- I 

antre=- \':lriuhles z
1

, z2 , ••• , z .. _1 • Il arrivera souvent qu'on pourra choisir 
z, , z

2 
, ••• , .z"_1 de telle sorte que ce changc>111ent de variables i:<oit don ble-

1nc11t univoque dnns le do1nnine considéré . 

• 



• 

• 

Sur le problème des trois corps et les équations de la dynamique . 

• 
. <\près le cl1angement de variables, les éq uu tions ( 1) deviendront : 

(4) clz, _ Z 
clt - 1 ' . . . ' (lz,._ 1 Z 

dt = "11- l! 

dz,, 
dt 

Z,, = o, 

Z1 , Z2 , ••• , Z,,_ 1 étant des fonctio11s connues <le z
1 

, z~, ... , z,.. Si l'on 
regarde la constante C = z,1 co1nrne une donnée de l~~ question, les équa
tious so11t réel uites à l'ordre ti - 1 et s'écrivent : 

( 4') . . . ' dz,. 1 

--Zlt -

les fonctions Z ne dépendant l)lus que de z
1 

, z
2

, ••• , z
11

_ 1 

a été rernplacé par sa valeur nun1érique. 

Si les équations (1) admettent tin invaria11t positif 

J 11Idx1 (/.r2 ••• <l.r,., 

les équations (4) ad1nettront égale1nent un invariant positif: 

J = J11<lz1<lz2 ••• <lt,,_1clz,, . 

. 
puisque z,, y 

• Je dis inaintenant que les équations (4') qui sont d'ordre n - r 
ad1nettent égale1ne11t un invariant intégral positif qui devra être d'ordre 
·1i - l. 

En effet, dire que J est un invariant intégral c'est dire qnc 

ou puisque Zn est nul, 

d<tiZ,) 
dz, 

• • • 

+ d(µZ,) + ... + d (11Z,, 1 ~ = 
01 

dz, dz,, 1 

ce qui prouve que l'intégrale d'ordre 1i - 1 

est un invaria.nt pour les équations (4') . 
• Jusqu'ici not1s avons fait porter les chan~eH1ents <le variables sur 

les fonctions inconnues x1 , x2 , ..• , .t,., 1nais nous tLvo11s con~ervé le te111ps 

• 
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t qui est notre va.riable indépendante. Nous allons supposer maintenant 
que l'on pose: 

et que nous prenions t
1 

comme nouvelle variable indépendante. 

(s) 

Les équations ( 1) deviennent alors: 

d:c; = X'. = X ~ = X.~ . 
dt . 1 1 dt .{ 1 dt 

1 1 l 

Si les équations ( I) ont un i11variant intégral d'ordre n 

J J.lfclx1 dx~ ... <lx,. 

on devra avoir 

l dd (1l!X1) = o, - ~, 

ce qui peut s'écrire 

"°' ~ ( ilJ dt 1 X' ) = L- dx
1 

1 dt .t 1 O. 

Cela nlontre que 
f> j M~:· àx1rlx2 ••• d.r,. 

est un invariant intégral pour les équations (s). 

(is;i t, 2, ... , n) 

Pour que cette transforrnation p11isse être utile, il faut que t et t
1 

soic11t liés de telle sorte que ~:1 puisse être regardé comme une fonction 

connue, finie, continue et u11ifor1ne de x1 , x2 , •• • , x,.. 
Supposons par exemple que nous prenions pour r1ouvelle variable 

indépendante: 

Il vient alors 

et les équations (S) s·écrivent 

(lt1 - X 
dt - ... .. 

d.e,. _1 X,. 1 

l = X ' ( tl Il 

1 

I ' 

• 

• 
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et elles ad1nettent comrnc invariant intégral: 

J 1lIX11 cl.t1 tl.r2 ••• clx,.. 

De 111ê1ne si nous prenons pour nouvelle variable indé1)endantc: 

8 étant une fonction quelconque de x1 , x1 , ••• , :-v,. , le nouvel invariant 
intégral s'écrira: 

f M(d(J X + clf) ,r + 
J. d 1 d 41 .c, ;t:I 

<l(} ) ... + l X,, ,{.r,1 <l.r1 ••• <lx,,. 
( ,"tn 

Il est à re1narquer que la for1ne et la significntio11 <l'un inv:iriant intégral 
est beaucou1) plus profondérnent 1nodifiée quanti 011 change la variable 
indépendante appelée t.emps que quand le change1ncnt de vnri:ibles porte 
seule1nent sur les fonctions inconnues X

1
, x2 , ••• , xn , car alors les lois 

du 1nouve1nent du point représentatif P se trouvent eo1nplètemcnt t.rans
formées. 

Supposons n = 3 et regardo11s x1 , x2 , x
3 

co1n1ne les coordonnées 
d'un point P dans l'espace. I.'équation: 

représe11tera llne surface. Considérons une portion quelconque de cette 
surface et appelons S cette portion de surface. 

Je supposerai qu'en tous les points de S on a 

d(} X d8 X df) X < 
l . 1 + l 2 + d- s > o. G X 1 ( :t:1 .c3 

Il en résulte que la portion de surface S n'est tangente à aucune tra
jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact. 

Soit P0 un point de S; par ce point passe une trajectoire. Si cette 
trajectoire prolongée vient recouper S en un point P

1
, je dirai que P 1 

est le conséquent de P0 • A son tour P 1 peut avoir un conséquent P2 

que j'appellerai le second conséquent de P
0 

et ainsi de suite. 
Si on considère une courbe C tracée sur S, les 1ie• conséquents des 

(livcrs points de cette courbe formeront une autre courbe C' que j'appel-
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lcrni la. ne conséquente de O. 011 définirait de la tnèn1e faço11 l'aire qui 
est ti

0 conséquente d'une aire donnée faisant purtic de S. 
Je 11e 111'occuperai que <lu cas oi1 8 n'est pas une fonction uniforn1e 

de x1 , x, et x3 , mais une fonction susceptible d'une infinité de valeurs 
dont lu différence est un inultiplc de 2;r. Je prendrai par exen1ple: 

Cela posé, soit une portion de surface sans contact S ayant pour équation 
8 = o; soit G une courbe fer1née trucée sur cet.te surface et lirnitant 
une a.ire A; soient G' et A' les pre1nières conséquentes, 0 11 et À" les 1i0• 

conséquentes de G et de A. 

Pnr chacun des points <le C passe une trajectoire que je prolonge 
depuis sa rencontre avec G jusqt1Ïi sa rencontre avec G'. L'ensemble de 
ces trajectoires formera une surface trnjectoire 1' . 

• Je considère le volu1ne T~ lin1ité par lti surface trajectoire T et par 
les deux aires À et A'. Supposons qu'il y nit un invariant positif 

J = jll-fdx
1
clx

2
clx

3
• 

J'étends cet invariant au volu1ne V et j'écris que clJ l - est nu. 
dt 

Soit dw un élément de la surface S. ~1enons lu. norrnale à cet 
élérnent, prenons sur cette norrnule t1ne long11eur infini1nent pe1ite dn. 

Soit 8 + dle clrt la valeur de 8 à l'cxtrétnité de cette longueur. Si l'on Gn 
~L rncné la nor1nale dans le sens des & croissants, on aura 

Posons: 

on aura alors 

cl(:} 
-l >o. c n 

d f) "\' cl f} V (/ {j "\' 
-.~ + -~~ + .~ 
d.t, 1 d .J:, l d.1:, • ' 

clfJ 
dn 

- li, 

d.f /' • dt=. 1lflltlw - .J ,lllltl<1>. 
... .l 

la prernière intégrale étant étendue à l'aire A' et la. ti€Condc à l'aire A . 

• • 
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· T~'intégrale • 

(Mllrlco 
" 

ronserve la mê1ne valeur q11'on l'étende it l'airC' A, on à A', ou par 
conséquent h A 11

• C'est don<' nn În\'ariant inté~ral d'une nature 1)arti
c11lière qui conserve la 111êrne yulc111· ponr une nire quelconque ou pour 

l'une de sC's conséquentes. 
Cet invariant est d'ailleurs positif, cur pa.1' hy1>othèse, M, JI et par 

conséquent MH sont positifs. 

§ 4. T:.~age <7e.'I i111•r1Pia11f.'I intér11•att1œ. 

Ce qui fait l'intérêt des invarinnts intégraux, ('(' sont lE>s théorèmes 
suivant~ dont 11ous ferons un fréquent ltsa~e. 

Nous avons défini plus haut ln stabilit<' en disant que le point 
n1obile P doit. rester à distance finie; on l'entend quelqltefois dans un 
ilntre sens. P our qu'il y ait stabilité, il faut qnc le point P revienne 
un bout <l'un ternps suflïsa1n1nent Joug sinon à sa llosition initiale. du 
rnoi ns cl uns ltne })Osition aussi voisine q uc J' on veut de rette position 

initiale . 
• Je dis que s'il y a un invnriant positif, la stabilitr dans le premier 

sens <lu 1not entraîne ln stabilité dans le second sens du rnot, non pas 
po11r tontes leR trajectoire~, mais pour nne infinité d'entre elles. J e 
pourrais 1nêrne ajouter que les trajectoireR qui jouissent de cette propriété 

sont pll1s générales que celles qui n'e11 jouissent pas, précisé1nent autant 
que les nombres inco1nmensurables sont plus généraux que les nombres 

com1nensurables. 
Supposons ti = 3 et imaginons que x 1 , :r2 , X 3 représentent les coor

données d'u11 point P dans l'espace. 
Théor ème 1. Supposons que le point P reste à distance finie, et que 

le voll1me .f dx
1
dx

2
dx

3 
soit un i11variant intégral; si l'on considère une 

région r
0 

quelconque, quelque petite ql1e soit cette région, il y aura 
des trajectoires qui ln. traverseront une infinité de fois. 

l~n effet le point P restant à distance finie, ne sortira ja1nai8 d'une 

région li1nitéc R. .J'appelle TT le volu111c de rette région R. 
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l1naginons maintenant une régio11 très i>ctite r
0

, j'appelle i· le volume 
de cette région. Par chacun des })Oi11ts de r

0 
pasi:<e une trajectoire que 

l'on peut regarder co1nmc parcourue par un point mobile suivant la loi 
définie par nos équations différentielles. Considérons donc une infinité de 
points 1nobiles rernplissa-nt au te1n1>s o la région r

0 
et i:<e rnouvant en

suite conformément à. cette loi. Au te1nps r ils rernpliront une certaine 
région r1 , au ten1ps 2r t1ne région r2 , etc. a11 ternps nr une région ·r.,. 

f,e volume étant t1n i11varia,nt intégral, ces diverses régions r
0 

, r
1

, 

.•• , 1·,. auront même volume v. Si ces régions n'avaient a11cun point 
co1n1nnn, le volume total serait })lns grnn<l que 1iv; Jnais cl'autre part 
touteR ces régions sont intérieures à R, le volnn1e total est donc pluR 
petit. que T"". Si donc on a: 

V 
1i > - , 

V 

il fa.nt que deux au moins de nos rrgions aient nne partie commune. 
Soient rP et rq ces deux régionR (q > JJ). Si r,, et r9 ont t1ne partie 
com1nune~ il est clair que r0 et r9 _ P devront avoir une partie co1nmune. 

Plus généralement, si on ne pouvait trotiver k régions a)rant une 
J>artie commune, aucun point de l'espace ne pourrait appartenir à plus 
de k - 1 O('S régions r 0 , r 1 , ••• 1·n· IJe volu1ne total occupé par ces 

tlV 
régions serait donc plus grand ql1e k __ 

1 
• Si donc on a 

V 
1i > (k - 1) - , 

V 

il fat tt que l'on pnis~e tro11ver k régions aynnt 11ne partie co111mune. 
Soient: 

rp, , r,,. , . . . , r11• 

ces régions. Alors 

r0 , r,.,_,.
1 

, r,,,_,.
1 

, ••• , r,,_
1
,
1 

auront aussi une partie commune. 
~fais reprenons la question à lln autre point de vue. Pour em

ployer la même no1nenclature que dans le pnrographe précédent nous 
dirons que la région rn est la 1ie conséquente de r 0 et que r

0 
est la ne 

antéeédente de r,,. 
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Supposong a lors que rP soit lit prc1nière dei:: conséquentes successiYcs 
de r0 qui ait une partie con11nune avec r

0
• Soit r;, cette })Hrtie com-

1nunc; soit s~ la }Jr antécédente de r;, qui fera aussi }Htrtie de r
0 

puisque 
sn J>r conséquente fait partie de r

1 
.. 

Soit cn::;nite r;., la pre1nièrc des const'qucntes de r:i fini nit 11nc partie 
co111n1une avec r~; soit r~' cette partie eo111111nnc; sa ]>~ antécédente fcl'n. 
pn.rtic de r~ et par conséquent de r0 , et. sn. }J + J>~ antécédente que j'ap· 
pcllerui s~' fera. partie cle s~ et pi1r conséquent de r

0
• 

Ainsi s;/ fern. partie de r0 ninsi que ses J>r et J> + ]>~' conséquentes. 
Et ainsi de suite. 

Avec: r;,' 11ons forrr1erons r:i'' co1111ne nous nYonR for111(· r~' avec r~ et r~ 
avec r0 ; nous forn1erons ensuite ,.~,. , ... , r~ , ...• 

• Je supposerai que la première des conséquentes succcssiYcs de r~ qui 
ait une l)artie co1111nune avec r;; ~oit celle cl'ordre J> • . 

. J'appellerai s;: l'antécédente d'orclrc J> + JJ1 + J'-i + ... + JJ, _1 der~ . 
• \lors .... ;; fera partie de r

0 
ainsi q11t' ;;;es n consèqucntcs d'ordre: 

j) ' j) + j)I • JJ + )JI + j)~ J • ' •• j) + )li + j)~ + . • ' + )>11-I • 

De plns s;: fera 1)artie de s;: 1 
, s4~ 1 cl<> s;: 2 

••••• 

11 )' aura alors des points c1ui app:trticndront. à la foi~ aux régions 
, , I 11 

,., ·i· 1 1 . f I ' b l 1 . t f" r0 , s11 , s,, , .. . , s11 , .50 , ••• ac. 1n . , Pnsc1n c < c ces po1n s or1ncrn. 
une région a qui pourra. d'ailleurs se réduire h un on :1 plusienrs l)Oint:::. 

Alors la région a fera. partie de r
0 

ainsi q11L· SPS co11séq11cntcs <l'ordre 

J>, ]> + 1>1 , • • ·, JJ + J> 1 + ··· + JJ,,, }J + J>1 -f- ··· + }J" -+- }J,, 11 , ••• ncl. inf. 
J~n d'antres ter1nes, toute trajectoire isR11c d'1111 des points de a 

tr:1\·p1·:;prn nnc infinité cle fois ln région r
0

• 

C. (1. F. 1). 

liJ.r!ension <lu théorè1ne I. N' ous n vons sn ppoi'é: 
1 ? q tll' Il = 3' 
2° que le Yol11111e c.;;t 11n invnria11t intt.~grnl, 

3° que le ])Oint J> est assujetti i1 rester h distance finie. 
f,c thèorè1ne est encore Yrai si lt· Yol111nc n'c"t pns un invariant 

intégral, pourvu quïl cxi.;;te un in,·ari;1nt po..;itif <1ucleollqne: 

Ac/11 111<1/he111111ir11. 1;;. Imprimé le 1 juill~t 18b~. 5 

• 



34 H. Poiocaré. 

Il est encore vrai si n > 3, s'il existe nn inYarinnt positif: 

• 

et si a'i, J'~, .... , ~r11 , coordonnée;; d11 point ]J dans l'espace à n di1nen
sio11s, sont assujetties à rester finirs. 

~I~iis il y a pl us. · 

S111)posons que x 1 , x2 , ••• , ~~" ne soient l)lns assujetties à rester :finies, 
niais qlte l'invariant intégral positif 

étendu à l'espace à 1i di1nensions tout entier ait une valeur finie. I~e 

théorè1ne sera encore vrai. 
\ ' oici un cas qui se 1)résentcra i)I us fréq ue1n1nent. 

Su1Jposons que l'on connaisse l1ne intégrale des équations (1) 

F (x
1 

, .r2 , .•• , .r,,) - const. 

Si Jl = const. est l'équation générale cl'un systè1ne de surfaces fer1nées 
dans l'espace à 1i ùi1nensions, si en <l'nutres ter111es 11' est une fonction 
unifor1ne c1ui devient infinie quand 11110 quelconque des variables x

1
, ~r~ , 

... , :r,, cesse d'ètre finie, il est clair que :?'
1 

, x
2

, ••• , .r,. resteront toujours 

tinit>s, puisque F conserve une vnleur constn11te finie; on se trouYe donc 
dans les conditions de l'énoncé <lu théorèn1c. 

~lais supposons que les surfaces J•' = const. i1e soient pas fermées; 
il pourra se faire néarnnoins que l'invariant intégral positif 

étendu à tous les S)'Stèn1es de valeur::; des .r tch~ que: 

(' < ]•' < (' 
1 ~ 

ait une valeur finie; le théorè111e sera encor(' vrai. 

• 

C'est ce qui arrive en particulier dans le cas suivant. 

~I. f-I1 Lr, dans sa théorie <le la lune a négligé dans . ' nne pre1n1ere 
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approxi1nation la parallaxe du soleil, l'excentricité du soleil et l'incli

uaison <les orbites; il est ainsi arrivé aux équations suivantes: 

• (l !/ I 

1{t = !J' 

dx' = 2n'y' - .r( t - 311'2), 
dt \ (.i::' +y')' 

d1/ cit = - 211'.r' 
/l!/ 

. ' y(.r' + y')' 

qui ad111ettent l'intégrale: 

, ,~ ,.\ 

7' ,t; • + !J • f I 3 I 'l , 'l ,, = ·- - - - -- Jl .t -
2 .J.1 .. ' + y" 2 

co11st. 

et l'invariant iutégral 

L 

r cl.t cl y <lJ' cly'. 

Si 1'011 regardr J'. y, .r' et y' co1n1ne les coordonnées d'un point 

lll\ ns l'espace à 4 di111ensions, l'éq nation Jt' = const. représente tin s3·stè1nc 

de surfaces qui 11e sont pas fcr1nées. ~lais i'invariant intégral étendu à 
tous les i>oints co1npris entre c1eux de ces surfaces est fini. 

J,c théor<;n1c I est donc encore vrai; c'est à dire qu'il existe des 

tt·njcl'toircs <i ui traversent une infinité de foi:; toute région de l'es1)ace à 
1 ditucn::Üons, quelque petite que soit cette région. 

Théorème II. Si n = 3 et q uc a· 1 , .r
2 

, .r·" représentc11t les coordon

nées cl'un point dans l'espace ordinaire, et, s'il y a un inva1·iant positif, 

il ne peut pas y .avoir de surface ferinée snns co11tnct. 

Soit en effet 

un invarinnt intégral 

et sans contact, a3rant 

positif. Supposons qt1'il c.:xistc une surface S fern1ée 
' . pour eq uat1011 

Soit T' le volun1e li1nité par cette surface; nous étendrons lïn\'nriant 

.! à cc volt1n1e tout entier. 

f,a surface S étant sans contact, l'exprcssioll: 

• 
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ne pourra s'annuler et par conséquent changer de signe; nous la suppo
scro11s 1>osi tiYc pour fixer les idées. 

Soit clcv un élément de la surface S': 111enons la nor1nale à, cet élé

ment (lu côté cles Ji croissants; prenons sur eettc norn1ale un segn1ent 
d fi' 

infini111e11t petit <ln. Soit - l <ln la. Ynleur de 11' it l'cxtrérnité de ce seg-
' n 

1ncnt. On attra: 
1ll1' 
-, >o. 
' 11 

<T étant nn invnri:;int, on devrait· avoir 

:\lais nons tronYons 

dJ 
dl= 

rl.f 
- ==-- o. 
dl 

~ cl l·' 

l 
.\, 

.:ll ( ···, 

cl/•' "J•1 
+ l . .\, + -, .. \, 

' .t .• ( ,1 1 1 • . ( <V • 
d /•' 

I,'intégrale du second 1ne1nbre. étendue il tout<• la ~urfuce S. est positive 
• 

puisq1tc· la fonction sot1s le signe / c::;t toujours positi,·e. 
• • 

Nous arrivons donc i:i deux r<;sultat:-: co11tra<lictoi1·e:; et uous devons 

conclure <1 u'i l ne peut exister de s111·fncc fcr111éc sans eoutact. 
Extensio1i clu tltéorè111e l l. Il est fnei le d' éte11d re ce théore1ne a 11 

cas clc 1t > 3; il suffit pour celn, puisque la représcnt<1tion géo1nétrique 

n'c>st 1>1111' l)OS8il>le, de le traduire dnns le lnnguge analytique et de clire: 

S'il )" a nu invnrinnt intégral positif, il ne peut pas exister une 

fouction t1nifor1ne J1'(:r1 , .r2 •• • • , .rn) qui soit positive, qui devient infinie 

tontes les fois que l'un des :r cesse d'être fini et qui soit telle que 

cll" = t!I•' X 
dt d.1·, 1 

db',. dJ.',. + l ~\2 + ... + -, ~\,, 
( .~·t ( ,1·,. 

soit toujours de iuè1ne signe c1 uand I•' e:;t nul. 

l>our faire co1111)re11clre l'i1nportancc de cc théorè111c, je inc bornerai à 
faire observer que c'est une généralisation de celui dont ~I . Po1xCAHÉ s'est 

scr\'Ï pour dé1nontrer ]a légiti1nité de la belle 1néthode de JI. LixDSTEIYr . 

. Tc préfère toutefois, an point de v11<! des applications ultérieures, 
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lui donner une for1ne un peu différente e11 )' introduisant une 11otion 
nouvelle, celle des courbes invariantes. 

Notts avons à la fi11 du paragraphe précédent envisagé une portion 
de surface S, définie par l'équation 

8(x1 , :r
2 

, .1·
3

) = o 

et telle que l'on ait pour tous les l>oints de S 

de telle sorte que S soit une portion de surface sans contact. 
NouR avons défini ensuite cc qu'on doit entendre par le 11,e consé

quent d'un point <le S ou par la 1ic conséquente d'une courbe ou d'une 
aire ap1>artcnant à S. 

Nous aYons vu que s'il existe t1n invariant positif 

• 

il existe égalc1nent une autre intégrnle 

' 
f .JI lfrl w 

que l'on doit étendre h tous les élé1nents c{w d'une 11ire appartenant à S 
et qui jouit des propriétés suivantes: 

1°. l,a quantité sous le signe /', .~[Il est t.oujour:; positive. • 
• 

2°. I./intégrale a la 111èrne va.leur i>our 1111c aire <1uelron<1ue ap1)ar-
tc11ant it S et pour toutes celle;; de ses conséquentes qui existent. 

Celtt posé, j'appellerai courbe irivaria1zte du ne ordre, toute courbe 
tracée sur S et qt1i coïncidera avec sa u0 conséquente . 

• \ toute courbe invariante fern1ée correspondra une surface trajec
toire fermée. 

1~11 effet soit C une courbe invariante feru1ée; i>ar chacun des points 
de ( 1 je fais passer une trajectoire que je prolonge jusqu'à ce qu'elle 
rcnco11tre de nouveau C, ce qui arrivera par hypothèse puisque je suppose 
que la n° conséquente de C existe et n'est autre chose que la courbe C 
cllc-H1è1ne. I/ense1nble de ces trajectoires for1ne éviden11ncnt une surface 

' 



• 
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fcr1néc triple1ne11t connexe, c·c:;t /1, dil'l' p1'ésc11ta11t le~ 111è111e:- con11l'xio11s 
q uc le tore . 

..1\insi la recherche des surfaces trajectoires fern1ées, et par con::éqt1ent 
l'étude de la. stabilité, se l'a111ène it la recherche des courbes i11variantes 
fer1nécs. 

J.\ilais à côté des courbes invarinnte::; fc1·111ée::1, nous avon::; à envisager 
cl'n11tres courbes invariantes que j'appcllerni quai-;i-fer1nées et que je vais 
déiinir. 

l)a.ns la plupart des (1ucstions de cl.yna1niq11e il entre certains para-
1nètrc1"1 très petits <le sorte qu'on Pst. nat11rellc1nent. C'onduit à dévelo1)per 
les solutions suivant les puissnn<'es croissantes de cc:; 1Jara111ètres. 1'ellcs 
sont les 1nasses en ~1éca11iq11e Céleste. 

X ous i 1r1agincrons donc q uc nos éq natiolls clifl'érenticlles 

cl.c 
1 

tl t 
1 I.e • "t 

dépe11cle11t d'un i>ara1nètre /J.· Xous supposcl'OllS que xi' x2. xa sont 
des fo11ctio11s données c~c .r1 , .r~ 1 .r

3 
et /'· sn:-<:cptihlcs d'ètrc développées 

i-;elo11 le:::. puissa11cea crois:::a11tes <ll· /t et que /L e~t tl'<;~ 1>ctit. 
Nout' dirons alors qu'une fonction qul'lconque de ,1

1 
, .r~, J·:i et /J. est 

une quantité tres i>ctitc d11 11° ordre quand tllc pourra se déYelop1)er 
suivu11t les puissa11ces de 11 et <111c le cl~veloppc111c11t co111111encera 1)ar 
ltn tcr111e en tl'. 

Cela. posé, considérons u11c portion de !<11rf:icc sans colltuct S', et sur 
,) une courbe jnvariante du lt

0 ordrr, (). }~11 général () dépendra de 11 . 

Supposo11s inaintcnant que l'on puisse t1·ouvcr sur () deux points .r1 
et IJ sépnrés i>ar un arc fini de 1a eourbc (' et dont la distance soit une 
quantité très petite du Ji" ordr<'. .Tc dirai alors que la courbe (> est 
quasi-fèr111ée. Les deux points .l et JJ s'appC'llcl'ont les deux points de 
fcr1neture. 

Prenons un exen1ple si1n1>lc. Soient ll·~ équationt>: 

dp 
dt- = P/L cos (J) + /J/J.11

• 

,, (1) 

clt = /J.· 

Uans ces équations entrent, outre le tc1nps t, deux variubles angulaires 
<t> et f et une variable linéaire 10 c111e je rt'garclerai co1nn1e essentielle-

• 
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incnt i)ositive. Je représenterai alors par exe1nple la situation 
i>ar un i>oint P dont les coordonnées rectangulaires seront: • sterne 

()n 
,,_ -,, ' 

• :r = p sin w. :1 

voit que lorsque l'une cles varial>1es a11µ:ulaircs ç- et <•> augtnente de 
le point JJ ne change pas. 

Alors ço = o représente t1n den1i·1)lnn dt'flni pnr l'égnlité et l'iné
galité suivante::. : 

Il est aisé de voir q11e ce dc1ni-plan est t1ne portion de surface sans contact. 
Soit J>0 un point de cc den1i-plan, J 1

1 
so11 1>rc1nier conséquent; soient 

/>0 , <ù0 et Ç'0 = 0 les ' 'aleurs de p, <V et Ç' qui COl'l'<'Sponde11t au point 
1'0 ; soient 10 1 , w 1 et r, = 2;:- les valeurs de ri, <o et ç- qui correspondent 
• j > a 

1
, on aura: 

Su1)1>osons que l'on ait entre 
1
0

0 
et <ù

0 
la relation 

log 100 = k + sin <ù0 + <t>0/J." 1 

(!.· étn11t nne constante quelconque). C('}n rcYil·11t it di1'(' qne le point 
11

0 :1ppartic11t it. la courbe C qui a pour t'(tttations: 

r = o, log p = k + sin <t> + <1>11" ·•. 

de voir que l'on n. encore: Il est • • 
~l l8C 

logp1 = k + sin cv 1 + co1/J." 1
, 

cc q 11i revient à dire que le l)Oint 1\ q ni <'St le conséquent de J>
0 

est 
aussi sur la courbe C ou bien que /(t courbe C est in1'ariante. 

T,a courbe (Y n'est l)as ferrnre. l~n effet l't·x pressio11 de log 11 contient 
u11 ter1ne '"fi' 1 qui r1'cst l)as périodique et lp1i ne l'<'jH't'rHl pa~ la 1nè1ne 
valeur q11nnd <ù nugn1entc de 2;:-. 

Nous arrêterons la courbe (' aux poi11ts .1 et 11 qui ont respective-
1nent pour coorclonnées 

(!' = o. 
' 

~ = o, 

• 

(J) - o, 

(I) = 2ï., 

' f' =-" e ' 

f 
- et 1-z::-1·· 1 '") -- . 

-

• 
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Quelle est la distance de ces points A et IJ? ÎAt valen1· de r correspon
dant à ces deux points est la 1nên1e; la valeur de lu est la 1nên1c à lln 

multiple }Jrès de 2;:-. I ... a distance A IJ sera donc du même ordre de 
p;randeur que la différence des valeurs de p qui correspondent aux deux 
}Joints A et B . Or cette différence est <-gnle ii: 

Si donc 11 est co1nme nou~ le r.;up1)osonr.; un parnmètre très petit, cette 
différence et pnr conséquent la distance AB est. 11no quantité très 1)etite 
d'ordre 1i - r. I,n. courbe C est alors ltnc conrbe q11asi-fcrn1ée do11t les 
points .11 et n sont les points de ferrr1cture. 

1\.insi si une courbe qui dépencl de /J. est. quasi-fer1née, cela veut dire 
qu'elle est fer1née pour 11 = o. 

Len1n1e. Si la distance de deux }>Oints À
0 

et B
0 

appartenant iL la 
portion dC' surface sans contact 8 est une quantité très petite d'ordre 11, 

i 1 en sera de 1nèn1c de la <lista nec <le leurs conséquents ,4
1 

et B
1 

• 

Soient en effet a
1 

, a2 , a3 les coordonnées <l'un })oint fixe P
0 

de S 
très ,·oisin de À 0 et de B0 ; a;, a;, a; les coordounées <le son conséquent P

1
• 

Soient .l'i , X2 , :l'3 ; x; , .r; , x~ ; .1/1 • !1·! , !/3 ; .11; • ,11;, y; les coordonnées de 
À 0 , ,·1 1 , B0 et B1 • Il est clnir que .r; , .r~ et .r;1 RPront des fonctions ho
lo111orpher.; de .r

1 
, :l'

2 
et X

3
• 

Donc x; - n; , x; - a;, :r; - a;1 peuvent se dé,·elopper selon lei:; 
puissances croissantes de a·1 - <i1 , .r~ - a~, :l':i - o:i et 11. 1 J'jntroduis 11 
i')nrc:e qne les équn.tions différentielles <lépc11clnnt de 11, il <loit en être clc 
111è111e de la relation qui lie un point ii. ~en <'On~éqltCnt. 

J • • l I I 1 I I 1 f • d ... expression cc ?J1 - a1 , JJ2 - a2 , J/:s - <1:1 en onctions e 71
1 

- a
1

, 

,11~ -- n~ , ?J3 - a3 et 11 sera évidc1111ncnt la 1nt!1nc que celle d9 .r; - a;, 
x; - n~ , .r~ - a; en fonctions de .t1 - a1 , .r~ - a~, .r:: - o;; et /J.· 

On déduit de là. que l'on i)ent écrire: 

.r; - y; = (:c. - .If 1) I''1 + (.r~ - !!1) 1•'2 + (.r;1 - Ya) l"a , 

( I) :r; - y; = (x1 - J/1) F; + (.r~ - .11~) 1·~ + (r3 - y3) 11~ , 

:r~ - y; = (.r1 - y1) F;' + (.r2 - .112) 11;' + (.r:s - //3) F;', 
l<'s Ji' étant des séries déYcloppécs suivant les puissn11res de: 

/J.' ::r1 -- a,' :r1 - a2' .c3 -- ft;s' l/1 - a. '.'/2 - a2' .'l:i - a3. 
--

1 ''oir ~.,.oie E. 
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En général la. position des points À 0 et. B
0 

dépe11dra de 11, de telle 
façon que x. ' x'l' x:I' Y.' v'l' Ya seront des fonctions de /1 que 1'011 pout'ra 
développer i:-uivant les puissances croissantes de cc pnra1nèt1·e. 

Dire que ln. distnncc A0B0 est très petite d'ordre 11, c'est clire que 
les di ITérPnces 

pet1vent se développer suiva11t les puissa.nces de µ et que les développc-
111ents commencc11t par des tr;rmes en /J.". 

Quand on rernplncera alors dans les équations (1)x1 ,x2 ,xa,'!J 1 ,?/~,y3 
i)at· leurs valeurs Cl} fonctions de 11, on reconnaîtrn. que les développe-
1nents de x; - y; , x; - y~ , x; - y~ comn1enccnt J>:tr des tern1eR en 11'' et 
par conséquent que la distance À 1 B1 est très petite d'ordre 1i. 

C. Q. l~. D. 

Théorème III. Si une courbe in,·ariantc C est quasi-fermée, de telle 
façon que la. <lii\tancc <les point." de fermeture A et B soit nnc qunntité 
très petite du 11~ ordre, et s'il existe un invnrin.nt. intégrnl positif, la 
distance dn point A à. son conséquent. À 

1 
et celle· dn point. B à. son 

conséquent B
1 

sont des quantités très p<'fites du ne ordre. 

Fig. 2 . 

• Je représente en effet la courbe G et sur cette cot1rbe les deux points 
de fermeture A et B. 

La courbe G étant invnriante, les conséqn<.>nts À 1 et B, de A et de 
B sont sur ln. courbe C ou sur son prolongc1ncnt. 

La distance des points A et B étant 11oc quantité très petite du 11• 

ordre, je puis joindre ces <lenx points pnr un arc de courbe AB situé 
snr la portion clc surface sans contnct S, dont ln longueur totale soit 
une quantité très petite du tic ordre et qui ne cou1>e pas O. 

Soit A 1 B1 un arc de cot1rbe qui soit le conséq11ent de AB. D'u1)rès 
.icta mathtn1atl<<t. 13. Imprimé le 23 j11lllet 18~0. 

• 
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le len1n1e précédent, ]a longueur totale de A1 B1 sera encore une quan

tité très petite du 'ne ordre. 

Considérons l'aire a faisant partie de ... r.::; et li1nitée par la courbe C 

et l\trc AB; sur la figt1re 1 c'est l'nire ARH
1
1lIA. Soi.t maintenant a 1 

la. conséquente de l'aire a. Cette conséquente srra li1nitéc par la courbe 

C et l'nrc ~4.1B1 ; sur la figure r cc sera l'aire AA
1
B

1
1lfA. 

S'il y a tln invarin.nt. intégral positif, il existrra \1nc certaine intégrale 

qui devra avoir ]a mên1e ,·ale11r si on l'étend à, tot1s les élémer1ts ilw 

cle l'aire a, Ott n. tous les élén1ents de sn conséquente a
1

• 

Si la disposition est celle de la. figure r, r'c·st à clire si les arcs AB 
et A

1
B

1 
ne se coupent pas et qnc l'aire a 1 se ro1111>osc de l'aire a, plus 

l':1ire ABA
1
B

1
, il fat1t que l'intégral 

,{11[/fr/(IJ 

étendue à l'aire ABA
1 
B, soit. nullt'. ~lai;; cPln est in11)ossib1e puisque 

tous les élérnents de cette intégrale sont positifs. 

Il fa.t1t donc que les arcs Al/ 0t A
1 
l~1 sr coupent en un point D, 

et que la disposition soit celle de la figure 2. 

Cela posé, dans le triangle ADA
1

, les côte\;; AD et A 1 D sont très 

petits du n/ ordre. On a de plus: 

Pnr conséque11t la distance AA
1 

est nne quantité très petite du 1ie ordre. 

Il en est de n1êmc pour la. 1nè1nc l'aison de la distance BB
1

• 

C. Q. F. 1).1 

1 Vu l'importance de ce théorème.', je crois devoir insister quelque peu. Le point 

essentiel de la démonstration qui précède <'St le snivnnt. 

Si les deux :ires AB, Â 
1 
B

1 
ne se coupent p:is, le polygone curviligne fermé AA1 B, B 

est convexe et ses côtés ne se coupent pa!>, de telle f:içon 

que l'aire AA
1
B

1
B est tout entière de même signe et ne 

se co111posc pns de p:irti('s positives et de parties négatives. 

En effet, AA 1 ne peut couper BIJ1 sans quoi la courbe 

invariante serait fC'rn1éc. AB uc peut couper non plus la 

• 
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Re1narque. On peut à u11 certain point de vue regnrdcr une courbe 
feL'tnéc co111111c un cas l>articulicr d'une courbe quasi-fer1née; aussi n'est
il pas inutile de faire re1narqucr que le raisonne111cnt }>récéc.lent ne 
s'a1>pliquc pas au cas oi1 la courbe invnria11tc est fcr1néc, 111ais scule-
111cnt au cas où elle est quasi-fer1néc. 

I~c corollHire s11iYant fera co1nprcndrc l'i1nportance clu théorè1ne III. 
Corollaire. Si on a, <lé111ontré qu'une courbe inva1·ia11tc G est quusi

fcr1née <le telle sorte que la di~tn11ce de$ points <le fer1neture A et B 
est t111e quantité très petite du 1t" OL'dl'e ltlt 1noins, si 1'011 suit de plus 
que la distance du !Joint À i1 so11 ('onséqnent est u11c quantité fi11ie on 
u11c quatttité très petite du 1i - 1° ordre au 11/us, si c11fiu il y a, un in
variant. intégral positif, la. courbe G est fcr1néc. 

En effet, si elle était scule1nc11t quasi-fcr111éc, la distance de A à son 
conséquent <levrait être du 1ie ortlre. 

Le théorè1ne III est susceptible de plusieurs généralisations. 
Pre111 ière e.rtensir;u <llt théorè111e III. 

Soit .t10 ll0 une portion quelconque de 
courue tracée sur Set que je IJuis sup
posc1· i>rolongéc un l)eu au delà de A.J 
et JJ

0
• Soient ensuite À

1 
B

1 
, A

2 
8

2 
, ••• , 

les consét1ucntcs successivc8 de A0 B0 • 

Su1)poso11s q uc A,.B,. coïncide ett 
}>:trtic uvcc À

0 
B

0
, en i)art.ic avec le pro

louge1nc11t de C('ttc courbe de telle sorte 
que A0 B0 soit uue courbe in\'ariantc <lu 
1i0 ordre. 

C'est ainsi que sur la figul'e 
représenté, pour fixer les idées, 
son prolongc1ne11t. 

. , . 
3 J Ul 

A,B. 
u u 

l•'ig. 3. 

-~--Ar 

Bo BJ 

n, 

ll: 

n, I 

courbe 0, car si par exemple AB coupait A .J 
1 

en . l' et le prolongement de B B 
1 

en B' 
comme !'indique la figure ci·cootrc, on prendrait pour points de ferwcture ,4.' et B' au 

lieu <le , ( et de B. 
Si AB ne coupe pas 0, 11.

1 
B

1 
ne coupera pas noo plus () qui est ~a propre con~équeotc. 

Les wèwes observations s'appliquent à la p1·ewi~re extco:;ion <lu 1 héorè1ue III. Ou 

Yerrait de la mème façon que le polygone curviligne A 0 JJ3B9.J~ (fig. 3) est couvcxe si 

.A0 B, et .1
6 
B8 ue se coupent pa,, 
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De 1nên1e À 6 B6 devra coïncider avec ..11
1 
B

1 
et son lJrolongement, et 

enfi11 A
8
B

8 
avec À

3
B

3
• 

Supposons 1naintenant que la distance A 0 BP soit une quantité très 
petite <lu qe ordre. Nous adtnettrons er1 général que 1J est pre1nier avec 
ti. Dans le cas de la figure 3, c'est la distance A

0
B

8 
qui est très petite 

du qe ordre. Alors, d'après le lerntne lJrécédcnt, les distances A
1
B

4
, 

A~B,, À 3 B6 , A4 B1 , À
6
B

8 
seront aussi très petites du q0 ordre. Nous 

pourrons alors co1npléter la figure en joignn.nt A
0
B

8
, A

1
B

4
, ••• , A

0
B

8 

par clcs arcs de courbe dont la longueur totale sera très petite du qe 
ordre, et qui ne couperont pas les co.urbcs A

0
B

0
, A

1
B

1
: etc. 

Je <lis que la dista11ce de À
0 

ii. son cinquiè1ne conséquent À
6 

sera 
encore une quantité très pet.ite du q0 ordre. 

En effet l'aire fermée: 

aura pour conséquente 

Ainsi, si les arcs A0 B3 et ,,'16 B8 i1e se coupent }Jas, c'est à dire si la 
disposition est celle de la figure 3, l'aire co11séqucute a

1 
se composera de 

l'aire a plus l'aire À 0À 6B8B3• 

l\lais s'il existe un invariant intégrul positif, un raisonne1nent tout 
pareil à celui du théorèrne III 1nontrerait que cela est irn1)ossiblc. 

Il faut clone que les arcs A0 B8 et AGB~ se coupent et on en con
clurait, co111111e dans la dén1onstration du théorè1ne III, que la distance 
ÀOÀG doit être très petite d'u q0 ordre co1n1r1c le sont les distances AOB8 
et A6B8• 

C. Q . .B'. D. 

De cette généralisation du théorè1ne III, on déduit une généralisa
tion de son corollaire que l'on peut énoncer ainsi. 

S'il existe un invariant intégral positif; 

Si l'on peut tracer sur une portion de surface sans contact S une 
courbe A0B0 qui soit une courbe invariante du n!' ordre; 

Si l'on peut trouver sur cette courbe deux points À
0

, B
0

, tels que la 

1 

• 
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di~tancc de ..tf
0 

au p0 conséquent BP de B0 (p pre1nier avec 1i) soit une 

quantité très petite du q• ordre au 111oins; 

Si enfin la distance de À 0 à son 1b
0 conséquent A,. est une quantité 

fi11ie ou très petite <lu q - 1• ordre au plus, la distance A0 B,, est ri· 
goureusc1nent nulle, de telle sorte que l'ense111 ble de la. courbe A0 B0 et 
cle sei:> conséquentes successives for1ne une courbe fer1néc qui est une 
courbe invariante d"u l cr ordre. 

Le théorùrne III est susceptible d'une deuxiè111e extension que je me 
bornerai à énor1cer i)arce que je ne cornpte en faire aucun usage dans 

la suite. 

Deuxiènie extc1isiori du théorènte Ill. Il peut arriver qu'une courbe 
sa11i:> ètrc i11variante rigoureuse1nent, soit invariante à d<!S quantités très 

petites près du p 0 ordre. 

Considérons i)ar exe1nple une courbe C, et sa 1t0 conséquente. Si 
la <listance d'un point quelconque de cette ti0 conséquente à. la courbe C 
est une quantité très 1)et.ite du p0 ordre, je dirai q uc C est une cou,rbe 
péni1ivariante du n° ordre aux quantités près du 1J0 ordre. 

Une courbe péoinva.riante peut être ferinée ou quasi-fermée comme 

une courbe invariante et les points de fermeture se défini1·ont de la rnême 
• • 1na.n1ere. 

Cela. posé, je dis que: 

Si u11e courbe péninvaria.nte du n° ordre aux quantités près du p 0 

ordre, est quasi-ferrnée, de telle façon que la distance des points de fer· 
1ncturc A et B soit une quantité très petite du q0 ordre, la distance du 
point A à son n° conséquent À 1 sera une qua11tité très petite d'ordre q au 
moins si 2q < p et d'ordre p - q au moins si 2q > p > q. 

Théorème IV. Considérons une portion de surface sans contact 8 
que je supposerai simplement connexe. Imaginons que la position d'un 
point sur 8 soit déter1ninée par un système particulier de coordonnées 
que je vais définir et qui est analogue aux coordonnées polaires. Soit 0 
un point quelconque de S; imaginons qu'à cc point viennent aboutir une 

infinité de branches de courbes, de la 1nême façon que dans les coor
données polaires les rayons vecteurs viennent aboutir au pôle. 

Nous supposerons que deux quelconques de ces branches de courbe 
n'aient <l'autre point co1nn1un que le point 0 et nous définirons une 
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quelconque de ces brnnches de courbe par l'angle 0 que sa tangente 
en 0 fait avec une droite fixe passant l>ar O. 

Nous supposerons d'ailleurs que chacune de c:cs brauches de courbe 
• 

se tcr1ninc au point 0. . 
Considérons n1aintenant u11 second systè1ne <le courbes que je sup-

1>oserai fcrtnées, s'enveloppu11t 1nut11ellcu1c11t et c11veloppant le point O. 
J'acl111cttrai de lJlus qu'une courbe quclcoi:iquc du second systè111e et u11e 
b1·ancl1e de courbe quelconque <lu pre1nier systè1ne ont un point co1r11nun 

• 

et un seul. 
Considérons une branche de courbe fixe }]

0 
<lu 1Jre1nicr système et 

soit 1' le !Joint oi1 elle coupe une courbe 111obile () du second systèrnc. 
Soit p la longueur de l'arc de la courbe B0 co111pris entre les points 0 
et P . On pourra définir la courbe 1nobilc G par Ja quantité p. 

Je suppose enfin que par un point P quelconque de S, passe une 
brauchc du pre111ier sy:;tèn1e et une seule; une courbe du second S)'Stèu1e 

et une seule. Nous pourrons alors nous scrvi1· des coordonnées p et 0 
i>our définir la position du point JJ sur S. 

Cela posé, voici le théorè1nc que je u1e propose de dé1nont.rer: 
Soit a une aire simple1nent connexe fnistLnt pn.rtie de S et li1nitée 

par une courbe fertnée k. Soit a,. sa, ti0 con~éq ucnte li1uitée par une 
courbe fer1née k,. . Si les deux aires a et a,. ont une IJartie co1nmune 
et que 0 appartienne à cette partie co111111une; si les points de k ont 
1nè1ne coordonnée. 0 que leurs 1tcs conséquents; si la. courbe k rencontre 

chacune des bra11chcs de courbe cl u l cr ~)'Stè1ne c11 u11 seul point (de telle 
sot·tc que quand on parcol1rt la courbe feru1éc k, 0 va.rie de o à 2rr); 
si de plus il y a un invariant intégral positif, deux au inoins des poi11t.s 
de k coïncideront avec leurs 1i0 s couséque11ts. 

E11 effet un élé111ent d'aire quelconque <lw a.p1)artenant ~t S pourra 
s'expri1ner en fonction de p et de 0 de lu fa~·on suivante 

<lw = <,o (P, O)clpclO, 

la fonction 'f (p , 0) étant esscntiellernent positive. 
S'il y a un invariant intégral positif, il existe une intégr.ile 

• J = f MHdw = jll-tH'fdpcl& 

1 
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qni · tL la 1nê1ne vnleur pour ex et pour ex,, et qui est telle que , 

Mil<p >o. 

Soient p0 et 0
0 

les coordonnées <l'un point q.nrlconqne de k, p11 et 
0,, ~"= (}0 celles de sou n° conséquent qui a.ppartient pnr définition ~ k,,. 

Soit 
P• 

X = j'Mll<frlp. 
Po 

(I>nns le calcul de l'intégrale X, on doit regarder() co1n1ne une constante 
éga.lc à ()0 .) 

I~n quantité sous le signe J étant positive, l'intégrnle X est positive 

si p. > p 0 et négntive si p. < p0 ; elle ne 1>ent s'annuler que si p. =Po· 
!)'ailleurs d'après la défi11ition de X, cette intégrale est ttne fonc

tion cle 0
0

• 

Soient J0 et J,, les valeurs de l'intégrnle J étendues respectivement 
1i. l'aire ex et à. l'aire ex.,. On aura d'après la définition 1nê1ne des inté
grnles doubles: ·_ .. 

J,, - Jo -= .f X<l()o. 
0 

J,' intôgrale du second 1ne1nbrc devra être prise tont le long de la courbe 
k. Q11n11d on at1ra fait tot1t le tour de cette conl'be ferrnée, la fonction 
X <lcvrn être revenue à sa vale11r initiale. 

Mais J étant t1n invariant, J,, - J 0 doit être nul. X ne peut donc 
être toujours de 1nê1ne signe et comHle cette quantité a tnêrnc valeur 
aux denx li1nites d'intégration, il faut que X s'annule deux fois entre 
ces cleux li1nites. 

Or quan<l X est nul, p0 = p,, et le i)oint correspo11da11t de k coïncide 
a vcc son 1i~ conséquent. 

Donc deux au moins des points de k coîncident avec leurs 1ie• con-
' sccp 1 <'nt:;. • 

C. Q. F. D. 
On pent énoncer le théorè1ne IV sons fnire intervenir le S)'Stè1ne 

part.iculier de coordonnées que nous avons défini plus haut et dire: 
Si une conrbe fermée k fait partie d'un<' portion de surface sans 

) 

• 
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contact 8 simplement connexe et que k,. soit 11a ti• conséquente; si l'on 
peut joindre chacu11 des points de k à son ti" conséquent par des arcs 
de courbe situés sur 8 et de telle façon que deux quelconques de ces 
arcs n'aient aucun poi.nt co1nmun; si de plus il y a un invariant intégral 
~ositif, deux au moins des points de k coîncicleront avec leurs 1ies con
séquents. 

(1) 

CHAPITRE III. 

Théorie des solutions périodiques. 

§ 1. Exi.stence <les !iJOl1ttio11s pé1•iodiq1tes. 

Considérons un système d'équations différentielles 

cl:r1 _X 
dt - ' 

où les X sont des fonctions des x et d'un pnrn rnètre /J.. Les X devront 
aussi dépendre de t, rna.is ce seront alors des fonctions périocliqnes de 
cette variable et ]a période sera 2r.. 

Sup})OSons q11e pour la valeur o dt1 paran1ètre /J., ces équations ad
mettent une solution périodique, de telle sorte que 

Soc étant une fonction périodique du temps dont la période sera. lntr 
exempl~ 27r. 

Posons: 

et cherchons pour les valeurs très petites de µ à trouver les valeurs des 
Ç que nons supposerons également très petite~, il viendra 

' 
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{)ans les dériYées partielles des X les ~·i sont re1nplacés 1>ar les fonctions 
périodique.:1 ~·· r,cs ç sont ainsi détcr1niné,.; pat• des équations linéaires 
ii second 1ncrn bl'e dont. les coefficients sont des fonC'tio11s périodiques. 

l)cux cas peuvent se présenter. 
1 °. J,cs éq uatioJJs sans second 1nc1n brc: 

i1'nd1ncttent pas de solution périodique de l>érioclc 2ï.". 

l)nns ce cas le::; éqt1ations h second 111c111brc en ucl1nettent une que 
j'écrirai : 

1' étant une fonctio11 périocl iq uc de périod(• 2 ïT. 

2°. f,es équations sans second n1c1nbrc ad111t•ttcnt une solution pé
riodique de période 2ï.. 

Alors les équations à second 1ncn1bre pcu,·cnt ne i)as avoir de solu
tion périodique, <le telle façon qu'en général nous tt'Oll\'t•rons une solutio11 
cle la for rne sniYante: 

lc•s c/• étn nt toujours cl es fonctions périodiqn<·F<, on 111è111e <lnns certains cas 

l)lnço11s-nons dans le premier cns et voyons ln chose de l>lns près. 
Cherchons h for1ner une solution p6riodiq11e t•t. li la dé\'clopper sui

vant les l)Ui~sances de /J.; i)osons i>nr conséque11t: 

• 
J'; = 9; + /J.<f 1.; + /J..<f2.1 + .... 

Qunnd on sub$tituera à la place de." .r, ccF< Yale11t'$ dans lei< X,, on 
tron \'Cra 

I l est clair q ne les X0•1 ne dépendent q uc des <f,. les X 1 , des <f; et des 
<f1•1 , les X~.; des <f1.i Ct des ~2.i etc. })c plus si le" <f,,.; i<Ollt des fonctions 
prriodiqucs c1c t de l)ériodc 2;:, il ('ll scrn de 111è111c des x ... 1· 

AcJa 111111/ir111111ira. 13. Imprimé le S nont 18St>. 7 
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Nous avons de plus 

X _ ~ rlX,,. 
11.I - L,_, -'v S! n.k + 

" n .. J: 

• 

D 1 d b d l d , . ' d X, .l • b . l ans (' secon Jl1e1n re, ans es cr1ve0s -l , on 1101t su st1tuer es ç- 1 
f .t',<· 

~i. ln, place des X; ainsi que nous l':tvons fait plus hnut. De plus J7

11.i ne 

dépendra que d0s sc1 , des l'Ci.1 , des sc2.11 ••• , de~ ru- 1.•i 1nn.is ne dépendra 
plus des se,,., . 

Cela po8é on est conduit aux équntions suivantes 

(3) }~ .... 

Snppo::;on::: qu'on ait déter1niné les qun11tités 

it l'aide des équations précédente::: f.:ous for1ne de fonctious périodiques de 
t; on pourrn. ensuite à l'aide des équations (3) déterminer les Ç',,.; · 

Ces équations (3) sont des équations linéaires à second 1nembre et 
les roëfficients sont périodiques. 

Par hypothèse les équations sans second 1nc1n bre 

<]UÎ ne sont autres que les équations (::?), n'ont pas de solution périodiqt1e; 
donc les équations (3) en ad1nette11t llll<'. 

11 rés11lte de là qu'il existe dC:'s séries 

dont les coëfficients sont périodiques et qui sat.isfont formellernent aux 
équations ( 1 ) . 

Il resterait à démontrer la conyergcncc de ces séries. Nul doute 
que• cette clé1nonstration ne puisse se faire dir0cte1nent; je ne le ferai 
pus toutefois, car je vais, en reprenant la qnef.:tion ii. un point de ·vue 
différent, <lé1nontre1· rigoureusc1nent l'existence des solutions périodiql1es, 

1 
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cc qui entraine la convergence de nos séries . 

sur les principes les plus 
Nous n'aurons en effet .. 

<1u a. nous appuyer connus du »Calcul des 
Li1nites.» 

va-Soit sc.(o) + (3, la valeur de X, pour t = o. Soit çc,(o) + r. la 

leur Je Xi; pour t = 2ir. Les r. dépendrout évide1111ncnt de /J. 

valeurs initiales des variables et elles s'annuleront avec elles. 
et des 

Cela 111e per1net d'écrire: 

r. = (31 + n,11. + "L.bikf3t + "L. lin, JJ, , 112, ... , 1>,,] 11."'(3:'·(3~· ... 19:;· 

= /1, + rf;, 
les a, les b et les [111 , JJ1 , 1>~ , ... , JJ.] étant. des coëfficie11ts constauts. 

()11 obtiendra les solutions périodit1ucs <le période :?h' en cherchant 
les cas oil: 

()11 peut clone considérer /J. co1111nc une donnée <le la question et cl1ercher 

à résoudre par rapport nux n i11co11nueB /1 les équations 

(4) 

Nous savons <1uc les <f sont des fonctions liolo1uorphes 
s'a11uul~u1t. avec les variables. 

de /J. et des 13 

Si le détermina.nt fonct.ionnel 

le déter1ninant des /JH) n'est l)::IS 

et on trouve co1nme solution: 

des ~· i>ar ra ppo1·t aux /1 
nul, on peut résoudre ces 

(c'est à, dire 

n équations 

les O, étant, d'après un théorè1nc bien connu, des fonctions holo1norphes 

de /J. s'annulant avec 11. 

C'est le cas que nous avons étudié plus haut et 0\1 les étiuations 
(2) n'ont pas de solution périodique. 

On doit en conclure que pour les valeurs de /J. suftisau1111ent petites, 

le ' équations ( 1) admettent tine solution périodique. 

)lais il peut arriver que, bien que le déter111inant fonctionnel des 

cp par rapport aux /1 soit nul, les équations (4) puissent néan1noins être 

ré~oiucs et par conséquent que les é<1unrions ( t) ad111cttc11t u11c solution 



• 
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t>ériocli<JUC pour les petites ' 'alcurs de 11. Il eu sera. ainsi en général 
<1ua11d les détern1inants co1upri:; dans la n1atrice 

d<f, dcf-1, il </J, -
d

1
ii d(I, • • • d/1,. 

d<f, tl<f, dcf-·, 
- -
dp. cl/i, • • • tf/1,. 

• • • • • • • • • • • • • 

cl c/-' 11 d cf-1,. - -
d11. d/1, 

. . . 

seront tous nuls. 
Supposons donc c1ue les équations ( 1) ad1ncttcnt une solutio11 pé

riodique pour /J. = o et pour les valeurs de /J. suifisa1n1uent petite~, ])lus 
petites par exe1nple que /J.0 , et <1u'elles n'en ud1nettent })lus pour 11 > µ0 • 

l)e quelle façon la ;::olution périodique <lis1>arnitra-t-elle au 1no111ent où 11 
atteindra la valeur 110 '? On pourrait <lé1nontrer que les choses se passent 
co1nn1e il suit. 

J>our 11 = 11
0 

- ~, les équations ( 1) ad1nettent deu.v solutions pério
diques; pour 11 = 110 , ces deux solutions se confondent en une seule et 
e111i11 pour 11 > 110 , ces deux solutions disparaissent. 

l>ou1· le faire voir, reprenons les éqltations (.+) : 

(4) <P1 = <P2 = ... = <f,. = 0 

et supposons que le déter1ninant fo11ctionnel des rp s'annnle qnand les /i 
<'t le para1nètre 11 sont nuls à. la fois. Il est ulors i111po1'sible, du rnoins 
c11 gé11él'ul, de tirer des équations les /ii sous la for1ne: 

/3, = O,(/J. ), 

les {J étant des fonctions holon1orphes de /J. s'a 1111 u lan t avec cette variable. 
~lais il ,.;era. i)o:::sible en général de tirc1· des 11 - 1 lll'C1nières équations (4) 

,/, - ,/, ~ - ('/) - 0 Yl - y2 - ... - I 11-L) -

lei\ Il - I c1uantités 111 , /32 , ••• , 11,,_1 ; on t1·ou\·cra: 

(i.z:.al,2, ... ,n-J} 
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le:\ Il éta11t des fonctions holo111orpl1c:\ de (3,. et de /J. s'annulant avec ces 

Yariablcs. 
Substituons JI, à la place de 11, dans la ne équation: 

cp,. = o. 

Nous obtie11dro11s une éc1uation 

</) = 0 

dont le L cr 111c111brc sera uuc fonction holo111orphc de 11 et cle (311 • 

i>our 11 = (111 -=--= o, on u ura 

</) = o, 
,, <!> 

,. = o. 
tl/1. 

]~Il d'autres tcrrncs pour /1 = o, réquatio11 </) 0 ad1net /1,, = 0 co1n1ne 

racine 1nulti1)lc. 
Supposons, cc qui est le cas le Illus général, que cc soit une racine 

double. Alors nous pourrons écrire, en dévcloppont </> suivant les JJUis· 

sanccs c1·oissantcs de 11 et de (1,,: 

<P = A1 /1;; + ~4311! + A 1/1,: + .. . 
+ B01J. + B 111/i,. + 11211/1;; + .. . 
+ 001.1.2 + 011.1.2(3,. + • • • 

+ ... .... . . 
On peut alors tirer de l'équation <!J = o, si ..t1 2 et ll0 ne sont i)as nuls, 

1111 eu fouction de /J.; on trouve: -
(3,, = {),, (V), 

' O\l 

et oit 0,. c~t une fonction holo1norphe de v it coctlïcients réels et s·annu

lant avec cette variable. 

S .L B. y> o, 
t 

v est réel quand µ < o et irnaginairc quand µ > o; c'est 



le contraire JJ 
(1unnc1 

1
• <o. Suppogons pour fixer les idées que 13

0 
et ~-1~ 

•• 
soient de 1nèn1e signe. 

Quand /.L sera négatif, 011 trouvera. poul' (i,. deux valeurs réelles (cor-

rcspo11<l<1nt au double signe du radical • / - 11
1
•1l) et pnr conséquent deux V j ~ 

solutions périodiques. Quand /.L = o, ces deux solutions lJériodiques se 
confondent, parce (1ue les deux valeurs de 19

11 
se réduisent à o; quand 

/l > o ces deux solutions pél'iodiques clis1>:1raissc11t parce que v devient 
. . . 
1111ag111a1re. 

Une discussion plus approfondie 1nontrern.i t que les con cl usions su b-
sistcnt dans le cns oi1 la racine fi,, o, nn lieu d'être une racine double 
de l'équation r/) = o est u11e raeinc triple ou <l'ordre supérieur. 

f, orsque cl es équations différentielles clé11e11clent cl'u.1i 11ara111ètre arùitrai re 
11. et a<l111etle11t une solutio1i }Jérioclique, et ::;i l'on /(tif varier ce 1>ara111èlre 

rt'u11e 111auière continue, la solution JJério<lique ne J>Ottrra clis11araitre qu/a1>rès 
s'ét re co11fiJ11clue a1;ec une autre ::;olution 11ériocliq11e. 

C'est ainsi que, d<lns u11e rquatio11 algébrique <lépcJ1da11t d"u11 l)ara
llll;tre /t, ~i l'on fait varier ee para1nètrc d'une 1nanièrc continue, une 
racine réelle ne pourra disparaitre et devenir i111agi11aire, l1u'a1)rès s'ètre 
confo11<luc avec une autre racine réelle. 

Les sol ut ions pério<l iques clis1>a raissent 1>ar cou11les, û la f(1ço1i cl es ra
cines réelles cl'itue 6qitatio1i algébrique. 

l .. e cas particulier qui nous nrrètera le plus sera. celui oi1 les équa
tions ( I) a<l1ucttcnt pou!' /.L = o une i11finité de solutio11s périodiques de 
}>érioclc 2;:-. 

Dans cc cas les équations (.1) ue sont i>lus distinctes 
fait. /l = o et par exen1ple on peut déduil'c la ,,c des 11 -

Cu11::-idéro11:s clone ces n - 1 prc111ières i~quations: 

('' - ('• -- - ,/, - 0 Tl-7'.!-··•-'f11 1- • 

quand on )' 
. \ 

1 pre1n1eres. 

l~n général on i)ourra su 1)1>oser q uc le détcr1ni11a nt fouctionnel 

Ôl</11 ' </•2 ' ...• </11 1) -
ô(,11,/12, ... ,,1,. 1) 
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n'e::;t pas nnl. On J)Onrra donc ré::;oudrc nos 11 - 1 équations par rapport 
aux n - 1 q unntités /11 , /12 , ••• , fin 1. 

On trouvera: 
J'3; = 1 I; (fi,. , /J.), (i• 1, 2 ....• 11- I) 

les If (•tant des fonctioni:; holo1norpl1es cl<• fi11 et clc• /L s'annulant a''ec ces 
vnrial)les. 

Sttl)stitnons II; h la place de fi, dans ln 11r é~qnn.tion (4) 

Nous ol>tie11dro11s une équation: 

<P = 0 

dont. le 1)remier Tne1nbre sera une fonC'tion holo1norph<' de /L et de /1,,. 
C<'ttc· fonction holomorphe doit contenir 11 c•n f:1ctcur. ]~11 <'fl'et, pour 
/L -= o, les 11 équations (4) se réduisent Îl 11 - 1 cl'<'nfre ell<>s et })ar 
conséquent l'équation </J = o cloit devenir i<lentiq11<'. 

}>osons donc 

</J, sc>ra rncore holon1orphe. 
)' fait (L o et cnYisageons 

Appelons 
l'~qun.tion: 

<b~ = 0 

dont le premier rn<'1nhre est une fonction 11olo111orphe <I<' /1
11 

s<'11lcn1ent .. 
'!'rois cns pr11Ycnt se présenter: 

• l 0
• Ou bien cette équation n'n<11net. 

conclure que ponr les petites v::ile11rs de /J. 

<l<' solnt.ion périodique de période 2r.. 

a11cunr ra<•1ne; on })CUt <>n 
les é•q 11:1 t.ions ( 1) n'ont })HS 

2°. On bien cette équation acltn<'t nn<' on 
Dnns cc ras les équations ( 1) ont drs i;ol ntionl' 
ti tc>s Ya leurs de /J.. 

I~n rfl'et snppo~ons qt1c ponr: 

• 
Oil ait: 

<!>~ - 0, 
tl rfr; '> 

l <... o. 
l ,1,, 

])l 11sienri; raeincs si1nples. 
pé·riqcliq tH'S pour les pe-
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Alors l'équation: 

II. Poi ncar<; 

</) = 0 
l 

pourra ètl'e résolue par rapport :) (311 puisque pour 

on a 

On obtient ainsi: 

/J. = 0' (1,. = fi':, 

cld>1 > 
l (.) ' o. 

( '"" 

fi,, = o .. (!J.), 
O., étnnt holo1nor1)he en /J.. En remplaçant fi,, par 8., dans les ~' on 
trouve: 

0, étant holomorphe. 

L'existence d'une solt1tion périodique pour les l)etites Ynleurs de /J. 

est donc établie. De plus pour une i>nrcillc solution IJériodique, le dé
tcr1ninant fonctionnel des <f par rnpport aux /1 i1'est pas nul si /J. est 
s11ffisnn11ncnt petit sans être nul. 

3°. On bien l'équation </J~ = o i1'n qt1e <les racines inulti1)les et 
a lors nous ne pouvons rien aftïrrner. • 

Si toutefois cette éqt1ation a une rncinc tri1Jlc, 011 plus générale
rncnt nnc racine d'ordre irnpair, nous pourrions affir1ner que pour les 
l>etites vnleurs de /.1, il existe une gol ut.ion périod itl ne, in ais nou::; ne 
snririons plus si le déter1ninant fonctionnel ~orl'espondnnt n'est pas nul. 

Dans ce qui précède, nous avons snp11o~é que les fonctions X 1 , X2 , 

... , X,, qui entrent dans 1es équations clifl"érentielles ( 1) dépendent d11 
te111ps t. l,es résultats seraient 1no<lifiés si le tcn1ps t n'entre pas dans 
ces éq nations. 

Il y a d'abord· entre les deux cas une différence qu'il est impossible 

de ne pas apercevoir. :N"ous avions supposé dans cc qni précède que les 
X, étaient des fonctions périodiques du te1n1>s et que la l)ériode était 2ï.; 

il en résultait que, si les éq11utions ad1nettaicnt une solution i>ériodiquc, 
la période de cette solution devait être égnle li 2;:- ou à un multiple de 

2;;-. Si Ull contraire les xi sont indépendants de t' ln, période d'une so
lution périodique peut être quelconque. 
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Eu second lieu, si les équations (1) ad1ncttcnt une solution pério
dic1uc (et si les X ne dépendent l>as tle t), clics en ad111cttc11t une infinité. 

Si en effet 

. . . ' X,. - <f,.(t) 

est u11e solutio11 pét·ioclique des équatio11s (1), il eu sera c.le 111è111e (quelle 
que soit la eoustante h) de 

J;2 = 'f"},(t + 71) ' . . . ' .r;,. = r .. (t + Il). 
.\insi le eu::; sur lequel nous 11ous so111111cs étendus d'abord et dans 

lequel l>Olll' 11. = o, les équations ( 1) a<l111cttc11t. une solution périodique 
et une seule, 11e peut se présenter si les X 11e dépendent. pas de t. 

l>luço11s-11ous donc dans le cas oi1 le tcn1ps t 11'c11trc i>as cx1)licite-
111c11t dans les éc1uations ( 1) et supposons (1uc pour /J. o, ces équations 
a<l1ncttcnt une solution périodique de période T: 

• • • • .rn - ç-,.(f). 

~oit \"Ci(o) + 19, la 
cle x, pour t -= T + r. 

valeur de :-r1 pour t ==-- o; ::-oit r 1(0) +ri la valeur 
Posons ensuite, co111111c 11ous l'a.vous fait plu:; haut, 

TJcs cp, seront des fonctions holo111orphcs de 
r s'anuulant avec ces va.riablcs. 

11, de (11 , (12 , ... , /311 et de 

• Nous avons donc ~" résoudre p•ir ra.1>port, aux Jt -r l lllCOllilUCS 

les n, équations 

(s) </Ji = </12 = • • • = 1'n = O. 

Nous avo11:; une inco11nuc de trop, 11ous pouvons donc poser arbi
traire1ncnt pa1· exen1ple 

Nous tirerons ens11ite des équations (5), (11 , /12 , ••• , 19,. 1 et t c11 fonctions 
Aclti 111allw1111lica. 18. Imprimé Je 8 aotlt 1889. 8 
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holo111orphcs de µ s'annulant a.vec /.t. Cela est post-:ible à 1noins que le 
déter1uinant: 

1 . dt/• t dÇ• t tl V' 1 cl t/•, -d/t, cl/1, • • • dfi11 1 clr 

dijJ, cltf1, dtf1, .ltf1. 
cl(). d/i, cl !111 l <lr • • • 

• • • • • • • • • • • • • • 

clt/J Il d t/J 11 

cl(3, d/3'l 
. . . 

ne soit nul pour µ = /31 = r = o. 

cl t/1
11 

clr 

Si cc déter111inant était nul, au lieu de poser arbitrairen1ent /3,. = o, 
on poserait par exe1nplc /3, = o, et. };L 111 éthode ne serait en défaut que 
$Î tous les clétcr111ina11ts contenus da11s la 111at.rice: 

dij•, clt/', dij·, cl i!·. - - -
cl/i, d/J, 

. . • d,1,, dr 

<li/·. dtf·. di/·. tl<f·. - -
cl/3, ,,,1. • • • d/J,. d, 

. . . . . . . . . . . . . . 

d t/J" d t/J Il - -
cl{3, d/3. • • • 

tltf•,. 
d/311 

dtfi11 -
dr 

étn.ient 11nls [L ln fois. (Il est ~t rc111arq uer q uc le déter1ninant obtenu 
eu suppri1uaut la dcr11iére colonne de cette iuatricc est toujours 11ul pour 

11. = (1, = r = o.) 
Cou1111c en général tous ces détc1·111i1nu1ts ne seront pas nuls à la 

fois; les équations (1) adn1ettront pour les l>etitcs valeurs de /.t, une so· 
lution pério(liquc <le période T + r. 

§ 2. Expos<tllts ca1•<tcté,.istiq1tes. 

Reprenons les équations: 

cL.tt -- X 
dt - 1 
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et imnginons qu'elles admettent t1ne solt1tion périodique 

Forn1ons les équations nnx ''ariatio11s (voir Chapitre T) des équations 
( r) en posant: 

et négli~en.nt les car rés des Ç. 

Ces équations aux variations s'écriront: 

<lÇ; rlX; ,.. 
-= - ç 
rlt dx, 1 

Ces équations sont linéaires par rapport a11x Ç, et let11·s coëfficients 
tlX, 

, (qunncl on }r a re1nplacé xi pnr se,( t)) sont des fonctions périodiques 
il.CA· 

de t. No11s ayons donc à intégrer des éq11ations linéaires à coëfficicnts 
périodiques . 

On sait quelle est en général la for1ne des intégrnlcs clc ccg éqna· 
tions; on ol)ticnt 11 intégrales particn l ièr<'s de 1:1 for111e sui vante: 

,.. -'1 - e(J.11 S 
1 1 ' 

ç2 
= ea,1 s 

21 • Ç,, ,1.111 9 - ( • 111 ' • • • ' -
,.. 

e"'1 S 
,_ 

r/'-l S ,. 
e''"' ~ çl - - - I;,, -- .., .. - ' 

. • • ' - A... ,,42 ~ 
(3) 1 2' 22 

• • • • • • • • • • 

çl e"·1 S Ç .• - eaul s Ç,. - ('a.t '? - -
) 1J ' 

- 21> , • • . • ~ tll1' 

leil a étant cleil const.nntes et l<'s Sa. des fonrtiong périodiq11eg de t de 

n1t\1nc période que les 9;(t). 
I.cs ronstantcs a s'nppc·llent les e.TJJnsants rarartfrisliques de la solu

tion périocliq ne. 
Ri a <'St. pnren1cnt i1naginair<' <Î<' façon q tl<' so11 carré soit négatif, 

l<' 1noc111le de e«1 est constant et. égal à 1. Si au contraire a est réel, 
ou si a est co1nplexe cle telle façon que son c·n.rrô ne soit pas réel, le 

1nodule e"' tend Yers l'infini pour t = + O.."'I ou pour t = -co. Si donc 
tous le~ a ont leurs carrés réels et négutif:::, l<'s qunntitég Ç1 , Ç~, ... , Ç,, 

resteront iinies; jf' dirni alors que ln. solntion prriodique ~·i-= ~.(t) est 
stable; duns le cas contraire, je dirai que cette solution est instable. 

• 
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Un cas particulier intéressant est celui oi1 deux on pluf-1icurs des 
exposants caractéristiq11eg a sont égnux entre· eux. Dans cc cas les inté
grales def.1 équations ( 2) ne prnvent. plus sr 1n<'t.tre sous la forn1e (3). 
Si j)ar exe1nple 

les éq nations ( 2) adn1ettraient deux intégral<'S particulières q11i s'écriraient 

et 

/:,. = te0
•' s. + e"•' s. .. t.1 1.2l 

les 81.1 et les S;.2 étant des fonctions périodiques de t. 
Si trois des exposants carnctéristi(p1cs étaient égaux entre eux, on 

verrait apparaitre, non senlen1ent t, innis encore / 2 en dehors des signes 

trigono1nétriques et. exponentiels. 
Su1)posons que le temps t n'entre pas explicitement dans les éq11n

tions ( J) de telle sorte q ne les fonctions X; ne dépendent pns de cette 
vu1·in.llle; supposons de plus que ces équations ( 1) admPttent nne intégrale 

(4) 

Il est. aisé de ''oir que dnns ce cas deux (les exposants caractéristiq11es 

sont nuls. 
On se trouve donc alors clans le cns cl' exception que no11s venons 

de signaler; n1nis il n'en résulte pas clc difficulté; il c&t aisé en effet /:\. 
l'aide de l'intégt·ale (4) d'abaisser d'une unité l'ordre des équntions (r). 
Il n'y a pl11s alors que 1i - I exposants cnrnctéristiques et il n'y en a 

pl ns q 11'11 n ql1Î soit n11 l. 
Not1s nllons 1nnintenant envisng('r nn cns particulier qni est eel11i ot1 

les équntions (1) ont la for1nr drs équations de ln d)·na1niqne. Ecri\·ons
les clone sous la forme: 

( 1 ') 
dx; dJï' 
- = - , 
dt dl/i 

• 

tl .1/i rl ]? 
= - ' dl d.r, 

( i=l,2 .... ,n) 

F étant unr fon<'tion qnelconqne dr ~·,, X2 , ••• , x,,. y1 , y2 , ••• , Yni nous 
pourrons supposer, soit que }' est indépendant <le t; soit que F dépend 
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non sct1lement des T et. <les Jf, mais encore cle t, et que par rapport à 
cC'tte clernière ,·ariable, c'est une fonction périocliq11e de période 21.. 

Supposons que les éq nations ( 1 ') ad 1nC'ttcnt nn<' sol nt ion périodique 
<le période 2r.: 

et formons les éq11ations aux variat.ioni:< cn posant.: 

Nous avons vu dans le cl1apit.re Il qne l'intégral<' donl>le: 

Pst nn inYariant intégral, on (<'c qni r<'Yi<'nt an 1nc\1ne) ciue si Ç1 , Yj; et 
ç;, Y/; sont deux solntions pa.rticnlières quc•lronqncs des équntions a11x 

• • Yar1at1ons, on a 
A 

2: (.. , ,., ) :::1Y)1 - ç, Y), -
• - 1 

c-onst. 

,Tc dis qu'il en résulte que les exposnnts carnrt~ristiqnes sont denx à 

clenx égaux et de signe contraire. 
Soient en effet ~ et YJ7 les valenrs init.inlcs de Ç, et de YJ 1 pour t = o 

dans une des équations aux vnriat.ions; soient Ç) et '7: les valeurs cor
rrspondantes cle Ç1 et de Y/i pour t ::- 2;.. Il est. clair que les ç; et les 
YJ! seront. clc's fonctions linéaires des çi: et. cles Y/~ cle telle sorte que la. 
811 hsti tu tion: 

T ( .. 0 0 ,.1 1) 
= ::;; ' Y/1 ; ::;, ' Y/1 

sera Hne substitution 1 inéa ire. 
~oit: 

((Il ai~ • • (/1.211 

((21 a •• • • • (( 2.2,. 

• • • • • • • • • • • • • 

le tableau des coëftïcients de cette substitntion linéaire. 

• 
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Formons l'éQuation en ), 
~ 

au -À a,2 • fl1.2,, 

G21 ((22 - ). • • (f'l,,'!,,, - o. 
• • • • • • • • • • • • • • • • • 

a 211. 1 a2,,.2 • • • a 211.211 - À 

f,es 211, racines de cette éq11ation i:ieront cc q11'on n.ppel le les zn multi
plicn.teurs de la subi:ititut.ion linéaire T. Mnis cette substitution linéaire 
T ne peut pas être quelconque. Il fn.ut q11'elle n'nltère pas la forme 
l)ilinéaire: 

l'our <'ela, l'équation en ). doit être ré<'iproqne. Si donc on pose: 

l<>s quanti tés a deYront être deux i1 <lcnx égn l<'R et de signe contra ire. 
C. Q. F. D. 

Il y a11ra donc en général n qunntitéi:i a 2 dii:itinctes. No11s les ap
pellerons les coëfficients rle stabilité c1e la i:iolntion périodique considérée. 

Si ces 1i coëfficients sont tous réels et négatifs, la sol11tion périodique 
sera stable, car les quantités ~i et YJi resteront inférieures à une limite 
clonnée. 

Tl ne faut pas toutefois entc11c1re cc 111ot. de stal)ilité n11 scni:i absolu. 
l~n efl'et, noui:i avons négligé lc·s carré~ clei:i Ç et c1ci:i YJ et rien ne prouve 
qu'en tenant co1npte de cC's carrés, le rc>sultnt ne serait. pns changé. ~1ais 

• 11011S potl\'OTIS dire au moins qne les Ç ('t YJ 1 s'ils sont originaire1nent très 
petits resteront très petiti:i pcndnnt très longtc•1nps. Nong po11yo11s ex
pritncr ce fait en disant qne la solution périodique jouit, sinon de la 
i:itabilité séculaire, du moing de la i:itahilité te1111101'ftire. 

On peut i:ie rendre co1npte de <'<'tte gtnhilité en Re reportant aux 
valeurs dE>8 Ç,; on trou\·c> en effet, 1>011r l<l i:iolution générale des équa
tions anx variations: 



Sur le problème des trois corps et les équalioo~ oc la dynamique. 63 

le::; A, étant, dei:; coëfficieuts constant::; et les /)~1, <les séries trigonon1é-
• 

triq U<'S. 

Or si a~ est réel négatif, on trouve 

e°""' =cos t ..j- a: + i sin t ..j- al, 

de sorte que ~' i:;'exprirne trigono1r1étric1ue1ne11t. 
Au contrai re si urt ou l>lusieurs des coëffieicuLs de stabilité devient 

réel positif ou i1naginaire, la solution périodi<1ue considérée ne jouit plus 
de l~L stabilité ternporaire. 

011 voit aisé111ent eu effet que ~. est alor:> représenté var une série 

dout le tcr111e rrénéral est de la for111e: 0 

• 

....-le1
'
1 cos (kt + ntt + /) 

oi1 (ll + ik) 2 est un des coëfficients de stabilité, oil ni est 11n entier et l 
et A des constantes q uelconq ucs. Le défaut de stabilité ~e trouve ainsi 

1ni:-; en évide11ce. 

Si deux des coëfficicnts de stn bi 1 ité dcvicnuc11t égn ux entre eux, ot1 

si l'un d'eux clevicut nul, on trouvera c11 gé11éral dans la série qui repré

sente Ç, des ter1nes de la for111e: 

Ateh' cos (kt + nit + l) ou At cos (1nt + l). 

F::11 réKutué, ~1 peut dans tous lei:; cai:; èt1·c repl'ése11té par uue série 

toujour::; convergente. Da11s cette série le tc1u1)s peut, eutrcr ::;ous le signe 

sinus 011 cosinus, ou par l'exponentielle e111
, ou cnfi11 el! dcl1ors des signes 

trigouo111 étriques ou expo11entiels. 

Si tous les coëfficients de stabilité sont réels, négatifs et disti11cts, 

le ten11)s u'a1>paraitra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura 

stabilité ten1poraire. 

Si l'un des coefficients est positif ou i1nagi11aire, le te1nps apparaitra 

sou::; u11 signe expo11entiel; si (leux des coëftïcicnts sont égaux ou que 

l 'un d'eux soit nul, le temps apparait c11 dehors <le tout sig11c trigono-

1nétrique ou exponentiel. 

Si donc tous les coëfficients ne sont pas réels, négatifs et distincts, 

il n'y a pas en général de stabilité temporaire. 

• 
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Toutes les fois que F ne dépen<l lHIS du te1111>s t, l'un des 1i coëffi
eients <le stabilité est nul; car <l'uue i>art le te1n1ls n'entre pas explicite-
1nent dans les équations différentielles; <l'autre i>art ces équations ad-
111ettent une intégrale 

F(x1 , x~, ... , .i::11 ; y 1 , y2 , ••• , y,,) = const. 

Nous r1ous trouvons donc cla.11R le cas dont nous avons parlé plus 
haut et oil deux des exposants caractéristiques sont nuls. ~lais, co1u1ne 

i1ous l'avons dit, cela ne peut créer ttue difficulté l)arce que l'on peut, 
it l'aide de l'intégrale connue abaisser à 2n- l l'ordre <les équations (r'). 
Il n'y a plus alors que 21i -- 1 exposants ca,ractéristiques; l'un d'eux est 
i1ul et les 21i - 2 autres, aux carrés desquels on peut conserver· 1e norn 
de coë.fficients de stabilité, sont deux :1 deux égaux et de signe contraire. 

l{cprenons le détcr1ninant tf UC 11ous avons eu ii envisager dans le 
para g1·a phe i1récédcnt. 

Nous avons dans ce parngrapl1e envisagé d'abord le cas oi1 les équa
tions ( 1) dépendent du ten11)s t et d'un paran1ètrc /J., et ad1nettent pour 
/J. o une solution périodique et une seule. Nous avons vu que si le 
<létcr111inant fonctionnel: 

les équations ad1nettront encore u11c i:;olution périodique pour les petites 
va.leurs de µ. 

Cc détertninant peut s' écri t'e: 

<lr • dr, <lr, - - 1 -dp, d;f, • • . 
cl/1,. 

d-- dr, <lr, I 1 - --1 
d,i, d,?, • . • d1in Â • 

• • • • • • • • • • • . • . • • • • 

drn dr,. dr,. - - - I 
d/11 d,1, • • • d11~ 
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Or les exposants caractéristiq ucs a sont donnés 1>ar l'équation: 

• • • 
• 

dr, -cl(i, • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

dru 
rl/1, • • • 

cl,·~,, '>,,-- e· .. 
d/911 

= o. 

l)irc que 6. est nul, c'est donc dire que l'un des exposants carac
téristiques est nul de sorte que nous llonvons énonecr cle lu fas·on st1i
vantc le prc1nier des théorè1nes dé1no11trés nu pnragrnphe précéde11t. 

A'>i les équations ( () qui dépen1lent rl'un ]Jnra111èlre /J. acli11ette11t ]JOUJ" 

11. = o 1t11e solution, ]Jério<lique rlont aucun cles e.r11osa11ts caractéristiques ·ne 
soit nul, elles atl11zettro11t encore une solutio11 1>1~rioclique z>our les petites 1:a
leurs <le /J.. 

§ 3. Soltitio1is 1>é1·iorliqties <le.'4 fqurttiou.~ cle lrt <ly11r1miq11e. 

,Je prendrai, pour fixer les idées, les équ:1tions de l:i d)1na1nique 

ll\'CC trois clrgrés de liberté, tnnis cc qne je vnis dire s'n1)pliqucrait évi
cle1n1nent au cns général. ,J'écrirai donc 111t•s équation::; sous la forn1e: 

d.c, rlfi' -clt 
- , 
dy, 

<ly, clF' 
- =- - , 
dt d:e, 

1lx, 
- = 
<lt 

cl1J., clft' -·-=- - , 
dt rl :r, 

<l .1·, 
dl 

tl11, rl/I' 
-!..-~ -- , 
dt <l.rJ 

Jt' étant une fonction uniforn1e quelconqn~ cles x et <lei> y, indépendante de t. 
Je supposera.i ensuite que x1 , :r2 et .r:, sont dei> variables linéaires, 

1nn.is que J/1 , !!~ et y~ sont des \'ariablcs angulaires, c'est à dire que Fest 
une fonction periodique de !J1 , !l'l et J/:

1 
ttvcc la période 2ï., de telle façon 

que ln. situation du systèrne ne change p:is quand une ou plusieurs <les 
trois quantités y aug1nente d'un 1nultiplc <le 2::-. (Cf. cha1)itrc I.) 

Acln 1'1(1/htmaticn 13. Im1-ri111é le ZS noût ISS~. 9 

• 
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• Je supposerai de plus que F dépencl d'un pnrn1nètre nrbitrnire /J. et 
peut se dé,·elopper suiyant les puissances crois~antcs clc cc l)ar::11nètre de 
telle sorte que l'<?n ait: 

.Tc snppo;;era.i enfi.11 que 
des ?/ de telle sorte qut•: 

110 dépc1Hl que des ,i:; et est inclépcndnnt 

ltien n'e:.:.t l)lus si1nple slors que <l'int(•gr('r les équntions (1) quand 
µ o; elles s'écri\'eut en effet : 

tly
1 

dF'
0 

-= - ' cil d:r. 

cl 1/ d }•' 
t - 4) - - ' dt d.1·l 

dy, 
d I 

Ces équations 111ontrent d'abord que x1 , :r2 et. x
3 

sont d(•s constantes. 
On en conclut que 

d /t' 
0 

qui ne <lépcndent que de :r1 , :r~ 0t .r:1 so11t nussi des constnntcs qnc nons 

:tpp<'l lC'ronR pour nbréger 11
1

, 112 <'t. u:J et cini :.:.ont co1n1)lètc1nent dénnies 
quand on se donne les vnlcurs constantes clc :i·

1
, x2 Pt :i·:; · Il Yicnt alors: 

c;,1 , w2 et éii;; étant de nouYcllcs constnnt<'s <l'intégration. 
(lnelle est la condition pour que ln solution ninsi trouYéc soit pé

rioclicp1(' et de pér:ode T. li faut que si l'on <'hnnge t en t + 'J'. y1 , y2 

Pt Ya ang111cntcnt d'un n111ltiple <le 2;:-, c'c>~t il dire qu<': 

soient des rn11ltiplcs de 2;-;. 
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.. .\insi pour que la solution que nous veuons <le trou''Cr soit pé
riodique, il faut et il suffit que les trois 110111brcs 11

1
, 11~ et 11

3 
soient 

coin 1nc11surables entre eux. 
Quant \ 

la l)ériode 1, le i)lus a ce sera 
' 

petit con1111un inultiplc des 
• trois quantités: 

2rr 2rr 
et 

24 

' 
- . 

n, 11·~ 713 

Nous exclurons, au rnoins provisoire1nc11t de i1os recherches, le cas 
, . . . dF d li' cl fi' 

011 les trois fonctions 0 
, 

0 et ù 11e sont i)as in<lé1Jcnc.lt~ntes l'une 
Û.JJ

1 
dJ:, d.1;

3 

de l'autre. Si 011 1.aisse cc cas de côté, on peut toujouri; choisir x
1

, x
2 

et x. de telle façon que n
1

, 11
2 

et 11. aient telles valeurs que l'on YCt1t, 

nu 1noins dans un certain do1nai11e. Il y aura donc une infinité de choix 
possibles lJour les trois const.:.intcs .r1 , x2 et x3 qui conduiront à des so
lutions périodic1ues. 

,Je 111e propose de rechercher s'il existe encore <le solutio11s pério
<liq ucs <le période T lorsque µ u'est plus égal i\. o. 

(2) 

I>our cela, je vais chercher à satisfaire <lux éq nations ( 1) en faisant 1 

• 

X1 = X~ + µx: + /J.2 .ti + 
x2 = x~ + µx~ + /J.g;r; + 
X 3 = X~ + µx~ + /.t2 ~r; + 
!J1 

0 
= Y1 + µy: + ti! !l°t + 

Y2 
0 

= !J2 + 1+ 2" /J.!J'J /J. !J2 + 

. . . ' 

. . . ' 

. . . ' 

. . . ' 

. . . ' 
!}3 - 0 - .7/a + /J.!}~ + /J.2 y; + .... 

l)ans cci> for1nulcs .r~, .t~ . . c~ désignent les valeurs co11stnntcs que j'avais 
été conduit plus haut à attribuer à x

1
, .r1 et .r. qua11d je su1Jposuis 

/J. = o et ciui sont telles que: 

,z 
d.c~ F(J·~, .t~, .r~) == - n~, 

-
1 J,c:; chiffres placés en haut et à. droite des let trcs .c et y dans les équations ( 2) 

sont des indices et nou dei; exposants. 

• 
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On a de plus: 

Enfin les x:' les yJ' les xi' les vi etc. sont des fonctions du te1npR qu'il 
s'agira de déterminer et qui devront être périodiques de période T. 

Dans F, à la place des x et des y, st1bstituons leurs valeurs (2), 
puis développons F suivant les puissances croissantes de µ de telle sorte 
que l'on ait : 

• • • • 

Il est clair que 

ne dépend que des x~; que 

(3) ,,, F ( o o o o o o) l cl lt'o 1 <lF'0 
'P1 = 1 Xi , X.' X3 ' Y1 ' !/• ' Ya + X 1 l o + X. d o - - ( .r, - .tt + 1 <lF'. 

Xa l o 
( .1:3 

ne dépend que des x~, des !J~ et des x:; q uc <P2 ne clépen(l que des x~, 
des y~, des x:, des y: et des xi etc. 

Plus généralement, je puis écrire: 

"clr'0 +x -3 d.t" 
' 

oi1 8,, dépend seulcrnent 
<l 0 1 1 t <l ' k 1 es x,, <.es x, , . . . e e::; x, 
des y~, des y: , . . . et des y!· 1

• 

Je IJuis ajouter que l)ar ra1)port it y~,//~, y~ la fonction 8,, est une 
fonction IJériodique de l)ériode 27'. I...'éc1uutio11 (3) 111onlre que el= FI. 

Cela r>osé les équations cl iffércnticl les peuvent s'écrire, en égalant 
les i>uissances de 1nêr11e 1101n de /J.: 

dJ;~ d .'!;~ d .c~ 
- = - =-=O 
dt clt dt ' 

On trouve ensuite: • 

(4) 
d.i:! cllt1, 
-= , 
dt dy~ 

d.i:; cll•', -= - , 
dt cly~ 

• 
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et 

(s) 
dy~ rl r/J, 
-=--, 
dt dJ:~ 

dy~ dr/J, 
dt =· - dx~ · 

• 

<ly! cl rP, 
= - ~ ' d f. cl.1:, 

et plus généralc1nent: 

(4') 

et: 

(s') 

Intégrons d 'abord les équations (4). Duns Jt11 nous remplacerons 

Y~, !/~ , Yi l)ar leurs valeurs: 

-Nous pouvons d'ailleurs toujours choisir l'origine des te1nps de telle 

fa~·on que ûi
1 

soit nul. .. .\..lors les seconds 111c111brcs des équations (4) sont 
des fonctions périodiques de t de l)ériode T; ces scco11ds 1ncu1bres peuvent 
donc ètrc développés en séries procédant suivant les sinus et les cosinus 

des 1nultiples de 
2;.t. Pour que les valeurs de x:, x~ et x! tirées des 

équations (4) soient des fonctions périodiques <le t, il faut et il suffit que 
ces sé1·ics ne contiennent pas <le tcr1nes tout con11u~. 

Je puis écrire e11 effet: 

11'
1 

= LÀ sin (1n 1 y~ + ·ni~y~ + ·111.3yi + h), 

0\1 1n
1 

• 111~ , nt3 sont des entiers positifs ou négatifs et où À et h sont 
des fonctious de x7, x~, x~ . J'écrirai l)our abréger: 

l!'
1 

= L ..11 sin w 

en posant 
w = 111 1 y~ + 1n2y~ + ni3yi + h. 

Je trouverai alors 

... 
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et 
w = t(ni1111 + ni2 1i~ + 1113 123) + li+ 111 1 @1 + ni3 w3

• 

J>ar1ni les terrnes de ces séries,' je distinguerai ceux pour lesquels 

et qui sont indépendants de t. Ces ter1ncs existent }Juisque nous avons 

supposé ql1c les trois no1nbres n1 , n,2 et nu sont co1n1nensurables entre eux. 
J c poserai alors 

<fJ =SA sin w, 

la sorn1nation représentée 1)ar le signe S s'étcn<la11t it tous les ternies de 
1!1

1 pour lesquels le coëfficient de t est nul. Nou::; aurons :.1lors: 

Si donc on a: 

(6) 

il viendra: 

cl<f s -l- = .J1113 cosw. 
( (()J 

<lep _ clcp _ 
---- 0 
1- {- ' ( 10, ( (()J • 

(7) s .r1111 ~ c:os (/) = 0' SA111 3 cos w = o. 

l,a })rc111ièrc des équations (7) est en cfl'ct une conséquence des deux 
autres, pui::;que en vertu de la. relation n1

1
·1i

1 
+ n1

1
n

1 
+ 111

3
11.

3 
= o, on a 

ideutiq uc1nent 

1i1 SA1111 COS <.tJ + 1i1 S.A1112 cos <.tJ + 1i
3 
SA111

3 
cos <.tJ = O. 

Si donc les relations (6) sont satisfaites, les séries LÀ111; cos w ne con
tie11dront pas de ter1ne tout connu, et les équations (4-) nous donneront: 

1 - Y X -1 -m 1i 
1 1 

c• 
1 ' 

1 ~ .ln1. sin (1) c• 
X 3 = L ?n 1l + 1n 11 + 1n 11 + 3 ' 

li 13 33 

c:, C! et c;: étant trois 11ouvcllcs constantes <l'intégration. 

• • 

• 



• 

• 
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ll ine reste ~ .. dérnontrer que l'on peut choisir les constant.<'s @ 2 et 
w:1 de façon à satisfaire aux relations (6). La. fonction <jJ e:-t une fonc
tion périodiqne de w2 et de @

3 
qui ne chnngc pas qnnnd l'une de ces 

<leux Y:trinblcs nug1nente de 21.. De plus clic est finiP, elle a11ra. clo11c 
atL 111oins un 1nnxi1nu1n et un 111ini1nu1n. ll y a donc nu 1noins deux 

lllt111ic"r('S de choisir w~ et w:i de fnçon ü. s11tisf;tirc> nux relations (6). • 

.Tc pou1·rn.is 1nè1ne ajouter <1n'il y en :i au 1noi11s quatre, sans pouvoir 
toutefois nflïr1nc1· qu'il en est encore de 1n(\1nc gunncl le 110111bre de degrés 
de liberté est supérieur à. trois . 

• Je vni5 inaintenant chercher ii. détern1incr il, l'aide des équations (S) 
les trois fonctions y~ et les trois co11stnntcs c:. 

N ons pouvons rcgn rder co1n111e connus les :r~ et les y~; les x~ sont. 
connus égnl01nent llttx constantes près (}:. .Te puis donc écrire les équa
tions (S) sous lu for1ne suivnnte: 

(8) l"'J' l"J' l"l•' l f . - (?' , - ·~ - G'.' , . ' " - ( '.' ' - o , 
' ' u 6 i l " l u .1 I " l ,, <l.t1 ,/;r; ( .t•:? ( .t•i ( 1•

0:1 ( , •• 

où les II, rcpré"cntent des fonctions entièrrrneut c·onnucs 
' . . l . . 1 l . 1 1 2 ;:{ 

S('l'ICS s111vnnt es sinus et eos1nns tes 11111 t1p c•s < c '1' • 

développées en 

I .. cs coefficients 

cle (':, ()~ et (J~ sont des con:'fantcs que l'on peut regarder comme connues. 
l>our qnc la Ynlcnr de y~ ti1·ée cle cett.e écp1:1tion soit une fonetion 

pél'iocliquc <le t, il f,1nt. et il snffit que dnn:=; le S<'<'oncl 1nc1nbl'e le tcrrnc 
tout connu soit 1lttl. Si donc Il~ désigne le tcrn1c• tout conn11 de la 
5:é1·ic 1rigono1nétriq11c If;, je devrni a.voir: 

( <)) 
1"]1' 

C' ' - " - -= 3 1 " 1" ( ,(':1' ,, . .. 
JI~. 

r .. e:=; trois équations linénircs (9) détcr1nincnt. les trois constantes c:' ~ e't c~. 
ll n'y aurait d'exception que si le cléter1ni11ant cle ces trois équa

tions était nul; c'est à dire si le lie~sien de 1•'0 par rapport à x': . x~ et 
x~ étnit nnl; nous exclurons ce cns. 

I. .. cs équntions (8) 1nc donneront donc: 

y~ = 1)~ + 1.-;, 

• 



72 II. Poincaré. 

les YJl étant des fonctions périodiques de t cnticrc1nent connues et les 

k: étnnt trois not1velles constnntcs d'intégration. 

Venons 1naintenant a11x équations (4') en )' faisant k = 2 et i = 1, 2, 3 
et cherchons à déterrniner à l'aide des trois équations ai11si obtenues, les 

trois fonetions xi et les troi::.i C'Onst:u1tes k:. 
. I l est aisé de yoir que nous avons: 

oil .Q
2 

clépcn<l seule1nent des ~:~, dt•s y~ et. des x: et oit l'on n, co1n1ne 

plus haut: 

- 'LAn1, co:>w. 

I.-es équations (4') s'écri,·ent alor::i: 

ou 

rl.r~ __ cl Q~ + 
dt - d:1~ 

fl; étant. UllC fonction périocliqut> de t, que l'on peut regarder COn1rne 

enticrc:111cnt connue. l~our q ne l'on puisse tirer de cet te é>q 11ntion xi sous 

ln. for1ne d'une fonction périocliqne, il fau t et il i!nfTit que les secondR 

1nc1nbrcR des éqnations ( 1 o), clé\·t!loppés en séries trigono1nétriques, ne 

possèdent pas de terrncs tout connus. Nous dêYons clone disposer cleR 

qun.ntités k: de rnanière à annnler ces termes tont connus. Nous serions 

ainsi conduits ;L trois éq11ations linéaires entre les trois qnantitéR k:; mais 

con1rne le détcr1ninant de ces trois éq untions t·st nn 1, il )' a nne petite 

cliflïenlté> et je suis forcé d'entrer clans quelquei:; détnils. 

Nous allons d':ibord supposer: 

7.1 - 0. 
,, 1 ' 

nous n'aurons plus alors que deux inconnues k; et k~ et trois équations 

à satisfa ir<'; 111a is ces trois éq na tio11s 11e sont pas distinctes coin ine nous 

allons le Yoir. 
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Appelons en effet E; le ter1ne tout connu de H1
1, ces trois éq ua

tions s'éct'iront : 

E3 = /,·~SA1111 1n:: si1l'w + k~S1l 111~ sin w, 

en conservant au signe de som1nntion S le 1nê1n<> sens que plus hnut . 
• Te ne consi<lérerui d'abord que les clenx dernières des équations (1 1) que 
j'écrirai: 

De <·es deux éq11n tions on peut tirer k~ et k!, i1 111oins que le he<'sien 
de if' par rapport à ro2 et ro3 ne soit nnl. Si l'on donne aux k; les 
valeurs ainsi obtenues, les deux dernièr<'s équntions ( 10) nous donnC'ront 
x~ <:t x; sous la for1ne suiYante: 

leg ç; étant des fonctions périodiques <le t <111tièr<'1n<'nt connuPs et les 
Ci cYtant de non,·<'lles constantes d'intégration. 

t>our trou,·cr x~ nous pouvons, nu lien d'c·rnplo)'<'r lu. pre1nière des 
ét111ations (10) nons servir des considérations sui\'an1cs: 

T~cs éqnatio11s (1) ad1net.tent une intégrale: 

B étant nnc co11st:i nte 
les p11iss:1nces de /.L en 

de ~ortc que l'on a: 

F= B, 

dïntégrntion 
• • ccr1\'ant: 

<P~ _, JI~ , ... , 

B0 , B1 , B~ etc. étant autant de constantes différe11tes . 
.de/a .11.1the1111ti<'t1. 13. l11111rtmé le Z9 aollt 1889. 10 
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I..e prc1nier 1nembrc de l'équation: 

<lépc>nd des x~, des Jti, drs x:, des ?/:, clc x; et de• x~ qni sont des fonc
tions connues de t et de xi qnc nous n'avons pns encore ca lculé. De 
cette 0quntion, nous pourrons clone tir<'!' x; sous In foruic suiYante: 

~ sera. l1ne fon.ction périocli<] ne de t entièrement déterminée et c; est 
une consta11tc qui dépend clc Il~, de .l~ et de ()~ . 

Nous ponYons conclure de lil que ln J)l'(.•1nièrc der.: équationg ( 1 1) 
doit <~t1'<' gatisfaite et pnr consrqne:1t. que <'(.'S trois éqnntions (r 1) ne sont. 
pns di:;tinctef:. 

Prenons 1nnintcnant les éqnntiong (s') c·t. faisons·)' k = 2; nous ob
tiendrons troi~ équations qui 11Q11s pcr111ettro11t clc déter1niner les con· 
stantcs (': , c; et l~ et d'oi1 l'on tirern en ontrc les ?li sous la forme: 

" q+J." ?li = 1ïi 'i. 
Il <) ,., 

11; = 71; + 1•;' ?,,~ .,,,~ + 1.2 
.1:: = '/:: ,, ;11 

les r; étn.nt des fonctions périodiques de t rntièren1ent connues et les k 

étnnt trois nouYelles constantes d'intrgr:1tio11. 
l{.eprenons ensuite les c'·qnntions (4') en )' faisant k = 3; si nons 

supposons ki = o, r1ous ponrron::; tirer des t1·ois érp1ations ainsi obtenues, 
d'~Ll)ord les deux constantes ki et k;, J)UÎ;; Je;; a} sons l:i for1ne : 

·""~ - ~~ + C'~ 
""; - ... i 1' 

les Ç étant des fonctions périodiques connnes <lr t et lc>s Cj étant trois 
11011velles constantes cl'intégrution. 

Et ainsi de suite. 
\ T oilit un l)rocédé pour trouver des sérÎl'S ordonnées suiYant les 1)11is

sances de µ, })ériodiques de période 1' par r:1p1)ort nu te1nps et Rntisfai
~ant a nx éq untions ( 1 ) . Ce 1Jrocétlé 11e serait e1i rléfaut que si le hessien 

• rle 1''0 par rapport aux x? était n1tl ou si le hessien rle <jJ par rapport à 

w2 et «>a était 1iul. • . 
On pourrait démontrer directe1nent ln convergence de ces séries par 

i<'s procédé~ ordinaires du ))Calcul des li1nitc•s)) de CAcc111;· 1nals d'autre 

• 
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part cette ..:onvergence est une conséquence nrt:cssairc de l'existence 1_nème 
des solutions périodiques; je préfère donc c1nplo)'er le 1nê111e raisonne
n1ent que dans ce paragraphe (1) pour établir cette cxistcuce. 

Nous avons vu que les équations (1) ad111ettent pour solution quand 
JI.= 0 

le::; <t et les w étant des constantes d'intégration, et les Ji des fonctions 
des a. 

Nous avons vu en outre que ::;i 

1l T }' 11 }' J' 
1 ' ·~ ' •3 

sont 1nultiples de 2;:, cette solution est 1>ét·ioclh1ue de période T. 
Supposons 1naintcnant que /J. ce3se d'être 11ul, et imaginons que, 

da11s une certaine solution, les valeurs des x et des y pour t = o soient 
rel:'1>ccti veinent: 

Supposo11s que, Jans cette 1nê111c solution, les vu.leurs des x et des 
y pour t = T soient 

xi =Cl 1 + /Ja, + Aa1 , 

X 2 =a 2 + àa 2 + Aa
2

, 

X3 = aa + ' Oll·a + Aa3 , 

Yi -=w 1 + 1i1 1' + Q[i}1 + .6.w
1

, 

Y2 - + Jt"l 7
1 + ô@'J + Â@2, = w 2 

Ya -=W .. 
" 
+ n., T + ùwJ + Âûi3. 

T,a condition }Jour que cette solution soit i>ériodiq ue de période T c'est 
que !' 011 ait: 

( l 2) 

• 
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I~es six équations (12) ne sont pas distincte~. En effet, co1n1ne F = const. 
est une intégrale <les équations ( 1 ), et que d'ailleurs l!1 est périodique 
intr rapport aux y, on a: 

Il nous suffira donc de satisfaire à ci11<1 des équations (12). Je suppo
serai de plus: 

Il est aisé de voir que les b.cti et les Âw1 i;o11t deR fonctions holomorpl1es 
de /.L, des oa, et des owi s'annulant quand toute:; ces variables s'annulent. 

Il s'agit donc de dé1nontrer que l'on 1>cut ti rer des cinq dernières 
équations ( 1 2) oa 

1 
, oa2 , Ôa

3 
, OW-J et Ûwa Cil fouet ions de /J.. 

l{e1narquons q ue quand /J. e::;t nul, on a 

l'ar conséquent Â a 1 , Â a 2 et b.(t
3

, développés suivant les puissances cle 

11, des ôa, et des àwi, contiennen t /.L en facteur. :Xous sup1)rÎ1nerons ce 
facteur /J., et nous écrit·ons par conséquent les ci11q éq uat.ions ( 1 2) que 
nous avons à résoudre sous la forme: 

b.n~ -
/J. 

Il est aisé de voir que si dans les deux pre1nières équations ( 1 3) on fait 
/.L = o, ces équations se ra1nènent aux relatio11s (6) 

• 

Nous cl1oisirons donc w1 et w
3 

de façon à satisfai re à ces relations. 

Quand on nura choisi de la sorte w
2 

et wa, on verra q ue les équation:" 
( 13) sont satisfaites q uand on y fait à la fois: 

Nous pourrons donc tirer c.les équa tions ( 1 3) les cir:iq inconnues àa, 

• 

• 
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et OéïJ1 1'0US la for1ne <le fonctions holOll lOl'phcs de /J., s'annulant avec /J.. 
I l n'y aurait d'cxccptio11 que si le détcr1ninant fonction11el : 

(
Âr1, Âa, D..- D..- 6.-) ô , -- , eu, , c1J, , CIJ. 

µ µ . 
"' ( ' ' ~ ~- :;,- ) " 011 1 , Oil 2 , ucl3 , O<u, , v<u3 

était 11ttl. ~[ais pour µ = o, Â w 1 , Âw~ et Âwa sont indépendants de 
iJw2 et de àw3 , de sorte que cc déter111 i11a11t fouctio11ncl est le produit 
de deux autres: 

et 
ô (Âw,, Âcü,. Âw,) 

• 

Le pre1nicr de ces détc:r1ninants est égal atl 11essien de </J }>tlr rapport 

à. w2 et w3 et le second au hessien de 1!'0 par rapport tL x1 , .r;~ et x~ . 

Si donc aucun de ces <lcux hessirns n'e::t nul, il sera possible de 
::;atisfuirc aux cinq équations (13) et i>ar conséquent pour des valeurs 
8nftisa1111ncnt petites de µ, il existera. une solution périodique de période T. 

C. Q. F. D. 

Nous allons 111 aintenant cherche1· à déter1niner, non plus seulc1nent 
les solutions i>ériodiques de période 1', 1nais les solutions de période peu 

difl'érentc de T. Nous avons i)ris pour !Joint tle départ les trois no1nbres 
n,

1 
, n2 , ri

3
; nous aurions l)U tout aussi Lien choisir troi::; autres nombres 

ti; , n;, ·n~, pourvu qu'ils soient commensurable::; eutre eux, et nous serions 
ftrrivés ~L une autre solution périodique dont lti i)ét·iodc 1'' aurait été le 

l . l . l d 21. 2rr 2:T l'> us 1Jet1t corn1nun 1nu t1p e e , , , , , . 
n, 11~ 11 3 

Si nous prenons en particulier: 

les trois no1nbres 11,;, 'li;, 1i; seront co1nrnensurables c11trc eux puisqu'ils 

sont proportionnels aux trois no1nbres n1 , ?Z 2 et n3 • 

Ils nous conduiront donc à une solution périodique de période: 

T 
T'=- -

1 +e 
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de telle fa~·o11 que nous :l11ron:;: 

.r; = <f, (t, /1., s), !J1 = se: (t , 11 , s ), 

les 'fi et les se: étant des fonctions développables suivant les puissances 
de /J. et de s, et périodiques en t, 1nais de façon <1 ue la, période dé
pende de s. 

Si dans JI' nous re1nplaçons les Xr et les y, par leurs valeurs (14), 
11

' doit devenir une constante indépendante du tetnps (puisque F = const. 
est une des intégrales des équations (1)). ri1ais cette constante qui est 
dite constante des forces vives, dépendra de 11. c•t de s et pourra être 
développée sui vaut les puissances croissa1ttes de ces varin bles. 

Si la constante des forces vives JJ est une donnée de la question, 
l' éq uu.tion 

J1'(t1. , s) = TJ 

peut être regardée co1n1ne une relation qui lie s iL /J.. Si donc nous 
nous donnons arbitraire1nent 13, il existera toujours une solution 11é

riodic1ue quelle que soit la valeur choisie pour cette constante, inais la 
période dépendra de s et par conséq ucnt de /J.. 

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en 
détail est celui 011 il 11'y a que <leux degrés de liùcrté. F ne dépend 
alors que de quatre va ria bles .c 1 , y 1 , .i;~ , !J2 et la fonction <jJ ne dépend 
11lus que d'une seule variable w,. Les relations (6) se réduisent alors à 

d 2"' et le hcssic11 de <jJ se réduit à d 
11

• l)'oü cette conclusion: 
Wi 

A chacune des racines si1nples de l'équatiuu ( 1 5) correspond une 
solution périodiq11e des équatious ( 1 ) , qui existe pour toutes les valeurs 
de /J. suftïsa1n1nent petites. 

Je pourrais inètne ajouter qu'il en est encore de 1nèn1c lJOur cbacu11e 
des racines d'ordre impair. 

Ce que nous venons de dire s'applique en particulier à une équation 
que l'on rencontre quelquefois en ri.lécanique Céleste et dont plusieurs 
géo111ètres se sont déjà occupés. Cette équation est la suivante : 

• 
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d'p 2 3 R( ) dt. + 1i p + nip = /J. 10 , t . 

1i et 11i sont des constantes, µ est un para1nèt.re très p<'tit et R est une 
fonction de p et de t, développée snivn.nt les puissances croissan tes de p 
et i>ériodique par rapport ii t. 

l>onr bien nous en rendre compte, il f:int d':Lbor<l ramener l'équa
tion ( r 6) ii la forme canoniq t1e des éq uu tions cle ln. <lynn.1niq ne. Cela se 
fera c•11 posa.nt: 

ç = t, rl 11 
1 - (J 

<ll - ' 
n

2 
11

2
11! 111f

4 r Ji' = _ + · 1 
_ + - - 11. R (p , Ç) ri p + YJ, 

2 2 4 • 

Ç et YJ {•tn.nt dC'ux nouvelles ''ariables nnxiliairC's et l'intégrale J ll(p, ~)<lp 

étnnt ca !culée en regardant. Ç co1n1ne nn<' ro11stante. On trouve alor~: 

clp rlF' 
-=-, 
dt da 

r7 <T il li' 
- = - - , 
dt ilp 

clÇ <lP 
- - - , 

dt d71 

auxquelles nous pourrons adjoindre (YJ étant restée jusqu'ici co1nplète1nent 
arbitrair<') l'équation suiyunte: 

,,1) -
Jï - -

qui C'orr1plètc un s.rstè1nc cnnonique. 

clP 

":: ~ 

Quancl µ = o l'intégrale génér:i]e de l'éqnntion (16) s'écrit 

f' = li sn (.r;t + w), tJ = h.r; c1 1 (.r;t + w) cl n (.r;t + w) 
. 

0\1 .fi et. w sont de11x constantes d'intégrn.tion et oit lt, ainsi qne le 1no-
clule cln sinus n1nplitude sont <lcnx fonctions de ,q faciles à déterminer. 

Nous nllons changer de variables; nous prend1·011s nu lien <le Ç, YJ, p 
et <J, quntrc vnrinbles x1 , J/1 , x2 , y~, définies co1n1nC' il suit. Nous aurons 
<l':ihord: 

T~ = YJ, 

l)cs équations ( 18) qni donnent p et. <T en fonctions de ,q et de .fJl + w 
pour /J. = o, on peut tirer .Q et .QI + w en fonction:\ de p et de a. Il 

• vient: 
gt + w - x~(p, q). 

• 
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~ou" prendrons nlor=- pour x 1 une certaine fonc•tion de Xi (p, a) et pour y
1 

k désignant la période réelle de sn(:r). 

Si alors x1 n. été convenablement choisi en fonction de Xi les équa
tions conserYcrottt leur forn1e cnnoniqnc 

ll.11 1 tlF - =-, 
dt <lœ

1 

I l est clair d'ailleurs que I)Ot1r µ = o, F 11e dépend que de x
1 

et de x~ 
et non de y1 et de y2 • 

Nous 11ous trouvons donc bien dans l<•s conditions énoncées au début 
de ce paragraphe. . 

!.'équation (16) a surtout été étudiée par les géo1nètres dans le cas 
oi.1 1n = o; il semble au premier abord qu'elle est alors beaucoup l)lns 
si1nplc. Cc n'est qu'une illusion; en effet, si l'on suppose ?Il = o, on se 
trouve clans le cas oi1 le hessien de F

0 
est nul et ce que nous ayons dit 

clans ce paragraphe n'est plus applicable sans inodificntion. 
Ce n'est pas q11e les particularités que présente l'équation ( 16) dans 

le cas gé11éral ne soient encore vraies pour ni = o, toutes les fois du 
1noins que µ n'est pas nul. La seule différence, c'est qu'on ne i)eut les 

1ncttrc en évidence par un dévcloppe1ncnt suivant les puissances de 11. 
I.,'npparente si1nplification qu'a. reçue ainsi l'éqnntion (16) n'a fait qu':tug
tnent.cr les difficultés. Il est vrai qu'on est conduit quand 1n = o, n des 
Rél'ics beaucoup i)lns sirnples que dans le cnR générnl, JnniR ce=- séries 11e 
convergent pas corn rrte nous le verrons dans ln. suite. 

§ 4-. Ctt l c11l de.<; cx1>0.~<111 t.~ <'(t'J'ft<'té1·istiq11e.~. 

l{eprenons les équations ( 1) du paragraphe 1>récédcnt 

tlx; clF 
- = - ' 
dt "''' • 

"''' "F' ~=-- · 
"' 1l.1', 

c1~1.~.s> 

Supposons qu'on ait trouYé une solution périodique de ces équations: 
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et proposons-nous cle déterrniner les exposants curactéristic1ues de cette 
sol n tion. 

I>our cela nous poserons: 

!/1 = </J;( t) + Y/11 

1)uis nous formerons les équations n.ux vnrin tions des éq un tions ( r) que 
' . nous ccr1rons: 

et nous cl1et·cl1erons à intégrer ces équations en faisant: 

(3) ,. ais 
I;; = e i' 

o.I T r;, = e o 

(1,l=l,2,3) 

S1 et T, étant cles fonctions périodiques de t. .N'ons savons q11'il existe 
en général six solutions particulic~res de cette for1ne (les équations li
nénircs (2) étant <lu sixièn1e ordre). ~fais il i1nporte d'observer, que dans 
le cas IJarticulier qui nous occ11pe, il n')' a plus qtie quatre sol11tions 
pnrticnlièrcs qui conservent cette for1ne, parce que denx <les exposants 
caractéristiques so11t nuls, et qu'il y a par conséquent tlcnx solutions 
particulières d'une forme dégénérescente. 

Cela posé, supposons d'abord /J. = o, alors ]11 Re réduit à F 0 cornmc 
nous l'n.vons v11 dans le paragrapl1c précédent et ne dépend plns qne de 
:r~ , ~·~ et :î'~. 

Alors les équations ( 2) se réd t1isent à: 

(2') 

J,es cot:il'ieicnts <le Ç" clans ln, seconde éc1 nation ( 2 ') sont des tons ta nteP. 
N ou:; prendrons cou11nc solutions <les équn tionR ( 2') 

- 0 r;, - r;.' 
Il n Il ' • l'. , . r;. , r;~ et YJ:i ctant trois constantes c 1ntegrat1on. 

0 
Y}:1 =- YJ:1 , 

Cette solution n'est pas la plus générale puisqu'elle ne contient qne 
troi::; constantes arbitraires, inais c'est la plus générale• par1ni celles que 

,-trt11 1t•nthen1atica. l:l. Imprimé le 10 septet11brc 18~9. 11 
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1'011 peut ramener à la for1ne (3). Nous voyons ainsi que pour µ = o, 
les six exposants caractéristiques sont nuls. 

Ne supposons plus maintena11t que µ soit nul. Nous allons main
tenant chercher à développer a, S, et T,, non pas suivant les puissances 
croissantes de µ, mais suivant les puissances de ..;µ en écrivant: 

Alors on a: 

et: 

(4) 

a = a 1 \//J. + a2µ + CX3/J. ../ii + ... , 
si = S? + s: ,1,J. + s; µ + s; /J. ..;1). + ... , 
T To T1 - r2 1.3 -

i = i + i .,//J. + 1 /J. + 1 µ y/J. + .... 

~ = o, 

cl.'')~ + _ cLs: + 
l \ /J.-,- •.• ( t ( t 

' 
So -si + a <+a,µ 1 + ... 

11(1 0 ; ~ Y/1 

dr;1 "' =e 
dt 

l'l ,o lT1 ( i+ _, i+ 
dt '/J. dt ... 

Nons dé,relopperons cl'n11t.re part les dérivées secondes de F q11i 
entrc>n t co1n1ne coëfficients dans les équations (2) en écrivant: 

(s) 

d'F Ao A2 2A4 

l l = U· + µ Il.: + /J. ik + • • • 1 c 1/;( œl . 
• 

cl'IJ' no n2 2i >• 
d d = il.: + /J. 11.: + /J. )Il. + ... ' Yi Y1.: 

d'F 00 + c• + 201 - l l = ik /J. it /J. Il + . . . ' C.:l:;I a:,. 

d ! Ji' no n· 2n4 
- d a = 1t + /J. ;.. + /J. 1.t + .... a:, Y.t 

Ces développements ne contiennent qnc des puissances entières de /J. 

t~t ne possèdent pas co1nmc les développements (4) des termes dépendants 
de ..;,, .. 
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On observera que: 

• 

G"' o·m i.t = l:i' B m Bnl 
it = l·l 1 Am nm 

f.t = - 1:1' 

Nous substituons dans les équations (2) les valeurs (4) et (S) à ln. place 

<les ~' des YJ, de leurs dérivées et des dérivées secondes de F. Dans les 
expressions (4) je suppose que <X F<oit développé suivant les puiF<F<ances de 
-Jï'i, sauf lorsque cette quantité a entre du,ns un facte11r exponentiel ea'. 

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables de 

{µ et nous obtiendrons ainsi une série d'équations qui permettent de dé
tcr1niuer successivement: 

t CIO 31 1·0 Tl 
<X1 ' <X2 ' <X3' c c. o, ' f ' ••• ' 1 ' f ' •••• 

Je n'écrirai que les premières de ces équations obtenues c11 égalant 

succcssive1nent les termes tout connus, les terrnes en ,l,u., les termes en 
11 etc. Je fais d'ailleurs disparaitre le facteur e"' qui se trouve partout. 

Egalons d'abord les termes en {µ, il vient: 

dS! 80 "'"' Ao s1 + "'"' Bo T' dt + <X1 i = L.-1.: il: k L.,k 1.t kl 

(7) 
dT} To "'°' C'o 31 + 
dt + a1 ' = L.-1: "' t 

"'"' no 7•1 
L.-1: '" l' 

Egalous les termes en µ, il vient: 

(8) 
.. 

<l.'3; s1 30 "'"' (Ao 8~ A2 30 + Bo T~ + JJ2 7•0) clt + a 1 ; + <X2 1 = L.. 1: il: 1: + it 1: 1i· 1: 1.t " , 

o) 

· ' · l d t 1 cl 'l'i outre t1·01s cquat1011s ana ogues onnan es dt · 

Si l'on tie11t co1npte 111aintcna11t des relations (6), les équations (7) 
<levieJ111c11t: 

cZ.s: 
dt = o, 

J,a prcrnièrc de ces équations inontrc que s:' s~ et s~ sont des con· 

• 
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Q , cJ 11 cz 1•: t stn11tc,-. uant a la sccon c, c c rnontrc que cil es 

co111n1c T: doit être une fonction périodique, cette 
nulle, de sorte qu'on a: 

(9) 

• 

une constante; 1nais 

constante doit ètre 

cc qui établit trois relations entre les trois co11stalltes YJ~, les trois con
stantes Sf et la quantité i11co11nuc a

1
• 

De so11 côté l'équation (8) s'écrira : 

,zs',! 
+ S I " JJ2 0 -d-t a. 1 = k1.: 11 Y/t · 

J.,cs IJ;, sont des fonctions périodic1uc~ clc t; développons-les d'après la 
for1nulc <le l <'ot;HIER et soit b;/,; le ter111e tout COllllll <le n;/,;. Il viendra: 

ou en tenant co1nptc <les équations (9), il viendra: 

'' a 
ais:= Lb,.t((,~.&: + G~2S~ + 01':1S:D· 

.!"= 1 

E11 faisant dans cette équation ( 1 o) ·i = 1 , 2 et 3, nous aurons trois 
relations linéaires et hon1ogèncs entre les trois constantes s;. En élimi-
11ant ces trois constantes, nous a.uro11s alor:=; une équation dt1 3m 0 degré 
qui déter1ninera aî. 

Si nous posons pour abréger 

l'équation duc it cette élin1ination s'écrira: 

• eu - ai e,2 e1a 

( 1 I) eZl 
•) 

e~2 - aj e~3 - o. 

Ca1 (>li2 
•• 

Caa - aj 

• 

• 
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Elle peut encore 
, . . 

s ecr1re: 

1- al 0 0 G11 G~2 C~a 

0 -ai 0 G"O 21 G~. •• G~a 

0 0 -c.<1 G~. (Jl 
;J!! G~a 

=o. 
bu Ù1~ Ù13 -a. 0 0 

b~· b~2 b~a 0 - a1 0 

bal "·~ Ùau 0 0 -a. 

La détcr1ui11ution de a1 est la seule partie du calcul qui l>résente quelque 
difficulté. 

Les éq uatious a11alogues à ( 7) et ti (8) for1nécs en égalant dilns les 
équations (2) les coëfficicnts des puissances se1nl1lablcs de ,11, , per1ncttent 
ensuite <le c.léter1niner sans peine les a,, les S,'1' et ll•s 1':''. Nou:; i>ouYons 
donc énoncer le résultat suivant: 

IA38 e.rJJosa1its caractéristiques a sont tlévelo1>1>ables suivant les zJuissances 
croissantes cle , f'. 1 

Concentrant donc toute notre attention sur 
11ous allons étudier spéciale1nent l'équation ( 1 1 ). 
<.l'abord à déterrlllOCr les qua11tités Q~t Ct VIL. 

On a évidemn1ent: 

et 

ou 

et 

lu déter1ni nation de a,, 
Nous devons chcrcl1cr 

• 

. . . ) (f.11 ... ,,, 1 !'1 -f ,,, !'2 f-111 .. !'J + ,, 

D'après les conventions 
tion re1>résentée par le 

faites 
• signe 

dans le })Uragraphe précédent, la so1n111a
L s'éten<l à tous le.:; tcr1ncs, quelles que 

1 Voir Note H. 

• 
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soient les valeuri; entières attribuées fi. ni
1 

, 1112 et 111
3

• J,a so1n111ation re· 
présentée par le signe S s'étend seuleinent aux termes tels que 

1i11n1 + n21n2 + 1i31n8 = o. 

Sous le signe S nous avons par conséquent: 

w = ni2w~ + ni3 w3 + lt. 

Cela nous l)er1net d'écrire 

(pour i et k = 2 ou 3). 

Si un ou <leux des indices i et k sont égaux à 1, b," sera défini par la 
relation 

Nous allons à l'aide de cette dernière relation, transformer l' équa
tion ( 1 1) de façon à mettre e11 évidence l'existence de deux racines nulles 
et à réduire l'équation au quatrièn1c degré. 

Je trouve en effet par une sirr11)lc transfor111atio11 de détern1inant et 
en divisant par 

• 
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ou: 

J_}exprcssion 1i~C~2 - 2n1 1i2 C~2 + 11;0~ 1 ne dépend qt1e de xi et x~ ou si 
l'on veut de n1 et de n2 • Quan(l nous nous serons donné les deux 
nombres ti1 et n2 dont le rapport doit être co1n1nensura ble, nous pour
rons regarder ni0~2 - 2n1 ,n2 C~2 + 1i;c~1 co1n1nc t1ne co11stante donnée. 

<l ~cp 
Alors le signe <le ai dépend seule1ncnt de cclni de ,_

2
• 

( (f). 

Quand on s'est donné n.1 et 11
2

, on forrr1c l'équation: 

( I _ci) 

qui est l'équation (15) du 
ce paragraphe qu'à chaque 
lution périodiqt1c. 

ilcfl 
-'--- = o, 
dw, 

paragraphe précédent. Nous avons vu dani:; 
racine de cette éq nation corres1)ond une so-

Considérons le cas général où l'équation ( 1 :;) n'a que des racines 
si1nples; chacune de ces racines corrcspo11d alors 1i un mnxi1nutn ou à 1111 

1ninim1tm de <f. ~lais la fonction <f-1 étant périocliqnc présente clans chaque 
})ériode at1 rnoins un maximum et un n1inin1u1n et précisé1nent autant 
de 1naximn. qt1e de minima. 

Or pour les valeurs de w
2 correspondnnt à un 1nini1nu1n, d 'le/' 

1 
_, e=-t 

c tu• 

poRitif; pour les valeurs correspondant à un 1nnxirnn1n, cette dérivée ci:;t 
négative. 

Donc l'équatio11 (15) aura précisément autn.nt <le racines pour les
quelles cette dérivée sera positive, que (le racines l)our lesquelles cette 
dérivée sera négative, et par conséquent. autant de racines pour lesquelles 
ai sera posit.if que de racines pour lesqt1clles a~ sera négatif. 

Cela revient à dire qu'il y aura r>récisément autant de solutions 
périodiques stables que de solutions instables, en donnant h cc mot le 
1nème sens que dans le paragraphe 2 de cc chapitre. 

Ainsi, si /J. est suffisa11i1nent petit, à chaque systè111e <le valeurs de ti
1 

et <le 1i2 , corres1Jondront azt 11ioins une solitf io1i 11ério<lique stable et itne so
lution périodique instable et précisé111ent aiitant de solutions stables que de 
solutions instables. 
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• Tc 11'cxa1nincrai pas ici con11ncnt ces résnltats g'étcndraicnt nu cas 
oi1 l'équation ( 15) aurait des racines 1nultiplcs. 

Soient: 

1i équntions 
et clc t. 

§ 5. 

cl.l'i_ X 
dt - ( 

différentielles si1nnltanécs. 

(i= 1, 2, ... , n) 

TJes X sont des fonctions des x 

Par rapport aux x elles peuvent être développées en séries de puis-
snnccs. 

I>ar rapport à, t, elles sont périodiques de période 2;r. 

Soit: 

. . . ' 
une solution particulière périodiqt1c de rc::; 
fonctions de t périodiq ucs de période 2;:-. 

Tl vÎl'n<lra: 

il~, ,.. - - .. dt - .... ,. 

, . 
cq11at1ons. 
J>osons: 

J,cs x~ seront des 

J,cs E sero11t des fonctions des Ç et de f, périodiq ucs pnr rap1)ort à t et 
<lévelo1)pées suivant les puissances des Ç; 1nai:; il n'y aura plus de ter1nes 
indépendants des Ç. 

Si les Ç sont très petits l't qu'on néglige leurs carré~, les équations 
se réllniscnt à, 

(3) + ,zx, .. + + cl.'\, t: 
01;2 ••• .,.,nt 

d.1·~ d.1·,, 

qui sont le:. ôquations aux variations des équations ( 1 ). 

1 
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Elles sont linéaires et à coefiïcients p~riodiqucs. On connait la for1ne 
de leur intégrale générale, on trouve: 

• 
• • • • • • • • • • • • • • 

e:. - A ea•' + A e""' + ç1, - 1 $01,, 2 SC2u + A ,,a.1 fr, • 
··· 11'"' r1'"' 

leis A sont des constantes d'intégrntion, les a des constnnteis fixes qu'on 
appc 1 le exposants caractéristiques, les <f des fonctions périodiques de t. 

Si nloris nous posons: 

• • • • • • • • • • 

l<>s éq untions ( 2) deYiendront: 

r!!J.i. = li 
rlt i 

où l<>s 1!1 sont des fonctions 
NouR ponrro11s d'ailleurs 

de t et. <les YJ <Î<' tnl\tnc forrne ql1e leR E. 
, . 
ecr1re 

(2') ~~I = 11/ + Ht· + ... + 1 l;' + ... ; 

llf représente l'ensemble des termes de H. qui sont de degré p par rap
port anx Y/. 

Quant a nx équations (3), elles deviennent: 

(31
) ;:;

1= ll/ = O. ;YJ, · 

Ch<>rchons 1naintenant la for1ne c1<>R solutions générales des équations 
(2) et (2') . 

.itlo mo//1tmollca. 13. Imprimé le 10 septembre 18R9. 12 
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J e dis que nous <levrons trouver: 
Y/i = fonction développée suivant les puisstinccs cle À

1 
e"•' , À

2
e"" , ... , 

A ,,e''"' dont les co~fficients sont des fonctions périodiq l t CS de t. 
Nous pouvons écrire alors: 

(4') Y/i = r;J + r;i + . . . + YJf + ... ' 
YJl' représentant l'ensernble des termes de Y/i qui sont de degré p par rap
port a.nx À. 

Nous rernplacerons les Y/i par leurs va.lcu1·s dans Ilf et nous trou
verons: 

H P _ Trp.p + fl P·P+ l + + flP·q + 
i - Llf t • • • ' ••• ' 

Ilf·q désignant l 'ensemble des ter1nes qui sont de degré q par rapport 
anx À . 

Nous trouverons alors : 

.,., 
1 

- A e"'' 
·11 - ' ' 

cz .,.,: _.,_,. - a . .,.,: = n 2.2 
dt t ., • 1 ' 

l 3 
c YJ1 _ a .,.,s = n 2.3 + J/3.3 
dt 1 ., , j 1 ' 

• • • • • • • • • • • • • • • • 

d q 
..!l!_ - ,., YJq - H 2.q + JI3.q + + TTq.q - K dt ""i ï i - i ' • • • u , -· q• 

CcR équatio11s permettront de calculer sttcccssivemcnt par récurrence 

2 3 q 
Y/1 ' Y/1 ' ••• ' Y/1 ' •• •• 

En effet J(q ne dépend que des YJ 1
, YJ 2

, ••• , Y/q-t. Si nous supposons que 
ces q11antités aient été préalableme11t calculées, 11ous pourrons écrire 1(

9 

sous la for1ne suivante: 

K = ""AP• A P: A 3•e'<«u11+""9:+ ... +a.,9.) ,/, 
q ~ 1 2 • • • " '/"' 

les fi étant des entiers positifs dont la so1n1nc est q et <fJ une fonction 
périodique. 

On pe11t écrire encore : 

</J = I:Oe''::;, 
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C étant un coêflïcient généralement i1naginaire et r un entier positif ou 
11égatif. Nous écrirons pour abréger: 

et il viendra: 

cl1;1 - q - ~ cy lq t(y, 1 t la,1) 
dt a, YJ• - ~ ~ e . 

Or on })eut 1:1atisfaire à cette équation en faisa11t : 

Il y aurait exceptio11 dans le cas où l'on aurait: 

rv- I + La.fi - a, = o, 

auquel cas il s'introduirait dans les for1nulcs des tcr111cs en t. Xous ré
serverons cc cas qui ne se présente pas en général. 

Nous devons n1aintenant traiter la question de la convergence de 
ces séries. La seule difficulté provient d'ailleurs co1111nc 011 va le voir 
des diviseurs 

(s) rv- 1 + La.fi - ai' 

En effet rcrnplaçons les équations ( 2') par les suivantes: 

(2") 'IJ• = Àiea;i + Hi + li[ + ... + llf' + .. .. 
l)éfinissons lit. On voit sans peine que Il[ est de la for1ne suivante: 

FLP - ~ QJ1 ....ft: ..,.). AYI\ 1 
1 - L '/1 '/2 · • • '/'' c· • 

C est une constante quelconque, les /i sont des 
so1n1ne est 11, r est un entier positif ou négatif. 

entiers }lositifs dont la 
Nous prendrons alors: 

J,es séries ainsi obtenues seront convergentes })Ourvu que les séries tri
gono1nétriqu<'f' qui définissent lef' fonctionf' périodigucs dont <lépendent 

• 
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les II convergent absolument et unifor1né1ncnt; or ccltt aura toujours 
lieu parce que ces fonctions l)ériodi(I ucs sont anal )1 tiq ucs. 

011 l)Cut tirer cles éguatio11s (2") les 'fJ sous la. for1ne suivante: 

(4") n - ~ ilf11·'• A i1, A•'· ,,c l «i1>' 
· / i - L., ..J..r 1 2 • • • '' ""' • 

l 'l11sicurs tcr111cs pourront d'ailleurs correspondre aux 1nè111cs exposants f3· 
Si 011 co1np:trc avec les séries tirées de (2

1
) <1ui s'écrivcut: 

voici cc qu'on observe: 1° M est réel positif et plus gran<l que l.NI. 
2° II désigne le produit <les diviseurs (S) (q < L/3). 

Si donc la série (4") converge pourvu que l'on ait: 

1 À,e0
'' I < R, (i = l,2, ... ,n) 

si aucun de::. divi~eur::> (S) n'est lJlus petit <1uc ê, la ::>éric (4') con\'ergera 
pourvu <1uc 

1A,e'"1
1 < Re. 

Voici donc co111111cnt on peut énoncer la condition <le convergence. 
l,a série converge: 
Si ! 'expression 

uc peut l)ilS devenir plus petite que toute q utt11tité <lo11néc pour des va
leurs entières et positives des (3 et entières (positives ou négatives) de r; 
c'est it dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le l)re-
111ier les a et + v- 1, le second les a et - v- 1, 11c contient l'origine. 

Ou si toutes les quantités a ont leu ri; l>nrtics réelles. de rnè1uc sig11c 
et si aucune d'elles n'a sa 1)artie réelle nulle. 

Que ferons-nous alors s'il n'en e!'t pas ain1'Î. 
Supposons par exeu1ple que k des quantités a aient leur partie réelle 

positive, et que 1i - k aient leur pnrtie réelle négative ou nulle. Il 
arrivera alors que la série (4') restera convergente si on y annule les 
constantes A qui correspondent à un a dont la. partie réelle est négative 
ou nulle, de sorte que ces séries ne nous clo1111eront pins la solution gé-

• 
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uéra.lc des équations proposées, mais une solution contenant seule1ne11t k 
coustantes arbitraires. 

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations 
de la dyna1nique, nous avons vu que 1i est pair et que les a sont deux 
à ùeux égaux et de signe contraire. 

Alors si k d'entre eux ont leur partie réelle positive, k auront leur 
partie réelle négative et n - 2k auront leur partie réelle 11ulle. En 
l>renallt d'abord les a qui ont leur part.ie réelle positive, on obt.iendru. 
une solution particulière contenant k constantes arbitraires; or1 en ob
tic11d1•tt une seconde en prenant les a qui ont leur l)artie réelle négative. 

Dans le cas oi1 aucun des a 11'a sa i)artie réelle nulle et en lJar
ticulicr si tous les a sont réels, 011 a d'ailleurs: 

?b 
k = - · 

2 

Si 1nuintenant nous supposons que dans les équations ( 1) les X dé
l'ctH.lent d'u11 para1nètre /J. de telle sorte c1ue ces fonctions X soient dévelop
l'<tblcs suivant les puissances de /J., les quantités Y/i seront encore repré
scntal)]es par les séries (4'), mais ces séries seront dévelo1Jpées, non seule1ncnt 
suivant les lJuissances des Àie"'', 1nais encore suivant les l>uissances <leµ. 

Il peut arriver toutefois que ces séries (4') au lieu d'être dévelop-
1>écs suivant les puissances de µ, le soie11t suivant les l)UÎssances de yµ• 
En efl'ct les a, sont aussi des fonctions de /J.i il arrivera en général que 
les a~ seront développés suivant les puissances de /J., 1nais <lans certains 
t:ns particuliers, .Jµ s'introduira dans les a1 et par conséquent dans les 
séries (4'). C'est précisément, d'après cc que nous avons vu au para
gra1>l1e précédunt, ce qui arrive da us le eus des équations ( 1) du § 3 
de cc cha.pitrc. 1 

Nous allons nous placer 1naintcnant dans un cas très particulier. 
Su1>1>osons d'abord 1i= 2, de telle façon que les équations (1) se réduisent à: 

1 Les dé,•eloppements contiennent en général à la fois des puissances positives et 
-

négatives de \ f'. 1\Iais les puissances négatives disparaisscn t dans les cas où les solutions 

asymptotiques subsistent pour µ = o. C'est ce qui arrive dans la plupart des applications 
et en particulier pour les équations de la dynamique. (Voir i.Votc I.) 

• 

• 
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Supposons de plus que 

(6) clX, + clX. - o 
d.c

1 
cl.c, - · • 

La situation du systè111e dépend alors des troi1:1 <1u:intitéti x1 , x~ et t; on 
peut donc la re1)résentcr i)ar la l>ositio11 <l'un })Oint da11s l'espace; voici 
<1ucl 1nodc de représentation on peut. ado1)ter pour fixer les idées: 

Les coordonnées rectangulaires du point représentatif seront: 

e"1 cos t , e"1 sin t et x2• 

De cette façon 
-• 

1°. A tout système de valeurs des trois quantités x1 , x
2 

et t corres-
1>ondra un point de l'espace. 

2°. A tout point de l'espace correspondra un seul systè1ne de va
leurs des quantités x

1 
, x2 , cos t, sin t, et par conséquent une set1le situa

tion dn Sj'Stème si l'on ne considère' pas co1n1ne distinctes deux situations 
qui ne diffèrent que parce q11e t a n.ug1nenté d'un certain nombre de 
périodes 21;. 

3°. Si l'on fait ''aricr t, (x1 et x2 resta11t constants) le point re-
présentatif décrit une circonférence. 

4°. A la condition x1 =X
2 
=O correspond le cercle .z=o,x2 +y2 = 1. 

5°. A la condition x1 = - oo corres1:>ond l'axe des .z . 

A toute solution des équations ( 1) correspondra une courbe décrite 
l>nr le poi11t re1)résentatif. Si la solution est périodique, cette courbe 
est fer1née. 

Considérons donc une courbe fermée 0 correspondant à une solution 
l)ériodique. 

~.,ormons les équations (2), (3), (2') et (3') relatives à cette solution 
périodique et irnaginons que l'on calcule les quantités a correspondantes. 

Ces quantités sont au no1nbre de deux, et en vertu de la relation 
(6) elles sont égales et de signe co11trairc. 

Deux cas peuvent se présenter: ott bie11 leur carré est négatif et la 
solutior1 périodique est stable; ou l>ien leur carré est l)ositif et la solu
tion est instable. 

Plaçons-nous dans ce dernier cas et appelons + ex et - a les deux 
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valeurs de l'exposant a; nous pourrons supposer alors que a est réel 
positif. 

Cela. posé, les séries (4') seront développées suivant les puissances 
croissu.ntes de Ae41 et de Be-a'; mais elles ne seront pas convergentes si 
A et B y entrent à la fois; elles le deviendront nu contraire, si l'on )' 
fait soit A = o, soit B = o. 

Faisons d'abord A = o; alors les 1J seront développées suivant les 
l)UÎssances de Be-a'; si donc t croît inc.léfini1nent, YJ

1 
et YJ

2 
tendent simul

tané1nent vers o. Les solutions correspondantes i)euvent s'appeler solu
tioris asyniptotiq_ues; car pour t = + oo, les 1J et par conséquent les ~ 
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche 
asymptotiquement de la solution périodique considérée. 

Si on fait de inême B = o, les r; sont développés suivant les puis
sances de Ae41

; ils tendent donc vers o quan<l t tend vers - oo. Ce 
sont donc encore des solutions asyrnptotiques. 

Il y a. . donc deux séries de solutions asymptotiques, la première 
correspondant à t = + ro, la. seconde à t = - ro. Chacune d'elles 
contient une constante arbitraire, la pre1nière B, la seconde A. 

A chacun de ces séries de solutions asy1nptotiques correspondra une 
série de courbes se rapprochant asy1nptotique1ncnt de la courbe fermée 
C et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L'ensernble de ces 
courbes asy1nptotiques forn1cra une sitrface asyniJJtotique. Il y aura deux 
surfaces asyrnptotiques, la pre1nière correspondant à t = + oo, la seconde 
à t = :__ ro. Ces deux surfaces iront passer par la courbe fermée C. 

Voici maintenant comment on peut trouver l'équation des surfaces 
asymptotiques. 

Nous avons trouvé IJour les séries (4') en y faisant À = o 

YJi = B2e-2ai</J
2 
+ Bae-aa'</Js + n•e 'a'</J, + ... , 

YJ'l = Be-at + B28-2atf)~ + B 3e aa1 {}
3 
+ ... , 

les </J et les {} étant des fonctio11s périodiques du temps. Si entre ces 
de11x éq nations ou éliminé Be-o.1, il vic11t: 

(7) 1J1 = '1/~h + 1J~fa + 1J~f, + · · · ' 
les f étant des fonctions périodiques du te111ps. C'est là l'équation de la 
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st1rface nsyrnptotique et 011 t1'a qu'à y rc1nplncer les YJ par leurs valeurs 
en fonctions des ~' puis des x, pour avoir cette équation sous la forme: 

(8) F(x, , xi , t) = o. 

La série (7) n'est convergente que l)Oltr les petites valeurs de YJ1 ; elle 
ne clonne donc qu'un élérnent de la surface asyrnptotique cl1erchée; mais 
on peut trouver le reste par le lnoyen <le la continuation analytique. 

Si dans les équations ( i ), X
1 

et X2 dépendent d'un para1nètre ur
bi traire /J., nous avons vu que les séries (4') (et par conséquent: la série 
(7)) étaient développées également snivnnt les 1>uissances croissantes deµ 
ou (le V/1.. Nous pouvons do11c écrire l' éq nation (8) sous la forme 

F(x, , xi , t , /J.) = o, 

F étant une fonction 11olomorphe de /J. . 

I•' reste une fonction holo1norpl1e de µ 
d<>s valeurs telles que la série (7) ne soit 

Il y a dans le cas qui nous occupe 
peut écrire 

1 Voir Nole E (Sur le calcul des limites) . 

Il importe de remarquer que 
rnê1nc quand on donne aux YJ 

J)lus convergente. 1 

un invariant intégral que l'on 

• 
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• 

Deuxièm e p a rt ie. 

Équations de la dynamique et problème des 'Il corps. 

CHAPITRE I. 

Et ude d u cas où il n 'y a que deux degrés de liberté. 

l{ E>prenons les éqt1ations (1) d11 ~ ( 1 ~re 
• rhnpitre III) 3 partie, 

• 

dz, _ dP d.t t cl Tt' - , tlt = - , 
dt dy. <l.11 i 

(1) 
dy, - clF dyi - dTt' --- - , -- - - . dt dz, dt rl.l.l~ 

Nous not1s ])ornerons au cas le plus si1nple qui est celui où il n')r a 

que deux degrés de liberté; je n'ai pns à 1n'occu1)er en effet <le celui oit 
il n'y n. qu'un . degré de liberté, cnr les équations de ln. d)rnamique 
s'intègrent alors aisément par de sin1ples quadratures. 

Nous supposerons donc que l a fonction F ne dépend que de q11atre 
varin.bles x1 , x2 , y1 , y 2 • Nous supposerons de plus que cette fo11ction est 

t1niforme i)ar rap1)ort à ces quatre varinbles et périodique de période 2r. 
' ' pnr rapport a, y

1 
et a y2 • 

I~a situation du système est donc définie par les quatre qua11tités 
x1 , x2 , y 1 , y2 , 1nais cette situation ne change pas q11and y

1 
ou y

2 
aug-

1nente de 2r. ou d'un 1nultiple de 2r.. En d'autres ter1ncs, et pour re
prendre le langage du chapitre I de ln I~rc partie, x

1 
et x

2 
sont des 

Ynri<tl>le~ linéaires, pendant que y1 et y~ sont des variables a.ngulaires. 
Arta 111al/1tmalica. 13. Imprimé le 11 septembre 1889. 13 
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Nous connaissons une intégrale des éqt1ations (2) qui est la suivante: 

• 

G désignant la constante des forces vives. Si cette constante est regardée 
comme l111e des clonnées de la question, les quatre q11antités x et y ne 
sont plus indépendantes; elles sont liées par la. relation (2 ). Il suffira 
donc, pour déterminer la situation du système, de se donner arbitraire
rnent trois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent, 
de représenter la situation du systèrne par la position d'un point P dans 
l'espace. 

Il pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre 
variables x et y soient so11mises, non seule1nent à l'égalité (2), mais à une 
ou plusieurs inégalités: 

(3) 

Supposons par exemple pour fi~er les idées que les inégalités (3) 
s'écrivent: 

a> a'i > b, 

et que l'égalité (2) soit telle que lorsq11e x1 satisfait à ces inégalités, on 
puisse tirer de la relation (2) la quatrième variable x

2 
en fonction uni

forn1e des trois autres x1 , y1 et y
2

• 

Nous pouvons alors représenter la situation du système par un point 
dont les coordonnées rectangulaires seront: 

c et d étant deux nouvelles constantes positives telles que 

ca + cl < 1 ; cb + d > o. 

Il est clair en effet qt1'à toute situation du système, c'est à dire à to11t 
S}'Stè1ne de valeurs de x1 , !/1 et y 2 satisfaisa11t aux conditions: 

a> x1 > b, 2r. > y1 > o, 2-r. > y2 > o 
• 
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corres1>ond un point de l'espace et un seul, co111pris entre les deux tores: 

(4) 
(1 - ..;x• + Y') 2 + z2 = (cb + d) 2

, 

(1 - vX' + Y') 2 + Z 2 
= (ca + â) 2

• 

Et réciproquen1ent, à tout point cle l'espace co1nprii:i entre ces deux tores 
correspond un systè1ne de valeurs do x

1 
, y

1 
et y

2 
et un seul, satisfaisant 

aux inégalités précédentes. 
Il peut se faire que les inégalités (3) 11c s'écrivent plus a> x

1 
> b; 

inais que cependant ces inégalités, jointes ù. la relation ( 2) entraînent 
' co1nme consequence 

a> x1 > b. 

Si de 1>lus x, est encore fonction unifor1ne des trois autres variables, le 
1nê1nc 1node de représentatio11 géo1nét1·iq uc est eucore applicable. 

Nous pouvons nous placer dans un cas I)lus général encore: 
Supposons que l'on puisse trouver une variable auxiliaire Ç, jouissant 

de la propriété suivante. Si x 1 , x2 , y 1 et y2 satisfont à la foi:; à l'égalité 
(2) et aux inégalités (3), on pourra expri1ner x

1 
et x

2 
en fonctions uni

for1nes de Ç, de y1 et de y2 • De plus, en vertu des inégalités (3), Ç ne 
l>eut devenir infinie et reste co111prise entre ce1·tuiucs li1nitei:i de telle façon 
tiue l'or1 a com1ne conséquence de (2) et de (3) 

a> Ç > b. 

Nous pourrons alors définir co1nplète1nent la situation du systè1ne 
en nous donnant les trois variables Ç, y

1 
et y2 , et la représenter par un 

point P dont les coordonnces rectangulaires seront: 

Z = siny2 (cÇ + d) 

avec les conditions: 

c > o , ca + d < 1 , cb + d > o. 

On voit alors, co1nme dans le cas précédent, yu'à toute situation du 
système correspond u11 point de l'espace et un seul com1>ris entre les deux 



' 

.. 

100 H. Poincaré. 

tores (4), et réciproquen1ent, qu'à tout point co1npris entre ces deux tores 
ne peut correspondre plus d'une situation du S)·stè1ne. 

Il peut se faire que pour x1 =a, (ou plus généralement pour Ç= a) 
la situation du système reste la 111ê1ne quelle que soit la valeur attribuée 
à Y~· Nous en verrons dans la suite clcs excu11:>lcf<. C'est ainsi qu'en 
coordonnées polaires, il faut en général pour définir la position d'un point 
se do11ner les deux coordonnées p et w, rnais que si on suppose p = o, 
on rctrot1vc toujours le mê1nc point., à savoir le l)Ôle, quel que soit w. 

Dans ce cas on choisira les constantes c et d de telle façon que 

ca + d =o. 

Le second des deux tores (4) se réduit alors à un cercle: 

z = o, X 2 + Y2 = I. 

En chacun des points de ce cercle y
2 

est indéter1niné; inais uéanmoins, 
co1111ne pour Ç = a· 1a sitt1ation du systè1ne ne dépend pas <le y

2
, à. chac1ue 

i)oint du cercle correspond une situation du :::ystè1ne et une seule. 
On peut dire alors qu'~i toute situatio11 du systè111e correspond un 

point de l'espace intérieur au pre1nier des deux tores (4) et que réci
proque1nent, à un point intérieur de cc tore 11c peut correspondre qu'u11e 
i:cule situation du systè111e. 

J'envisagerai encore un autre cas. 

l1naginons qu'e11 vertu des inégiilités (3), Ç pui8::;c l>rcndrc toutes les 
valeur::; positives, de telle sorte que: 

a= o, b = +OO. 
Su1)posons que pour Ç = o lu. · situation <lu :-:ystè111e i1c dépende pas 

de y2 et que l)Our · Ç = oo, cette :;ituatio11 11c dépende pas de y
1

• 

Nous pourrons alors représenter la situation pur un point dont les 
coordonnées rectangulaires seront: 

• 

Z ... 
= ç-s111y~. 

1) .. ·1 . ( 1 . ) our ç = o i vient que que soit y
2 

Y= :;iny 
1 ' 

z = o. 
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I.ie point représcnt.::itif se trouve sur le cercle 

x2 + y2 = i, Z=o 

et 8tL positio11 ne dépcncl pas de y2 ; cela n'a pas <l'inconvénient puisque 
pat• hypothèse la situation du S)'Stè1nc pour e = 0 ne dépend pas non 
plus de y2 : 

Pour e = oo, on trouve pourvu (lUC cosy2 soit négatif: 

X= Y= o, 

I.,c l)Oint représentatif se trouve alors sur l'axe des Z et sa positio11 ne 
dépend pas de y

1
, mais pour E = oo, la situation du systè1uc ne dépend 

l)as 1100 l)lus de y
1

• 

I.,c mode de représentation adopté est donc légit.in1e. 
Cc qui précède a besoin d'étre a1)puyé de tiuclques cxcn1ples. Je 

11' en t1·aiterai ici que trois. 

Le premier de ces exe1nples est le plus i1nportant parce que c'est 
un cas particulier du problè1ne des trois corps. Irnaginons deux corps, 
le prernier <le grande masse, le second de 1nassc finie, n1ais très petite 

et supposons que ces deux corps décrivent autour de leur centre de 
gravité com1nun une circonférence d'un mouvernent uniforme. Considérons 

ensuite un troisième corps de 111asse infiniment petite, de façon que son 
1nouvcme11t soit troublé par l'attraction des deux premiers corps, 1nais 

qu'il ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux pre1nicrs corps. Bornons
nous de plus au cas où ce troisiè1ne corps se 1ncut dans le plan des 
deux circonférences décrites l)ar les deux prc1nières 1nasses. 

'fel est le cas d'u11e petite planète se mouva11t sous l'influence du 

Soleil et de Jupiter quand on néglige l'excentricité de Jupiter et l'incli-
11a.iso11 des orbites. 

'l'el est encore le cas de la lune se mouva11t sous l'inflt1c11cc du Soleil 
et de la Tct·re quand on néglige l'excentricité de l'orbite terrestre et l'in
clinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique. 

Nous définirons la position du troisièn1e corps par ses éléments 
osculateurs à un instant donné et 11ous écrirons les équations du 1nouve-
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1ucnt en adoptant les nota.tions de ~l. 1'1ssEHA~D dans sa Note des Con1p· 
tes Re11dus du 31 janvier 1887 

dl dR - =- - , clt <l f, 
(s) 

dG cll1' 
dt = <l!J ' 

d y clll -= - - · clt d(} 

Je désigne par a, e et ti le g1·and axe osculateur, l'exce11tricité et le 
inoycn 1nouve1nent de la troisiè1ne ir1asse; j'appelle l l'ano1ualie i11oyennc 
de cette troisiè1ne masse et g la longitude de son périhélie. 

Je pose ensuite : 

L = Ja,, G = a(I - c')· 

Je choisis les unités de telle façon que la constante de GAuss soit égale 
à 1, que le 1noyen 1nouvement de la seconde i11asse soit égal à 1 et que 
la. longitude de cette seconde 1nasse soit égale i~ t. 

Dans ces conditions, l'angle sous lequel la distance des deux der
nières masses est vt1e de la pre1nière ne diffère de l + g - t que par une 
fonction périodique de l de période 27r. 

La fonction R est la fonctio11 perturbatrice ordinaire aug1nentée de 
I I 

-= -
2a 2!;'' · 

Cette fonction ne dépend que de L, de G, de let del+ g- t; 

car la distance de la seconde 1nasse à la l're1nière est constante et la 
distance de la troisième .à la pren1ière 11e dépend que de L , G et l. 
Cette fonctior1 est d'ailleurs périodique <le l)ériode 2;r tant pur rap1)ort à 
l que par rapport à l + g - t. 

On conclut de là que l'on a: 

et que les équations (s) admettent co1n1ne intégrale: 

R + G = const. 

Nous allons chercher à ra1nener les équations (S) à la for1ne des 
équations ( 1 ) . l'our cela r1ous n'avons qu'il, poser: 
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:r 2 = L, 

Y2 = l, 

et les équations (S) reprennent la forme: 

(1) 
dy1 <lli' 
=--· 

dt drr1 

l_,a fonction F dépend d'un para1nètre très peti t µ q ni est. la rnasse du 
second corpi=: et nous pouvons écrire: 

F est périodiqlle par rapport à y
1 

et y
2 

qui sont des variables angulaires, 
tandis que x

1 
et x2 sont des ' 'ariables linéaires. Si l'on fait µ = o, F 

se réduit à F0 et: 

1 1 
F= - +G=x+ 0 2a 1 2.r: 

ne dépend plus que des variables linéaires. 1 

Il rés11lte de la définition mê1ne de J, et de G en fonctions de a et 
e q uc l'on doit avoir: 

L 2 > G2 ou 

cc qui 1nontre que x
1 

pet1t varier depuis - x2 jnsq11'it + x2 • 

Si l'on suppose x
1 

= + x
2

, l'excentricité est nulle; il en résulte que 
la fonction perturbatrice et la situation d n système ne dépendent plus 
qne de ln, différence de longitude des deux petites masses, c'est a dire de: 

l + g - t = Y1 + Y2· 

1 II est aisé de voir que le hessien do F 0 par rapport à :t1 et à :t1 est identiquc-

1nent nul. Il semble donc que les conclusions du § 3 (chapitre III, l ère partie) ne soient 

plus applicables. li n'en est rien pourtant, parce qu' on peut remplacer F par une fonc· 

tion :irbitraire sc(F) de telle sorte que le hessien ùc sc(F0 ) ne soit pas nul. Cela revient 

à changer l'unité do temps de façon que cette unité dépende de la constante 0 des forces 
. 

vives. 
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On en déduit: 
dF dF 

d'où: 

(6) 
rl(a·, - a-~) 

dt - = o, 

d'où l'on conclurait (puisque la. va.leur initiale de a\ - x2 est supposée 
n11lle) que x1 doit rester consta111rnent égal it x2 ; rnais ce 11'est là. pot1r 
les équations ( 1) qu'ur1e solution singulière qui doit être rejetée. En cc 

qni concerne les solutions ))pnrticu lièrcS>) qne nous devonR conserver, 
l'équntion (6) signifie simplement que qunnd 'x1 - x

2 
atteint la. valeur o, 

cette valeur est un maxim111n, ce qui est d'aille11rs une co11séquence de 
l'inégalité xi > xi. 

Si 11ous supposons maintenant x2 = - ~"i, l'excentricité sera. encore 
nulle, inais le mouvement sera rétrograde (il l'est. toutes les fois que x

1
· 

et x2 ne sont pas de même signe); alors F et la. situation d11 système ne 
dépendent plus que de l'angle: 

- l + fJ - t -= ?11 - Y2, 

ce q11i donne: 
dF dP - +-=o. 
dy 1 dy'J 

.Je vais rnaintenant traiter la. q11estio11 suivante: 
'l'ronv0r nnc variable e telle que si ~l'i ' X2 ' Yi ' Y2 satisfont aux éga

lités Pt inégalités (2) et (3) (qui dans le cas qui noni;; occnpe se réduisent fi, 

F = 0, .r; > xi) 

ces qnat.re quantités pe11,·cnt s'exprimer en fonctions 11nifor1ncs de Ç,y
1 

et y
2

• 

,Te traiterai d'abord ln question dans le <'HS où /J. = o et où 

1 
F=F = - +x. o 2x; ' 

EnYisageons un plan et d:1ns cc l>la11 nn point dont les coordonnées 
sont: 
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Alors les égalités et inégalités (2) et (3) s'écriYcnt: 

I 
X+ 217, = o, 

Constrn isons la courbe: 
I 

X+ -17 .. = o 2 . 

et les deux droites: 
X+ c = :+- J'. 

Ces droites et cette courbe pcuYent êtrC' 
rentes, représe11tées pnr les :figtrres 4 et 5. 

Fig. 4. 
y 

E 

D 

c 
A 0 X 

<lnns deux si tuations <lifl'é-

Fig. 5. 

CY 

X 

Chacune des deux figures devrait se composer de deux inoitiés s3·· 
métriques par rapport à. l'axe des x , mais nous n'avons représenté que 
ln. 1noitié qui est au-dessus de cet axe. Dans le cas de la figure 4, la, 
courbe 110us offre deux arcs utiles BO et DE pcndèl.nt que les arcs AB 
et CD doivent être rejetés à cause de l'inégalité Y2 > (X+ c) 2

• Dans 
le cas de la figure 5, il n'y a qu'un arc utile BO et l'arc AB doit 

être rejeté . 
I~e IJnssage de la figure 4 ii. la figure S se fait quand la droite GD 

devenant tangente à la courbe, les deux points 0 et D se confondent. 
Cela a lieu pot1r: 

3 0 =-, 
2 

I 
X=--, 

2 
}"' = I. 

No11s nous snpposcrons dans cc qni ya s11i,·rc plnrés dnns le cas <le 
Arta 111atht matica. 13. Imprimé le lC geplembre 1889. 14 
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la figure 4 et nous envisagerons seulen1ent l'arc utile BC; c'est en effet 
le cas le plus intéress..'l.nt au point de vue des applications. 

Posons: 

on voit que Ç s'annule au point C et devient infini au point B et que 
quand on parcourt l'arc BO depuis C jusqtt'en B, on voit Ç croître 
co11sta1nment depuis o jusqu'à + oo. Si donc on se clonne Ç, le point 
correspondant de l 'arc BC sera entièrerr1ent déterrniné, ce qui revient à 
dire que xI et x

2 
sont fonctions uniformes de Ç. 

Qu'arrivera-t-il maintenant si µ n'est plus nul, mais seulement très 
petit? 

Faisons encore 

et VO)·ons si en tenant compte des relations 

(7) F = C, ç > o, 1 x2 > o, 

1\ et x2 seront encore fonctions uniformes de Ç, de y1 et de y2 • Pour 
qu'il cessât d'en être ainsi, il faudrait que le déterminant fonctionnel: 

3(~ I I!') 
3 (:r, , w~) 

s'nnnulàt pour un système de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or 

cela n'arrivera i)as si µ est assez petit et si 0 est assez différent <le ~. 
2 

Dans la plupart des applications, ces conditions seront r emplies; 
nous l)ourrons donc prendre Ç com111e variable indépendante; cette ,.~t

riable sera esse11tielle1nent positive et xI et x
2 

seront fonctions unifor1neR 
de Ç, y1 et y2 • 

1 On voit aisément pourquoi j'écris cette dernière rcl:iLion; l':irc BO comme on )!) 

voit sur la figure est tout entier au-dessus de l'axe des X, cc qui cotr:iînc l'inégalité 
a·, > o; il est clair que cette inégalité subsistera encore pour les valeurs suffisamment 
petites de µ. 
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1'outcfois l)Our trouver le 1node de représentation géo1nétrique le 
})lus convenable, il faut encore faire un cl1angc111ent de variables. Posons: 

• 

. 
1\1>rès cc change111ent de variables, les équatio11s conserveront. la 

forn1c canonique: 
da:; dli' 
- = - , 
dt dy~ 

d!f; cl/1' 
-= - ' clt ctx; 

d,j;~ cl}I' 
-=-, 
dt cly; 

• 

cly~ cl li1 

-= - - · 
clt d.1:~ 

On voit c1ue y; et y; sont encore des variables angulaires; quand 
en effet y; ou y; aug1nente d'un 1nultiple 2r., y

1 
et y~ augrncntent aussi 

d'un i11ultiple de 2i: et par conséquent la situation du systè1nc ne 

change pas. 
nlais il y a plus; quand on cl1ange si1nultanérnent 

et y; + 7r, y2 ne change pas et y1 augmente <le 2r.. 
S)'Stè1ne 11e change donc pas. 

y; et y; en y; + 7r 

J_,a situation du 

Cela posé nous représenterons la situation <lu systè1ne par le point 
de l'espace qui a pour coordonnées rectangulairc1:1: 

X = cos y~ e~ cos y·,, Z e:. • ' = ... s1ny2. 

l)our Ç = o la situatio11 du systè1ne ne dépend i)as de y; et il en est de 
1nè111c du 1>oint représentatif qui est alors sur le cercle 

x2 + y2 = r, z = o. 

Pour e = oo, la situation du système ne dépend l)aS de y; et il en 
est de 1nên1e du point représentatif qui est alors sur l'axe des Z si cosy; 

est. négatif et à l'infini si cosy; est positif. 
A chaque point de l'espace correspond donc une situation du S)'S· 

tème et une seule; réciproquement, à chaque situation du systè1ne corres

pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et e11 effet aux deu..'C 

::>y:;tè1nes de valeurs (x; , x~ , y; , y~) et (x; , x; , y; + rr , y~ + rr) corres-
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i>on<leut deux points différents de l'capace, 111ais une seule situation du 
\ 

systcn1e. 

I~cs équations (1) adtncttcnt les invariants intégraux: 
• 

et 

Si nous transformons cet i11varinnt par l es règles exposées dans le 
§ 3 ( 1 '"

0 partie, chapitre II) i1ous verrons que : 

'i d~ l Id I :1:1 ÇI ?/1 y, 
I dF I dlt1 

J:I d I + ."(j d I 
~. 2', ( 

, cl 11' • cll<') ,. (X2 ,r, -l I + a-, l -; Ç + 
C X 1 C .t, Y') 

est encore un invariant intégral. 

Co1n1ne Ç est essentiellc1nent positif, la <1uantité sous le signe J est 
de 111è1nc signe que: 

d Jtl 
X . 

~ d.i; • 

Or }Jour /J. = o, on t rouve: 

clF tll1' 1 
X - +X - = i: -- . 

l cl.i;1 ~ <l.v, . i .c~ 

Si 11ous nous supposo11s placés dans le cas <le la figure 4 et sur l 'are 
BU, nous devons supposer: 

·~ .. 
Xj < X2 , 0 < .t~ < 1 , 

(}'oit 1'011 tire: 

Ainsi 

I 
x. - --:; = 

.e~ 
3x1 - 20 > 3.r1 - 2 . ~ -= 3 (.r1 - r) < o. -

dZ,1 dJ1l 
x1 d- + x~ -l est toujours négatif c1uan<l /J. est nul. z, (; J:, 

I l en 
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sera encore de u1è1nc qua11d µ cessera d'être nul, i>ourvu c1uc G soit a::;sez 

d ifl'ércut cle 3 . 
2 

Dans ces conditions l 'intégrale: 

~ex· Y'') ( . dl1
1 

I ctJ1') 
<, + • - ,!)l -l I - :t;~ l Î 

' ,t;l ( .t:~ 

est u11 invaria11t positif. 
J>our /J. = o, les équations (S) s'intègrent. aisé1ncnt co111111e ou le sait 

et 011 trouve: 

L = const., G = const., g = const., l = 11t + const. 

I,cs solutio11s ainsi obtenues so11t représentées dans le inode de re1)ré
se11tation géon1étriqt1e adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires 
sont fer1nées toutes les fois que le 1noye11 1nouvc111cnt 1i est un 1101nbre 
co1n1nensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont 
i>our équation générale 

~ = coust. 

et <1 ui sont par couséq ueut des surfaces de révul ulio11 fer111éc::; analogues 
h des tores. 

Nous verrons dans la suite co1nn1eut ces résultats sont inodifiés quand 
fJ. n'est plus nul. 

Co1n1ne second exernple, je reprends l'él1uatio11 dont j'ai <léjtt 1>arlé 
ii la fin du § 3 ( I ère l)artic, chapitre III) 

R étant une fonction de p et de t, holon1orphe par rapport à. p et 
s'aunulant avec p et périodique par rap1>ort ii t. Cette é(1uation peut 
s'écrire e11 re1)rena11t les notations du parngra.1>hc cité: 

<1p dF' =-, 
clt d<T 

d<T clF -=--, 
dt dp 

ilÇ <ll11 

- = ' dt cl7J 
<l7J _ clF ----· clt dÇ 
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avec: 
dp 
- =a, dt 

<1
2 11'p' 1np' J 

F = 
2 

+ 
2 

+ 
4 

- /J. R (p , Ç) clp + YJ 

t>osons: 

I~es éc1 uations conservero11t la for1nc ca11011iquc des équations de la dyna
J11ique et la fo11ction l!' dépendra de deux variables linéaires x

1 
et Y/ de 

deux varial>les angulaires y
1 

et. Ç. 

On voit aisén1ent tl ue q unnd 011 se do11uc lu. constante des forces 
vives G, Ji1 , y 1 et Ç, lu. quatriè1nc varÎ<tLlc r; est cutièrc1ue11t déter111inée; 
on a. en effet: 

YJ = G- 11.r, 
ni ., . ~ 

- - •. rj Slll !Ji 
1t. 

+ 11. f R(p, Ç)<lp. 

t>ou1· .r1 -= o, la :;ituatio11 du systè1nc 11e dépend pas de y
1

• ~ot1s 

pouvons clone adopter })Our re1)réscnter cette situation le point dont les 
coordonnées sont: 

X = cos Çë• cos,,, 

A chaque situatio11 du systè1ne correspond ainsi un point cle l'espace 
et inversernent. Il faut excepter les points à l'infini et les points de l'axe 
<les Z qui nous donneraient x, = co et par conséquent u11 résultat illusoire. 

Co1n1ne troisième exernple, envisageons u11 IJOint inobile pesant. se 
1nonvant sur une surface parfaite1nent polie et dans le voisinage d'une 
position d'équilibre stable. 

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan 
<les .ry le })lan tangent qui sera horizo11tal; pour axes des x et des y les 
ttxcs de l'indicatrice de façon que l'équation <le la surface s'écrive: 

a.i;' b11' 
.Z = - + . + /J.<f(X' y), 

2 2 

sc(x, y) étant u11 ense1nble de ter1nes du 3m0 degré au rnoius en x et en 
y et /J. un coëffïcient très petit. 

• 

... 
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Nous n.t1rons alors en appelant x' t't y' les l>rojections de la ,·itesse 
sur les axes des x et des y 

'. , Il :c· ?!' F=-+-+ nz 2 2 •. , ' 

d:r d fî' d11 clF 
=~ , dt cl.t -· = - , 

dt liy' 

Chnngeons de variH.ble en posant: 

J2x, 
x = .. . -=- cosy1 , 

\ ga 

- J2:c2 ~ y - .. -=-CO::-.Y2• 
, 'gb 

d.t' tl 1•1 

-- = -
clt d.i· ' 

lly' (lJ•1 

- - - · ill tly 

I - ... ,- • 

X .,-- J2.1·1 \!JI! SI 11.1/ 1, 

y' = ,12.r~ \ yb sin JI~. 
• 

Les équations différentielles conserveront la for1nr canonique des équH.
tions de la. dynamique. L'équation des forces vives s'écrit: 

Jgax1 + , g'bx2 + µg<;(x1 , .r2 , y1 , y2) = C, 

<p désignant la n1êrne fonction que plus 11a.ut, 1nais transformée par le 
change1nent de variables. Comrne a"\ et x2 sont essentielle1nent positifs 
(ainsi <l'ailleurs que les coefficients a et b), l'éq ua.tion des forces ''ives 
111ontre que ces deux quantités reste11t toujout·s inférieures à une certaine 
li1nite. D'après la. définition de la fonction <p cette fonction s'annule avec 
x1 et x2 , et il en est encore de 1nê1nc de ses dérivées partielles du 1er 

ordre. Nous en conclurons que µ étant très petit, la fonction /J.<f et ses 
dérivées du r cr ordre ne pourront jarnais dépasser l1ne certaine li1nite 
supérieure très petite. Nous pouvons donc écrire: 

(8) /l t 'P < b. l v-
tl.1.· ~ !/ 

I?aisons -,11nintenant x
2 

= Çx
1

; le rllpport Ç scrn. rsscntiellc111cnt po
sitif. f,'équation <les forces vives devient: 

(9) 

La. <lrrivée cln pre1nier 1nen1bre <le (9) par rapport ii ~r, s'écrit: 

\'!la + 

\ 

• 
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l~n ''ertu des inégalités (8), cette expression est toujours positÎ\'e, ce qui 
inontre qne l'on peut tirer de l'éqt1ation (9) ~r1 en fo11ction unifor1ne <le 
~, y1 et y2, et par conséquent que la sit11ation dn S)'Stè1nc est corr1plète-
1nent définie par les trois variables y1 , y'J et ~. 

Pour Ç = o la situation ne dépend pas de y
1

, pour Ç = oo elle ne 
dépend pus <le y2 • 

Nous représenterons donc cette situation par le point: 

A chaque point <le l'espace correspondra ainsi une situation du s3•s
tè1nc et réciproquement. 

r .. es excm1)les q11i précèdent suffiront, je pense, pour faire co1nprendre 
l'i1nportance <ln problème qui va nous occuper dans cc chapitre et la 
façon dont on peut varier les inodes de r<•présentation géométriqt1e. 

-
• 

§ 2. Eq11atiori <.les s111'/ftCC!~ a8y1111>totiql1es. 

l{eprenons nos 
deux linéaires x1 
• • cq nations: 

(1) 

hypothèses ordina.ires, h RnYoir: qne quatre variables, 
et. x

2
, deux angulaires y1 et y2 sont liées pur les 

d:1:, 
dt = 

clF' - , 
rl y, 

cly 1 cl.Ti' -=--, 
dt dx, 

rl11 <7 Ji' 
• 't 

~ =-- . 
dt da~, 

Qne la constante U des forces Yi\·cs étn11t. rc•p:arclér co1n1ne 11r1e des don
nées de la. q ucstion, ces q na tre yarinl>les sn t.isf ont à l'éq un t.ion: 

dC' telle fnc;on qn'il n')' en fi que trois d'indépcntlnntes. 
Que l'on fi adopté t1n 1nodc de rcpréscn1a.tion géométrique tel qu'à 

toute situation du système eorrespo11d un point représentatif et réci
proque1nent. 

• 



\ 
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Que F dépend d'un para1nètre très petit /J., de telle façon qu'on 

puisse développer F st1ivant les puissances de /J. et écrire: 

Que F 0 ne dépend que de x1 et x~ et est indépenclnnt de y1 et de y'}. 
Ces conditions sont re1nplies dans le ct1s 1>articnlier dt1 problè1ne des 

trois corps qui nons a servi d' cxe1nplc an I):trngrn 1>he précédent. 
Snppoi:;ons que pour certaines vnlcurs de x

1 
et de x~, i)ar exc1nple 

pour: 
0 

~:! = X~ 

les deux no1n bres 

et 

(que j'appellerai pour abréger 1i1 et 112 ) sont co1n1nensnrables entre eux. 
D'après ce que nous avons vu d:1ns le § 3 (t{oro partie, chapitre 111) 

li. chaque valeur comrnensurable <lu r:11)port "• correspon(l une équation 
11 t 

qui portait le n° 15 diins le paragrnpl1e cité, et it chaque racine de cette 
équntion (15) correspond une solution périodique <les équu.tions (r). 

P ur conséquent les équations (1) ont t1ne i11finité de solutions pério
diques si /J. est. st1ffïsarnment petit. 

Nous avons vu ensuite dans le § 4 (1~ro partie, c}1apitre II I) qt1e le 
no1r1 bre des racines de l' équatio11 ( r s) est to11jo11rs pair, q uc la 1noitié 
de ces racines correspond à des sol ut.ions l)ério<lic1 ues stn bles et l'autre 
1noitié à des solutions instables. 

Les équations ( 1) 01it donc une itifinilé <le sol1tlions périodiques instables. 

Chacune cle ces solutions l)ériocliqnes sera représentée dans le mode 
de représe11tation adopté par une courbe trnjectoire fer1néc. 

Nons avons ''U au § 5 (1ère partie, chapitre Ill) qnc par chacune 
<les courbes fermées qt1i représentent nne solution périodique instable, 

At111 m1Jthtm11tfra. 13. Imprimé le 19 septembre IRS9. 15 

' 

• 

• 



• 

114 II. Poincaré. 

passent det1x st1rfaces trnjcctoircs dites asy1111>toliques sur lesquelles sont 
tracées en non1bre infini des trajectoires qui vont en se rapprochant 
asymptotique1nent de la courbe trajectoire fermée. 

I~cs équations (1) nous conduisent donc à 11nc infinité de surfaces 
tl'njectoires ns;1 rnptotiqucs dont je 1ne l)ropose de trou\'cr l'équation. 

\ 'oyons d'abord sous quelle for111c se présente en général J'équntion 
<l'une sul'face trajectoire. Cette é'quntio11 l)Ollrrn. s'écrire 

</J1 et </J
2 

étant deux fonctions cle y1 C't, de !l'l q11i doiyent être cl1oisics 
de telle gortc que 1'011 ait identique1ne11t: 

Ces deux: fonctions </J
1 

et </J
2 

deYront d'ailleurs sntisfnirc à deux 
équations aux dérivées lJartielles: 

(3) 

dF' cl;i; d [11 cl.1· <11'' 
_ _! + 1 + - = o, 
d.r1 <ly, cl.r, cly, dy1 

dF cl;i;t d J 1
1 d.tt d Jt1 

dx
1 

dy
1 
+ d.c, dyt + rl!J, = o. 

Il pourrait d'ailletLrs nous suffire d'envisager la i)remière de ces équa
tio11s, car on peut en faire disparaitre a.:~, en rernplaçnnt cette variable 
pnr Ra valeur que l'on peut tirer <le (2) en fonctio11 de x1 , de y1 et de y2 • 

Voici co1nment nous procèclerons pour intégrer les équations (3) en 
supposant que x1 et x

2 
sont très voii:;ins <le x~ et de xg, et que le rapport 

~t, est commensurable. 

Nons supposerons que x1 et x2 sont développés selon les puissnnccs 
de ,rµ et nous écrirons: 

(4) 

et. nons chercherons à. <léter1niner les fonction~ x~ de telle fnçon qu'en 

' 
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i:;ubstitunnt dans les équations (3) à la place <le i·
1 

et de x~ leurs valeurs 
(4), ces équa.tions soient satisfaites. 1 

Si dans F nous substituons à la place de x 1 et de x
2 

leurs valeurs 
(4), Jt' dcvie11dra développable suivant les puissances de , /1. et on pourra 
, . 
ecr1ro 

• • • • 

On voit d'ailleurs sans peine ql1e: 

110 = Ji'0 (x~ , x~), 

dlt' llli' 
LI. 1 0 + .1 0 

t = X1 d o X2 -l .o 
X1 l .C~ 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

et i>lui:; généralc1nent: 

/J d , d t d xo 1 .t 2 .o 1 .k- 2 t ut ne epe11 an que e y1 , y2 , 1 , x1 , ••• , xt , X:t, x2 , ••• , 1.2 , e en 
posant ]JOUr n.bréger 

I~a. pre111ière des équations (3) nous donne n.lors, en égalant les puissances 
semblables <le ..jµ, une suite d'équations qui 11ous perrncttront de <létcr-

1t 1 Si .r~ et a~ étaient choisis de telle sorte que le rapport -1 soit incommensurable, 
11, 

on pourrait se contenter de développer z 1 et re, suivant les puissances de /1. (et non de \fl.). 
On arri,·erait ainsi à des séries, qui à. la vérité oc seraient pas convergentes au sens 

géon1étriquc du mot, mais qui comme celles de l\I. LIND:sTJ::D'.l' pourraient rendre des ser
vices dans ccrtai n:s cas. 
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1nine1· successivement xi , x! , .-i;i , ... , .r~; en effet., si 11ous posons })Our 
abréger: 

[i' k] 
_ cl lf1 <l.c~ + cl f[1 d.i: ~ 
-l"l l"I' c .c 1 c !/ 1 c ·l:v c !J L 

ces équations s'écriront: 

(s) 

d /Ju [o o]+ - o 
' dy l - ' 

d rr, 
( O, I] + [ I , 0] + l = O, 

1 y, 

cl fi~ ( O, 2] + [ I , 1] + [ 2 , 0] + l- = O, 
( y 1 

• • • • • • • • • • • • 

[ 0, k] + [ I , k - 1] + • • • ] [ ] 
cl H1; + [f.: - I , I + k , 0 + l = O. (y, 

Dévclop1>ons d'abor<l la 1>re1nière des équat ions (S); elle s'écrira: 

Cette pre1nière équation sera satisfaite d'elle-1nê1nc, puisqu'on n sup11osé 
plus 11aut que 

x~ = const. 

Dans ces conditions nous n.urons: 

[k' 0] ....:_ o, 

car les dérivées partielles de x~ doivent être nulles. 
Ou a d'autre part: 

[ 0' k] = 

On trouve égale1nent: 

[/, ] Z L ,._1 d.r: ,1 ( ·' 
~ - I ' I = t - .rl cltt - .Il .2 ~ 

• 1 

1 d ... : + .1 - 1 d.I':) ' T t - 1 d.i:: 
l :i, -, - .J.\ .r.. -d ' 
<!f, <!/~ - !/, 

Z" étant une fonction qui ne dépend que de !Ji , !J~ , X~, x: , ... , xf- 2
, 

0 1 t·-2 t :fi x 2 , :r 2 , • • • , x 2 , e en n 

d t-1 ( l L- 1 

[ k _ J __ L 1 .e, _ ,1 :r.' c d'1 
l ' I - X l 1 ~• ~ I 

<~YI ( Y• + 1 ( ·C( - ' T J J.:1 l L-1) d k-1 

.r.1 l ..1.\ X., • 
( !/2 - dy2 
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Quant aux expressions [2, k - 2], [3, k - 3], ... , [k - 2, 2], il est 
clait· qu'elles ne i)euvent dé1)endre que de y 1 , y~, .ti, ..c: , ... , x~-'.l' 
·ro ,,..1 J.t- 2 
"':!)--~2,···1 :t. 

Nous pouvons donc écrire les éqt.tations (5) en 1nctta11t en évidence 
les tct·1ncs qui dé1)endent de xf, de x~, <le .r! 1 ou de x~ 1

, 1na is nous 
devons d'abord observer que ces équations sont sui:;ceptib les d'être mises 
sous une for1ne plus simple. 

Nous pouvons toujours su1>poser en effet que 1t~ = o. Car si cela 
n'avait 1n1s lieu nous poserions: 

<ly1 - cy~, 

a, b, c, <l étant quntre nombres entiers tels c1uc 

ad- be= r. 

A i>rès cc change1nent de variables les équations conservent la for1ne 
• ca no111q ue. 

J,a fonction F qui est périodique de pét·iode 2ï< par rap1)ort à y
1 

et ~t v~, est encore périoclique de période 2;r i>ar ra.pport à y~' et à y;'. 
I.e changerncnt de variables n'a donc l):lS altéré la forn1e <les équations ( 1 ). 

I.cs nornbres n 1 et n2 sont re1nplacés par deux 11ouvea11x nombres 
1t~' et r1;' qui joue11t par rapport uux équations transforrnées le rnême 
rôle que 1i1 et 1i2 i)ar rapport aux équations 1)ri1nitives et l'on a: 

n" -1 -

• 

l\l<tis le rapport de 1i
1 

à 1i2 étaut co1nn1e11surable par hypothèse, il est 

toujours possible de choisir les quatre entiers a, b, c, <l de telle sorte que 

Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer que n~ 
soit nul; c'est ce que nous ferons jusqu 'n i1011Yl'l ord1 e . 

• 
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Gràce à. cette si1nplification les équations (S) peuvent s'écrire: 

[ 
tl ll, 

1 . 1] + l- = o, 
( y 1 

• • • • • • • • • • • 

T d ' d t d t d 0 1 2 t . ,, t-2 " 11e epen an que e y, , y2 c es x, , .t1 , x1 c c. JUSqu a x, . 
On a d'autre part: 

[ ] (L t il,,. 1) tZ.i:: ( 11< 1 "'-T ') cl:i:: 
I , l = - X 1 + 1'.LX2 -1 - .1.r.1. Ji1 + lvX2 -l • 

c Y1 Gy, 

La i)rcmière des équations (6) inontrc que xl ne dé1Jcnd que de y2 • 

On trouverait de même: 

cc qui montre que x~ ne dépend non plus que de v~· 
En tenant compte de cette circonstance, la seconde équation (6) s'écrit 

Il y faut d'ailleurs adjoindre l'équatio11 suivante qu'on obtiendrait de la . . ' inc1ne inan1ere: 

Nous i1ous i)roposerons dans cc qui va sui\'re de déter1niner les 
fonctions X: de telle façon que ce soient des fonctio11s périodiques de y

1
, 

qui ne doivent pas ètre altérées quand, y~ conservant la. tnème valeur, 
y

1 
aug1nentcra de 2;z-. 

• 
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Nos fonctions pourront n.lors être développées en séries trigonomé
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y

1
• Nous conYiendrons 

de représenter par la notation 

[U] 

le terrne tout connt1 dans le développc1nent cle ln. fonetion périodique U, 
st1ivnnt les lignes trigono1nétriques de y

1 
et. cle se:::; inultiplcs. Dans ces 

conditions 011 at1ra: 

[
dU j - -o 
d.y, - ' 

et je puis écrire 

[(Mx: + Nx~) dlx!] = o, 
< Yt 

• 

[(il< 1 N: ,)d.i:!I ltl",·-J lctX1 + X2 -{ == { ' <y, <!f, 

Co1n1nc a·: et x~ ne dépendent pas de y 1, je puis écrire plus simplement: 

(7) 
dx' l -=o, 
dy~ 

(Jlx1 + Nr•) <l.r! = [ clli'.J· 
1 2 dy'l _dy,. 

J~a pretnière de ces équations montre que x} 
Qnn.nt li, la seconde, elle est facile à intégrer. 

se réduit à t1ne 
On a en effet: 

cc qui nous donne pour l'intégrale de l'équation (7) 

(8) 

0 1 désignant une constante d'intégrn.tion. 

constante. 

~ln.is si no11s regardons Ja constante des forces vives 0 comme une 
des données de Ja question, nous ne pouvons plus considérer les deux 
constantes x: et 0 1 comme arbitraires. On doit avoir en effet identiqne-
1nc11t 
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011 

11
1 

= o, ][2 - 0 ' • • • 

Oll: 
• • • • 

Ainsi ln. constnnte xl est nnll<', ce qui apporte clc nouvelles si111pli
fic:it.ions dans nos équations. 

J,.a plus générale des équations (6) s'écrit alors: 

d l; l l·- 1 l k 1 
- :l:t - 711f' 1 ( X1 - 1'T 1 ( .1·, + T - 0 

1i1 d 1r1X2 ·' ..1.\ .r., l " -Yi v!f1 - < !12 

Otl bien: 

(9) d.i:~· + 1'T 1 d.r~·- t 
111 -d .l\.(~ l 

Yi - < !12 

J, d' d t d n 1 t !l n .1 t - 2 t , ne epen an que e y1 • y2 , :l·1 , :r, , ... , a·, , x2 , :l 2 , ••• , x~ e 
l 1 <l.r 1 

dy1 
• 

Not1s avons obtenu l'équation (9) en partant des éqnntions (6) et 
les éqt1ations (6) elles-1nê1nes sont cles transforuiations de la première 
éq nation (3). En opérant de rnê1ne sur la seconde éqt1ation (3) nous 
aurions trouvé: 

(9') 
l , ( l k - 1 l ') 

M: t_1 ta:2+N .1 1x2 + ,1o. 1 < .. r2 - J'' 
1 X t l :l., l X.. l - i' c !l 2 • ( !/ 2 • { !12 

} r1 d' J t d n 1 .1 -~ o 1 l·- 2 t " ne epcnnan que e v1 , y2 , x, , x 1 , ••• , 0.1 , x 2 , x 2 , • • • , x 2 e 
l k - 1 

C X2 

dy, 
• 

Nous allons chercher à déterminer pn.1· récurrence les fonctions x: et 
à cet effet, voici co1n1nent nous procèderons. Supposons qu'on ait dé
tcr1niné par 11n calcul préa,lable, d'une 1>art: 

d'une 1nnnière cornplète et d'nntrr pnrt: 

et 

' 
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it une fonction ~1rbitraire i)rès de !/~· Nous pourron~ alors rcgar<ler 
tlx~ 1 cl.i:~- I 

- - et par conséquent Y.1: et Jr; co1n1nc cles fonctions connt1es de tly, ' cly, 

?/1 rt dr JI~; les éq11ations (9) et (9') nons <lonnrront don<", si nous ,·oulons 
q ne x~· rt ~ soient des fonctions périocl iq ncs de .1/ 

1 
: 

J.T 1 ( X1 _ 
[ 

l .1:-1 J 
.J.VXz - rly2 - . 

rt • 

(Io') 

Ces éq uat.ions ( i o) et ( r o') déter1nineraient co1nplète1nent les fonctions 
xf 1 et x~-1 que nous ne connaissions encore qu'à une fonction arbitraire 
près de .112 ; 1nais il y a intérêt à rein placer l'équation ( ro) par une antre 
équivalente 1nais }Jlus si1nple, qu'on obtient de la faç·on sni\'antc: 

Nous avons \'U plus ha.11t que l'on doit nvoir: 

• ll1 = II~ = ... - JI, 1 - o . 

Considérons l'équation Ffi. 1 = o ; C" ]}0 j)Cllt s'érrirt•: 

1·-1 1:v ti1x 1 = 17,. 1 , 
• 

o: 1 ne c1épc11dant q ne de y, , y2 , x~ , x~ , ... , ~·~· 2 
, :r·~ , x~ , ... , x;- 2

• 

]~n vcrttt <le cette équation ( 1 1) la fonction x: 1 !><'lit ètrc regardée 
con1Jne cntièrc>1nent déter1ninée . 

. l 'écri rn i a.lors 1' éq11a.tion ( 1 o') soufl la for1ne: 

( 1 2) 

T,c· second rne111 bre de ( r 2) est une fonction <'ntiè•rc•111rnt <'onn ne de y
2 

et 
je pourrai la représenter par la notation: 

Art11 mnl/.,mnlfra. ·1:1. Tmprim~ le I~ Rrptrmbrr I RR!\. 16 • 
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Si 1 étnnt une fonction entièren1c11t COllllllC de !/~· J,'équation (I 2) llOUS 

<lonnera a lors: 

C, 1 clésignant une constante d'intégration que nou:> choisirons d'une 1na-

11 ièrr n.rbi trai rc. LTne fois cette constnntc choisie, [ x~-1] sera entièreinent 
<létcrminé. 

C . ' 1 f . cla.:~·-1 [ 1 '] 1 1 1 onnr:ussant a a ois -,:- et x~- nons pourrons rega r< er x;-
ny2 

co1n1ne co1nplèternent connu. 

Ayant choisi x~-1 et x~-1 de façon il satisfaire aux équations (ro) 
.t k 

et ( r o'), les équations ( 9) et ( 9') nous donneront ddœi et d;c2 sous ln. for1ne 
Yi dy1 

<le séries trigono1nétriques en y
1

, n'ayant pag de ter1nc tout connu. Elleg 

nous feront clo11c connaitre x~ et :r~ à une fonction arbitraire près de Yz• 
cle sorte qu'on peut reco1nn1encer ln 1nên1e opération sur les équations 

analogues à (9) et à (9') 1nais correspondnnt à ltne valeur de k plus éléYée 

d'une ltnité, et ainsi de s~1ite. 

On pourra donc par la méthode que je viens d'exposer calculer par 

récurrence x~ et x~ , ~·~ et xi , ... , x~ et .r; , .. . ; 1nais il reste plusieurs 
J)OÎnts à discuter: 

i
0

• Dans quels cas les séries ainsi obtenues sont-elles convergentes? 

2°. Co1n1nent faut-il choisir les co11stnntes 01 , 0 2 , ••• , c"_ 1 , ••• ? 

3°. Quelles sont les propriétés des fonctions dé finies par les séries 

qui précèdent? 

C'0st h, cette discussion qnc non~ consacrerons les l)arngrriphes suivants. 

§ 3. Co11str1t1·tio11 <les s111'j(cre.~ f1sy1J11>totiq11 e.-;. 

(Première approxima t.ion.) 

Xons nous contenterons clans ce paragraphe d'écrire et de discuter 

l0s <;quations cl<' nos surfaces trnjc0toircs <'ll négligeant lei: trr1ne;:. en µ 
C't 110 tenn,nt co1npte qne des tC'r1nes r n , /,. 

• 
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Xous supposerons donc que .r, et .r~ :;ont définis eu fonction de y
1 

et de y2 pat· les équations suivantes: 

0 - l Il 
•>' - .. + I X - X .vl - .v, \/1. t - ' l• 

I rapr~s celn, X1 serait une constante et .v~ une fo11ctio11 de !J
2 

seulcn1ent, 
i11<lépcncla11tc clc //1 • 

J{evcno11s ;,, notre prernier cxc111ple d11 § 1. Cc que 11ous dirons 
s'appliquerait. égale111e11t aux deux autres cxe111plcs, 1nais c'est sur le 
i)rc111icr que je veux insister parce que c'est 1111 cas i>articulicr du pro
l>lèrne des trois corps. 

Nous avons vu que l'on pouvait représenter la situation du S)•stè1nc 
par le IJoiut P qui <1 pour coordonnée:-. rectangulaires: 

' ou 

.. .~·* -- .1·1 !J - G 
<; = -=-... , + .1·. 11 + c: 

Y1 = g- t, 

Nous avions observé de i)lus que les variables 

for111c11t avec y; et y; un :<ystè1ne de variii bics c•u.11011iq ut:s. 

' - ,. 
'"~ 

, ' .t: 1 

Nous i>ouvons donc regarder Ç, y; et y~ co1nll1e 1111 systè111c parti
culi(;t· de coordonuées définissant Ja, position clu poi11t J> dn11s l'espace, 
de scn·tc que toute relation entre Ç, y; , y~ c~t l'équation d'une surface. 

:\lais pot1r atnener les équations à, la. for111c <1uc nous lenr avions 
do1111éc dans le paragrapl1e précédent, nous avous dù. faire un autre 
cha11ge111cnt de Yariables. 

Xou~ aY011s posé dans cc paragra1)he: 

.,.,, + bx .• , = a.-i;, 2, cy~, 

• 



• 
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c11 choisissant les no111brcs entiers a, b, c, <l <le fas·uu it a1111ulcr le 11u111bre 
l ' ,, que nous avons appc e 11 2 • 

Après ce cha11ge1nent de Yariables, 11ous avons suppri111é les acce11t1' 
clcYcnus inutiles et nous avons restitué l<: no1n de .i·

1
, x

2
, y

1
, y

2 
ii nos 

uouvclles variables indépeudantes x~' , x;', ,11;' et y;'. 
En conséquence, les vnrinbles que Bous avons appelées x

1
, x

2
, y

1 
et 

//2 dans tout le calcul qui re1nplit le § 2, et auxquelles 1ious conserverons 
llé8or111ai8 ce 1io11t, ne sont pas les 1nê1nc:-; que celles que 11ous avions 
désignées par les rnèn1cs lettres dans le pre1nicr exe1nple du § r, c'est 
i~ dire G, L , fl - t et l. 

Il est clair que notre nouvel y
1 

et notre 11ouvel y~ sont des fouc
tions linéaires de: 

y~ = ~ (fl - t + l) et <le !/~ = ~ (g - t - l) -
et q uc le rapport clu nou,·cl .c'l au nou ,·cl .r

1 
est une fonction linéaire 

et fractionnaire de Ç. 

Nous devons conclure de là c1ue l'on peut définir con11>lète1nent la. 
position du })Oint P dans l'espace par le nouvel !J

1
, le nouYcl y

2 
et le 

rtipport du nouvel x2 au nouvel x1 tlc telle fas·on que toute relation 

entre !J !J et :ri est l'équation <l'une surfucc. 
1 ' 2 ;l;l 

Que cc système particulier de coordo1111écs est tel que 1'011 peut 
aug111cnter y1 ou Yi <l'un 1nultiple de 27' snnH <1uc le !)Oint ]:> cl1angc. 

l)ans ces conditio'l1s, il est clair <1ue l'é<1uatio11 exacte de nos surfaces 
trajectoires sera: 

.1;2 .r~ + a:! vil. + .-i:;/l. + .. . 
,lJl a;~ + .I': vil. + .I)~ (1. + .. . 

et <1uc l'équatio11 a1)proxi111ativc, en négligcaut les tcrn1ci; cil 11 sera: 

( 1 ) 

.N'ous nous proposons tout d'abord cle construire les surfaces repré
sentées })Hl' cette éql1ation approxi1nntive ( 1 ). 

• 

• 
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Ob~crvons d'abord que y1 = o c=-t l'éc1uatio11 tl'u11c ccrtaiue surf~1ce 
S et <1 uc la portion de cette surface qui nous ~cr<t utile e:::,t une portion 
de surface sans contact. 

Eu cfl"et il suffît de 1nontrer c1uc 1'011 a: 

()t· il eu c~t évideuuucut ainsi, car oi 1'011 poi:;e 

• • • 

il vie1Jt: 
dv dV db' 
~ = 1l -/.J. 1 

- /L~~ + 
dt 1 da;, d.c, • • • • 

• 

Le para 111ètrc /J. étnn t très . <l 11, 
Petit · 

' dt 
est de 111è111e signe que 1i

1 
et 

1i1 est uue constaute qui est toujours de 111è1ne signe. 
d11 

l)onc clt 1 est toujours de 1nèu1c signe et uc peut s'a1111uler. 

C. Q. li'. f). 

l.1<L positiuu <l'un i>oint P sur la surface ~'> ser<t <léfinic i>a1· les deux 

<l ' .i.:. ' <l l ' \ f . autres coor onnees y
2 

et --!. ; cc S)'Stc111c c coort onHees est tout a u1t .c, 
analogue aux coor<lon11ée:; i)olaires, c'est it dire lJUC les courbes: 

• 
.t 
....! = coust . 
.u • 

sont clcs courbes fcrn1écs conccntriqu<'i:i et que le point 1' 11e cha11gc })<18 

<1ua11d l'autre coordonuée y
2 

uug111entc de 2;r. 

ltc1)renon:i les surfaces définies pn r l' équation ( 1) et étudions leurs 
intersections avec la. portion de surface S qui a pour éc1uation y

1 
= o . 

• Je rc1narque d'abord que µ étant très petit, ces iutersectious diffè-

rcro11t fort peu 

~lais pour 
section, il faut 

.e 
des courbes --! = const. 

.c, 
étudier plus co1n1)lètc1nc11t la for111e de ccg courbes d'intcr
d'abord rechercher quelles sont les pro1>riétés de la fonction 

• 
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lteveuon~ aux 11otatio11:; du § 3 ( 1 •·ro part il', cita pitre III). Dans cc 
pal'agraphe nous avons posé: 

.r1 et h étant des fonctions de .t~, .t~, .~::: ; co1111ne uous i1'avo11s plus ici 
(1uc deux degrés <le liberté, j'écl'irai si1nplc1nc11t: 

Eu faisant ensui te: 

nous trouvions: 
Ji'

1 
L .. J sin lù . 

• 

• Je posais ensuite: 

h~t so1111nation indiquée pnr le signe S s'étendant 1t tous les tcr111cs tels que: 

<l' • Olt 

J)ans le cas qui nous occu1)e, 1t2 est uul; la couclitiou 1n
1

n
1
+11i21i't=o 

se réduit à ·11i
1 

= o et on a !J2 = w2 ; il vient clone: 

<P = SA sin (1n2w2 + h) = SA sin (11i2y2 + h). 

I>'après la définition de [11'1 ], il sullït pour obtenir cette t1uu11tité 
de suppri111cr dans l'expressior1 cle 11'1 tous les ter111cs oi1 111 1 11'est J>::ts 11ul; 
il vic11t donc: 

Aiusi la fouction que nous appclon::; ici [11'
1

] est la 111è111c que 11ous 
désignions par tp dans la 1"r0 partie. 

[ J-1'1 ] est par conséquent une fonctio11 périocliq ue de y2 et cette fonc
tion est finie; elle doit donc passer au moins })tll' un n1uxirnurn et par 

• • un 1111n11num. 
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~ou:> su pposero11s pour fixer les idées que [ 11'
1

] YH rie de lu fnço11 
sniYante quand y2 varie depuis o jus<!u'à 21.. 

l)ot1r y = o [F1 ] passe par t1n maxin1u1n égnl à çc
1

• 

Pour .1/ = '1/1 [FI] passe par un 1nini1nu1n rgnl il r2' 
J>our ?/='f/2 [F1 ] passe par un 1naxi1nnrn égal h r :i · 
J>our y = 'f/2 [F1 ] passe par un inini rnu1n égal IL !0

4
• 

J>our y= 2;r [F1 ] reprend la valeur $Ci· 

$01 >$Ca> $02 > $04· 

Ces hypothèses peuvent être re1)résC'nt(~cs 1>nr ln. C'onrbe snivnnte 
clont l'allscisse est y2 e.t l'ordonnée [Ji>1]: 

Fig. 6. 

WJI 
' ' ' ' ' ' ' 1 
1 
1 

' 
'P· :tp t 

• 
' 'P~ ' 1 ' :'f>s ' :'P·l 
' ' ' ' ' • 2 Jt, 

0 
:Tl l ,TJ% :113 ?!, 

J\ yn nt ninsi fixé les idées, je puis const ruire lC's courbes 

Y1 = o, ~ = œ~ + ~ v ~ ([11' ] + c ) . a: a;O a:o N J 1 
1 1 1 

Nous verrons que selon la valeur <le la co11stante cl'i11tégration C
1

, ceR 
courbes affecteront des formes différentes. 

l)ans ln. figt1re (7), j'ai représenté par un trait plein les 

deux courbes cl = - ~4 et cl = - $02; ces clcux courbes ont chncune 
nn l)OÎnt clou blc dont les coordonnées sont respectivc1nent: 

• 

0 :r .• 
~ - 7' ' 
of 1 ' ' l 

.11~ = 'f/3 

J/'l - YJ1. 
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. J'ai représenté 1>ar u11 trait pointillé ------- le::; <lcux bra11c:lies 
d'une courbe correspondant h une valeur de 0 1 > - SC

4 
• 

. J'ai représenté par le trait 1nixte _ .. _ .. _ .. _ .. une courhe corres-

1>onclant à, une valeur de ri con1prise entre - r2 l't - r.i· 
.T'ai représenté pur le trait. ponctué ......... les deux brnnches d'une 

courbe correspondant à une vnleur de 0 1 corn prise entre -s.o~ et - SC:i· 
P our 0 1 = - 9'a l'une de .ces deux branches se réduit à un point 

" ' l fi A a:, a:~ représente Slll' a, gure en , :;- =;:;; , Y~ = YJ2 ; 
'VI ''°'l 

l'a11t.rc ·hra nche est 

r<'JH't•srntéC' snr ln. figure par le trait x x x x x x. 

Fig. 7. 
• 

, 

-. ---

}Jo11r 0 1 con1 pris entre - SC':i et - r 1, cette seconde hra nche subsiste 
seul<'; pour 0 1 = - r1 • elle se rédnit h son tonr h 1111 point représenté 
e11 R snr l ~i figure et n.yant })Otlr coordon11éC's: 

0 a:, a:, 
a: = a:"' 

1 1 

Enfin pour 0 1 < - Soi• la courbe devient tonte t'ntière itnaginn ire. 
I,es surfaces défi.nies par l'équation ( 1) ont 11ne for1ne générale qu'il 

est aisé de déduire de celle des courbes que nous venons de constru ire. 
Considérons en effet une quelconque de ces courb<'s et l)ar tons ses 

points faiRons passer une des lignes dont l'équntion générale <'P.t: 

• 
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• 
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J}ensemble des lignes ainsi construites constituer~~ une surface fermée 
qui sera précisé1nent l'une des surfaces définies par l'équation ( I ). 

On voit par là que ces surfaces seront en géneral des surfaces fer-
1nées trjple1nent conuexes (c'est à dire ayant 1nê1nes connexions que le tore). 

l)our 0 1 > - <f 4 ou pour 01 co1npris entre - r
2 

et - 9's on trouve 
deux pareilles surfaces, intérieures l'une à l'autre dans le rJre1nier cas, 
extérieures l't1ne à l'autre dans le second. 

Pour 01 co1npris entre - l'C:i et - !f 1, ou entre - r~ et - !f 4 on 
11'a i)I11s q11'nne seule surface triple1nent connexe; enfin pour 0

1 
< - r

1 

ln. su1·face cesse cornplèternent <l'exister. 
Pnssons aux quatre surfnces rc1narquables: 

'l ' ' - -<f -u: -rc vl - 1 ' T 2 1 T :1 et - rr T 4' 

J,cs surfaces 0 1 = - r 2 et 0 1 = - r, pré;;cntent une courbe double 
et ont 1nêmes connexions qne la surfa('e engendrée pnr ln. réYolntion 
d'un li1naçon cle PASC1\L à point do11bl<', ou cl'une le111niscate autour d'un 
axe qui ne rencontre pas la courbe. 

J,a surface 0 1 = - ra se réduit à une senle surface fermée triple-
1nent counexe et à t1ne courbe fer1née isolée; <'nfin ln. surface C

1 
= - ç-

1 

se réclnit à une cou1·l)e fer1nBe isolée. 

Dans le § 3 (1"•e partie, cl1apitrc III) 11ous avons envisagé l'équation: 

rl<f 
~= o 
dm, 

qui portait le n° I 5 dans ce paragraphe; nous avons vn qu'à chacl1ne 
de::; racine:; de cette équation correspond une solution périodique. .l\1a.is 
cl11ns le cas qui i1ous occupe, et d'après nne r<>111nrquc que nous ,·enons 
de fnir<', cette équation peut s'écrire: 

de telle sorte qne les solutions périodiqncs correspondront nnx 1naxi1na et 
nnx 1ni11i111a de [F1]. Dans le cas aetue1, ces 1naxi111a, de 1nê111e c1ue les 
1nini1na, seront au no1nbrc de deux. 

Nons anrons donc deux solutions p1SriodiqnC's in;;tnh]cs correspondant 
anx clcnx courbes doubles des surfaces C

1 
= - r~ et -r. et deux solu-

~ria 111al/1t>nalira. 13. Imprimé le lG septembrP 1889. 17 
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tions i>ériodiq ues stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées 

des surfaces C
1 

= - SC3 et - ç-1• 

~lais voyons de plus près en quoi consiste cette correspondance. 
l~nvi:0;ageons en particulier la. 5olution llérioclique qui correspond à 

ln. courbe double de C
1 

= - r,· Cette solution pourra d'nprès ce que 
nott:' avons vu da.ns le § 3 ( 1 "'c pnrtil', chapit1·<' Il l) se rnett.re sous ln. 
for1ne suivante : 

oil l'on a: 

t:' + /:' + ? /:' -t X2 = ~ o /1 ... 1 /1 -. 2 • · · · ' 

Yi = (o + µ(. + 112~ + · · ·, 
Y2 = (~ + 11C; + 11

2
(; + . . . ' 

et oi1 Ç1 , Ç2 , ç; , ç;, (i etc. sont des fonctions })ériodiques de t. 
Cette solutio11 périodique serait représentée géo1nétrique111ent par une 

courLe t rajectoire ferrnée qui aurait pour équations: 

(3) 
n 

:r., :i:, + Il -- tv 
A• - A•o / 1' 
cVl ctfl 

f)1 et fJ2 étant des fonctions de y
1 

et de 11 qui restent finies quand µ 
s'unnule. 

D'autre part la cot1rbe double de 01 = - 94 a pour équations: 

--, ~ ni•() 
•(.1 f(_J 

Cela 1nontre que ces deux courbes di(l'èrent infini1nent peu l'une de 
l'autre si l'on regarde µ com1ne nue quantité infinin1ent petite et on petit 
faire correspondre les deux courbes point par point de façon q ue l a 

distance de deux points correspondants soit cln mêine ordre de grandeur 
que µ. 

Co1111ne ln. solution périodique définie pnr les deux équations (2) est 
instable, on pourra faire passer par la courhc <léfinie par les équations 

(3) deux surfaces trnjectoircs :lS)'tn plotiquC's. 

• 



• 
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\'o)·ons quelle relation il y a entre ces surfaces asymptotiques et la 
su1·fuce 0 1 = - SC4 que nous ''enons de construire. 

D'après ce que nous avons vu au § 5 ( 1 ère partie, chapitre III), ces 
surfaces asyn1ptotiques auront pour équations: 

(4) 

I,es séries qui entrent dnns les seconds i11e1nbres des ét1uations (4) 
sont des séries convergentes développées suivu11t les puissar1ces de .Jr:. et 
les quantités ri, .;: , ~ etc. sont des follctions de y

1 
et de y"J sur lesquelles 

nous ne savons qu'une chose, c'est qu'elles sont périodiques de période 
\ 

27' l)ar rapport a y
1

• 

De plus la surface définie pur les équations (4) doit passer par la 
courbe définie par les équations (3), ce qui Yeut dire qu'e11 substituant 
dans les seconds inembres de (4) les valeurs de y 1 et de y

2 
tirées des 

deux dernières équations ( 2 ), on doit rcto1n ber sur les deux pre1nières 
équutions (2). On doit donc avoir : 

ço + µÇ1 + · · · = Ç?((o +µCi + · . ·, (~ + /1..;; + ... ) 
+ .JµÇ; ((o + µ(i + ... ' (~ + µ(; + ... ) + . .. . 

Cc c1ui prouve qu'on doit avoir: 

..1 (,... /"'') l;2 '>o • .._ o = O. 

Il est aisé de voir à quoi se réduisent les surfaces asy1nptotiques 
qt1and on su1)posc /J. = o, 011 trouve alors si1nple1nent 

On a donc identique1nent: 

,.. - ,..o 
W•"l - .A.•)• - . 

~ - . ,n 
ç~ - .t .. ,. . -

I,es surfaces aS)'Inptotiq ues devant être des surfaces trajectoires, les 
fonctions de /J., de y1 et de y2 définies i>ar les équations (4) devront 

• 
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satisfaire identique1nent aux équations (3) du l)Hragraphe l)récédcnt. On 
verrait donc par le 1nèrne calcul que dans le paragra1Jhe précédent que 

ç~ = o, 

(.} 1 étant une constante qu'il s\1git <le <1éter1uiner. C'est ce que nous 
ferous à l'aide de l'équation: 

Ç~ ( (o ,' (~) = Ç~ (nt , Y/a) = o. 

J,a fouction Ç~ rie dé1)endant que de !J2 , il suffira, d'y re1nplacer y
2 

par 
YJ3 , cc qui do11nera 

ou 

J)onc la. surface cl = - r4 a pour équatiou: 

x. ~ + ~~ ,1,t 
-= . 

ÇI + ~: V/I· 

Elle ne diffère donc de la surface asyn11>totiquc (4) que par des ternies 
de l'ordre de µ. 

Cette surface à ligne double 01 = - ~4 i>cut donc être regardée 
co1n1ne une prc1nière a.pproxi1nation de la surface llS)'lllptotiquc cherchée 
et 011 i)eut ftiirc correspondre les deux surfa.ces point par point de telle 
façon que la distance de deux poiuts corres1>011da11t::; soit de rnè1ne ordre 
de grandeur que µ. 

De là on peut tirer diverses conséquences: 
1°. E1i preniière aiJproxi11iatio1i les surfaces asy11111toliqites sont des 

sur/(tces ferntées; c'est là un· résultat que les approxitnations suivantes 
confir1neront. 

2°. 'l,oute surface asy1uptotique étant u11c surface trajectoire, son 
intersection par la portion de surface sans contact S c1ui a. })Ollr équation 
y1 = o sera une courbe invaria11te () (cf. § 4, chapitre II, 1è•c partie). 



• 
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Considérons donc la. courbe ()' 

Cette courbe clifférera infi11i1nent peu (aux c1uu11tités près de l'ordre 
de 11.) de l~L courbe invariante de C. Sn. conséc1uente différera. aussi in
ii11i111e11t peu de la conséquente de C, c'est il. dire <le C ellc-1nè1ne. Do11c 
la courbe C' différera in:fi11i111ent peu (aux qu:u1tités 1>rès de l'ordre deµ) 
de sa i>ropre conséquente. Ce sera donc, pour e1nploycr le langage du 
i>nr:1grapl1e cité, 'ttne courbe péni1ivaria1ite au.r qitantités 1Jrès cle l'orclre <le 11. 

3°. I,:L courbe O' est une courbe fcr111éc; la courbe 0 1 qui en 

diffère inf-ini1ncnt i)eu sera donc tine courbe quasi fer11iée et de telle fas·on 
c1ue la. distance des deux points de fcr1neture soit de l'ordre <le/.&. Ainsi 
l<t s1trface asyni1Jtotique cou1Je la sitrface y1 = o, suivant itne co1trbe quasi 
ferntée. 

Si 1'011 faisait 11 = o, la solution la plus générale <les équations 
données serait: 

x 1 = const., .i;
2 

= const., 

cll11 

!}1 = - t l 0 + const., 
c .e1 !J~ 

1l l1' 

= - t -l "+ const. ( .c, 

i>n1· conséc1ue11t si les v~Lleur.s initiales de .c
1 

et de :r~ étaient ~r1: + ô.c1 , 

.r~ + (JJ;~ ' x. et X2 resteraient co11sta1n1ncnt égaux lL .r~ + O.li1 et X~ + a.r~; 
de 1nè1nc 

aurait: 

--

<lF -• conscrveraic11t des vu leurs constantes et l' 011 
cl.i: • 

1 '.l'ous ces raisoancweats supposent que dans le:i équations (4) des i;urfaccs ai;ywp

totiqucs, le!! séries des seconds membres restent cOn\'Crgcntc:i 11uclc1uc soit y, pour\'u que 

f' soit suffisamment petit; c'est cc que des considérations cu1pruntécs au »calcul des li

u:itesl> pcr111cttcnt d'établir aisément. Voir cc que j'ai dit à cc i>ujct page 96 et aussi 

cc quo j'ai dit du calcul dcs limites tians !"introc.luction. Uou~ultcr égalcwl'llt la ~ute E. 
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à2
1il et à2

1i2 ét.ant des infini1nent petits du 2d orùrc quand axl et ax, 

sont des infiniment petits du 1er ordre. 

Soit alors y~ la valeur initiale <le y
2 

quand on fait y
1 

= o; faisons 
c1·oitrc le temps jusqu'à ce que y1 devie11ne égal ii. 2;r; alors y

2 
sera devenu 

égal à: 

à2y~ étant infiui1nent i)etit du 2'1 ordre, si on regarde àx
1 

et ox
2 

cornrne 
des infiniment petits du Ier ordre. 

Si <lonc nous supposons /.J. = o et qu'u11 point P appartenant à. la 
portion de surface sans co11tuct y

1 
= o, ait l)Our coordonnées 

y.= o, 

son conséquent aura pour coor<lo11nécs 

,.,. l'o + ".1· '42 = ._ :! (J ' :!) 

Yi = 2;r, 

Si l'on ne su1)pose plus µ = o, le consét1uent de cc 111êrnc point P aura 
JJOur coordonnées: 

?-,, ' 

OJ 1 , <v~, <Va étant <les fonctions de /.J., y~, o".x;1 et o.r;2 qui restent finies quand 
/J. s'annule. 

I1naginons 1naintenant que le point 1) appartienne à la surface 

(JI = - S!°4· 
Si alors y2 n'est pas très voisin de Y/ai l'expression [J<'1 ] - ~4 n'est 

l'as infini1ncnt petite, et par conséquent si µ est très petit: 

· ~ ~· .... "1 

est précisé111cnt du 111è1nc ord rc <le grandeur c1 uc ,11~; d'où l'on con cl ut 
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