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Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 093

nerale des équations proposées, mais une solution contenant seulement &
constantes arbitraires.

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations
de la dynamique, nous avons vu que n est pair et que les a sont deux
a deux égaux et de signe contraire.

Alors si & d’entre eux ont leur partie réelle positive, £ auront leur
partic réelle négative et m — 2k auront leur partie réelle nulle. En
prenant d’abord les a« qui ont leur partie réelle positive, on obtiendra
une solution particuliere contenant % constantes arbitraires; on en ob-
tiendra une seconde en prenmant les a qui ont leur partie réelle négative.

Dans le cas ou aucun des a« n'a sa partie réclle nulle et en par-
ticulier si tous les a sont réels, on a d'ailleurs:

=

a2

Si maintenant nous supposons que dans les équations (1) les X de-
pendent d’un parametre p de telle sorte que ces fonctions X soient dévelop-
pables suivant les puissances de g, les quantités z, seront encore repre-
sentables par les séries (47), mais ces séries seront développées, non seulement
suivant les puissances des 4,¢*, mais encore suivant les puissances de p.

Il peut arriver toutefois que ces séries (4) au lieu d’étre develop-
pées suivant les puissances de pu, le soient suivant les puissances de .
in effet les o, sont aussi des fonctions de p; il arvivera en général que
les o seront développés suivant les puissances de p, mais dans certains
cas particuliers, /j sintroduira dans les «, et par conséquent dans les
séries (4'). Clest précisément, d'apres ce que nous avons vu au para-
graphe précédent, ce qui arrive dans le cas des équations (1) du § 3
de ce chapitre.

Nous allons nous placer maintenant dans un cas tres particulier.
Supposons d'abord n= 2, de telle fagon que les équations (1) se réduisent a:

do, _ X

da
- i X" i ¥

dt

Les développements contiennent en général & la fois des puissances positives et

négatives de /. Mais les puissances négatives disparaissent dans les cas ol les solutions
asymptotiques subsistent pour gz = 0. ('est ce qui arrive dans la plupart des applications

et en particalier pour les équations de la dynamique. (Voir Nole [.)
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Supposons de plus que

; %6 d X
O oo -+ S e
( ) ti.rt !f.{'ﬂ i

La situation du systeme dépend alors des trois quantités z, , x, et f; on

1 22
peut done la représenter par la position d'un point dans l'espace; voici
quel mode de représentation on peut adopter pour fixer les idées:

l.es coordonneées rectangulaires du point 1*u111‘éauutu,tif seront:

e" cost, e sint et a,.

De cette fagon

1°. A tout systeme de valeurs des trois quantités z,, x, et ¢ corres-
pondra un point de l'espace.

2°. A tout point de l'espace correspondra un seul systeme de va-
leurs des quantités z, , @, , cost, siné, et par conséquent une seule situa-
tion du systeme si 'on ne considére pas comme distinctes deux situations
qui ne different que parce que ¢ a augmenté d'un certain nombre de
périodes 27.

3°. Si Yon fait varier ¢, (r, et x, restant constants) le point re-
présentatif décrit une circonférence.

n]

4°.
5°% A la condition #, = — o0 correspond l'axe des z.

A la condition #, =z, = 0 correspond le cercle z=o0,2" 4 y'= 1.

A toute solution des équations (1) correspondra une courbe décrite
par le point représentatif. Si la solution est périodique, cette courbe
est fermée.

Considérons donc une courbe fermée €7 correspondant a une solution
périmli:]ue.

Formons les équations (2), (3), (2") et (3') relatives a cette solution
périodique et imaginons que l'on calcule les quantités a correspondantes.

Ces quantités sont au nombre de deux, et en vertu de la relation
(6) elles sont égales et de signe contraive,

Deux cas peuvent se présenter: ou bien leur carré est négatif et la
solution périodique est stable; ou bien leur carré est positif et la solu-
tion est instable.

Placons-nous dans ce dernier cas et appelons + a et — a les deux
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valeurs de l'exposant «; nous pourrons supposer alors que a est réel
positif.

Cela posé, les séries (4') seront développées suivant les puissances
croissantes de Ae™ et de Be™™; mais elles ne seront pas convergentes si
A et B y entrent a la fois; elles le deviendront au contraire, si 1'on y
fait soit 4 = o, soit B = o.

Faisons d’abord 4 = o; alors les % seront développées suivant les
puissances de Be *; si donc ¢ croit indéfiniment, 7, et y, tendent simul-
tanément vers o. Les solutions correspondantes peuvent s'appeler solu-
tions asymptotiques; car pour t = - oo, les 7 et par conséquent les &
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche
asymptotiquement de la solution périodique considérée.

Si on fait de méme B = o, les » sont développés suivant les puis-
sances de Ae”; ils tendent donc vers o quand ¢ tend vers — oco. Ce
sont donc encore des solutions asymptotiques.

[1 y a done deux séries de solutions asymptotiques, la premiére
correspondant a f = 4 oo, la seconde a {= — o0. Chacune d’elles
contient une constante arbitraire, la premiere B, la seconde A.

A chacun de ces séries de solutions asymptotiques correspondra une
série de courbes se rapprochant asymptotiquement de la courbe fermée
€’ et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L’ensemble de ces
courbes asymptotiques formera une swrface asymptotique. 11 y aura deux
surfaces asymptotiques, la premiére correspondant a ¢ = - oo, la seconde
a { = -—00. Ces deux surfaces iront passer par la courbe fermée C.

Voici maintenant comment on peut trouver l'équation des surfaces
asymptotiques.

Nous avons trouvé pour les séries (4') en y faisant 4 = o

;?1 e Bﬁe—ﬂmsﬁﬂ + Bﬂe—ﬁm?ﬁa + If“ﬂ_"ms!" + ol

n, = Be ™ 4 B’ %8, + B¢ 0, ...,

les ¢ et les # étant des fonctions périodiques du temps. Si entre ces
deux équations ou éliminé Be “, il vient:

(?) = ﬁgﬂ + Tfifi + Tiﬁzlefi + iy

les f étant des fonetions périodiques du temps. Cest la I'équation de la
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surface agymptotique et on n'a qu'a y remplacer les » par leurs valeurs

=

en fonctions des &, puis des z, pour avoir cette équation sous la forme:
3 ¥ i i
(h) }“(;'1!"}3!!)'_{:'*

La série (7) n'est convergente que pour les petites valeurs de #,; elle
ne donne donc qu'un élément de la surface asymptotique cherchée; mais
on peut trouver le reste par le moyen de la continuation analytique.

Si dans les équations (1), X, et X, dépendent d'un parametre ar-
bitraire g, nous avons vu que les séries (4') (et par conséquent la série
(7)) étaient développées également suivant les puissances croissantes de p
ou de . Nous pouvons done écrire I'équation (8) sous la forme

Pz, ,2,,1, p) = 0,

I' étant une fonetion holomorphe de p. Il importe de remarquer que
I' reste une fonction holomorphe de g méme quand on donne aux
des valeurs telles que la série (7) ne soit plus convergente.’

[l v a dans le cas qui nous occupe un invariant intégral que I'on

f[}" dz, de,dt = / ’ / 'I_':"I"’”?f.
. L v + ?'J

peut eerire

Voir Nole E (Sur le calenl des limites).
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Deuxiéeme partie.

Equations de la dynamique et probleme des 2 corps.

CHAPITRE L

Etude du cas ou il n'y a que deux degres de liberte.

§ 1. Représentations géométriqgues diverses.

teprenons les équations (1) du § 3 (1™ partie, chapitre III)

fi.l:l e (:ff t__Ilfrl_ =y r”"

" -:!3,*.1 BEf v f.f-y;}
(1)

fi'ﬁ il {_EE "E'.ff_; o d i

N E A da, " AT S ;ﬂr;

Nous nous hornerons au cas le plus simple qui est celui ol il n'y ¢
que deux degrés de liberté; je n’ai pas & m’occuper en effet de celui on
il n'y a quun degré de liberté, car les équations de la dynamique
d'intégrent alors aisément par de simples quadratures.

Nous supposerons donc que la fonction F' ne dépend que de quatre
variables =, , z,, 4, , ¥, Nous supposerons de plus que cette fonction est
uniforme par rapport a ces quatre variables et périodique de période 27
par rapport a ¥, et a y,.

La situation du systeme est donc définie par les quatre quantités
Ty, Ly Y, s Yy Mals cette situation ne change pas quand y, ou y, aug-
mente de 27 ou d'un multiple de 27z. En d’autres termes, et pour re-
prendre le langage du chapitre I de la 1™ partie, 2, et x, sont des
variables linéaires, pendant que y, et y, sont des variables angulaires,

deia mathematica. 13, ITmprimé le 11 septembre 1889. 18
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Nous connaissons une intégrale des équations (2) qui est la suivante:

(2) Flz,,z,,y,,y,) = C,

C' désignant la constante des forces vives. Si cette constante est regardée
comme une des données de la question, les quatre quantités z et y ne
sont plus indépendantes; elles sont liées par la relation (2). Il suffira
done, pour déterminer la situation du systeme, de se donner arbitraire-
ment trois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent,
de représenter la situation du systeme par la position d'un point P dans
I'espace.

I1 pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre
variables # et y soient soumises, non seulement & 1'égalité (2), mais a une
ou plusienrs inégalités:

(E‘j 1 (']"1 y Ly Yy s .”;1) - 0, F-'.E('rl y Lgs Yy :"fg) > O.

Supposons par exemple pour fixer les idées que les inégalités (3)

s ecrivent:
a > x, > D

et que l'égalité (2) =oit telle que lorsque z, satisfait a ces inégalités, on
puisse tirer de la relation (2) la quatriéme variable z, en fonction uni-
forme des trois autres x,,y, et y..
Nous pouvons alors représenter la situation du gystéme par un point
dont les coordonnées rectangulaires seront:
X = cosy,[1 + cosy,(cx, + d)], Y = siny,[1 + cosy,(cx, 4 d)],
Z = siny,(cx, 4+ d),

¢ et d étant deux nouvellez constantes posifives telles que
ca+d<i1;¢chb+4 d>o.

[l est clair en effet qu'a toute situation du systéme, c'est a dire a tout
systeme de valeurs de z , ¥, et y, satisfaisant aux conditions:

a>x >b,2r>y, >0,2>Y,> 0
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correspond un point de l'espace et un seul, compris entre les deux tores:

(1 —yX*+ )" 4 Z° = (cb + d)7,

(4) (I . V}XE + Y:)” 41 7?7 — (E;‘H- - d)w-

Et réciproquement, a tout point de l'espace compris entre ces deux tores
correspond un systeme de valeurs de x,,y, et y, et un scul, satisfaisant
aux inégalités précédentes.

[ peut se faire que les inégalités (3) ne s’écrivent plus a > o, > b;
mais que cependant ces inégalités, jointes a la relation (2) entrainent
comme conséquence

a>x, > 0.

Si de plus z, est encore fonction uniforme des trois autres variables, le
méme mode de représentation géométrique est encore applicable.

Nous pouvons nous placer dans un cas plus général encore:

Supposons que l'on puisse trouver unc variable auxiliaire £, jouissant
de la propriété suivante. Si z,,x,,y, et y, satisfont a la fois a 'égalité
(2) et aux inégalités (3), on pourra exprimer z, et z, en fonctions uni-
formes de &, de y, et de y,. De plus, en vertu des inégalités (3), £ ne
peut devenir infinie et reste comprise entre certaines limites de telle facon
que l'on a comme conséquence de (2) et de (3)

a> &> b,

Nous pourrons alors définir cmnpln:':t.umuut la situation du systénm
en nous donnant les trois variables &,y et y,, et la représenter par un
pt}illt P dont les coordonnces rectangulaires seront:

X = cosy,[1 + cosy,(c§ + d))], Y = siny, [1 4+ cosy,(cé& + d)],
Z = siny,(c§ + d)

avec les conditions:

c>o0,cat+d<1,ch+4 d>o.

On voit alors, comme dans le cas précédent, qu'a toute situation du
systeme correspond un point de l'espace et un seul compris entre les deux
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tores (4), et réciproquement, qu'a tout point compris entre ces deux tores
ne peut correspondre plus d'une situation du systeme.

[l peut se faire que pour z, = a, (ou plus généralement pour & =a)
la situation du systeme reste la méme quelle que soit la valeur attribuée
a Y, Nous en verrons dans la suite des exemples. C'est ainsi qu'en
coordonnées polaires, il faut en général pour définir la position d'un point
se donner les deux coordonnées p et w, mais que si on suppose p = O,
on retrouve toujours le méme point, a savoir le péle, quel que soit w.

Dans ce cas on choisira les constantes ¢ et d de telle facon que

ca + d = o.

Le second des deux tores (4) se réduit alors a un cercle:

% = 0, X* Y = 1.

En  chacun des points de ce cercle y, est indéterminé; mais néanmoins,
comme pour § = a’la situation du systeme ne dépend pas de y,, a chaque
point du cercle correspond une situation du systéme et une seule.

On peut dire alors qu'a toute situation du systéme correspond un
point de l'espace intérieur au premier des deux tores (4) et que réci-
proquement, a un point intérieur de ce tore ne peut correspondre qu’unc
seule situation du systeme.

J'envisageral encore un autre cas.

Imaginons qu'en vertu des inégalités (3), & puisse prendre toutes les
aleurs positives, de telle sorte que:

4 =10, b = -4 oo.

Supposons que pour § = o la situation du systéme ne dépende pas
de y, ¢t que pour § = oo, cette situation ne dépende pas de y,.

Nous pourrons alors représenter la situation par un point dont les
coordonnées rectangulaires seront:

X = cosy, e ", Y = siny,e ™%, Z = §siny,.

Pour § = o il vient (quel que soit y,)

X = cosy,, Y = siny,, Z = o.
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Le point représentatif se trouve sur le cercle
X'.' + Yﬂ g I, Z — 0O
et sa position ne dépend pas de y,; cela n’a pas d'inconvénient puisque
par hypothese la sitnation du systeme pour &= o ne dépend pas non
plus de y,.

Pour &= 0o, on trouve pourvu que cosy, soit négatif:

X'= ¥ =50, 4 = siny,.

Le point représentatif se trouve alors sur l'axe des Z et sa position ne
dépend pas de y,, mais pour § = 0o, la situation du systéme ne dépend
pas non plus de y,.

L.e mode de représentation adopté est done légitime.

Ce qui précede a besoin d'étre appuyé de quelques exemples. Je
n'en traiterai ici que trois.

Le premier de ces exemples est le plus important parce que c'est
un cas particulier du probléme des trois corps. Imaginons deux corps,
le premier de grande masse, le second de masse finie, mais trés petite
ct supposons que ces deux corps décrivent autour de leur centre de
gravité commun une circonférence d’un mouvement uniforme. Considérons
ensuite un troisieme corps de masse infiniment petite, de fagon que son
mouvement soit trouble par lattraction des deux premiers corps, mais
quil ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux premiers corps. Bornons-
nous de plus au cas ou ce troisieme corps se meut dans le plan des
deux circonférences décrites par les deux premiéres masses.

Tel est le cas d'une petite planéte se mouvant sous l'influence du
Soleil et de Jupiter quand on néglige l'excentricité de Jupiter et l'incli-
naison des orbites.

Tel est encore le cas de la lune se mouvant sous I'influence du Soleil
et de la Terre quand on néglige l'excentricité de l'orbite terrestre et I'in-
clinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique.

Nous définirons la position du troisiéme corps par ses éléments

osculateurs a4 un instant donné et nous écrirons les équations du mouve-




102 H. Poincaré.

ment en :tdnptant les notations de M. TisseraxD dans sa Note des Cump-
tes Rendus du 31 janvier 1887

L _ar  a_ _am
(s & di’ dt ~ 4L’
5 @ _ar  dyg_ _an
dt T h’-i’.-‘ ; O s dG’

Je désigne par a,e et » le grand axe osculateur, I'excentricite et le
moyen mouvement de la froisieme masse; jappelle { 'anomalie moyenne
de cette troisiéme masse et g la longitude de son périhélie.

Je pose ensuite:

L = \Ill'_f, G = \'ﬂ'.([ — &%),

Je choisis les unités de telle fagon que la constante de Gauss soit égale
a 1, que le moyen mouvement de la seconde masse soit égal a 1 et que
la longitude de cette seconde masse soit égale a f.

Dans ces conditions, l'angle sous lequel la distance des deux der-
nicres masses est vue de la premiére ne différe de / 4 g—¢ que par une
fonction périodique de ! de période 27.

La fonction R est la fonction perturbatrice ordinaire augmentée de
i I
2a 2L*

car la distance de la seconde masse a la prmni:f-.re est constante et la

Cette fonction ne dépend que de L, de G, de [ et de I 4 g —¢;

distance de la troisieme a la premiére ne dépend que de L, G et .
Cette fonction est d'ailleurs périodique de période 2z tant par rapport a
| que par rapport a I 4 g — t.

On conclut de la que l'on a:

dR  dR
TR

et que les équations (5) admettent comme intégrale:
R + G = const.

Nous allons chercher a ramener les équations (5) a la forme des

équations (1). Pour cela nous n'avons qu'a poser:
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z, =@, z, = L,

v, =9—14, Y, = {,
F('Tl y Ty U, :.?f'.;) = R -+ G!

et les équations (5) reprennent la forme:

de; dI' dy; dl
(l) . 7 S dy, ! dt - die; '

La fonction F' dépend d'un parameétre trés petit g qui est la masse du
second corps et nous pouvons écrire:

F = F, + pF,

F' est périodique par rapport a y, et y, qui sont des variables angulaires,
tandis que z, et x, sont des variables linéaires. Si l'on fait g — o, F

se réduit a F, et:

ne dépend plus que des variables linéaires.’
Il1 résulte de la définition méme de I et de G en fonctions de a et
¢ que l'on doit avoir:

LY> G ou 2> o
ce qui montre que @, peut varier depuis — , jusqu'a -+ ,.

Si l'on suppose », = + z,, l'excentricité est nulle; il en résulte que

la fonction perturbatrice et la situation du systeme ne dépendent plus
que de la différence de longitude des deux petites masses, c'est a dire de:

L+ g9g—t=y, + ¥,

' TI est aisé de voir que le hessien de F, par rapport & @, et & @, est identique-
ment nul. Il semble done que les conclusions du § 3 (chapitre III, 1% partic) ne soient
plus applicables. 11 n’en est rien pourtant, parce qu on peut remplacer F' par une fone-
tion arbitraire ¢ (F') de telle sorte que le hessien de ¢(F) ne soit pas nul. Cela revient
A changer 1'unité de temps de facon que cette unité dépende de la constante (' des forces

vives,
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On en déduit:

dl dF

dy, — dy,’
d’on:

d(ex, — 2,)

'ﬁ' : 5 = G‘
( ) ot
d’ou T'on conclurait (puisque la valeur initinle de #, — x, cst supposée
nulle) que 2, doit rester constamment égal a x,; mais ce n'est la pour

les équations (1) qu'une solution singuliere qui doit étre rejetée. En ce
qui concerne les solutions »particulieres» que nous devons conserver,
'équation (6) signifie simplement que quand z, — x, atteint la valeur o,

cette valeur est un maximum, ce qui est d'ailleurs une conséquence de
I'inégalitée z; > a3.

Si nous supposons maintenant z, = — x,, l'excentricité sera encore
nulle, mais le mouvement sera rétrograde (il V'est toutes les fois que z,
et #, ne sont pas de méme signe); alors F' et la situation du systéme ne

dépendent plus que de l'angle:

—l4+g—t=y, —y,,

ce qui donne:
d N d i
‘ — -
dy, ' dy,

0.

Je vais maintenant traiter la question suivante:
Trouver une variable & telle que s z,, 2,, 9, ,y, satisfont aux éaa-

lites et inégalités (2) et (3) (qui dans le eas qui nous ocenpe se réduisent a
F=0C, o> )

ces quatre quantités peuvent s'exprimer en fonetions uniformes de S y.ety..

Je traiteral dabord la question dans le cas on ft = O et on

PP

il

+ 'J"I.

Y i S
_"lr::

Envisageons un plan et dans ce plan un point dont les coordonnées

sont:

X=2,—e¢, Y=au,

2
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Alors les égalités et inégalités (2) et (3) s'éerivent:
- I L L L
X + i-]:" = 0, } > A + c > — )

Constrnigons la eourbe:

et les deux droites:

X+ece=+Y.

(Ces droites et cette courbe peuvent étre dans deux situations diffé-
rentes, representées par les ficures 4 et 3.

Fig. 4. Fig. §.

Chacune des deux figures devrait se composer de deux moitiés sy-
métriques par rapport a laxe des x, mais nous n'avons représenté que
la. moiti¢ qui est au-dessus de cet axe. Dans le cas de la figure 4, Ia
courbe nous offre deux arcs utiles BC et DFE pendant que les ares AB
et CD doivent étre rejetés a cause de l'inégalité ¥Y* > (X 4 ¢)®. Dans
le eas de la figure 5, il n'y a qu'un are utile BC et 'arc AB doit
¢tre rejete.

Le passage de la figure 4 a la figure 5 se fait quand la droite CD
devenant tangente a la courbe, les deux points C et D se confondent.
Cela a lien pour:

3 | -
(_,JT:;, .X‘-:‘—'-— }=I.

- ?

Nous nous SUPPOSerons dans ce {111'1 nosuivre lnlumls dans le cas de

Adcta matkematica, 13, Imprime le 16 gseplembre 1888, 14
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la figure 4 et nous envisagerons seulement 'arc utile BC; c'est en effet
le cas le plus intéressant au point de vue des applications.

Posons:

&£, — £ L—‘G.

1 1

“ﬁi-l--’f,:L'l'f},

§

on voit que & s'annule au point C et devient infini au point B et que
quand on parcourt P'arc BC depuis C jusqu'en B, on voit & croitre
constamment depuis o jusqu'a -+ oco. Si done on se donne &, le point
correspondant de l'arc BC sera entierement déterminé, ce qui revient a
dire que z, et x, sont fonctions uniformes de &.

Qu'arrivera-t-il maintenant si p n'est plus nul, mais seulement tres
petit?

Faisons encore

£, — &
o 2 i
; =

B X, T+ &,
et voyons sl en tenant compte des relations
(7) = E>0, T, >0,°

x, et x, seront encore fonctions uniformes de &, de y, et de y,. Pour

&

quil cessit d'en étre ainsi, il faudrait que le déterminant fonctionnel:

oS, F)

: (‘rl ’ ;H’)
gannulit pour un systéme de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or

cela n'arrivera pas si p est assez petit et si C est assez différent de % .

Dans la plupart des applications, ces conditions seront remplies;
nous pourrons done prendre & comme variable indépendante; cette va-
riable sera essentiellement positive et z, et #, seront fonctions uniformes

de £,y, et y..

1 " " - - “E " | - a &
On voit aisément pourquoi j éeris cette dernidre relation; lare BC comme on lo
voit sur la figure est tout entier au-dessus de laxe des X, ce qui entraine | indgalité
@, > 05 il est eclair que cette inégalité subsistera encore pour les valeurs suffisamment

petites de p.
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Toutefois pour trouver le mode de représentation géumétrique le
plus convenable, il faut encore faire un changement de variables. Posons:

r

¥
. Ty = &) + Xy, Trg

[

:'El. —— ;EE"

b | -

; : I
yo=5 0+ ), Yo =5 (U — ).

Apres ce changement de variables, les équations conserveront la
forme canoniques:

dz, dF dy, d I
dt — dy.’ dt ~  da)’
dur, _daF dy. [ X d I
dt ~— dy,’ dt dz,’

On voit que y; et y, sont encore des variables angulaires; quand
en cffet y; ou ¥, augmente d'un multiple 27z, y, et y, augmentent aussi
d'un multiple de 2z et par conséquent la situation du systéme ne
change pas.

Mais il y a plus; quand on change simultanément y; et y; en y; + =
et ys + =, y, ne change pas et y, augmente de 27. La situation du
systeme ne change donc pas.

Cela posé nous représenterons la situation du systeme par le point
de l'espace qui a pour coordonnées rectangulaires:

X = cosy|e e, Y = siny|e o, 7 = Exiny,.

Pour & = o la situation du systeme ne deépend pas de y; et il en est de
méme du point représentatif qui est alors sur le cercle

p o2 N ;. G SRR VY

Pour & = oo, la situation du systéme ne dépend pas de y; et il en
est de méme du point représentatif qui est alors sur 'axe des Z si cosy;

est négatif et a linfini si cosy, est positif.

A chaque point de l'espace correspond donc une situation du sys-
téme et une seule; réciproquement, a chaque situation du systéme corres-
pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et en effet aux deux
systémes de valeurs (z), z;,y;,¥;) et (1,2, 4 + 7,y: + =) corres-
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pondent deux points différents de D'espace, mais une seule situation du
5}'5t1':mt:.

Lles équations (1) admettent les invariants intégraux:

[(da,dy, + daydy.) = [(dwidy; + doydy)

[.t‘l?-.ﬂl dy,drv,dy, = rf.’,r'{ diy, drydys .

Si nous transformons cet invariant par les régles exposées dans le
N 3 (17 partie, chapitre II) nous verrons que:

i ™ ¥ ' -8 ;
z dedy, dy, 2, dXdY dZ
AF |l ARy BN e
ot de, de, (J o I :h) BA S )

v

est encore un invariant integral.
Comme ¢ est essentiellement positif, la quantité sous le signe [ est

de méme signe que:

,dF Al il I d I’
' da, T % o, “1 de, T Y3 du,
Or pour g = o, on trouve:
d I d I I
x, — + @ =, —
1 {Lt‘-l 4 |'.r'.'.i:H . !J.

Si nous nous supposons placés dans le cas de la figure 4 et sur lare
BC, nous devons supposer:

C >

kg | e
A
-
/\
A

d'oun 'on tire:

d I - N
,5— est toujours negatif quand g est nul. Il en

Ainsi =

I
] et .
H'E-'l tf.f..=




L1

'l.']. "
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sera encore de méme quand p cessera d'étre nul, pourvu que C soit assez

différent de %

)

Dans ces conditions l'intecrale:
o

erdXdY dZ

SYE Y S dl .Jﬁ")
S -‘(‘“**m‘;—‘ ' T

H' il

est un invariant positif.
Pour p = o, les équations (5) s'intégrent aisément comme on le sait
et on frouve:

L = const., (G = const., g = const., [ = nt 4 const.

[.es solutions ainsi obtenues sont représentées dans le mode de repré-
sentation géométrique adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires
sont fermées toutes les fois que le moyen mouvement n est un nombre
commensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont
pour équation générale

& = const.

et qui sont par conséquent des surfaces de révolution fermées analogues
n des tores.

Nous verrons dans la suite comment ces résultats sont modifiés quand
o nest plus nul.

Comme second exemple, je reprends l'équation dont jai déja parlé
a la fin du § 3 (1* partie, chapitre III)

|
:’iﬁ‘ﬂ + n’p + mp' = pR,

R étant une fonction de p et de ¢, holomorphe par rapport 4 p et
sannulant avec p et périodique par rapport a £. Cette équation peut
s'écrire en reprenant les notations du paragraphe cité:

rftr.; . dF da dF de d I’ dx Ty d 7

—.
=

dt  do’ 7 3 dp 5 dt ~— J:a;_ dt . 8% "
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dvece:
" i 5 " w'n’ mp' » .
o= ‘(J [ﬁ == @, j' ' -:— —l— ;: '{— :|_ —IH.‘I Il.'il;‘ﬂj ;')Ff:o —-E— ]";
I}l}H{tIIH:
A s r . :
6 = \/n\/2x; CO8Y,, 0 = 7 V2, SIny, .

Les équations conserveront la forme canonique des équations de la dyna-
mique et la fonction F' dépendra de deux variables linéaires z, et y de
deux variables angulaires y, et &.

On voit aisément que quand on se donne la constante des forces
vives O,z ,y, et &, la quatriéme variable » est entiérement déterminée;
on a en effet:

m o « g iy
= C—nzx, — TSNy, -+ ‘ftl’ R(p, &dp.

Pour x, = o, la situation du systeme ne dépend pas de y,. Nous

pouvons done adopter pour représenter cette situation le point dont les

coordonnées sont:
A = eoREen "N, Y = ginge"**h, 4 = x 8iny,.

A chaque situation du systéme correspond ainsi un point de l'espace
et inversement, Il faut excepter les points & l'infini et les points de 'axe
des Z qui nous donneraient x, = o0 et par conséquent un résultat illusoire.

Comme troisitme exemple, envisageons un point mobile pesant se
mouvant sur une surface parfaitement polie et dans le voisinage d’une
position d’équilibre stable,

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan
des @y le plan tangent qui sera horizontal; pour axes des x et des y les
axes de l'indicatrice de facon que l'équation de la surface s'écrive:

=]
-

-u'l'.t'h'1 rIl.',r

s =" 4" L ez, ),

¢(x,y) étant un ensemble de termes du 3™ degré au moins en z ct en

y et p un coéfficient tres petit.
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Nous aurons alors en appelant #' ¢t ¥’ les projections de la vitesse
sur les axes des x et des y

'rJT p’f:u
i — L s I ”
I‘ : I 2 I 'ﬂrﬁ w
da i) d I ffy dF da’ d I riy: 4”'
dt ~— da'’ dt fﬁj;'! dt da ’ ol b r.-’r;
Changeons de variable en posant:
‘.‘ q.-d! ¥ 5 d I'- * 1|
= = ~COS f)"l y X = \ 2\ s f}r-. 3
Vga -
\fgg , — 4 :
Yy = ;—CosyYy,, Y = y2ues\gb SINY,.
\, {H} '

Les équations différentielles conserveront la forme canonique des équa-
tions de la dynamique. L’équation des forces vives s'écrit:

\f; ¥y < ‘-EE;I:E T ¢ (I] y La s Yy s .?f:) -

¢ désignant la méme fonction que plus haut, mais transformée par le
clmngmnult de variables. Comme , et x, sont essentiellement positifs
(ainsi d'ailleurs que les coéfficients @ et ), I'équation des forces vives
montre que ces deux quantités restent toujours inférieures a une certaine
limite. D’apres la définition de la fonction ¢ cette fonction s'annule avec
r, et x,, et il en est encore de méme de ses dérivées partielles du 1¢
ordre. Nous en conclurons que g étant tres petit, la fonction pe et ses
dérivées du 1* ordre ne pourront jamais dépasser une certaine limite

superieure tres petite.  Nous pouvons done écrire:

y | “!'!: ” ‘Iﬁf h
(8) Ly “‘:\/,.-,* A | < \/

Faisons maintenant =, = £z, : le rapport & sera essentiellement po-
2 1?2 ke ]

sitif. L‘éqtmtiml des forces vives devient:

(9) z,(Vga + Vgb &) + mge(x, , §x,,y,,,) =

La dérivée du premier membre de (9) par rapport & x, s'écrit:

do e
n;ﬂ —]— \ ¢ ;F:., + JY i '-I-' )'a‘,:fj' f

r“
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En vertu des inéealités (8), cette expression est toujours positive, ce qui
montre que l'on peut tirer de I'équation (9) x, en fonction uniforme de

-

,y, et y,, et par conséquent que la situation dn ﬁ}'sh}mw est complete-

ment définie par les troiz variables y, ,y, et &,

Pour & = o la situation ne dépend pas de y,, pour & = oc elle ne
dépend pas de y,.
Nous représenterons done cette situation par le point:

X = cosy,e ", Y = giny, e **", Z = Esiny,.

A chaque point de l'espace correspondra ainsi une situation du sys-
teme et réciproquement.

Les exemples qui précedent suffiront, je pense, pour faire comprendre
'importance du probléme qui va nous occuper dans ce chapitre et la
facon dont on peut varier les modes de représentation géométrique.

§ 2. Equation des surfaces asymptotiques.

leprenons nos hypothéses ordinaires, a savoir: que quatre variables,
deux lineaires z, et =, deux angulaires y, et y, sont lices par les
équations:

.31.1_!' g d "I""u LN d I
dt dy, ; i dy, 1
I
( ) & d I’ Ay n'' d I
dt da, 4 g da, '

Que la constante C des forces vives étant regardée comme une des don-

nées de la question, ces quatre variables satisfont a l'équation:

F(‘Tl s g s Uy :’fﬂ) = 0,

o
g%
T

de telle facon qu’il n’y en a que trois d'indépendantes.
Que Ton a adopté un mode de représentation géométrique tel qua
toute situation dn systéme correspond un point représentatif et réci-

progquement.
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(Que F dépend d'un paramétre trés petit p, de telle facon qu'on
puisse développer F' suivant les puissances de p et éerire:

F =F, + pF, + p°F, + ....

i ¥ "Ih ] # ] | 1 A i ! L]
Que F, ne dépend que de z, et z, et est indépendant de y, et de y,.
Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probléme des
frois corps qui nous a servi d’exemple au paragraphe précédent.
Supposons que pour certaines valeurs de 2, et de a,, par exemple

pour:
0 L Y
Ty = &y Ly = ¥y
les deux nombres
1 '1
. _aF, P dl
da, de,

(que jappellerai pour abréger n, et n,) sont commensurables entre eux.
D’aprés ce que nous avons vu dans le § 3 (1% partie, chapitre 11I)

-

L1 1! ] -
a chaque valeur commensurable du rapport -* correspond une équation
n
2

qui portait le n® 15 dans le paragraphe cité, et a chaque racine de cette
¢quation (15) correspond une solution périodique des équations (1).

Par conséquent les équations (1) ont une infinité de solutions pério-
diques si g est suffisamment petit.

Nous avons vu ensuite dans le § 4 (1* partie, chapitre III) que le
nombre des racines de 1'équation (r3) est toujours pair, que la moitié
de ces racines correspond a des solutions périodiques stables et 'autre
moiti¢ a des solutions instables.

Les équations (1) ont donc une infinité de solulions périodiques instables.

Chacune de ces solutions périodiques sera représentée dans le mode
de représentation adopté par une courbe trajectoire fermée.
Nous avons vu au § 3 (1% partie, chapitre III) que par chacune

des courbes fermées qui représentent une solution périodique instable,

Acta mathematiea. 13. Imprimé le 19 septembre 1889, 15
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passent deux surfaces trajectoires dites asymplotiques sur lesquelles sont
tracées en nombre infini des trajectoires qui vont en se rapprochant
asymptotiquement de la courbe trajectoire fermeée.
Les équations (1) nous conduisent done & une infinité de surfaces
trajectoires asymptotiques dont je me propose de trouver 'équation.
Voyons d’abord sous quelle forme se présente en général 1'équation
d’une surface trajectoire. Cette équation pourra s'éerire

r, = lf)l i:".i‘,-',' y ;?Jf?), .'f'll — rﬂ:;(.”1 . ?j,),

¢, et @, étant deux fonctions de y

: y, et de y, qui doivent étre choisies

de telle sorte que I'on ait identiquement:

FlO,., @, ¥ ,4:) =0.

Ces deux fonctions @, et @, devront d'ailleurs satisfaire & deux

équations aux dérivées partielles:

dF dz, , dF de, | dF

e, {-I’-‘i‘lrl de, rli‘l'f:l r-f;‘."., =
d¥’ dz, | r'“f “!."rf‘ -+ '”r- = 0.

dx, dy, : da, :_f‘f;r,‘ :_f_a;i _

Il pourrait d’ailleurs nous suffire d'envisager la premicre de ces équa-
tiong, car on peut en faire disparaitre x,, en remplacant cette variable
par sa valeur que T'on peut tirer de (2) en fonction de @, de y, et de y,.

Voici comment nous procederons pour intégrer les équations (3) en
supposant que z, et x, sont tres voising de 2] et de #3, et que le rapport
T

1
I

il
L]

est commensurable.

Nous supposerons que z, et x, sont développés selon les puissances

de \'Ez et nous écrirons:

I " W anl = 2 - | A
: ‘IL JI -— 'T] o .]'| l“h‘ -t I I:P‘I.E i r|;’j'ﬂ(FE “F 8 & @&
1;|_.r
LT A & 9 . =

Lg = &g T Tyt T Ta b Loflyfl =T oo

L] "

et nous chercherons a déterminer les fonctions z; de telle facon qu'en
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substituant dans les équations (3) a la place de 2z, et de z, leurs valeurs

(4), ces équations soient satisfaites.’

Si dans ' nous substituons a la place de 2. et de x, leurs valeurs

|
(4), I' deviendra développable suivant les puissances de u et on pourra
éerire

F=H + JuH + pH, + pypH, + . ...

On voit d’ailleurs sans peine que:

_ o LU g | IR ||
1 ' |
ks, 5 B 1 Sy
H; = % P + @, T = — W — Ny,
| feimd

H,=— F,(2, 22, ¥, , )
£ i d*F,

- - Y P
| 1 . o : ‘{ 'l'u
(%) Gy T 20% g

F (22)" s

— N ] — Ny s,

et plus généralement:

H, = 6,— [Layxi™"' + M(zjxy' + wiay™") 4+ Noyay™'| — n,af — n,a8,

] I}
- -

P, ne dépendant que de §, Wi By By vaeiy By 5 DYy Th yoin iy Ta

posant pour abréger

‘, et en

d°F. | P, A0,
L e _':'_'.T .:lI et | N —_— {"?'ﬂl_:;}: .

La premicre des équations (3) nous donne alors, en égalant les puissances
semblables de /., une suite d’équations qui nous permettront de déter-

" il x i F Ti & s
' 8i 2] et a: étaient choisis de telle sorte que le rapport — soit incommensurable,
"
2

on pourrait sc contenter de développer 2, et @, suivant les puissances de sz (et non de \ ).

]
On arriverait ainsi & des séries, qui & la vérité ne seraient pas convergentes au sens

géométrique du mot, mais qui comme celles de M. LiNDSTEDT pourraicnt rendre des ser

vices dans cortains cas,
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.l

miner successivement z), @, &}, ..., ;; en effet, si nous posons pour

abreger:
10 7 (== d H, d, dH, de,
[i y *] - die) “!ffl g n‘lyl ’

ces équations g'écriront:

[0,0] + 5% =0,

d 1,
[0, 1] 4+ [1, O] +*fﬂ. — Q,
d I

[0, k) +[1,k—1]+ ...+ [k—1, 1]+ [k, O] —}*::;.:i—'t}.

Développons d'abord la premiére des équations (5); elle s'éerira:

da’ da!
] n., - = 0,
1 ”..Hl o ri‘ri,'_:

Cette premicre équation sera satisfaite d'elle-méme, puisqu’on a supposé

plus haut que
r, = const.

Dans ces conditions nous aurons:
[z'; ! {'}J o 0,

car les dérivées partielles de x] doivent étre nulles.

On a d'autre part:

|{. L.
* :‘I’l.i' ol i
[G‘ﬂ'l:-—ﬂ I—-H. —'.
| Yy * diys
On trouve écalement:
= Py - da! f TES . TR !
k—1,1|=4,— Lz, —— M(z.""' - x ' — ) — Nx; ',
[ i ’ ] 4 |- 1 ’i,’fl - "'E.I'rl + 1 ”f.rf.. ) - “Ir.’f..

Z, étant une fonction qui ne dépend que de y,, 9., 2}, 2 ,..., 2172,
Bs s Doy onsy Ta 5 et enfin
i—1 , k—1 F—1, F—1
u].a_', l :l'1.r‘| n"f. v Il.r.i'l
l ,hk— 1| = — La;- — M K-rz 7} -} — Nigl——
[ i ] I 1-:'3;1 ”’jf: x : ”'rff-.- J i r;ffH:
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Quant aux expressions [2,k—2],[3,k—3]),...,[k— 2, 2], il est

clair qu'elles ne peuvent dépendre que de w,, w., 2}, 2, ..., 2t 72,

) 1 JL—2
;I'-._:,.T'-.J,...,.'?-_; -

Nous pouvons done écrire les équations (5) en mettant en évidence
les termes qui dépendent de zf, de 2%, de #' ' ou de 2t

devons d'abord observer que ces équations sont susceptibles d'étre mises

, Inais nous

sous une forme plus simple.
Nous pouvons toujours supposer en effet que n, = o. Car si cela
n'avait pas lieu nous poserions:

vy

3:;’ — W, + Z"~f":‘: Wy

'E'I'.Hl - t:y:.! ¥

rr

Tra — CI, —I— Ellfj, Yy = — f»’:’}'; _I_ tq ,

L=

@a,b,ec,d étant quatre nombres entiers tels que
ad — be = 1.

Aprés ce changement de variables les équations conservent la forme
canonique.

La fonction F' qui est périodique de période 2z par rapport a y,
et a y,, est encore périodique de période 27 par rapport a y' et a . .
L.e changement de variables n’a done pas altéré la forme des équations (1),

Les nombres n, et n, sont remplacés par deux nouveaux nombres
ny et wmy qui jouent par rapport aux déquations transformées le méme
role que »n, et m, par rapport aux équations primitives et l'on a:

ny' dn, — €Ny,

"y’ — bn, 4 an,.

|

Mais le rapport de =», a m, étant commensurable par hypothése, il est

toujours possible de choisir les quatre entiers a,d,c,d de telle sorte que

n, = — bn, + an, = o.

Nous pouvons done, sans restreindre la généralité, supposer que #,

L

soit nul; c'est ce que nous ferons jusqu 'a nouvel ordre.
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Grace a cette simplification les équations (5) peuvent s'écrire:

d.e)
— n, 1. 0,
.‘F.-t*'f rif!"
=¥ (L3338 T
dy dl diy
X el ;,,( 1 a1 a 1=)
™ iy, “1 iy + 7 dy
A f-.t'.l- : fﬂ-.!:i-;t «I\'.'P1 rhﬁl rt'i‘!lt I nf.l:l
L (;ir‘.",E N I D CENRE B, S s k1 ")_.r(;,;l et S k1] ') =
I % dy, T dy T u{'y1+ : dys N\ % dys * dys +1;=0,

7, ne deépendant que de y,, y, et des ], x;, ] ete. jusqu'a ;>

On a d'autre part:

— (Ma! 4 Na) 5%

d;
dy,

(1, 1] = — (L2} + Mz))

dy,

La premiere des équations (6) montre que z; ne dépend que de y,,.
On trouverait de méme:
d)

“ tiyﬁ,

= Ly

Em— :'ll >
ce qui montre que z; ne dépend non plus que de y,.
‘n tenant compte de cette circonstance, la seconde équation (6) s

‘écrit
da, : r”f]._

0.
dy, ' dy,

.;".. Y|
—n, — — (Mz! 4+ Nz))

"?_ - —
Ydy,

Il y faut d'ailleurs adjoindre I'équation suivante qu'on obtiendrait de la
méine maniere:

i

de} . dF,

— = 0.

(Mz; + Nux))

l “‘THI JH'.' ;—EE-"-]:

Nous nous proposerons dans ce qui va suivre de déterminer les
fonctions z; de telle facon que ce soient des fonctions périodiques de y,,
qui ne doivent pas étre altérées quand, y, conservant la méme valeur,

y, augmentera de 27.
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Nos fonctions pourront alors étre développées en séries trigonomé-
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y,. Nous conviendrons
de représenter par la notation

(U]

le terme tout connu dans le développement de la fonction périodique U,
suivant les lignes trigonométriques de », et de ses multiples. Dans ces
condifions on aura:

dl

[5*-5?. I =y

dx;"
dy, ‘

et je puig écrire

|

[(flf:r: + Nuz,)

O,

: ) ]! AN -
[(ﬂf:ri 1 hﬂ)‘i*l e ‘ "Ff"l l
Y

dy,

Comme x| et z; ne dépendent pas de y,, je puis écrire plus simplement:

daz;

(7) dy.

1 )

=0, (Max!+ Nzl |

dr, ‘

¥dy, |dy,

La premieére de ces équations montre que z} se réduit & une constante,
Quant & la seconde, elle est facile & intégrer. On a en effet:

[ﬁq_ﬁm

Ay, _ dy,

dy,

ce qui nous donne pour lintégrale de 1'équation (7)

G N 1\ 2 '
(8) Mz, z; + ;(-f'e) = [F] + C,,

C. deé

i

ignant une constante d‘intégr:ttinn.
Mais si nous regardons la constante des forces vives C comme une
des données de la question, nous ne pouvons plus considérer les deux

constantes #; et (), comme arbitraires. On doit avoir en effet identique-
ment

F=H + uH, + pH, + pypH, + ... =C
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B =€ H = o, . —D.
o1l 2

Fyat, 4) = C, mal = o,

Ainsi la constante ] est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli-
fications dans nos équations.

La plus générale des équations (6) s'éerit alors:

day day day
T | t __.1 T 1 .I-E e
—n, — — Mxr,———— Nz, + T, =o0
iy, " dy © iy e
ou bien:
/- —1

; i e =
(9) n, — 4+ Nx, = ),

dy, " dyq
Y, ne dépendant que de %, %, ) s ®iye .. s X s TosTay.--5 o et
day
iy

Nous avons obtenu D'équation (9) en partant des équations (6) et
les ¢quations (6) elles-mémes sont des transformations de la premiére
équation (3). En opérant de méme sur la seconde équation (3) nous

aurions trouve:

(l}r) .? [I'?".:‘; -—I— "lr F—1 "I.t.‘l.' + ‘s; (r | l;.lrg : I =1 f.'r.l‘--rﬂl") -}+|II
), — + Mx N\ x; 4+ 7t ) = T
: ‘E_'H ] H{.Ff-.g At n*y.; . ”!ff"l ' A
Y. ne dépendant que A6 g g 00508 ¢ coay BT @Y, o ey i 0k
{f,rfi" ;
dy,

Nous allons chercher a déterminer par récurrence les fonctions zf et

a cet effet, voici comment nous procéderons. Supposons qu'on ait dé-

terminé par un caleul prealable, d'une part:

asl) ol k=2
LJ l 1 ,,'f I ’ " @ @ | pI . *

“ ¥
|'i..:p L] aT'-'] [ LY ..'rhil

d'une maniére complete et d'autre part:

[

.'f‘ll' L ot T
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a une fonetion arbitraire prés de .. Nous pourrons alors regarder

k—1 L1} |
'ff.-'_+'[ fﬂ.l"n » - " B
dy, ' dy, et par consequent Y, et ¥ comme des fonctions connues de
.. -.1

Y, et de y,; les équations (9) et (9’) nous donneront done, si nous voulons

que x; et x) soient des fonctions périodiques de y, :
( ) Jg-&jl_.]
O Ngjf ' ‘ : é
(& ] = v
et

(10) M Nj&amn | = [71).

nf:,-' dyq

Ces équations (10) et (10') détermineraient complétement les fonetions

;Tf' Lot lf .

que nous ne connaissions encore qu'a une fonetion arbitraire
pres de y,; mais il y a intérét a remplacer I'équation (10) par une autre
equivalente mais plus simple, quon obtient de la facon suivante:

Nous avons vu plus haut que l'on doit avoir:

SEOL T =G o T e il T A

0

Considérons T'équation I, , = o3 elle peut g'éerire:

A=1 oy
(r1) mx, = O,
B, nie dopendant que de Yy, Yoy B By oy BTNy BY By sy BT

Ein vertu de cette équation (11) la fonction #; ' peut étre regardée

comme entierement déterminée.
J'éeriral alors 'equation (1{}’) sons la forme:

_d(z |25 ) = d s 5
N ( tiﬁg = [¥};] — 11(“;'-[. S

,__.
——
b

b S

L.e second membre de (12) est une fonction enticrement connue de y, et

je pourrai la représenter par la notation:

filgjl-_'l
Ao

Arta mathematira, 13, ITmprimé le 13 septembre 1889, 16




122 H. Poincard.

S,y étant une fonction entiérement connue de y,. L'équation {12) nous

donnera alors:

—
-
)

- e
:_...-l
o ks
E
-
et |

(13) [ =25 4+

L]

¥

(), _; désignant une constante d'intégration que nous choisirons d'une ma-
niere arbitraire. Une fois cette constante choisie, [257'] sera entierement

determine.

k=1
: k . des .
Connaissant a la fois — et [#,7"] nous pourrons regarder Xy
1y ' )
comme {‘mnplétmnem conni.
Ayant choisi #i' et ;™' de facon a satisfaire aux équations (10)
, . . . ; day Ay :
et (10'), les équations (g) et (9') nous donneront —— et sous la forme

diy, di

de séries trigonométriques en Y,, nayant pas de terme tout connu. Elles
nous feront donc connaitre z] et x; & une fonction arbitraire pres de y,,
de sorte qu'on peut recommencer la méme opération sur les équations
analogues a (g) et a (@) mais correspondant & une valeur de & plus élévée
d'une unité, et ainsi de suite.

On pourra done par la méthode que je viens d'exposer calculer par
recurrence ) et xy, x; et xy, ..., et x;,...; mais il reste plusieurs

- r

%

points a discuter:

Q

1°. Dans quels cas les séries ainsi obtenues sont-clles convergentes?
2°.  Comment faut<il choisir les constantes C,, C,, ..., C._y,...7
3% Quelles sont les propriétés des fonctions définies par les séries
(qui précedent?

('ost i cette discussion que Nous Consacrerons les 1]:11‘:1;1'1‘{1}111(?5 aunivants,

§ 3. Construction des surfaces asympiotiques.

(Premiere approximation.)

Nous nous contenterons danz ce lr:lt':lgru[:hf- d’éerire et de disenter

les équations de nos surfaces trajectoires en négligeant les fermes en p

et ne tenant compte que des termes en (/u.
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Nous supposerons donc que r, ct x, sont définis en fonction de y,

et de y, par les équations suivantes:

/ 211

t, = 73 + yuoh = a3 + \/ 2 (F] + ©).

Dapres cela, @, serait une constante ct x, une fonction de y, seulement,
indépendante de y,.

Revenons a notre premier exemple du § 1. Ce que nous dirons
sappliquerait également aux deux autres exemples, mais clest sur le
premier que je veux nsister parce que cest un cas particulier du pro-
bleme des trois corps.

Nous avons vu que lon pouvait représenter la situation du systéme

par le point P qui a pour coordonnées rectangulaires:

L,Uﬂﬂiﬁ:cmyg ’ ﬂi'llﬁ'{ ﬁ:rl:rag-.: ; E Fi” ﬂ;,

ol
! 1 ; 1 & r, — &, L — & —
i=z;0+%)k H=;0—8) (=2—=r—m=T2m,
i - e ol i - £y

yl:y‘—-f, lﬂfﬁ:"r.
Nous avions observé de plus que les variables

T =21 + Dy, Ly = T, — Xy

forment avee y; et y, un systeme de variables canoniques.

Nous pouvons done regarder &,y et y; comme un systéme parti-
culicr de coordonnées definissant la  position du point P dans T'espace,
de sorte que toute relation entre £, y;, y: est 'équation d'une surface.

Mais pour amener les équations a la forme que nous leur avions
donnée dans le paragraphe précédent, nous avons du faire un autre
changement de variables.

Nous avons pose dans ce paragraphe:

Ty = azx, + bx., Yy, = dy, — cif,

z, = ¢x; + dz,, Y, = — by, + ay.,
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en choisissant les nombres entiers a, b, ¢,d de facon a annuler le nombre

que nous avons appelé n}'.
.'\lll'l‘:"'« ce Fllﬂ!l:_’,:ﬂ[llﬂl]t E_]l‘ Till‘iill]]l'HJ NOLS 4avons Fl]]}]l]‘ilné h_';-q accents
devenus inutiles et nous avons restitué le nom de Ty Tyytyy Yy 2 NOS

nouvelles variables indépendantes 2", #!', y!' et ¢,
Iin conséquence, les variables que nous avons appelées z, , x,,y, et
, et auxquelles nous conserverons

-~

y, dans tout le caleul qui remplit le §
désormais ce mom, ne sont pas les mdmes que celles que nous avions

désignées par les ménies lettres dans le premier exemple du § 1, clest
sont des fone-

adire G, L,g—1 et l.
Il est clair que notre nouvel ¥, ¢t notre nouvel y,
tions linéaires de:
¥ I I."' ] : J %
h=;@—t+1) cetde y=-(9g—t—10
est une fonction linéaire

au nouvel ,

¢t que le rapport du nouvel z

et fractionnaire de £,

Nous devons conclure de la que l'on peut definir completement la
; 2 et le

position du point P dans l'espace par le nouvel y,, le nouvel y
au nouvel =z de telle facon que toute relation

1'“1'1””'[' du mnouvel Ly

tl . s ¥ ]
* est I'équation d'une surface.

entre y, ., y, et :
..{"I
(Que ce systéme particulier de coordonnées est tel que l'on peut
suns que le point P change.

Ly B

-

augmenter y, ou y, d'un multiple de
Dans ces conditions, il est clair que I'équation exacte de nos surfaces

trajectoires sera:
£, !_' + 2, \-";f.t + gt + e
&y 4+ »,.f':f.e + .l'f‘lff - oA

o
1

et que l'equation approximative, en négligeant les termes en ft sera:

i I = i j =
.r,; . g + ,;'_:It 'I‘,! o _il_.' }“r—! / - I'. . ( -
= — '{_-; + ""Inl \ N [ 1] '* - l.a'l .

(1) L
) Ty + 2\

#

Nous nous proposons tout d'abord de construire les surfaces repré-

sentees par cette équation approximative (1)
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Observons d’abord que y, = o est I'équation d’une certaine surface
S et que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion
de surface sans contact.

En effet il suffit de montrer que 'on u:

dy, ~ 8
a5

Or 1l en est évidemment ainsi, car si T'on pose

F=F,+ pl, + n'lF, + ...

1l vient:

dy dlF o I
._I:JIJI_-!I__J_"’!.] :t_'_ii-ln.
dt di, da,
: i . .y G, y .
Le parametre p étant tres petit, - est de méme signe que n, et
© ol = :
n, est une constante qui est toujours de méme signe.

dy . : . A
Done —=* est toujours de méme signe et ne peut sannuler.

it
I 4 AT LR b

La position d'un point P sur la surface S sera définie par les deux

'HH

et —

autres coordonnées ¥
o
|

; ce systeme de coordonnées est tout a fait

analogue aux coordonnées polaires, c¢’est a dire que les courbes:

T

—= = ¢onst.
H g

-

sont des courbes fermées Utl]l{.'-{‘lltl‘ililli':-i et que [ lmint- !’ ne rlmn:_r‘u pas
quand lautre coordonnée y, augmente de 27,
Reprenons les surfaces définies par l'équation (1) et étudions leurs

intersections avee la ]:unrtim] de surface S qul a pour inluut'i:}n Y, =

Jo remarque d'abord que 1,;; etant tres petit, ces intersections diffe-

. ™
reront fort peu des courbes —* = const.
&
i

Mais pour étudier plus cump!f-hrluunt la torme de ces courbes d'inter-

section, il faut d’abord rechercher quelles sont les propriétés de la fonction

!
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[Revenons aux notations du 3 (1" partie, :'h;lpi[rt* [1I). Dans cc

o i

p:u*::;:rul;]u-. Nous avons iujn:ac_'f:
B e A = 4 \
Il — > sin (m,y, + myy, + my. + Iu.

A ct b étant des fonctions de zy, o), xy; comme nous n'avons plus ici

que deux degrés de liberté, jécrirai simplement:
K, = 2.4 sin (m,y, = m,y, + h).
[ln faisant ensuite:

Yy, = n.i, Yy = Nt + @,, ). == I:H]H-‘l -+ u,,m“):’ + m, o, + I,

nous trouvions:

f"l — 2 Adsinw.

Je posals ensuite:
$ = SA sin @ ,

la sommation imih]utie par le .-:ignu S setendant a tous les termes tels ques

mn, + mn, = O;
d’ou
w = m,m, + h.
Jans le cas ]  OCCUDEe - ARy *- L2
Dans le cas qui nous occupe, n, est nul; la condition m n, 4 m,n, = o
se¢ reduit & m, = o et on a y, = @,; il vient donc:

) = SA sin (m,®, + h) = SA sin (m,y, + h).

Dapres la définition de [F], il suffit pour obtenir cette quantité

de supprimer dans I'expression de F, tous les termes ou m, n'est pas nul;

1
i1l vient done:

[IT*I] — 54 sin (myy, + h) = ¢.

Ainsi la fonetion que nous appelons ici [F)] est la méme que nous
deésignions par ¢ dans la 1“° partie.
[I'|] est par conséquent une fonction périodique de y, et cette fonc-

tion est fime: elle doit done passer au moins par un maximum et par

un minimum,
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Nous supposerons pour fixer les idees que [f"l] varie de la

124

facon

suivante quand y, varie depuis o jusqu'a 2rx.
our y = o [F,] passe par un maximum égal a ¢..
" L] — '1- 0 e ] L 1 3 ; i :
Pour y = », [F),] passe par un minimum égal a ¢,.
‘our y =y, |F,] passe par un maximum égal a ¢,.
Pour y = », [F|] passe par un minimum égal a ¢,.
Pour y = 27 [F,] reprend la valeur ¢..

Oy > @y > @y > @y
la

Ces hypotheses peuvent étre représentces courbe suivante

et l'ordonndée [, ]:

par

dont T'abscisse est y,

Fig. 0.

E]

-rql .“2

e

0

Avyant ainsi fixé les idées, je puis constrnire les courbes

@, o + @) N (i If'l T ( 1)'

Nous verrons que selon la valeur de la constante d’intégration C,, ces
courbes affecteront des formes diftérentes.

Dans la ficure (7)., a1l repreésenté par un trait plein les
u / |

ces deux courbes ont chacune

U, ==

1
un point double dont les coordonnées sont t‘n:-:lurvtivunwnf.:

courbes — ¢, cf f}l = — .

deux P

R P
i |
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J'al représenté par un trait pointillé - ------ les deux branches
d'une courbe correspondant & une valeur de C, > —¢,.

Jal représenté par le trait mixte —.._.._.._.. une courbe corres-

i“'lml:mt a une valeur de {-,1 t'nui]H'i:-a{l. entre — ¢, et — ¢,.
J'al représente par le trait ponctue ......... les deux branches d'une

courbe correspondant a une valeur de € comprise entre ¢, ¢t —¢,.

) =0T o
Pour C, =

¢, lune de ces deux branches se réduit a un point

#L

L;ﬂ '|I o

représenté sur la figure en A, L=y Y = I'nutre branche est
x

representee sur la figure par le trait x x < x x x,

Fig. 7.

Pour f'-’]

seule; pour € = — ¢, elle se réduit & son tonr & un point représenté

¢, et — ¢, , cetie seconde branche subsiste

4 all

:'mn[n‘is entre

en I gur la figure et ayant pour coordonnées:

l'nfin pour O, < — ¢, la courbe devient toute entiére imaginaire.
Lles surfaces définies par l'équation (1) ont une forme générale qu'il
est aigé de déduire de celle des courbes que nous venons de construire.
Considérons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses
points faisons passer une des lignes dont I'équation générale est:
m

;|

1, = const.; = Const,

"y
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[ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface fermée
qui sera précisément l'une des surfaces définies par 1'équation (1).

On voit par la que ces surfaces seront en géneral des surfaces fer-
mées triplement connexes (c’est a dire ayant mémes connexions que le tore).

Pour C, > ¢, et — ¢ on trouve
deux pareilles surfaces, intérieures 'une & l'autre dans le premier cas,
extérieures l'une a l'autre dans le second.

¢, ou pour O] compris entre

b ] ' ! 3 3 — A — 1 v T 3 iy L

Pour C, compris entre — ¢, et — ¢ , ou entre ¢, et — ¢, on
na plus quune seule surface triplement connexe; enfin pour €, < — ¢,
la surface cesse complétement dexister.

Passons aux quatre surfaces remarquables:

£ — g e . i r—
= “19 Fas ¢, et Fer
Les surfaces O, = — ¢, et C, = — ¢,  présentent une courbe double

et ont mémes connexions que la surface engendrée par la révolution
d'un limagon de Pascarn a point double, ou d'une lemniscate autour d’un
axe qui ne rencontre pas la courbe.

La surface €, = — ¢, se réduit & une seule surface fermée triple-
ment connexe et a une courbe fermée isolée; enfin la surface (¢ N =—0g,

se réduit & une courbe fermée isolée.
Dans le § 3 (1° partie, chapitre III) nous avons envisagé 'équation:

L 3

g

=)
d,

qui portait le n® 15 dans ce paragraphe; nous avons vu qu’a chacune
des racines de cette équation correspond une solution périodique. Mais
dans le cas qui nous occupe, et d'aprés une remarque que nous venons
de faire, cette équation peut s'écrire:

[dF ]

a1 "

={]!

de telle sorte que les solutions périodiques correspondront aux maxima et
aux minima de [F,]. Dans le cas actuel, ces maxima, de méme que les
minima, seront au nombre de deux.

Nous aurons donc deux solutions périodiques instables correspondant
aux deux courbes doubles des surfaces €, = — ¢, et — ¢, et deux solu-

dcfa mathematica. 13. Tmprimé le 19 septembre 1889, 17
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tions périodiques stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées
des surfaces C, = — ¢, et — ¢,.
Mais voyons de plus prés en quoi consiste cette .correspondance.
Envisageons en particulier la solution périodique qui correspond a
la courbe double de €, = — ¢,. Cette solution pourra d'apres ce que
nous avons vu dans le § 3 (1" partie, chapitre 1ll) se mettre sous la
forme suivante:

. - 4 - E
:Tl = S5 1 .”"'rl T ﬂ. 1 T s sy
= SR il 7=
‘I'_’ il 5T I !I‘:I v = fl 7 T e iy
(2) : ‘ ¥
.Hl - N T '.”'ai = ¥ .u”' NG "] s e ey
et Bt 2 gt
nht-—r o =0 i ™ (’!"'JI 5 f! 5 I
) i
ou l'on a:
= 0 L AT - o
. = JI‘ = = @ 9 =il ”If‘ an ° };::,

et on & ,& .8 ,4& . cte. sont des fonctions periodiques de ¢£.
Cette solution periodique serait representée géométriquement par une

courbe trajectoire fermée qui aurait pour équations:

(3) . = Tt Y= + pl;
. kG
#, et 6, étant des fonctions de y, et de p qui restent finies quand g
sannule.
[D’autre part la courbe double de €, = — ¢  a pour équations:

@, &,

z, @)’ ¥4 7 e

1

Cela montre que ces deux courbes different infiniment peu 'une de
I'nutre si l'on regarde p comme une quantité infiniment petite et on peut
faire correspondre les deux courbes point par point de facon que la
distance de deux points correspondants soit du méme ordre de grandeur
que .

Comme la solution périodique définie par les deux équations (2) est
ingtable, on pourra faire passer par la courbe définie par les équations

(3) deux surfaces trajectoires asymptotiques.




v |i|1:ﬂ'-ill
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Voyons quelle relation il y a entre ces surfaces asymptotiques et la
surface U, = — ¢, que nous venons de construire.
D'apres ce que nous avons vu au § 5 (1°° partie, chapitre III), ces

surfaces asymptotiques auront pour équations:

(4) =&+ &yp + &p+ Sipp + .y
4 : |
» + &y + Gp + Spyp + .-

i

:[:2 —]

[Les séries qui entrent dans les seconds membres des équations (4)
sont des séries convergentes développées suivant les puissances de (/. et
les quantités &, &, & ete. sont des fonctions de y, et de y, sur lesquelles
nous ne savons quune chose, c'est qu’elles sont périodiques de période
2z par rapport a y,.

De plus la surface définie par les équations (4) doit passer par la
courbe définie par les équations (3), ce qui veut dire qu'en substitnant
dans les seconds membres de (4) les valeurs de y, et de y, tirées des
deux derniéres équations (2), on doit retomber sur les deux premiéres

équations (2). On doit donc avoir:
SE+ps+...=8G+pb+.. O+ p+ )
+ JuSi(G + oG 4 .y G F a8 ) s
Ce qui prouve qu'on doit avoir:
E?(';::" c*:') = "”?? ﬂ("; ’ ':r:b) = Ty, ‘Ei (‘:H 'ﬁl) == L) ‘ﬂ ('-:}: C:l) = 0,

Il est aisé de voir a quol se réduisent les surfaces asymptotiques
quand on suppose g = 0, on trouve alors simplement

o vty e =< =l

] = .r] . -..rl_p = 1 0o
On a donec identiquement:

E= A ={) N

= %1 o3 = by,

Les surfaces asymptotiques devant étre des surfaces trajectoires, les
et de y, définies par les équations (4) devront

fonctions de p, de y

|
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satisfaire identiquement aux équations (3) du paragraphe préeédent. On
verrait donc par le méme calcul que dans le paragraphe précédent que

—_—

G=o, &=VZ(F]+0)

C, étant une constante qu’il sagit de déterminer., Clest ce que nous
ferons a Taide de l'équation:

E}!(‘:l J. $o) = S:(nt, ?}u) = 0.

La fonction & ne dépendant que de y,, il suffira d’y remplacer y, par

7, ce qui donnera

\/:;T (5"-1 oz Ilt,“"1) = 1)

o
! ™
C, = @,
Done la surface €, = — ¢, a pour équation:
z, &+ &ivp

"1 S+ § 'b.f',!—!
Elle ne differe done de la surface asymptotique (4) que par des termes
de l'ordre de pu.

Cette surface a ligne double €, = — ¢, peut donc édtre regardée
comme une premiere approximation de la surface asymptotique cherchée
et on peut faire correspondre les deux surfaces point par point de telle
fagon que la distance de deux points correspondanits soit de méme ordre
de grandeur que .

De la on peut tirer diverses conséquences:

1°.  En premiére approvimation les surfaces asymplotiques sont des
surfaces fermées; cest la un- résultat que les approximations suivantes
confirmeront.

2° Toute surface asymptotique étant une surface trajectoire, son
intersection par la portion de surface sans contact S qui a pour équation

Y, = O sera une courbe invariante € (cf. § 4, chapitre II, 19¢ partie).
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Considérons done la courbe ¢

= = e —

i

o’ 4 v/ :.‘_ =
Y = ﬁ_j T-; "\(i!!]hglJ

Cette courbe différera infiniment peu (aux quantités pres de lordre
de p) de la courbe invariante de €. Sa conséquente différera aussi in-
finiment peu de la conséquente de C, c'est a dire de € ellesméme. Donc
la courbe € différera infiniment peu (aux quantités pres de lovdre de p)
de sa propre conséquente. Ce sera done, pour employer le langage du
paragraphe cité, une courbe péninvariante auwr quantités prés de Uordre de p.

3°%. La courbe € est une courbe fermée; la courbe C' qui en
differe infiniment peu sera donc une courbe quasi fermée et de telle fagon
que la distance des deux points de fermeture soit de 'ordre de p.  Ainsi

la surface asymptotique coupe la surface y

Y, = O, suivant une courbe quasi

fermée.
Si I'on faisait g = o, la solution la plus générale des équations
données serait:

xr, = const., xr, = const.,
dl d M
Y, = {— -+ const., Yy, = — t5— -+ const.
d, : da,
Par conséquent si les valeurs initiales de », et de @, étaient ] 4 or,
xy + or,, ¥, et x, resteraient constaminent égaux a @) 4 dr, et x, 4 dr,;
: dl dF, . )
de mdéme T et — T conserveraient des valeurs constantes et l'on
(e L1
I ]
aurait:
dF, 3 :
T = 1, - Lu.r'-: -+ Mor, 4 071,
L E
1
dF, . -
Mu’.r__ == Jfr;.f-l —I—- }su.l.', -I— 0,

" Tous ces raisonnements supposent que dans les déquations (4) des surfaces asymp-

totiques, les séries des seconds membres restent convergentes quelque soit ¥, pourvu que

ft soit suffisamment petit; cest ce que des considérations empruntées au »ealeul des li-

witesp permettent d’établir aisément. Voir ce que jai dit A ce sujet page g6 et aussi

ce que jai dit du caleul des limites dans 1introduction. Consulter également la Note [,
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| ¥ | " = » » - i
o'n, et o'n, etant des infiniment petits du 2" ordre quand dr, et dz,
sont des infiniment petits du 1% ordre.

Soit alors y; la valeur initiale de y, quand on fait y, = o; faisons
croitre le temps jusqua ce que y, devienne égal a 27; alors y, sera devenu
cgal

0 27M 27N ng. 0
Y + ——ml -+ --~-—ui -+ 071y,

|£l

0%y, ¢tant infiniment petit du 2% ordre, si on regarde dr, et dz, comme
des infiniment petits du 1° ordre.
St donce mous supposons g = o ¢t qu'un point P appartenant a la

portion de surface sans contact y, = o, ait pour coordonnées
T, = Ty + 0y, Ty = Ty + 0, h = O, Ys = Yo
son consequent aura pour coordonnées
z, = 7, + oz, Ly = Ty + O,
] '1—1I § \... "
Yy = 27, Yo = UYs —+ 0, —i— - —n s + O

. ) ",

S1 l'on ne suppose plus p = o, le conséquent de ce méme point P aura

pour coordonnees:

&, = ¥, + or, + pw,, Ty, = Ty + 0xy + pw,,

27 N
Yy = 27T, Yy = ¥3 + “—ur -{——---—m + 0%y + pew,,

w,, w,, w, ¢tant des fonctions de pu, 32, dr, et dr, qui restent finies quand
1 s annule.
[maginons maintenant que le point P appartienne a la surface

U, = —g¢,.

1 $ "

Si alors y, n’est pas tres voisin de y,, l'expression [/, ] — ¢, n'est

pas infiniment petite, et par conséquent si u est trés petit:

[H*{".t'im".nmtlt- du méme ordre de g:'muh'm* (que 1-',}: d’ou 'on conclut




