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2 o e H. Poincaré.

L] ~ - L i § .'.F
Lanalyse qui va suivre sapplique au cas ou le rapport ' est commen-
- i,

surable. Dans ce cas on peut toujours, comme nous I'nvons vu, supposer

n, = 0; cest ce que nous ferons deésormais, comme nous 'avons fait dans

le p:tr:l;’l'u[}hu cite.

i.

Nous avons suppos¢ en outre dans ce paragraphe que xf et xf sont

des fonctions périodiques de y, qui ne changent pas de valeur quand on

I
change y, et y, en y, + 27 et ..
. . f{ll“'ﬂr‘. f_frlh'lf. i z k| g i
Il résulte de la que — et — * sont des fonctions périodiques par
iy, iy,

rapport & y, ¢t quon peut c¢erire:
(6) 5, =4y 4s

A, ¢tant une constante et S) une fonction ]H"I'im“t[lln de i,

Supposons que dans le premier membre de 'éequation (4)

iflh\l i'.{-.""i 3
U5 Vs )

o

F(— ,

J'f_‘.l’l J_:Jrfl
on remplace S par son développement (5); on verra que I deviendra
développable suivant les puissances de (u et qu'on aura, ainsi quon la

v dans le paragraphe cité:
F=H + Hp+ IlL.p+ Hpjp 4+ ...,

les M ¢tant des fonctions de y,, de y,, et des dérivées particlles de S, 8, 8,, ete.
On voit d’ailleurs que H, dépendra seulement de §,, H, de §, et
Sy Hoder S, 8, et S H, de: §5,, 8, ,.8.,8, et

Q4 1 0 ? A
On trouve d'ailleurs:
H, = If’u(.r?, rf) = (O,
l-Eil'""l
}fi - _.“I “’.:J,rl 5
S : ’
" — 7 "+ AS, 4+ A,
. 'y, :
'I’.:"?.I 5 -
H, = —n, 3= + 2AS, + k..
o i :I - -
rIt."!I}, - -
H, = —n, + 2AS,_, + K,,

dy,
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on l'on a POSE pour :1hréger:

I 'rﬂif‘: 1 rf"'f""

P : ol P B T T e
&"'\}F 1 i 2 t_l'._’.?"."ljf.?]‘,t -I_ ”I'lrlll“.'”}._'_: (,‘."1_]‘1" -l_ '1'.:!" I) +

TE;!‘.:J _.'E_.:p
— 0t ot
(ag)” =
ot ot K, ne dépend que de S , S

& = 1-; ¥
s oe wp JUSqUa S,

Uela posé, pour déterminer par récurrence les fonctions S,, nous
aurons les équations suivantes:

=0 H. = o, ! SO TR | (S 11, ="0,

Si. 'on supposait que les fonetions S8, 8 ,... . 8

| 1 fussent entiére-

ment connues, l'équation
H, =0
on

ds

L | d _-.Ir-— § X z
(.-") it Fet T E‘lh;- 1 2F h.*-
Y,
déterminerait la fonetion S, a une fonetion arbitraire pres de y,.
Mais ce n'est pas tout & fait ainsi que la question se présente.
Supposons que l'on connaisse complétement

>
SHFSI"."jlgF?

et que l'on connaisse §,_, & une fonction arbitraire pres de y,.

Par hypothese les dérivées de S, , Sy S, 0,8, sont des fone-
tions périodiques de g ; donc K, et AN, , seront des fonctions pério-
diques de y,. :

Désignons par [U] comme nous T'avons fait dans le paragraphe cité,
la valeur moyenne de U, si U est une fonetion periodique de g, .
S, doit étre de la forme (6); nous en concluons que:

I.l
l'ri'.*{,.
*I_'.-'l
. i\ -l':l-: = r ] =l
doit étre une constante ™2 indépendante de Yy, de sorte que l'équation
it

i
(7) nous donne:

(8) 2[AS, ] + [K,] = 4,
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et cette équation déterminera completement S, (si T'on suppose que I'on
se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con-
stante A).

Nous trouvons dabord l'équation:

.r.-'.'~~:I
R |

‘”I =Q % u’m :

qui nous montre que S, est une fonction arbitraire de y,.
Nous en déduirons:

d Hi il HI,, il HI vu;"."';'FJ

S AL, = M B S
oy dy, dy, dy, dy,

(nous posons pour abréger:
d*F - d*F
e S S e e P
da dal L‘rf.r*_r,}

comme nous l'avons fait dans le paragraphe cité).
[’équation que nous trouvons ensunite en égalant a o la valeur
moyenne de H, est la suivante:

lﬁgll + Iﬁ'.' = Age

Or

T ?ﬁr 'J.\,‘ q .

as, = —Z(38Y'_ (ag)
2 \dy,
Yautre part:

K, = (a5, %8 U, Y):
), est une constante qui, ainsi quil est ais¢ de le voir, est précisément
celle que nous avons appelée — €, dans le paragraphe cite, ,.

1 vient done:

F,] + C,).

.a?.‘--.'l [ 2

V7

S, est ainsi enticrement détermine a une constante pres; mais nous pou-

vons laisser cette constante de edté, clle ne joue en effet auenn role

puisque les fonetions § n'entrent que par leurs dérivées.
[’équation (8) devient ensuite:

dS, dS, S, f-lh',....

| . — R i o = I = -
() [ N5 = =4 — MG | + 1K)
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Dans le second membre tout est connu; K, ne dépend que de S,
fl!l."': — » . > - & , .
S] ) Y. 5‘; - “— est connu puisque S, , est supposée déterminée a
o dy, :
une fonetion arbitraire pres de ..
| fi'l.."-\TI . : .
D'autre part o eat indépendant de y : le premier membre peut
Y,
done s'éerire:
NS [ 2811
ay, L dy, .
Y 4 " fE.L"‘lr’_.. | W
de sorte que I'équation (9) nous donnera |~ en fonetion de ,. Nous
ity =
Ll |

connaitrons done [S, ,] & une constante prés et cette constante qui ne
joue auncun role peut étre laissée de coté,

Nous connaissons d'une part S, , 4 une fonction arbitraire prés de
¥,; d'antre part nous connaissons

S,.1| en fonction de y,; done 8, , est
entierement déterminée.
La constante C, joue un réle prépondérant. Supposons d'abord

4

quelle soit supéricure & la valeur que mons avons appeléee — ¢, dans

les paragraphes cités et par conséquent que [F,| 4 €, soit toujours po-

sitif et :i’:' toujours réel et je pourrai ajouter toujours positif parce que
o 3

je suis libre de prendre le signe 4+ devant le radieal.

Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes

le-h';| rII-Hf & P ® &
; " ot f——“ sont des fonetions périodiques non seulement de y,,
"!I’ll r'H-.-

mais encore de y,. (S, est alors de la forme

A et que

SF = Aﬁy] + ¢ Y, + 'S.;rr?

A, et p, etant des constantes pendant que S’ est périodique de période
27 tant par rapport a y, que par rapport a y,.)
En effet, supposons que cela soit vrai pour:

FIF;I f£1q1 [ISE fZIE:! "'Eliﬂ'lj, -9 I'IJ.qlﬂ “ ’f"{j'* 14
dy, " dy, " dy, ’ dy, M dy, ’ dy, ’ “".”1_,
& W " 'il-h"‘rlp_- 1 "'J'I‘"'I,..
je dis que cela sera vrai encore pour —— et —~.
' dy, dy,

Aeta mathematica. 13, Imprimé le 5 novembre 1889, 24)




G H. Poincaré.

[in effet, nous avons par hypothese:

f-r}:ﬁ = |

—”,u] = Zl cos (m,y, + my, + u:l.

les A et les a étant des constantes, m, et m, otant des entiers.

On aura cnsuite par definition

LT a0

Mg= il

-I'IJ""II', : 1 ‘

- dy,

Mais on doit avolr

2[AS, 5] + K] = 4
et par consequent:
.'f'h;j"-l ‘ Bt ,,.-‘lll 1

I
i

| iy,

4, , etant une constante; on en conclut que:

A — /
dom, =0 pour m, 20,  dyy="
1

p—1

[l vient ainsi

X ] M
", VTR m,

= X7 sin(m,y, + m,y, + «)
S, ., =2=y + S 4 Tl R R S |

m, et m, prenant toujours sous le rigne 2. toutes les valeurs entitres

telles que m, Z o.
Ainsi, pour que S, , soit de la forme voulue, il suffit que:

a5,
lr'.i_':ﬂ,r,‘t
o . = r @ . ”Tr P | ', . y -
soit une fonction périodique de y,. Or [— est definie par 'equation:
_day,
a5 TdS 3 dS, | dS
N [ p—1 Aoy O e 1; "t - ]‘ jf.
: *-’ff-.-t dy, ‘ T Ty, L dy, + L)

KK, ne dépendant que de &, 5,,..., 5, , serd périodique en y,.
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.fl'.'_'ﬁ'lrl, t j-}: 1 II'I"i-HTI & ¥ ™
— e¢st une constante . de l;ulus = est une fonction perio-
Ll P n, iy

dique de y, qui ne sannule jamais.

S

Il en résulte que L-—
dy,

] peut étre développé suivant les sinus et

les cosinus des multiples de y,.
On a ensuite:

!'l.'l.lni_‘!:!-, | =
ﬂl E-‘F — 2(&.;’!.“ 1) —l— h‘.:u!
o 1
W f'IJ-JH;F N oW .
ce qul montre que i est périodique en y, et y,.
iy Z
Ainsi en choisissant pour €, une valeur supérieure 4 — ¢, et en
choisissant ensuite les autres constantes A,, A, ... d'une fagon arbitraire,
'!li:'; f-;:"; # = & - "
on trouve pour —— et —— des séries ordonnées suivant les sinus et les

dy, — dy,

cosinus des multiples de », et de y,. Ces séries, quoique divergentes,
peuvent rendre des services dans certains cas, ainsi que je l'ai dit au
§ 4 (2™ partie, chapitre I).

Passons maintenant au cas de

L't::-;prussinn

LFl] + ("'1

n'est jamais négative, mais elle devient nulle pour une certaine valeur
de y, que nous avons appelée 7, dans le paragraphe cité. Je supposerai
dans ce qui va suivre que cette valeur est nulle; jai le droit de le
faire, 'origine des y, étant restée jusqu'ici arbitraire.

“erivons done [F)] 4 €| sous forme de série trigonométrique:

[F,] + C, = ZA, sinmy, 4+ X B, cosmy,.

Pour y, = o, cette fonction sannule ainsi que sa dérivée, puisque
la fonction étant toujours positive, zéro est pour elle un minimum. Il
en résulte que l'expression suivante:

[F,] + C,

& "'f
s1n ¥ ==
2
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est developpable suivant les sinus et cosinus des maultiples de y,; c'est
une fonction périodique de y», qui ne sannule jamais et ne devient
jamais Infinie.

Il suit de la que l'on peut écrire:

N
sin —
. |

f_[T _[:b — 2 A, cos my., -+ 2.B
Vi T'I & 1I: )

\/2 . Y,
. - sin =
T-EJ-I‘JI J"i' u-:

i

sin mif,

et par consequent:

. .- T‘ H--‘ . %
‘if.f', de A COS mit, + 2B, s ny,

T' ] L] [ '] L i & " . L]
Nous pourrons écrire maintenant ['équation (9) sous la forme sul-

o

vante:

gres==y__ W
".':.}! sS11 .-:J f"-{
\ = Edp— \ \
4 , s ' o @ (i)
l.']{-_‘l'j} q}'-\ I : g 1"-\1' o 1!’}; l 'f\!, + ;j"‘-.'\-f:-'-'l:l
~dy COSmMYy, + &Dy, S1nmy, g
¢, étant une fonction connue de y,.

Cela posé, je me propose de démontrer que:

ifHP rﬂ.“"-"“
et

dy, dy,

sont des fonctions périodiques de y, et de y,, dont la période est 27 par

rapport & y, et 4z par rapport a y,.
Supposons en effet que cela soit démontré pour:

E.F:":I LE“.:I. El’r:'\.: 'I'E:‘".“ I’III."':‘” '_l [‘r."'\lllr.- L .E't:jl 1.

L] 1. L] L]

dy, " dy, " dy, " dy,’ """ dy, C ody, T dy,

S, : R T
;— st une fonction périodique de y, et de y,; d’autre part sa valeur
*Jh ]

I\-fl‘-r“‘}l. ]_I . I ’J-
dy, et

moyenne

est une constante indépendante de y,. Nous pourrons done écrire:

1

Sf,_l == TAJ,:_l:’h -+ fj;--l{."f! y Ya) -+ 4-';- |(Jlf'.'):

",
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0,1, y:) etant une fonction périodique de y, et y, et £, unc fonction
arbitraire de y, sculement. Il vient ensuite:

dS,_y  db,_, A1
dy, ~— dy, ' dy,’
d'ou
t,-f.r;,; il‘f_i_.l'I l "{.’flu
et
a8, d[Sp—1]  db,_, d[b, ]
y, dy, — dy, dy,
) i fI:‘;P 1 f{ !j"h;lf’ _'Il : ] M §oom .
ce qui montre que —"— : est une fonction périodique de y,
dy, dy, *
et de y,.
b i . - ds,_
L'équation (9’) montre que cela est vrai également de l— " | et par
dai,
7 E;:"I — . | § i #
conséquent de - ;:; - (quelle que soit d'ailleurs la constante 4) et I'équa-
'l,. T
- . "'EHF
tion (7) montre que cela est vrai de 7
8 4

Cela sera done vrai des fonetions:

ds, S,
dy, —  dy,
» e .
quel que soit lindice p.
Il importe toutefoix de remarquer que si ces fonctions sont pério-
diques, ce n'est pas une raison suffisante pour qu'elles puissent étre dé-

’ . . . . { ~
veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de y, et de ‘-i”. En

]

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, sauf pour un choix parti-
culier des constantes 2,; il est aisé de s'en rendre compte, car 1'équation
(9") d’ont 'on doit tirer la valeur de

dy,

" L " i; ]
a en facteur dans son premier membre sin=*. Done D'expression de
13*"‘";3-—1. - - Y, ! 1
contiendra sin=* au dénominateur.

i

. dy,
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Les dérivées des fonctions S, pourront donc devenir infinies, mais
seulement pour
Yy

sin ==
I‘J

|

0 ‘on' §, = 2K%.

St 7, a une valeur différente de 247z, ces dérivees ne deviennent
infinies pour aucune valeur de g, ; elles peuvent done se développer sui-
vant les sinug et cosinus des multiples de y,.

Nous pouvons donec éerire par exemples:

I'!]:LI":. - | % - e =
e P 4"*;.-_1 + Lﬁaim COs ”f_-’,"l _l' l"’Iilm s 'J”.”}'-‘

iy, ",

A, et B, étant des fonctions périodiques de y, qui peuvent devenir in-

finies.
Imaginons maintenant que les constantes 4, dindice impair soient
toutes nulles; je dis que
ifHP dN,

1

:f;;l ;ff;;

e t'li:lll;‘l‘l'rblll pas illl:l!li] 011 t']mll;,_'_‘t'l':l . CR 2 -+ 2 toutes les fois (ue

I'indice p sera pair et qu'au contraire ces deux fonctions ehangeront de
signe, sans changer de valeur absolue quand on changera y, en y, 4 27,
toutes les fois que l'indice p sera impair.

Je suppose que le théoreme soit vrai pour:

“r:..:l ”'r,"':l l'|irl"‘-|.i r-|ir;'"";l.l Ilr..""'l.lr. " FIFJ"":#I 0 ”l‘ll._"r |

”’”I 3 ,1-].”.‘! ] ,n_:rflir_l b ”!.“1: 5 * o a9y ”’H: Hr:"" ”J-'_FI

et je me propose de démontrer qu'il est vrai également pour

rff{ﬂ 1 T Sy
dy, ‘ dy,
-I‘li."':f, | & i # LI i
ol ——— est :uultllrlw PAr (~— 1§ lEl'mmi y, se change en y, =TT,
”’:“ : i = -

il en sera de méme de:
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T » '
Nous avons trouvé en effet

ff!q, I . "
= — —A,_1 + 24, cos my, -+ 2. B sin my,

ay, ",

A, et B, étant des fonetions périodiques de y,.
L ]

g' I'If.nlll;'l'rlf.l i ; lt ]-tt lr [ L P | - ¥ ! y 4 r I -I J— -
o1 J.*f, est multiplié par (—- 1) quand y, augmente de 27, il en

sera de méme de 4, et B, et des dérivées de ces fonetions par rapport
a y,. Il en sera done encore de méme de:

dS, dS, 1 ~ Ay, sinmy, -Sﬂ- df3,, cos my,

n".:.'j! _tff? el EI!_J‘;_J m I n"‘h'_, EI

Nous avons maintenant a montrer que cela est vrai de

.'-i ."‘*IJ, : 1-]
rl"ﬂ'" '

Pour eela il est nécessaire d’étudier de quelle maniére X, dépend

des fonctions S, 8§, 8,,...,8,,. Je me propose d'établir que I'ordre
de tous les termes de A, par rapport aux dérivées des fonetions d'indice
impair

¥ L T
"51"‘5.'11'5413"‘

sera. de méme parité que p.
En effet, en faisant dans

‘;EL{; ”'ut}"
F(J!yl ' dy,’ Sy 'H")?
S = Sﬂ —I— SI \fﬁ. '+' H.jfi ‘i' "u ey

nous avons trouve:
F=H + Hr+ Hpu+....

Si je change Jp en — p et qu'en méme temps je change 5,808
etc. en — §,, — S§,, — 8§, ete. sans toucher aux fonetions d'indice pair,
I'expression de I’ ne devra pas changer.

Done I, devra se changer en (— 1)"H,.

Cela montre que l'ordre de tous les termes de H, par rapport aux

dérivées de S|, S,, S, ete.,, devra étre de méme parité que p. Il devra
N
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done, comme je l'ai annoncé, en étre de méme des termes de X, puisquon

obtient A, en supprimant dans /7, les termes qui dépendent de S, , ou de §,.

Cela posé, changeons 7, en y, 273 les dérivées de §, ne changeront
s 81 ¢ est pair et au plus éeal a4 p — 2: elles chanceront de siene si
| 1 I f i . . :

g est impair et an plus égal a p—2. Donc &, se changera en (— 1)7/4,.

Reprenons maintenant 1'équation (9)

rll-llh:ln. I

d S S S
(9) NS [‘“’“f ‘] e T

rf':i,-'! rf_!fl_, ”JHH

I + [ A, ].
(Quand on change y, en y, + 27,

[K,] se change en (— 1)"[4],

b

.u.l'f:,_ I.',.:"'II, 1
I 2| se change en (— 1) "= |,
dy, ' dy,
et
l’?."‘_"‘:l Ifj.q'l
= ge change en — :
.-'.'f_.r,r_t : ”:ff._.

Nous pouvons méme dire que
L] = - F . \ A =l JII‘
A, se change en (— 1)"4,.
En effet cela est vrai pour p pair parce que A, est une constante
indépendante de 7,; cela est vrai encore pour p impair parce gue nous
avons supposé que les 2, d'indice impair sont tous nuls.

[l résulte de la que

.-’Eit': ]] l';-l.'."'I1 \ l
F_- - ;r.l—1 "
—"— | se change en (— 1 L
- dy, - ( ) dy,
et par consequent
dsS, p s,
__,r_! ‘I 11_ I) I _.‘ 1
.an"ﬂr:t H"!jj
C. Q. F.D
- . das, i 2. %
Je dis maintenant que —" se changera en (— 1)’ - *.
dy, ‘ | dy,
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Ferivons en effet 1'équation (7)

ds :
(7) fndy:"= 2AS, , + I,;

K, et AS, , et par conséquent le second membre de 'équation (7) seront

multiplices par (— 1)’ quand y, augmentera de 2z, Il devra done en

: . - r.’.:\'!,
étre de méme du premier membre et de =i
e

G Q. F. D,

Je vais maintenant démontrer que T'on peut choisir les constantes 2,

de fagon que les dérivées des fonctions S

, ne deviennent pas infinies pour

¥, = 2k=x

d= L Jiw

ik ==

Supposons que l'on ait choisi les constantes A,,2,,...,24, , de

facon que
d8. “dS. dSp—a ASy—s d Sy s

dy, ' dy, 7 dy, r.‘l:'.; : Th;_l._
restent finies et que les constantes A, d'indice impair soient nulles; je
& # % . I'I;h'.jl..! J-.lr.'h:j. "

me propose de choisir 4, de facon que - 7— ¢t -t ne deviennent pas
if It i
L | o |

E 1 -f‘ 2 R T i | = # H - 3 Fyn ;! w
non plus infinies. Nous verrons ¢n méme temps que 2, devra étre nulle

s p est impair.

I . ‘a8 o P - :
Il est clair d’abord que s —j;‘;i:—'- reste finie, 11 en sera de méme de:
e
d Sy “J.‘ﬂ... ; ]
dy, - dy,
et de
» fI;."lT .fi.l:"'l.._‘j
7 (1 —— - — K i _F___l_
%(9;) = [B,] H”I.*!g dy,

"f‘“‘l_jl--l- ’
—~— | s'annule pour ¥y, =

Reprenons maintenant 1'équation (9°). Le coéfficient de la quantité
. J o

inconnue ; pour que cettc quantité in-

Ay,
connue demeure finie, il faut que le second membre fannule éralement
¢t que l'on ait:

rﬂﬂ(ﬁﬂ'ﬂ') - "}-,n .

Acta mathematiocn., 13. Imprimé le 5 npovembre 1888, 30
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Comme @&, ne change pas quand y, augmente de 4z, il suffira de

;n*emlru k=0 et k= 1 et décrire

(10) ?,(0) = d,(27) = A,.

Si p est pair, il n'y a pas de difficulte, on a:

PlY,) = O, + 27)

et par {*n]m{eqlu?]lt:

0,(0) = ®,(27),
de sorte qu'il suffit de prendre:
!‘J" e f‘ﬂjl (r})
Si au contraire p est hmpair, on a:

f;'j!.li.'lﬂr-:} — rﬂr{-”f” + 27)
ct

rfJ}_{_:ji:ﬁ S — fﬂ‘:.{f::),
de sorte que les équations (1o) ne peuvent étre satisfaites que si l'on a:

f;’{“ l;{_)j] f‘ﬂr ::2;-;:] — ,i,;} — 0.

Nous avons donc a démontrer que pour p impair, @, (0) est nul.
Soit en effet:
0,(0) = a
et par conséquent
O,(27) = — a.
Je dis que o est nul.
Nous allons nous appuyer sur un lemme qui est presque évident.
Voicl 'énonce de ece lemme:
Soient ¢, et ¢, deux fonetions périodigues et de période 2 par

rapport & y, et a4 y,. On sait que si ¢ est une fonction périodique de

1 of 9
tf{f
/,» par exemple, la valeur moyenne de —= est nulle. On aura donc

.‘.‘:f{fr .I‘;fgfi
/I T dy oy, = ’/ e dy,dy, = O

L P T

L B *
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_ de, th_,

les intégrales étant étendues & toutes les valeurs de y, et de y, depuis
O jusqu'a 2.

ol

Il est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fonctions ¢
et ¢, solent continues, mais leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ces
dérivées doivent seulement rester finies.

Cela posé, nous achéverons de déterminer. la fonction S,
par l'équation (9’), mais par 1'équation suivante:

— as ]
\ 2N s sin == [ ; _]J
{:I ’) o ' -

~d, cosmy, + Eﬂm sin my,

.y non plus

]
= — ¢ CO8 :' -1 fﬂf,(ff._,}.

Elle ne différe de l'équation (9') que par ce que A, a été remplacé

Uy
In‘l'l‘ & COS -
=

rf."'\,_ -

b | # = # o . Fou
Cette équation montre d'abord que ] est une fonction pério-

tfgf=

dique de y, et de période 27, (je rappelle que p est supposé lmpair).

De plus cette fonction ne devient pas infinie pour Y, = 2kz, parce que le

T ¥ e (1 Y 4 1 ’- % — i n T —

second membre de l'équation (11) s'annule pour y, =0 ct pour y, = 2r.
Posons ensuite

dS 1dS ) e r

G TR AT T Py,

(y, n’r;
.'lr. ”]'h S £ !Jf,"ﬁ' 1

'H'{-."r,rf + oo +n?

i
I

“:"f: n";;l

dy,

L =]
-
——
=
L2

y sera une fonction de y,, de y, et de p définie par I'équation:
(12) F(G G190 8,) = C.

Il est aisé de voir que { est entiérement déterminé puisque nous
connailssons maintenant complétement 8, , Doy oy H},__I. n pourra done
tirer  de I'équation (12) sous la forme suivante:

|
= +.«”*?j;?1 +J"”;';+”"
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les y, étant des fonctions périodiques de y, ¢t de y,, de periode 2z par

rapport a jy, et 47z par rapport a y,.

I

De plus on aura:
o - J“I
a,  dz, 2 dy

— e — N —— j." - .
dy, dy, ! dy,

Nous n'avons besoin que de 7,; or on voit tout de suite que 7, cst

donnée par I'équation suivante:
(13) n.7 = 2488, , + f\j,

qui ne difféere de I'équation (7) que par ce que linconnue y est designée
par 7,.

Cette équation montre que 7, est une fonction périodique de y,; 1l
faut chercher la valeur moyeunne de cette fonetion. Si l'on se reporte a

la signification de 1'éguation (11), on verra q]u’ulle exprime que la partie

, I,
moyenne du second membre de (13) est «cos=*. On a done:

[7,) = —cosZ2.

& est susceptible de deux valeurs différentes qui se permutent T'une
dans l'autre, soit quand on change /u en — u, soit quand on change
Y, en ¥, < 2.

Jappellerai ¢, la plus grande des deux valeurs de { et ¢, la plus
petite.

De méme ¢ est suseeptible de deux valeurs; jappellerai ¢, celle
qui correspond a ¢, et ¢ celle qui correspond a ¢,.

Enfin » est susceptible de deux valeurs; jappellerai 7' celle qui
correspond & ¢, et y” celle qui correspond a ¢, ; », est susceptible de
deux valeurs que jappellerai de méme »; et »/.

La fonction ¢, est périodique de période 2z par rapport a y,; en
cffet, quand on augmente y, de 27, les deux valeurs de { se permutent
entre eclles; done ¢, qui est toujours égale a la plus grande de ces deux
valeurs ne change pas.

Pour la méme raison, ¢,, &, ¢, , %', %" 5, %/ seront des fonctions
de période 27 par rapport a y,.

Des définitions précédentes, 1l résulte que ¢,, ¢,, ¢, et ¢, sont des
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fonctions continues, quoigue les dérivées de ces fonetions, de méme que
7' ct y"” puissent étre discontinues.

Nous sommes done dans les conditions ot notre lemme est applicable
et nous pourrons cerire:

5 fr!-‘” 5 3 {fn:;.‘l tfq}{'u'
f! U‘W- ffr,"rh; _L[] (f.f_v,r, _;i.ﬁl)qr’.ulr{uu = 0,

e
) H’?‘, fol ;l d ,Fr
: -2 )
7 L[f\d#i dy,dy, Jj “’:’r‘, =g dy,dy, = o,
.-.tf{?;.‘ rj‘.i; | I
ﬁ 0 dy, dy, = o,

ou encorc

on cenfin:

‘:If '_f{r == 'f.-?;..ul = 'r‘“" j
/ wia 7 e
ﬂ “'*-": {f.’;lf{;}' J [ fff.u 7 dy,dy, = 0

Cette relation devra avoir lieu quel que soit g,

Mais quand g tend vers o, ' — 7, (t " — g, tendent vers o.

Done on aura:

(14) lim /]\'“"r‘;',: - -fhflfhfl = 0 (pour p = 0).

Transtormons le premier membre de 1'égulité (14). Je remarque
d’abord que p étant impair, 7, est une fonction qui doit se changer en
se change en y, 4+ 27. 1l suffit pour s'en convaincre
de s¢ reporter a I'équation (13). Nous avons done:

— 7, quand y,

To==7 =7

P

’1"'1”H Sl 'I' { lJI
/I s — %) dy, dy, = 2 I I-T dy,dy, = 2 / i fhf dify
U rdyy e J dyy ‘f-”

[l reste & voir pour quelles valeurs des y nous devons faire y, =+ »,

n:]‘ulql

¢t pour quelles valeurs des y nous devens faire y; = — 7,.
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S1 NOUS aAvons:

[ ] =\ I'E'Wl “I'L:i. s '.'”,"HI-. _l_ + I'_‘ ",'H.f' 1 ~~ )
/ : . —_— BN 0w .! . - T T [-u 1
~ Yy, TG, T, Ty,
nous devrons prendre d'apres notre convention:
T e
fl’-j"': p—_ “FJ'_"_;I l'l'].l.tl"";i:I . “’-HI.,I ! o ”Jl‘q“‘r. =1
~ — _'I f I -E. . -E 'II”- . " — - x
Ty, 3 iy, 5 dity T AV L7 * = dy,
1
f S ~dS d S d S e dS,
fi " ¢ ] | . y ..'r i AR ! - Pt il .
E’ F ”;;'f= "f'a”l.f_'r’,t "”'f-fi't f"\r”'“;ﬁ? + + ."f JH:

Si au contraire le premier membre de l'inégalité (15) est negatif,

nous devrons prmulm:

ds ds, ) 3 iy A
e = —— ==l = = ... i s -
1 f."ll',"_: AL r-:fy: - r.r'.i,.rj
et
r!""“: E fj.'l.""ﬁl L ’ l'f S =5
= et i - — e I = r
1 !'f:’.i': + Vi tﬁf{z T + / -f:’j:

Tout dépend done du signe du premier membre de Pinégalite (15).
I'::_":lltJHH ¢ prumiur membre a o, nous obtiendrons une équatien:

asS adS !

s . dS,
.! 3 L = Dr
(16) s o a0, s
Cette équation peut étre regardée comme définissant y, en fonction

de y, et de p.

|
On pourra resoudre cette {'*t[uui-inn et écrire:

Yy = 00y, » p).

Observons seulement que # est une fonction périodique de période 27
par rapport a y, et que cctte fonction # anunule identiquement quand
on y fait = 0,

Par conséquent quand y, variera de # a 4+ 27, on aura:

%o = T %o
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et quand y, variera de # 4+ 27 a 6§ 4+ 47, on aura

%o = — %o

Nos intégrales doivent étre étendues o toutes les valeurs de y,

comprises entre o et 27. Mais comme yz, est une fonction de période

27, ON Aura:

2 o ' 427
W 7, 3 R
t/ dy, /rh;] 2y _‘/ rfyllj dy, 2.
0 0 0 0
on
e 42
d, 8 T
ﬁ 74 -dy, dy, -__..I r{r;lll dy, ‘“f.
0 i

Quand p tendra vers o, le premier membre devra tendre vers o et
d'ailleurs # tendra vers o, on aura done:

o ‘.'..T
J‘r ; Jrl
hmf/ﬂdhrh,rirﬁ,fg —J r{u[t/ rh; “w‘ =0
ol L] 'E].
d on
dr, ‘d[n,] a [ __ 4ma
() = — W T g 9 _— T — = Ly
..[] 3. "y, dy, = f & dy, ”-./ RIII n’;; 5
1]. l!.
On a donc
a = 0

C. Q. F. D.

Il résulte de la que si I'on annule les constantes A, d'indice impair

et si l'on donne des valeurs convenables aux constantes 4, d'indice pair,

: ff."{.,, JI.‘{}J :
les fonetions — ¢t —* resteront finies.
dy,  dy,

On pourra done les t]évelnpper suivant les sinug et coginug dexs mul-

Y . 2
et de —*; les multiples pairs de

i

! 7
tiples de 1y, ~* entreront senls dans le

développement si p est pair; si an contraire p est impair, les multiples

Vs

impairs de entreront senls.
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Nous aurons alors pour les équations de la surface asymptotique

— P ) = o ] .
(17) T —PT b x —J‘S“" :{3 Ac
/ i —-"J, f.{ff 4 - = ) St ‘! "Eiri'_l
P=U L | P"'-'“ o B

Je n'ai pas & revenir sur la convergence de ces séries; en effet an
§ 5 (1" partie, chapitre III) on a démontré lexistence de ces surfaces
asymptotiques et on a montré que leur équation peut se mettre sous la
forme suivante:

(I 8) mi ] f;(yl ) ng ) ..”)i m-} - f;(}'f, Y .”.;. s !E);

f. et f, étant des séries développées suivant les puissances de . Ona
vu que ces séries convergent pour des valeurs quelconques de y, et de y,
pourvu que g soit assez petit,

De plus ces séries f, et f, doivent satisfaire aux conditions suivantes:

[. Les divers termes de ces séries sont finis.

II. Ces divers termes sont des fonctions périodiques de y,.

[II. Si l'on pose:

h=Hf(+ i, 6L=/Fh+ el

(17, ', 1L, f»’ ne contenant plus que des puissances paires de /,) les deux

équations:
o ot Y
[, =0 [a = 0O
1 ? 3

seront équivalentes et les trois équations:

Ty = ’(;:? Ly = f:;.i [; =0

cr

définiront une solution périodique du 1 genre, qui pour p = o devra

se reduire a
Ty == Ty Ly = Lq, s = O.

-

Or P'analyse qui précéde démontre que les séries (17) sont les seules
qui satisfassent aux équations différenticlles et aux conditions I, 1T et 111

[Les séries (17) doivent donc étre identiques aux séries (18) et par
conséquent convergent.

D'autre part la forme des équations (17) montre immédiatement que

les surfaces asymptotiques sont des surfaces fermées puisque les seconds

membres sont des fonetions périodiques.
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Nous avons vu que la quantité appelée plus haut a est toujours
nulle. On peut donner de ce fuit essentiel une autre démonstration.
Posons:

I'=3S 4+p8,+p°S,+...4pn*S,_,,

Eﬁ:

N

oL o S il L W R

Je dis d'abord que 7' est une fonction périodique de y,
T dT

- i [ » » P .
En effet ses dérivées o et —— sont des fonctions périodiques; on
e 4 (b 5

et de ..

a done:

I'= gy + yy, + T,

p et r étant des constantes et 7" étant une fonction périodique de y, et y,.
On en conclut que

dT " T dl"
o kgl

d, dy,

dy, °
dT" ol , o : b e
= et v étant des séries trigonométriques dont le terme tout connu
o iy
est nul.
Mais les fonctions S, S,,..., S, , étant d'indice impair, leurs dé-

i : dT
rivées changent de signe quand on change y, en 3, 4+ 27. Done — et

dy,
" A 4 o
—— changent de signe quand y, augmente de 2z. Done les termes tout
dy, s S

connus # et y sont nuls. Done 7' = 7" est une fonction périodique qui
ne change pas quand y, augmente de 27 et qui change de signe quand
y, augmente de 27.

Cela posé, nous savons que ¢ et { sont liés par I'équation:

F(G, &4y 5 1) = C.

Il en résulte que, si les deux valeurs de £ se confondent, les deux
valeurs de { se confondent également.
Ecrivons que les deux valeurs de £ se confondent, il vient:

ar
(19) rikaeh

Aeta mathemabien, 13. Imprimé le 11 novembre 1889, 31
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Cette équation (19) est d'ailleurs identique a l'équation (16). Ecri-
vons maintenant que les deux valeurs de { se confondent, il viendra:

arT . =,

{* Fie=-D,
lf,!fl‘-l-! -

Les équations (19) et (20) devront étre équivalentes. De plus elles

devront détre ['-quivu,lﬂlltva a la suivante:

Y, = 0y, s )y

f ayant le méme sens que plus haut. Supposons qu'on développe @
suivant les puissances croissantes de g, il viendra:

(21) Y, = pb, + 170, + p'6; + ...,

g

f,.0,,0,,... c¢ant des fonctions périodiques de y,.

Supposons y, lié a y, par I'équation (21); quand y, augmentera de

27, 4, ne changera pas et 7 qui est périodique ne changera pas non plus;

on anra done:

”fi_hn’?' = { (T!If{dl T 2 -r{!,fﬂ) =0,

@y,

'l T
ou en remplacant —— et

- ar lears valeurs tirées des équations (1c
dy, * dy, | : (19)

ot (2{;})

Si dans

g = N T MGy T 117, g ol
on remplace y, par sa valeur (21) il viendra:
E:EU +:H.:::-1 —I—ftgf__, +

£ . £, ete. étant des fonctions périodiques de y,.

A

On devra avoir quel que soit pu:

-
-h 7

[dy (&, + pné, +p'¢, +...)=0
u
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et par conseéquent:

'Sy, = 2xl& ] ="0.

[l est clair que pour obtenir &, il suffit de faire y, = o dans 5,
or on a

o Yy
7. | = — cos==.
[ J"ﬂ] HI ™ 2
Il vient done
2nd p
= ()
n,
Ol
a = 0
3R N O § A
Note G.

Sur la non-existence des intégrales uniformes.

Je crois devoir revenir avec plus de détails sur la démonstration
par laquelle j'établis que les équations que je traite n'admettent aucune
intégrale analytique et uniforme, en dehors de U'intégrale des forces vives.

Ces équations sont:

( ) "{‘”l == [II‘I ff.t‘!_‘ P, dF rf_ifl dﬁ* J‘J',J'.‘ n"-ff‘
l ot - tfy'l ! -:H i {_EE, dts e n".r1 ; ot ~n da

|

avec 1’intégralu
I’ ('Tl ' Ig 3 .‘Jj] 3 .”;') . il L."

F' étant une fonction uniforme et analytique de z,, x,,y, et y,, pério-
dique de période 27 en y, et y,.

Je dis qu'il ne peut pas exister une seconde intégrale

F['rl sy Ly s Yy s "h) - {f"”
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¢ étant une fonction analytique et uniforme et de plus périodique de
période 27 en y, et y,.

Je ne veux pas me contenter de démontrer que cette fonction ¢ ne
peut pas étre uniforme pour toutes les valeurs réelles des = et des y.

D'un autre coté, il est clair que l'on peut toujours trouver un do-
maine assez petit pour qu'une intégrale ¢ du systeme (1) reste uniforme
a l'intérieur de ce domaine.,

Voici donc d'une fagon plus précise ce que je me propose d'établir,

Je dis qu'une intégrale ¢ ne peut pas rester analytique, uniforme
et périodique dans l'intérieur d’'un domaine, si ce domaine est assez grand
pour que le point mobile dont les coordonnées x, , #,, ¥, , y, varicnt con-
formément aux équations (1) ne puisse jamais en sortir.

Cela posé, soit

zy = 0,(41 s ¥a)y Xy = 0,(1) » ¥)

'équation d'une surface asymptotique quelconque. Nous savons que 8,
et @, sont des fonctions périodiques de période 27 en ce qui concerne y,
et 47 en cc qul concerne y,.

Considérons maintenant les trois équations:

(E) F(I'l y Ly s Yy s y:.i‘) = O, Wy 5 Hi(yl ’ Hu)? £y = ”u(yl ) yu)'

Si ces trois équations sont distinetes et compatibles, elles définissent
une trajectoire, et cette trajectoire est une courbe fermée. En effet nous
pouvons partager la surface asymptotique en deux régions, celle ou la
fonction uniforme ¢ est plus grande que €|, ¢t celle ou elle est plus petite
que €. OCes deux régions seront séparées pur la courbe définie par les
équations (2) et cette courbe partageant la surface en deux régions sera
une courbe fermée.

Comme la constante €| est arbitraire, il résulterait de la qu'on
pourrait tracer sur la surface asymptotique une infinité de trajectoires
fermées et nous savons qu'il n'en est pas ainsi.

Nous devons donc conclure que les équations (2) ne peuvent étre
distinctes et compatibles, ou en d’autres termes que la fonction ¢ doit
avoir méme valeur en tous les points de la surface asymptotique.

in d'autres termes, si les équations

F=C, ¢=0C
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sont considérées comme représentant une famille de surfaces, les surfaces
asymptotiques devront faire partie de cette famille.
On a vu de plus que les équations:

z, = 0,04, ¥.) z, = 0,0y, , 1), 0, ,Ys + 27) = 0,(y,,1,)

(dont la #erniére est équivalente a

ﬁﬂ(y; Yy + 27) = 0,(y,, 1,))

représentent la courbe double de la surface asymptotique.
D’aprés ce que nous venons de voir, on doit avoir identiquement:

‘F[ﬁt (yi ’ yn) 3 g;r(yl y Hu) s Y, s yg] = [,
5."‘[(}](5(1 ’ y:) y ﬁn@h ’ .?f-,:) ' Uy s Hn] == ("11

d’ott en différentiant par rapport a y, et y,

d I’ t.i'H._ t_““ f.?t‘?“ d ] e ol {IHI : dI db, d ! =
de, dy, da, dy, dy, LI due, dy, ‘ da, ;fy; dy, & o
3
(3) de db, | de d#, dp 5 de, d, dp dbi, , dp 2

da, dy, : de, dy, [E‘fﬂ de, tiqz fj;, ri['f-f_j T -:t'.i';‘_,

De ces équations on peut tirer en fonctions de #,, x,, y, et y, les
quatre dérivées partielles

' df, dfl, d#, df,
dy, ' dy,’ dy,’ dy,

Or si l'on a affaire & un point appartenant a la courbe double d'une
surface asymptotique, on a

l'?l('!h y Ya + 27) = 0, (yl s Ir":):
d

ay. 11 1),

d
fh—hﬂ:(fh:yz -+ 33’) =
df

Par conséquent en ce point T doit pouvoir prendre deux valeurs
Yy,

distinctes ce qui exige que
¥ AF ¥ aF
(4) de, dw, dy, dy,

dg ﬁ ‘_f_i de )
dax dx, dy, dy,

|

1
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Il existe dans un domaine quelconque une infinité de surfaces asymp-
totiques et de courbes doubles de ces surfaces. Dans un domaine quel-
conque il existera donc une infinité de points ou les relations (4) sont
remplies; si la fonection ¢ est analytique, ces relations (4) devront donc
étre satisfaites identiquement.

Si les équations (4) sont identiques, on en déduit:

(== fonction de J

c'est a dire que les deux integrales I'= €', ¢ = €| ne sont pas distinctes.

1
G050 0 R R

On peut démontrer ce résultat d'une autre maniére, en sappuyant
sur les principes des Vorlesungen de Jacosr
Résolvons les deux équations:
L ' g . s T
Flz,,z,,%.,9,) =0,

L

e(Z,y 249, ,4,) = C,

par rapport 9 z, et a o,

vant les [lllir-f-ﬂ:l]'tt'{?s croissantes de 7 de telle sgorte que:

Je suppose que I et ¢ sont d{évuluppés Sul-

F=F 4+ pulF 4+ p'F, 4+ ...,

0
¢ = ¢ T pp T P T
Nous savons que I, ne dépend que de z, et de z,; je dis que ¢,
ne dépendra non plus que de x, et de x,. En effet dans le cas de p=o,

¢'est a dire quand ¥ se réduit a I, lintégrale générale des équations
(1) s'écrit:
ar dF,

¢, == const.,, &, = const.,, Y, = ——f—— =~ CONBL, Y, = ¢
1 . - ol iI.F : il u"rqr

— const.

et il n'y a d'autre intégrale analytique et uniforme que celles qui sont
de la forme suivante:

fonetion arbitraire de T, et de z. = const.

Cela posé, ne supposons plus que g soit nul et cherchons i résoudre

les ﬂnlu:ltinns

}_'r .y r.p-‘ F e {rr

|
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par rapport a a, et a x, en développant z
croissantes de s.

, et x, suivant les puissances

Cela sera toujours possible, par la formule de Laaraxar, sauf pour
les valeurs de z, et de 2, pour lesquelles on aurait:

t”f'u i.fg“n f”*'“ efg‘u -
(5) N S vl bt

St cette relation (5) n'est pas satisfaite identiquement, nous pourrons
supposer que nous avons choisi les valeurs de € et de €, et par consé-
quent celles de 2, et de x, de fagon que cette relation n'ait pas lieu.

Nous ne serions donc embarrassés que si la relation (5) était une
identit¢, mais alors on aurait

¢ désignant une fonetion quelconque de F,. On pourrait alors consi-
dérer l'intégrale suivante:

g[l( ff’) — @ = (_,{j;
pour s = O le premier membre se réduit a

7
J(F,) — ¢,

oun a zéro. Done

est divisible par p et 'on peut éerire:

T i | o 3 t
H(F) — ¢ = g+ 1t + piei+ ...
On aura alors une autre intégrale de la forme suivante:

¢ = ¢, 4+ pey + ... = const.

£

- w L a W w . i
qui pourra remplacer l'intégrale
¢ = const.

i

in général ¢, ne sera pas une fonction de F,; 8"l en était ainsi on
opérerait sur ¢ comme on a opéré sur ¢ et on finirait par arriver &
une intégrale pour laquelle la relation (5) ne serait pas satisfaite iden-

tiquement.
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Supposons done que cette relation (5) ne soit pas identique et qu'on

ait choisi des valeurs de z. et de z

: pour lesquelles cette relation n'ait

2
pas lieu.

Nous pourrons alors appliquer la formule de LAGRANGE et écrire:

; 0 : 2
T, = ¥y 4+ px, 4+ p'a
T, = Ly nr, -+ ;.t“;r.: . AT

les a; ¢tant des fonetions périodiques de y, et de y, dépendant en outre
de € et de (..
Alors
x,dy, + x,dy,

sera une différentielle exacte, et nous pourrons poser:

g :‘I‘(;Fl“:yl -+ ;rgfﬂﬂu)

d'on

S =a,y, + a.¥. + l’*’(b’: ’ ;H-;).

0(y, , y,) étant une fonction périodique de y, et de y, dépendant en outre
de C et de C, pendant que a, et a, sont des fonctions dépendant seule-
ment de C et de C,.

Cela posé, la solution la plus générale de nos équations différentielles

géerira:

d dfl
€Iy = o + ffff_, = :i"'-u = o, + ;E.-’; ’
o J.ql f-If‘i_ dfl (v g o da, t_fﬁ
(l = c‘f{zr, + Yy {H_:, -I_ Jl[r'l ’ | + b 4 d (! + Ya dC !

L

et contiendra quatre constantes arbitraires C, C,, C' et C;.
Comment devra-t-on choisir ces constantes pour que cette solution
soit périodique?
Pour que la solution soit périodique, il faut et il suffit que le rap-

rfﬂ_‘l . ff.ﬂ!

port de == —H—j‘- soit commensurable et que l'on ait:
i /4 i 4

(6) Ny -+ My 3 - = 0,
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n, et w, eétant deux entiers premiers entre eux. Alors quand g, aue-
mentera de 2n,7 et y, de 2n,z, le ierme non périodique

ffﬂ'{‘ tfﬂ.’i

y] :r{:;; + "I‘;.’ {f{_.'rl-

ne changera pas. La durée de la période sera d’ailleurs

e il

Comme la condition de périodicité est exprimée par l'unique équa-
tion (6), on voit qu'on peut, sans que la solution cesse d'étre périodique,
faire varier arbitrairement trois des quatre constantes €', C,, (¥ et (..

Cela montre que trois des exposants caractéristiques doivent étre
nuls, et comme ces exposants sont toujours égaux deux a deux et de
signe contraire, il devra en étre de méme du quatriéme.

Ainsi, 81l existait une intégrale analytique et uniforme, tous les ex-
posants cuaractéristiques devraient étre nuls. Or nous avons vu dans la
note A qu'il n'en est pas ainsi dans le cas du probléme des trois corps
que nons avons traite.

Done, il n'y awra pas dintégrale uniforme.

C. Q. F. D.

Note H.

Sur les exposants caractéristiques.

Dans le § 4 (1° partie, chapitre III) jai donné¢ la maniére de dé-
velopper les exposants caractéristiques suivant les puissances eroissantes
de Ju et de calculer les coéfficients du développement. On pourrait se
demander si le développement ainsi obtenu est convergent; et bien que
cette convergence soit une conséquence immeédiate des principes les plus

connus du »caleul des limitesy, il ne sera peut-étre pas inutile d’entrer A
ce sujet dans quelques détails.

Acla mathematien. 18, Imprimé le 13 povembire 1589, 39
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Je donne page 65, ligne 2, I'équation qui donne les exposants earac-
téristiques. Le déterminant qui sert de premier membre & cette équation
est manifestement une fonction holomorphe en a; ce sera aussi une fonce-

tion holomorphe en . LEn effet les divers éléments de ce déterminant

dy,
r-j', i‘j.

sont des fonetions hn]mnc'n‘ph{*s en (. [l résulte de li que les exposants
a nous sont donnes en fonetions deo /L par une 4'*1111:1t.inr::

[I) G{f:{ y ;f,:) = )
dont le premier membre est développé suivant les puissances de a et de pu.
1 pour a4 = g = 0O, ON avait
d (s
== 0
ffn‘_

on en conclurait que a ecst développable selon les puissances de p.

Mais 1l n'en est pas ainsi dans le cas traité an § 4. Dans ce cas
en cffet tous les exposants caractéristiques sont nuls pour p = o et par
conzéquent 1'équation

Giia 0 =0

ayant une racine multiple éeale a o, entraine

d

== (),
rfrg

Nous aurions toutefois le droit de conclure, (en appliquant le raisonne-
ment qui permet de developper y suivant les puissances fractionnaires de
r dans le voisinage d'un point singulier d'une courbe algébrique) que 2
est developpable suivant les puissances fractionnaires de p et que tout
développement de cette forme qui satisfait formellement & I'équation
( = 0 est par cela méme convergent.

Cela nous suffirait pour notre objet.

Mais voyons la chose d'un peu plus pres,

Pozons:

i — & v/
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~y ;= ™ i m o= . " . .
Gz, p) devient divisible par une certaine puissance de p.  Divisons
par cette pulssance, nous obtiendrons une certaine fonction

G: (¢, \’ff_“)

développée suivant les puissances de ¢ et de Ju. L'équation (1) peut
étre remplacée par

G (s ; Ju) = 0.
S1 dans cette équation, on fait 4 = o, on obtient une équation

{fl[:E . D) = 0

qui_nest autre que I'équation (11) de la page 84 (linconnue «, étant

remplacée par ). Or cette équation admet deux racines nulles; mais en

dehors de ces racines nulles, elle n'a pas en général de racines multiples.
Si donc on fait 4 = 0, ¢ = g, on aura:

16,

O =0 -

1

== 0.

e théoréme fondamental du »calcul des limitesy nous permet done de
conclure que e et par conséquent a cst développable suivant les puis-

sances de /.

Note L

Swr les solutions asymptotiques.

Dans le § 5 (1% partie, chapitre III) nous avons étudié¢ les équa-
tions des solutions asymptotiques et & la page 93 nous avons été conduits
a examiner ce qui arrive quand les cocfficients de ces équations dépendent
d'un parametre arbitraire pu.

Nous avons vu que deux cas peuvent se présenter:

1 ou bien les exposants caractéristiques «, ne sannulent pas avec
w3 11 arrive alors en "général qu’ils sont développables suivant les puis-
sances positives de g2 et qu'il en est de méme des séries (4') qui donnent

les sclutions asymptotiques.
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2% ou bien les a; sannulent avee p et dapres le § 3 (1

ere

partie,

chapitre 111) ils sont développables suivant les puissances positives de (/.

On doit en conclure que les séries (47) sont développables également sui-

vant les puissances de /u, mais que le développement peut contenir non

seulement les puissances positives, mais encore les puissances négatives de /.
Nous avons trouvé cn effet (page 91) la formule suivante:

;.;,*;:Z__

¥ \.‘f——r [ <+ Euﬁ — A

(A7 o101k 20

Dans la fraction qui entre dans le second membre le numérateur, de

méme que le dénominateur sont développés suivant les puissances de (/.

Mais le développement du dénominateur peut commencer par un terme

en ju (st y est nul) de sorte qu'on ne peut pus étre assuré que le dé-

veloppement du quotient ne contiendra pas de puissances négatives de (/.
Deux cas sont donc encore a distinguer.

o

1°. Ou bien les puissances négatives de (/u ne se détruisent pas et

F L

subsistent dans les séries (47).

Dans ce cas il est clair que ces séries (4') et les solutions asymp-
totiques eclles-inémes cessent d'exister pour p = o.

2°. QOu bien les puissances négatives de \/x se détruisent et les séries
(4') ne conticnnent que des puissances positives de (/.

[l arrive alors que les solutions asymptotiques ne cessent pas d'exister
pour = o. .

C'est le second eas qui se présente dans la plupart des applications
¢t en particulier dans I'étude des équations de la dynamique. Ecrivons
en cilet ces ¢quations sous leur forme canonique:

de; dIf dy; d I

lil) T dy;’ dt . dx,’ 1= Iy + pl,

ou I est une fonction dépendant des x seulement, pendant que F|
dépend a la fois des z et des y et est une fonction périodique de période
277 par rapport aux y.

Une solution asymptotique est par définition de la forme suivante:

2 = ¢, A6%, 2.6, ..., A8,

1 Ll B
Y = 0t 1+ “:"J"'i(f y 4,67y A6, ..., A,¢€”'[},

ou les ¢, et les ¢, doivent étre des séries développées suivant les puis-
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sances croissantes de A e, A, .., d,e™ et suivant les sinus et co-

2+

sinus des multiples de 7 Quant aux %, c¢’est un nombre tel que », 7'

soit un multiple de 2z. Nous désignons d'ailleurs par 7' la période de
la solution périodique a laquelle se rapportent les solutions asymptotiques
considérées,
Telle est lu définition des solutions asymptotiques. Voyons si pour p=o,
il existe encore des solutions des équations (1) satisfaisant & cette définition.
On trouve pour la solution générale de ces équations quand g = o:

: 0 L :
x, = a?, y=nt+ 4,
les 27 et les A, étant des constantes d'intégration et n, étant la valeur

dr .

de — .~ pour x, = ai. Nous pouvons choisir les constantes 2} de facon
L o

que les m, aient de valeurs données et par conséquent de facon que les
i, 1" soient des multiples de 2z. Les A, restent encore arbitraives. Nous
pourrons éecrire ces solutions sous la forme:

T, = Y = nt + 4.6

en convenant de faire
a, = 0.

On voit ainsi que ces solutions sont encore de la forme (2) et rentrent
par conséquent dans la définition qui précéde.

Ainsi dans le cas des équations de la dynamique, les séries (4') et
les solutions asymptotiques qu’elles représentent ne disparaissent pas pour
[t=0, ce qui prouve qu'elles ne contiennent pas de puissance négative de .

Voyons par quel mécanisme ces puissances négatives de \/u disparais-
sent. Posons:

A4, = w;

i

et considérons les x et les y comme des fonctions des variables ¢ et w.

Il importe avant d'aller plus loin de faire la remarque suivante:
parmi les 2n exposants caractéristiques «, deux sont nuls et les autres
sont deux a deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons
que #— 1 de ces exposants en convenant de regarder comme nuls les

co¢fficients A4, et les variables w, qui correspondent aux n -4 1 exposants
rejetés. Nous rejetterons d'abord les deux exposants nuls et dans chaque
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couple d'exposants- ézaux ct de signe contraire qui resteronf, nous con-

viendrons encore de n'en conserver qu'un.
Cela posé, les équations (1) deviennent:

dx; - e i

(.:r) i T 1;‘ ) Jwt N cy, 1
. i dy, dF
(4) R WS

Cherchons, en partant de ces équations a développer les z, et les y,— n,t
suivant les puissances croissantes de. (/Ju et des w de telle fagon que les
coéfficients soient des fonctions périodiques de ¢.

Nous pouvons eécrire:
— ;I
a, = alvip+ an+ ... = Zalu’

car nous avons vu au § 4 (1*° partie, chapitre IlI) comment on peut de-

A

n-]nlnpm' les exposants mt':urtéristiql:us smivant les 1:1:155;1111:1:5 de ”}.

licrivons d’autre part:

:
=@} + g+ . . = Zaip?,

,II'

yo—mt = +yiyp + ... = Zylp®,

les af et les yf étant des fonctions de ¢ et des w, périodiques par rapport
a ¢ et developpables suivant les puissances des w.

Si dans les équations (3) et (4) nous substituons ees valeurs a la
place des a,, des x, et des y,; les deux membres de ces équations seront

développés suivant les puissances de (/.
r+l
ltealons dans les deux membres des équations (3) les coéfticients de g ?
o | \d) F ’
;

¢t dans les deux membres des équations (4) les coéflicients de p°, nous

obtiendrons les équations suivantes:

i1 i 'R A
PR SRR R Y

1_ -E_- ql ;t_-* F N ; A{I } Ly 1 i !"i ‘ ;
i oy d1oy ot dygdyy

4 p—1 21!
-irr;,- T n‘TJ:- Lo - ol J’
.f;r ' ':7,'; I”.j_ — !"P i S : —

i H*i el | “fﬂil:! ”JJ".

i
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..
-

ou Z et 77 ne dépendent que de

_Tﬂ 'I" T i: 1

wigd il ML B LSL LR y

o 1 ) —2
Wiy Wiy viee 5 A

Convenons, comme nous l'avons fait plus haut, de représenter par [U]
la valeur moyenne de U, si U cst une fonction périodique de .
Des équations (5) nous pourrons alors déduire les suivantes:

rIJ = 150
5 o )4, 5]

St I S /S
o, W, i [fu = —[31']‘

QR f {{”"L. — E 'EI*-!':'] I‘F.r:.

(6)

Supposons maintenant qu’un caleul préalable nous ait fait connaitre:

0 ol =1 P [P
Ti g Ty g enay Ty 5T [‘Ii]!

V0 ey g Y — [,

Les ¢équations (6) vont nous permettre de caleuler [#7] ¢t [4/7'] et par
consequent a7 ct »/~'. Les équations (5) nous permcttront cnsunite de

déterminer
A — 1] et =[],

de sorte que ce procédé nous fournira par récurrence tous les coéfficients
des développements de z; et de y,.

La seule difficulté est la détermination de [af] et [y "] par les
¢quations (6). :

Les fonctions [.-ri:.‘j et [#'] sont développées suivant les puissances
croissantes des w et nous allons ecaleuler les diverses termes de ces dé-
veloppements en commencant par les termes du degré le moins ¢levé.

Pour cela nous allons reprendre les notations du § 4 (1 partie,
chapitre III), c¢’est a dire que nous allons poser:

A*F d°F,
== (-'r:;- ’ ot I ——I —— F"Hl'

da; da; iy Ldax;

(pour les valeurs nulles de w).

Si alors nous appelons & ¢t », les coéfficients de

-]

B0 0 e W
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dans [27] et [57~'], nous aurons pour déterminer ces coéflicients les équa-
tions sulvantes:
zt 'J‘u-?}"t — 0y = Ay

Zl_(."ﬂi S — H};' = [l

—
|
o

Dans ces équations (7) 2, ct g, sont des quantités connues, parce qu'elles
ne dépendent que de
ol p—1 0 T
:Tr:. ] ;I'I' § & & & g J": L] Hi: T W ['EJ:]'

LS =3 L=l o g Ji—]
i s lisoney J’f':' H ."ff‘ o [."f': ]

ou des termes de [27] et [»/7'] dont le degré par rapport aux w est plus
petit que:

m, + M, 4+ ... +Mm,_1.

De plus nous avons posé pour abréger

S=ma +ma, + ...+ m,_,a,_,.

Nous avons donc pour le caleul des coéfficients & et 7: un systeme d’équa-
tions linéaires. Il ne pourrait y avoir de difficulté que si le déterminant
de ces équations était nulj or ce déterminant est égal a:

S8 — (a1)*)[S? — (a)%]...[S* — S
Il ne pourrait sannuler que pour:

S = 0, S = -+ o
c'est a dire pour

m, + m, 4 ... M, , = O ou I,

On ne ponrrait done rencontrer de difficulté que dans le caleul des termes
du degré o ou 1 par rapport aux w.

Mais nous n'avons pas a revenir sur le caleul de ces termes: en cffet
nous avons appris a ecaleuler les termes indépendants des w dans le &2
(1°* partie, chapitre III) et les coéfficients de

'EI!-:"':I ¥ !{“:.I § = & & § "r-” 'I

dans le § 4 (1° partie, chapitre III).
On ne sera done jamais arrété en cherchant i developper les 2, et

les g, suivant les puissances de o et des w.
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