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que @, — z} = or, est du méme ordre de grandeur que p et x, — 25 = dr,

e du méme ordre .de grandeur que /..
- En 4 ) ’ )
" 1 " F W e T e ol

= Si donc le point P (appartenant a la surface €, = — ¢ ) a pour
coordonnées », , x,,y, = o et y,; si son conséquent I’ a pour coordon-
nees x, + Az, ,2, + Az, ,y, = 27 ct y, + Ay,; Az, et Az, sont au
mowns de Lordre de p et Ay, est précisément de Uordre de /. La distance
PP est donc de l'ordre de (/.

«, van Si done on considére la courbe:

renasd o b T Ty fr; e

- .? - G _1: —_— i, L - ;“' —— ) \h

| =0, Z=H4V¥/2(F)—y,)

d qui ainsi que nous venons de le voir est une courbe péninvariante, la
distance d'un point P quelconque de cette courbe (a moins qu'il ne soit
tres voisin du point double) a son conséquent est un infiniment petit du
méme ordre que /j et non pas un infiniment petit d'ordre supérieur.

wet | oo § 4. Construction exacte des surfaces asymptotiques.

Reprenons les séries auxquelles nous sommes parvenus dans le § 2.
s o e oL g
(I) TI e ..Tl = vl :Ilk'fl:’..[ = (= Jlf.l'. g .flf.!.\‘ﬂ o A oy
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: s ot Les z{ sont des fonctions de y, et de y,, périodiques de période 2z par
apport a y,. Mais ces fonctions ne sont pas encore entiérement déter-

| e minées, car nous avons introduit dans le calenl du paragraphe 2 une
snite de constantes d’intégration C,, C,, ..., C, que nous avons jusqu'ici

e laissées arbitraires,

Supposons d’abord que l'on ait donné a € une valeur queleconque
> — ¢, ; alors

[FI] " t""':

est une fonetion périodique de y, qui reste constamment positive, et z

[ Bl
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est toujours réel. Cela ne suffirait pas toutefois pour déterminer compléte-

ment x, car on a:

'-1"; = \f _:,r LHII T (":)‘

[l faut encore choisir entre les deux signes du radical; donnons par
exemple & ce radical le signe +. Alors 2} sera une fonction périodique
de y, qui sera constamment réclle et positive,

Nous pourrons choisir ensuite toutes les autres constantes C,, C, ete,
d'une maniére tout & fait arbitraire.

Je dis que les #f qui sont déja périodiques de période 27 par rapport

a y, sont également périodiques par rapport a y,.

Je suppose en effet que cela soit démontré pour:

' }—9

Al - -
|]| W -’] | - n 0 1 -r‘ L]

1 9 -2

Ll -f.-l_b N & @ & @ -"lr_l

T

Je dis que cela sera cneore vrai pour z; ' et 2.

En effet I'équation (11) du § 2 montre immédiatement que cela est
encore vral pour x; ',

l/équation (12) du § 2 montre ensuite que:

[

d (23 [2s '])

dys
est une fonction connue de y, et que cette fonction est périodique de
période 27.

Cette fonction peut se développer en série trigonométrique procédant
suivant les sinus et cosinus des multiples de y,. On peut démontrer que
cette série ne contient pas de terme tout connu; car si elle en contenait
un, on arriverait a des résultats contraires & la deuxiéme extension du
théoreme III (1™ partie, chapitre II, § 4). Je n’insiste pas davantage
sur ce point qui nimporte pas 4 mon objet principal.

Si cette série ne contient pas de terme tout connu, ry| 27| sera une
fonction périodique de y, et comme (d'aprés la facon dont nous avons

-

choist €)) z; est une fonction périodique réelle et positive de y, et que
k—17

cette fonction ne s’annule pas, [z

sera une fonetion périodique de ,
et cette fonetion restera réelle et finie. . Q-F..D.
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Malheureusement en choisissant €, comme nous venons de le faire,
les séries auxquelles nous parvenons me sont pas convergentes (¢c'est ce

IiH'

qui fait que jinsiste peu sur ce 1 cas). Quoique divergentes eiles penvent
cependant rendre des services an méme titre que les séries de M. Lixp-
sTEDT et dans des cas olt les méthodes habituelles sont en défaut.

Observons que dans les intégrations successives qui donnent par reé-
currence les 27, il ne s'introduit pas de pelits diviseurs. Si done nos
séries divergent, ce n'est pas pour la méme raison que les séries ordi-
naires de la mécanique céleste. Clest aun contraire parce que les diffé-
rentiations peuvent introduire de grands multiplicatenrs. Cette circonstanee
peut plutét étre regardée comme facilitant 'emploi de ces séries; les
termes qui deivent détruire la convergence se présenteront en effet moins
vite que sils étaient dus a de petits diviseurs.

Supposons maintenant quon ait dommé a C, une valenr < — ¢,.
Alors

1 2

=\ 7§ (£] + C)

n'est pas tfoujours réel. Supposons par exemple que, pour la valeur
choisie de O, z; reste réel quand y, varie depuis », jusqua . e

vais considérer une valeur 7y

p. de y, comprise entre z, et y :

Ts <% <

et je vais chercher a définir les a7 pour toutes les valeurs de y, com-
prises entre 7, et 7. _

J'observe d’abord que x) est susceptible de deux valeurs éeales et
de signe contraire, & cause du double signe du radical; donnons d’abord

par exemple & ce radical le signe 4.

Imaginons que lon ait calenleé sucecessivement

.-'l- l.lil -
iﬂi}il'j’iii’.!] ,

11 -i? -i '2
-T 2 , .1 1-:' L]

[équation (11) du § 2 nous permet alors de caleuler sans difficulté

i ' et léquation (12) du méme paragraphe nous donne:

A ['1- _ IJ}

- e

Acta mathematica. 13, Tmprimé le 23 septembre 1880, 12
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Nous pouvons done¢ écrire:

oy[zi "] = 0(v,) + C,_,y,

d(y,) étant une fonction enticrement connue de y, et €, , une constante
d’intégration.

Nous déterminerons cette constante par la condition

6(3) + Gy = o

Alors bien que x; sannule pour y, = %,, la fonction

0(y,) — 0(9,)

il {J-Il.ll'_ II] — I_ == L

Jh‘.
reste finie pour y, = ..

Nous avons donc complétement déterminé les fonctions af pour

i

7, < ¥, <7. et nous appellerons z;, les fonctions de y, ainsi déterminées.

45
Slll}l}ﬂiﬂﬂﬂ que I'on recommence le caleul en donnant au radiecal le

[
i

signe —. On trouvera pour les fonctions #f de nouvelles valeurs que
jappelle z;, et qui seront d’ailleurs la continuation analytique des pre-
mieres.

lmnginuns ensuite que l'on rmnpl:wv C par une constante nouvelle

1
'

()} trés voisine de C..

Alors le radical:

sera réel toutes les fois que y, sera compris entre 7, et une certaine
valeur %, treés voisine de z,.

Cela posé, nous allons par le procédé exposé ci-dessus calculer les
fonctions 2} pour les valeurs de y, comprises entre n, et x., d’abord en

faisant:

2 ir [
'T'll == +\/N(Ifl] + I!""l

(nous appellerons 5, les fonctions ainsi calculées), puis en faisant

Nt 2 T 1 T
IE iy _vhr([‘{*lj + rﬁ't

(nous appellerons z3; les fonetions ainsi ealeulées).
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Nous allons ensuite construire les quatre branches de courbes;
n) P —
L Yy =9 2, = @ou(¥a); Ty = @o2(Ya)

que nous prolongerons depuis y, = %, & ¥y, = ..

2" U = O Ty = ¢1.1(¥s)s Ty = ¢1(Ys)

% i W T 4 ¥ ) 3 % - i s ¥ ’: / o
que nous prolongerons également depuis y, = », jusqu'a y, = »,.

2 ¥ — r — P F g r
LW Y = O €Ty = ‘55*:.1(.'5"2): Ly = @Paa (U]
que nous prolongerons depuis y, = %, jusqua y, = 7,.

L#]

4 - h = O Ty = ¢3.(Y); Ty = @y0(Ys)

que nous prolongerons également dépuis y, = ». jusqu'a y, = 7..

o

Dans ces formules nous avons posé:

3|

0 1 = N
Coa\Y2) = Zpy + Tpoie + «+ . + X5 12%.

La premiere et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront
tangentes en un méme point a la courbe y, = 7,.

La troisicme et la quatriéme courbes se raccorderont également et
seront tangentes en un méme point a la courbe y, = 7,.

Cest ce quindique la figure 8 ou les trois ares pointillés repré-
sentent les trois courbes

Yg = %55 15 Nu»

ou l'arc AB représente la 1°° de nos quatre branches de courbe, l'arc
AD' la seconde, 'arc B'C la 3™ et l'arec DC la guatriéme.
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Nous regarderons €, comme une donnée, mais O] est reste jusqu’ici
arbitraire. Nous déterminerons €] par la condition que la 1% ct la 3™
courbes se raccordent et que les points B et B’ se confondent, ce qui

:-'.‘l‘Z'{]H'iIHL' :Ht:nl_"n.'tit]lll.'.'nwllt. par les conditions:

(3) ©o1(7:) = ¢21(9,), Coa(7;) = €1a(7;)-

Ces deux equations ne sont dailleurs pus distinctes et se ramenent
noune seule.

Iin nous appuyant encore sur la deuxieme extension du théoréme
LT (1% partie, chapitre 11, § 4) nous pourrions démontrer que si C; est

déterminé par les équations (3), les équations

5! ~ [ o — | 2 f— - A
(3) ¢14(7;) = @3a(%;); €12(7;) = ¢3a(7:)
-,
seront aussi satisfaites aux quantités pres de lordre de p ? 5 c¢'est a dire

que la 2% et la 4™ courbes se raccorderont aux quantités Imr{‘s de cct

ordre. ou que la distance DJI) est un infiniment petit de méme ordre

41
que pu * .

Mais je dois faire ici la méme observation que plus haut; les séries
(1) auxquelles on parvient de la sorte ne sont pas convergentes bien
quelles puissent rendre des services si on les manie avec précaution.

Aussi n'insisterai-je pas davantage sur tous ces points et ai-je hite
d'arriver aux cas ou les séries (1) convergent.

Daprés ce que nous avons vu au § 5 (1" partie, chapitre III) ct
rappelé dans le paragraphe précédent, il existe des surfaces asymptotiques

ayant pour {'quut.inus:

= :-I .'_ .n-‘:
11:': e ;ll . - '::IH-'""! + :If! S miaw a
(4) _
o =
.!: —_ Ej Y :1:\.1’1 + 'l;.‘-.l(r-'l = F & & @

Nous conserverons a ces eéquations le méme numéro (4) que dans le
Ir:u'u;_{l‘:lphu [ll‘étédullt.

Voyons d’abord quelles conséquences nous pouvons immédiatement
déduire des principes posés dans les paragraphes cités,

1°.  Les fonctions & sont périodiques par rapport a y,.

oy D

2%  Elles gont finies et reelles.
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3% Les séries (4) sont convergentes pour les valeurs suffisamment

petites de gz, Nous pouvons méme prendre p assez petit pour que ces
series restent convergentes pour une valeur donnée quelconque de y,.
Nous allons chercher a définir nos fonctions & pour toutes les va-
leurs de », comprises entre o et 27.
Nous avons déja vu dans le paragraphe précédent que:

=0

G=af, &B=a, &=o B=2t\2(F]—g)

en admettant que ce soit la surface :ls}'ul[}tu!illuv u:1I*I'uslmmhlnf.51 U] = — ¢,
que nous nous proposons de construire,
Fig. 0.
Dans la ficure 9 jai représenté par un trait pointillé — - __ _ la
courbe g, =y, == 0, par un trait mixte _.._.._.._.. la courbe
2, 2y v/ 2 I'T_
¥y =0, == houVi(]—e,)
.-i"-: "t'l ']I .

(ue nous avons appris a construire dans le 1:-::1‘:1_:;‘:'.-1111;{1 pt'ﬂvédvnt. J'ai
ficuré en O le point double de cette courbe; en 0" le point d'intersce-
tion de la surface y, = o et de la trajectoire 7' représentant la solution

]

périodique instable qui correspond d'aprés ce que nous avons vu &

U, = —¢,. La distance OO0’ est comme je I'ai dit du méme ordre de

grandeur que g,
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J'ai représenté ensuite en trait plein __ en BO'A" et AO'D
les intersections de y, = o avec les deux nappes de surfaces asympto-
tiques qui vont passer par la trajectoire fermée 7 j'ai arrété ces deunx
branches de courbes aux points 4, B, 4', B’ parce que je conviens de
faire varier y, depuis o jusqu'a 27.

\//igufﬂl‘——S?J

est toujours reel, mais il est susceptible d'un double signe. Donnons-lui

[.e radical:

par exemple le signe -4 quand y, varie depuis o jusqua y, (valeur de

4
Y, qui donne [F|] = ¢,) et le signe — quand y, varie depuis », jusqu'a
2.  Appelons & le radical ainsi défini.

La surface asymptotique étant uune surface trajectoire, les fonctions
(4) devront satisfaire aux équations (3) du § 2; nous pourrons done cal-
culer les fonctions & par récurrence par le procédé de ce § 2.

Mais il nous reste a voir comment on peut déterminer les constantes
d'intégration C,, C,,..., que ce procédé de calcul introduit.

Supposons que lon ait calculé successivement par ce procédé

() g o, ol — ]
%]l 3 %]y ' =] I ’
e |
=0 =l mp 2 57
"3 3 B3y 0 c vy &3 —3 ’
dy,

ainsl que les constantes d'intégration:

A 5 ST

['équation (12) du & 2 nous donne:
| \

Ll ] ® . - 4 .
sous la forme d'une fonction connue de y,. Nous pouvons done écrire:

A(y,) e¢tant une fonction entierement connue de y, et C, , une constante
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d'intégration. Mais nous savons que [& '| doit rester fini et que &
s'annule pour y, == #.; nous déterminerons done la constinte C,_, par la
condition

0(n,) + C,_, = o.

Ainsi ce procédé permet de déterminer sans ambiguité les constantes
Up et les fonctions & et nous fait ainsi connaitre 'équation de la branche
de courbe BO'A’,

En opérant de la méme fagon, mais en changeant le sione du ra-
dieal, on aurait obtenn I'équation de la branche de courbe B'O’'A.

Ainsi, si Uon choisit convenablement les constantes d'intégration, les séries

(1) convergent pour les petites valeurs de p et nous fournissent alors les
équations des surfaces asymptotiques.

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que la distance BB’
est un infiniment petit de méme ordre que p, de sorte que la courbe
imvariante BO'B" est quasi-fermée ct que la distance des points de fer-
meture est de l'ordre de p.

De plus, nous avons vu a la fin du méme paragraphe que la distance
du point B a son conséquent est de l'ordre de \/u, c’est & dire infiniment
grande par rapport a la distance BB’ des deux points de fermeture.

Donc en vertu du corollaire du théoréme III (1* partie, chapitre
II, § 4) la courbe BO'B’ est non seulement quasi-fermée, mais rigoureuse-
ment fermée de telle sorte que les deux points B et B’ se confondent.

De méme la courbe invariante A0’'A’ est rigoureusement fermée et
les deux points 4 et 4’ se confondent,

Done les surfaces asymptotiques sont des surfaces fermées.

Mais au début de ce travail, nous avonz montré que pour établir
la stabilite, il suffit de démontrer l'existence de surfaces trajectoires
fermées.

Done dans le cas particulier qui nous occupe, la stabilité peut étre
reqardée comme rigoureusement établie.

Si nous étions partis de la solution périodique instable qui correspond
a O, =—¢,, nous aurions démontré par des raisonnements tout semblables
que la surfuce asymptotique correspondante est une surface fermée et

-

quelle présente la méme forme générale que la surface (0 — %

1

que

J

'
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nous avons construite dans le Iilill‘il:_‘r!‘illll!l‘ 1:!‘1?('{5'111'111 et dont l'intersection

avec y, = O est représentée sur la figure 7.

. Solutions peérviodigues du 2 enre.
b. Solutions ) ligues du 2™ genre

La surface asymptotique que nous venons de construire est une surface
fermée a courbe double et possede par conséquent deux nappes.

Une pareille surface divisera done l'espace en trois régions:

1. une région R, intéricure & la fois aux deux nappes.

2% une reégion [, comprise entre les deux nappes.

3°% une région R, extérienrc aux deux nappes.

Si nous considérons une courbe trajectoirve, cette courbe ne pourra
couper la surface asymptotique sans quoi par un point de I'espace passe-
raient deux trajectoires ce qui n'est pas possible.

Ainsl, si notre point représentatif est originairement dans une de ces
trois régions, il y restera toujours.

[La stabilité est done, comme je l'ai dif plus haut, rigourensement
démontrée.

Appelongs moyen mouvement la quantité suivante: soit ¢, la quan-
tité dont y, a augmenté pendant un temps trés long, /. la quantité dont
¥, & augmenté dans le méme temps. Le moyen mouvement sera la li-

» 7 5 &
mite du rapport %,—‘ r.‘;l.mnd le temmps tend vers l'infini.

1

Dans toute la région R,, le moyen mouvement cst constant; il y a
done libration.

Dans la région R, on peut faire passer une infinité de courbes fer-

mées représentant des solutions périodiques.  En effet & chaque valeur

n, d¢h

commensurable du rapport — correspond une équation

", lt‘t‘r.rﬂ

— 0 et a

chaque racine de cette équation correspond une solution périodique.
Parmi ces solutions périodiques une infinité seront instables.

Choisissons une de ces solutions instables; la surface asymptotique
correspondante partagera la région R, en trois régions partielles:

R, extérieure aux deux nappes; R région de libration comprise

entre les denx nappes; R; intérieure aux deux nappes.
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De méme en envisageant d'autres surfaces asymptotiques la région
R} et la région R; se trouveront de nouveau subdivisées en trois régions
partielles.

Occupons-nous maintenant des régions de libration et en particulier
de R, et voyons si cette région peut comme R, étre subdivisée en trois
régions partielles. II suffit pour cela de démontrer que dans la région
R, on peut faire passer une infinité de courbes fermées représentant des
solutions périodiques.

On peut y arriver par les considérations suivantes.

Iierivons les équations:

— |
Ly == i'i +fﬂlr

n g " = ) T
(1) Ty = Ty it \/-j’_,([f*l] + C,) + pus.

Ces équations sont a des quantités prés de 1'ordre u celles de surfaces
que nous avons construites (voir figure 8); elles satisfont done approxima-
tivement aux équations (3) du § 2. Quant & %} c¢'est une fonction de
¥, et de y, qui ne differe de 23 que par une fonction de y, de telle
sorte que

du; dzi

——

dy, — dy,’
Cette fonetion wu; doit d'ailleurs rester toujours finie.

Je me propose de modifier la forme de la fonction F' qui entre
dans nos équations differentielles de fagon que ces équations (1) satis-
fagsent ewactement aux équations (3) du § 2.

Je cherche donc une fonction I™* telle que les équations:

da, d ™ da, dl'

ats - :Eyi' ' qis dy, ’
(2)

dy, dF* dy, dF'*

qtige el d, £ di da, :

admettent des surfaces trajectoires représentées précisément par ces équa-

tions (1).
Yoici comment nous déterminerons cette fonction F*.

Aeta mathematica. 13. Tmprimé le 26 geptembre 1888, 19
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.].'-'-I'

Observons d’abord que 2! et x; sont déterminés par les deux équa-

tions simultanées

}}" 0 ..J.ﬂ\} i [rr JFU —
“('?'l N T ISt o dar'y i

On peut tirer de ces deux équations z{ et &) en fonctions de C.
Nous regarderons donc désormais 2] et a) comme des fonctions connues de C.
D'autre part [Z#)] est une fonetion de y,, de ! et de 2}, ce qui
nous permet de le regarder comme une fonction connue de y, ct de

¥
]

Les équations (1) nous donneront par conséquent z, et x, en fone-
tions de y,, de y,, de C et de C,.

remarquons que st z, et x, sont definis par ces équations

x, dy, + x,dy, = dS
est une différentielle exacte, de sorte que:

dz] e

dy, — dy,’

Résolvons maimntenant les éguations (1 yar rapport a O et . il
| 1 Pl 19
viendra

F¥x, , @, , 9, , Y,),

= dj*(.rl y ':IT‘I s Uy os .H-;)‘

La fonction F* est ainsi définie ef on aura en employant la nota-
tion de Jacosi:

[I"‘II:I‘; fjj*] = 0.
ce qui signifie que

¢* = const.
est une intégrale des équations (2).

l.a

solution la plus générale de ces équations (2) s'éerit alors

dS dS dS dS
@ ==X — =1 — =0 + ¢ =0,
( ) lf.f,-'t 17 Efy.j d’ _l_ : J“_-'l .
C et (] étant deux- nouvelles constantes d'intégration.
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Cherchons a former effectivement F* ou du moins & nous rendre

compte de l'ordre de grandeur de la différence:

F — F*

Or 2] est défini par la condition suivante:
F(zy 4+ pat, 23 + Jpx)) — C

doit étre une quantité de méme ordre que py/u.  (Cf. équation (11) du § 2).
d i

1]

Done comme —°

2 est nul, la fonetion
day

F(28 + gl , @ + Jpzh + mg) — €

sera encore de méme ordre que p\/u, quelle que soit la fonetion 3.
D'ailleurs on a identiquement:

F*(xy + pxi, 22 + ypry + pu3) = C.

Done la différence

If' — If "

regardée comme fonction de p, de C, de C,, de y, et de y, est de I'ordre

de 7 \/}L
Posons maintenant:

gt N
Sa\ipt == By — Ty.

Des deux équations (1) on tirera facilement €, et C en fonctions
de x, , &,y ,y, et p; on voit alors sans peine que C et €, peuvent étre
développés suivant les puissances positives de /u, les coéflicients étant
des fonctions finies de z,, de &, de y, et de y,.

Noug venons de voir que F'— F* est une fonction de p, de y,, de y,,
de € et de C| dont le developpement suivant les puissances de g com-
mence par un terme en gyp; si nous y remplagons € et C, par leurs
valeurs en fonctions de g, de z,, de &,, de y, et dey,, nous verrons que
cette différence F — F* ‘est une fonction développée suivant les puis-
sances de g, dont les coéfficients dépendent de z, , & , ¥y, et y, et qui
cominence par un terme en /.
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Par conséquent la fonction:

~1p

F— F
= F

Yz

(a‘” y Ly E‘J » a ,"!.3]

ne devient pas infinie pour p = o.
Par le changement de variable que nous venons de faire les équa-
tions (2) deviennent:

dz, = o 1™ dy, R o ™
dt  dy, . di di, :
2"
( ) dg, 5 _*:”'1" dy, d I
df 'ﬁ'l};{ﬂy‘l | dt Vi dE,

De méme les équations proposées:

de; dF dy; d F
di dy, ‘ dt i,
doivent se réduire a:
'lE-.r-l hy fff" ”'r!f‘ > fﬁ.f"
R T dt _-Ftl !
(3) 2 . :
nfj" L5 d l_lr_l.,f? W fd I
o Tiat SRS g

Nous formerons en outre les équations suivantes:

it'--i.'l il d 1% _ T “f."fu | ol o T
ek it g L SRR o T 4 Ll L
(4)
d& 't & dy. o , ,
RO B ¢ o IR IR PSSR G
It l‘.l ‘i_"lift “I'.’ffﬂ ( + ) { {l! u’..':f! ”,52 ( + )’

qui se réduisent a (2') pour & == 0 et a (3) pour & = pun.

D’aprés ce que nous avons vu plus haut, les équations (2) et par
conséquent les équations (2') peuvent s'intégrer exactement; nous en avons
donné par les équations (a) la solution générale.

Si 'on discute cette solution générale et si on cherche &4 la con-

struire en conservant le méme mode de représentation géométrique que
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dans les paragraphes précédents, on verra qu'il existe une infinité de
surfaces trajectoires fermées.
Ces surfaces qui ont pour équation:

- > L
1 @+ v \/_'VHFJ + C,) + puy
(5) 2 g = e ——

W L lIE
& Xy, + e

different pen des surfaces que nous avons construites dans le § 3 et dont
I'équation s'éerivait:
i iE 2 B e i
5 Ty + _Tr{:“wll + Gy)
(6) = = =

g ol
'1 Irl

Elles ont méme forme générale que les surfaces définies par I'équation
(6). Si done nous faisons les mémes hypothéses que dans le § 3 au
sujet des maxima et des minima de [F,|, deux de nos surfaces (5) scront
des surfaces fermées a courbe double; ce seront celles qui correspondent
aux valeurs — ¢, et — ¢, de la constante C,. Les autres se composent
de une ou deux nappes fermées.

La surface fermée & courbe double sera pour nos équations (2°)
une surface asymptotique et elle partagera I'espace en trois régions comme
nous l'avons dit plus haut.

Parmi ces régions, je distingue la région R, comprise entre les deux
nappes qui cst une région dite de libration et je me propose de montrer
que dans cette région, on peut tracer une infinité de trajectoires fermeées
correspondant a des solutions périodiques.

Revenons en effet aux équations («) qui nous font connaitre la so-
lution générale des équations (2) et (2’). D'apres la forme des équations
(1), nous pouvons écrire:

F—"F.E

. S=ay, + b, +00,,9) +\ [ V(] + ¢,)dy,,

a et b étant des fonctions de C et de €| seulement et #(y, ,y,) une fone-
tion réelle et périodique de y, et de y,.
On en déduit:

(S da db dt) H_'_. : dy
(:r:*_l: =Y.+ =Y, + 5 +\/' r’ Sy ]
: dU, dC, ! 7 il 2 ya‘”ﬁ'.‘ + )

dc,
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Nous dommerons a €, une valeur déterminée qui devra étre plus

2*

petite que — ¢, puisque nous nous supposons placés dans la région R
La surface fermée qui correspond a cette valeur de €', présentant
les mémes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux

o

manicres différentes: 1° en regardant y, comme constant; 2° en regardant
Y, comme constant.

Quand on aura fait le tour de la surface en régardant y, comme

’ tfl'_"; #
constant, ¥, aura augmenté de 27 et J0. dura augmenté de
i
G da
i n!{}l'

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y, comme

constant, y, sera revenu a la méme valeur, mais l'intégrale

2

e

I i I
Ay \"IJ{‘Fl I _'l'_ )

aura augmenté d'une certaine période v définie comme il suit:
Supposons que les valeurs de y, pour lesquelles le radical ([F,] + C,)
est reel solent les valeurs comprises entre », et »., on aura:

T
U == 2/ .._--._{Ii{_’__" ¥
L \'“I"'I] + U|)
s
Quand notre intéerale aucmentera de » i aungmentera de
] '-l:' 0 L | D i . # ? {ff_: i ‘.:l - i
|

[
0 \/ —
2N

Pour que la solution qui correspond a cette valeur de C, soit- pé-
riodique, il faut donc et il suffit que ces deux quantités:

da ¢ \/ 7
2r—— et v\/=
. “T'Uz 2N

solent commensurables entre elles.

Cette condition sera évidemment satisfaite pour une infinite de va-
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leurs de € ; notre région R, contient done une infinité de trajectoires
fermeées, représentant des solutions périodiques.
Ainsi si A est un nombre commensurable quelconque, I'équation:

_J,u' - - ‘uh
(7) L siie Kv\/ 3%

! y da
ut contient . parce gue —-
(q DI tgREa

nera une valeur de € correspondant a une solution périodique.

et v sont des fonetions de f?’,) nous don-

Pour discuter cette équation, il me faut chercher ce que cest que
dat
d0,’

I1 me suffit pour cela de rappeler que:

a = a7y + p|ai]

et que:
Iﬂn (_*T{ll + ﬂ-—r? y Tj_: -+ \..”- :E;) -+ ﬂ-I"l (:I‘? y ;Tf_: v YUy ?)'*.')

doit se réduire a C aux quantités prés de 'ordre de py/u. On en conclut:

— m @ — 2 (2}) + Fy(ad, &, 9y ) = O

d’on
— |2y —Cy — [F] [Fi] =0
et:
da Iz
dd’ , d
da

- ot donc une constante, indépendante de ', de sorte que l'éguation
L ‘4

(7) peut s'écrire

(7) — = const.

/

\ i’

e

Pour discuter cette éguation nouvelle, il econvient de chercher com-
q y
: ] & < o = '.l -. W a ; Ll A f'l =
ment varie ¢ quﬂnd on fait varier C, dEl]lIlh ¢, jusqu’a @
] = ] T - - - w l‘ - I-' -I-‘. o - = ’l| e
Pour €, = — ¢,, v est infini; C, variant depuis — ¢, jusqu'a — ¢,

v décroit dabord jusqua wn certain minimum, pour croitre ensuite de

nouveau jusqu'a l'infini.
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Pour €, < — ¢,. v peat admettre deux valeurs correspondant aux
denx nappes de la surface et que l'on peut envisager séparément. (Cf.
ficure 7.)

La premicre nappe de la surface reste réelle quand C, est compris
entre
fini jusqu'a un certain minimum quand C, déeroit depuis — ¢, jusqu’a — ¢,.

¢, et — ¢ ;3 la valenr correspondante de » déeroit depuis l'in-

La scconde nappe de la surface reste réclle quand C, est compris
entre — ¢, et — ¢ 5 la valeur correspondante de v déeroit depuis I'infini
jusqua un certain minimum quand €] déeroit depuis — ¢, jusqu'h — ¢..

Ainsi v admet trois minima au moins et reste toujours supérieur i
une certaine limite positive.

Si donc nous regardons I'équation (7’) comme définissant C, en fone-
tion de p, €, sera fonction continue de p, mais nous pourrons prendre
;e assez petit pour que cette équation n'admette aucune racine.

Ainsi il est certain qu'il existe toujours une infinité de solutions
périodiques; mais quand on fera décroitre p, toutes ces solutions dispa-
raitront I'une apres l'autre.

Il resulte de ee qui précede que les équations (4) admettent pour
¢ =0 une infinité de solutions périodiques; les principes du chapitre 111
(17 partie) nous permettent d'affirmer qu'il y en a encore une infinité
pour les valeurs suffisamment petites de . Comme p est trés petit, nous
voulons conclure qu’il existera une infinité de solutions périodiques pour
e = pmyp, cest a dire pour les équations (3) qui sont déduites par un
changement de variable trés simple des équations proposées.

Par conséquent, si nous revenons a ces équations proposées, nous
voyons que dans la »égion de libration R, il y a wune infinité de trajec-
toires fermées veprésentant des solutions périodiques.

Mais si faisant décroitre p d’une maniére continue, on suit une de
ces trajectoires fermées, on la verra se déformer aussi d'une facon con-
tinue et disparaitre ensuite pour une certaine valeur de p. Ainsi pour
i = o toutes les solutions périodiques de la région R, auront disparu
I'nne apres l'autre. Ce n'est pas ainsi que se comportaient les solutions
périodiques étudiées dans le chapitre TIT (1°™ partie) et qui subsistaient
encore pour i = O,

On pent démontrer que dans le voisinage d'une trajeetoire fermée

représentant  une solution périodique, soit stable, goit instable, il passe
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une infinité d'autres trajectoires fermées. Cela ne suffit pas, en toute
rigueur, pour conclure que toute région de l'espace, si petite qu'elle
soit, est traversée par une infinité de trajectoires fermées,' mais cela
suffit pour donner & cette hypothése un haut caractére de vraisemblance.

Je regrette également de ne pouvoir montrer ici, comment le théordme
IV du chapitre 11 (1 partie) peut étre utilisé pour l'étude de la distri-
bution des trajectoires fermées dans l'espace.

CHAPITRE IL

Resumeé général des résultats.

§ 1. Résultats positifs.

Nos résultats s'appliquent aux équations de la dynamique toutes les
fois qu'il n’y a que deux degrés de liberté; ils s'appliquent done spéciale-
ment 4 un cas particulier du probléme des trois corps qui cst celui

O %

ou la masse de la planete troublée étant nulle, le mouvement
de la planéte troublante reste Képlerien.

2° o l'excentricité de la planéte troublante est nulle, celle de la
plancte troublée pouvant étre queleconque,

3° ou l'inclinaison des orbites est nulle.

1

Lorsquiil n’y a que deux degrés de liberté, la situation du systéme
peut ¢étre reprcsentée par la position d'un point dans lespace, ce qui
permet d’énoncer les résultats obtenus sous une forme géométrique.

Toute solution peut étre représentée par une courbe gauche appelée
trajectoire; les trajectoires fermées correspondent aux solutions périodiques.
Il y a toujours une infinité de trajectoires fermées, mais ces trajectoires
fermées peuvent étre réparties en deux classes:

" Les travanx récents de M. CANTOR nous ont appris en effet (pour employer le
langage de ce savant géomedtre) quun ensemble peut &tre parfait, sans &tre continu.

Acta mathemafiea. 13. Imprimé le 27 septembre 1889, )
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o

1°.  Les trajectoires stables. Si la position initiale du point repré-
sentatif est trés voisine d'une trajectoire stable, ce point restera éter-
nellement tres pres de cette trajectoire.

2°.  Les trajectoires instables qui ne jouissent pas de la méme pro-
priete.

Il y a une infinité de trajectoires fermées stables ¢t une infinité de
trajectoires fermées instables.

Dans le voisinage d'une trajectoire fermée instable, il y a une in-
finité de trajectoires dites asymptotiques qui jouissent de la propriété
sulvante:

Le point représentatif qui parcourt une trajectoire asymptotique es
pour { = — oo infiniment rapproché de la trajectoire fermée corres-
pondante; il s'en éloigne asymptotiquement, finit par en étre tres éloigne,
puis s'en rapproche asymptotiquement de manicre a en ¢étre de nouveau
infiniment pres pour { = 4 ov.

On voit sans peine qu'il doit exister des trajectoires qui s'éloignent
asymptotiquement d'une trajectoire fermée instable et d'autres qui s'en
rapprochent asymptotiquement, mais le reésultat difficile a etablir et véri-
tablement inattendu, c'est que ce sont les mémes trajectoires asympto-
tiques, qui apres s'étre éloignées asymptotiquement d'une trajectoire
fermée se rapprochent ensnite asymptotiquement de la méme trajectoire
ferimée.

['ensemble des trajectoires asymptotiques relatives a une méme so-
lution périodique instable, forme une surface dite asymptotique.

Les surfaces asymptotiques sont des surfaces fermées a courbe double
présentant les mémes connexions que la surface quengendrerait la ré-
volution d’un limacon a point double ou d'une lemniscate autour d'un
axe ne rencontrant pas la courbe,

Chacune de ces surfaces partage done l'espace en trois régions.

Dans chacune de ces frois régions, il y a encore une infinité de
trajoctoires fermées instables, et par conséquent une infinité de surfaces
asymptotiques. Il en résulte que chacune de ces trois régions peut a
son tour étre subdivisée en trois autres et ainsi de suite,

Cette subdivision peut étre continuée a linfini et on peut la pousser

assez loin pour que le volume de chaque région particlle soit aussi petit

quon le veut.
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Comme aucune trajectoire ne peut passer d'une région dans l'autre,
on doit conclure que la stabilité est rigoureusement démontrée; qu'il est
possible, étant donnée la position initiale du point représentatif de la
situation du systeme, de trouver une région dou ce point ne pourra
sortiv et d'assigner & cette région, sinon ses limites précises, du moins des
limites aussi rapprochées qu'on le veut de ces limites precises.

[l y a donc trois sortes de trajectoires:

1°.  Les trajectoires fermées correspondant aux solutiong périodiques
et dont il est aisé par les principes du chapitre HI (1 partic) de trouver
les équations sous forme d'égalités ou entrent des séries convergentes.

2°.  Les trajectoires asymptotiques dont nous venons de parler en
détail. En ce qui les concerne, nous avons donné dans le chapitre pré-
cédent le moyen de former I'équation des surfaces asymptotiques; quand
on possedera cette équation, on pourra en déduire 'équation des trajec-
toires asymptotiques elles-mémes par une application convenable des prin-
cipes des Vorlesungen idiber Dynamil.

3°. Les trajectoires les plus générales qui ne rentrent dans aucune
des deux premieéres catégories.

Nous pouvons affirmer (théoréme I, chapitre II, 1% partie) que si
I'on envisage une portion de Despace quelconque, si petite qu'elle soif, il
y aura toujours des trajectoires qui la traverseront une infinité de fois.

[l est méme hautement vraisemblable que toute portion de lespace
est traversée par une infinité de trajectoires fermées. S'il en est ainsi,
et s nous considérons une trajectoire quelconque de la 3™ catégorie,
nous pouvons toujours trouver une trajectoire de l'une des deux premi-
eres catégories qui pendant un temps aussi long qu'on veunt, s'en écarte
aussi peu qu'on veut, ce qui permettrait de trouver lI'équation avec telle
approximation qu'on voudrait.

§ 2. Résultats négatifs.

Je voudrais terminer l'exposé des résultats généraux de ce mémoire
en appelant particulierement l'attention sur les conclusions négatives qui
en découlent. Ces conclusions sont pleines d’intérét, non seulement parce
gu'elles font mieux ressortir 'étrangeté des résultats obtenus, mais parce

qu'elles peuvent, en vertu précisément de leur nature négative, s'étendre
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immeédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives
ne peuvent se généraliser sans une démonstration spéciale.
La plus importante de ces conclusions négatives peut s'énoncer aussi:

En dehors de Uintégrale des forces vives, les équations de la dyna-
mique n'admettent en général aucune intégrale qui soit a la fois une fonction
analytique et uniforme.

Si en effet une parcille intégrale existait et si 'on avait:
D(x,, Tyy Y, Y, = const.,

¢ étant une fonction uniforme, 'équation @ = const. devrait étre 'équa-
tion générale des surfaces trajectoires fermées et en donnant a la constante
différentes valeurs, on devrait retrouver les équations des diverses sur-
faces asymptotiques. Mais chaque surface asymptotique a une courbe
double et en tous les points de cette courbe double les quatre dérivées
partielles de @ devraient s'annuler.

Mais dans le voisinage d'une de ces courbes doubles passe une in-
finité d’'autres courbes doubles de sorte que l'on devrait trouver dans le
voisinage d'un point donné une infinité de courbes le long desquelles les
quatre dérivées de @ s'anmulent a la fois, Cette fonction @ ne saurait

donc étre analytique.' C. Q F. D.

Ce résultat ne cesserait d’étre vrai que dans le cas exceptionnel ou
les deux mnappes d’'une infinité de surfaces asymptotiques viendraient a se
confondre en une scule.

En effet le raisonnement qui précéde est en défaut si on peut ad-
mettre que dans une région déterminée, il n'y a pas de surface asymp-
totique & courbe double; pour cela il faut que quand la constante varie,
entre certaines limites, 1'équation:

= const.

représente une gérie de surfaces sans courbe double s'enveloppant mutuelle-
ment. On peut alors intégrer completement les équations différentielles
et on reconnait sans peine que, parmi ces surfaces sans courbe double,

' Of. Note C.
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il y en a une infinité qui sont sillonnées par une infinité de trajectoires
fermées représentant des solutions périodiques. Ces surfaces ainsi silon-
nées par des trajectoires fermées doivent étre regardées comme des sur-
faces asymptotiques dont les deux nappes se sont confondues,

Il existe done certainement des équations différenticlles de la forme
des équations de la dynamique qui admettent une intéerale analytique
et uniforme, mais cela n'arrivera qu'exceptionnellement et 1'on peut dire
que l'on ne rencontrera de parcilles équations que si on les fabrique
tout expres.

Il est aisé de voir que ce cas exceptionnel ne se rencontrera pas
dans le probléme des trois corps. Pour qu'il se produisit, il faudrait
en effet que la condition suivante fut remplie:

Soit

AG(my, + my,)
un terme quelconque de la fonction perturbatrice (A4 étant fonction de z,

et de @, et m, et m, étant des entiers).
Il faudrait que A sannuldat toutes les fois que lUon aurait:

ou ‘du moins que cela arrivat pour une infinité de ces termes, & savoir
'?31.

pour tous ceux ou le rapport e seralt compris entre certaines limites.
2

[l faudrait que tous les termes de la fonction perturbatrice disparus-
sent au moment ou ils deviennent séculaires.

Or il n'en est pas ainsi; donc en dehors de lintégrale des forces
vives et dans le cas particulier qui nous occupe, le probléme des trois
corps n'admet pas d'intégrale analytique et uniforme. |

Cela montre en méme temps que les séries habituellement employées
en mécanique céleste, et en particulier les séries de M. Lixpsrepr ne
sont pas convergentes, car leur convergence entrainerait l'existence d'une
intégrale analytique et uniforme,

Ainsi se trouve confirmé un résultat que M. Bruxs avait obtenu
par une voie entierement différente.
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CHAPITRE 111.
Tentatives de generalisation.

Est-il permis d’espérer qu'on puisse étendre les résultats précédents
aux cas ou les équations de la dynamique comportent plus de deux
degrés de liberté et par conséquent au cas général du probléme des n corps?
(C'est possible, mais ce ne sera pas sans un nouvel effort.

Je croyais, en commencant ce travail, que la solution du probleme,

une fois trouvée pour le cas particulier que j'ai traité, se genéraliserait
immédiatement sans qu'on ait & wvainere aucune difficulté nouvelle en
dehors de celles qui sont dues au nombre plus grand des variables et a
'impossibilité d'une représentation géométrique. Je me trompais.

Aussi crois-je devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles
qui sopposent a cette généralisation.

Sil y a p degrés de liberté, la situation du systcme pecut étre re-
présentée par la position d'un point dans T'espace a 2p — 1 dimensions.
La plupart des conclusions de la premicre partie sont encore vraies et
n'ont a subir aucun changement. Il existe done une infinité de solutions
périodiques représentées par des trajectoires fermées et se classant en
stables .Ut en in::t.;lhluﬁ, on meme en {t:itﬂgm'h'ﬁ [llliﬁ mnnln'mm?s, r]’:llﬂ'{**ﬁ
la nature de leurs exposants caractéristiques. 1l existe aussi une infinité
de solutions asymptotiques.

[’ensemble des trajectoires asymptotiques relatives 4 une méme tra-
jectoire fermée instable forme une multiplicité a p dimensions; il me
semble tres probable, quoique je nale pas acheveé le calcul, que cette
multiplicité est fermée (comme le sont les surfaces asymptotiques en-
visagées dans les chapitres qui précedent); mais comme elle n’a que p
dimensions, elle ne partage pas en deux ou plusieurs régions l'espace a

2p — 1 dimensions, car du moment que p > 2, on a 2p— 1 > p 4 1,

Nous ne pouvons done conclure a la stabilite.
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Les difficultés que l'on rencontrait autrefois en mécanique céleste et
qui s'opposaient a4 la convergence des séries tenaient, comme on le sait,
a la présence de certains petits diviseurs; j'ai trouvé le moyen de tourner
ces difficultés et c'est ce qui m'a permis d’arriver pour le cas de p =2
aux résultuts que jai exposés dans ce travail; mais un obstacle analogue
s¢ dresse devant nous dés que p > 2. Si en cffet les anciens petits di-
vigeurs ont disparu, nous rencontrons de nouveaux petits diviseurs qui
sont ceux que j'ai appelés (5) dans le § 5 (1° partie, chapitre III). La
difficulté étant de méme nature que celle qui a déja été vaincue, on
peut espérer que des moyens analogues permettront d’en venir a bout,
mais malgré mes efforts, je n'ai pu encore les trouver,

J'ail. cherché également a étendre au cas général le caleul du § 2
(2™® partie, chapitre I) en laissant de cdté la question de convergence
qui ne peut étre regardée comme résolue que dans le ecas des multipli-
cités asymptotiques 4 p dimensions que nous venons de définir. Les
séries qu'on obtient de la sorte peuvent en effet, méme lorsqu'elles di-
vergent, ¢tre utiles dans certains cas aux astronomes et peut-étre guider
les géometres vers la solution deéfinitive.

Supposons trois degrés de liberté et reprenons les équations (1) du
§ 3 (1" partie, chapitre IIlI) en faisant les mémes hypothéses que dans
ce paragraphe.

Cherchons ensuite trois fonctions de y, , ¥, ,9,:

T, = fﬂl(!ﬁ y Uy s -ﬂ:l)’

2, = @,y » Yy 9 Ys):

2y = O, Yo s U3 )
satisfaisant aux équations:

I'IJ," .'IF tt'rl H'F I‘EJ‘I III"t 1”’T

e Tyl Ol v, Vg
dz, u’_f*_ i -{f.r? fi de, dl i d I —
dy, d.r: dy, de, dy, de, dy,

da, oI de dF  de,dF d I

Jf*—’-1 de, r-t'f,fj r_f;'; '!H.‘I. r__d"..-'i dy,
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ou, ce qui revient au méme, aux équations:

Rl 2 | _h{'r"r.':

: l lx, {2 [ da
.!" — (/r .‘- L — t—f y f{- — : Tie : J' —_— 2
dy, dy, dy, dy, dy, dy,

Nous supposerons que x,,r,,x, peuvent se développer suivant les

puissances de g ou de /j, et que pour g = o, elles se réduisent & des
constantes o), x5, 3.
Nous poserons ensuite comme plus haut:
dP, dF,

(1

R
i 1 T il = 2 = i" 1
i 1 )

2°? p -!'i'".' . 3

— 1

Si entre n,,m,,n, il n’y a aucune relation linéaire & coéfficients
entiers, on peut développer x ,x, et x, suivant les puissances de u;
chaque terme est périodique & la fois par rapport & y,, & y

et a y

2 3"

Mais il s'introduit de petits diviseurs.
Si entre n,,n, et », il y a une relation linéaire et une seule A
codfficients entiers:

m.n, 4+ mn, 4+ mn, = O,

les caleuls peuvent se poursuivre absolument comme dans le § 2 du

chapitre I. Les trois fonetions z , z, et #, se développent suivant les

2
puissances de (/x et elles sont au moins doublement périodiques, je veux
dire qu’elles ne changent pas grand y, , ¥, et y, augmentent d’'un multiple
de 27 de telle facon que my, + my, + my, nc change pas; il y a
encore de petits diviseurs.

[l reste un troisiéme cas, le plus intéressant de tous, qui est celui

N

ou il y a entre n ,n,,n, deux relations linéaires & coéfficients entiers:

mn, + mgn, + min, = o.

On peut alors développer z, , #, et x, suivant les puissances de (. et de

A

facon que ces fonctions soient périodiques, je veux dire qu'elles ne

changent pas quand y, ,y, et y, augmentent d'un multiple de 27 et de
# r I

telle sorte que m. Yy, + myy, + nmy, et my, + myy, + m;y, ne chﬂngent

pas. Il ny a plus de petits diviscurs, mais le calcul de ces fonctions

n'est pas sans certaines difficultés.
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Ein premiére approximation, la détermination de ces fonetions dépend
de lintégration d’un systéme d'équations différentielles qui ont la forme
canonigue des équations de la dynamique, mais avee deux deqrés de liberté
seulement. Dans presque toutes les applications, ces équations dépendront
d'un paramétre trés petit par rapport auquel on pourra développer, de
maniére qu'on pourra leur -appliquer les conclusions des chapitres T et II
(1% partie).

Dans les approximations suivantes, on n'aura plus a effectner que
des quadratures.

Ce n'est pas tout; le probléme des n corps présente des difficultés
spéciales qu'on ne rencontre pas dans le cas général. Sans doute ces
difficnltés ne sont pas aussi essenticlles que celles dont j'ai signalé plus
haut Texistence, et un pen d’attention doit permettre d’en triompher.

Mais jen dois dire ici quelques mots.

Dans le probléme des n corps, I, ne dépend pas de toutes les va-
riables linéaires z;; par conséquent, non seulement le hessien de F, par
rapport aux variables x, est nul, mais le hessien d'une fonetion arbitraire
de F cst encore nul. (Cf. la note au bas de la page 103.) Cela vient
du fait suivant: si z = o, c'est & dire dans le mouvement Képlerien, les
périhelies sont fixes.

Cette difficulté n'existait pas dans le cas que nous avons traité (1
exemple, § 1, chapitre I, deuxiéme partie) parce que nous avions pris
pour variable, non pas g longitude du périhélie, mais g —i¢. Elle
n'existerait pas non plus avee une loi d'attraction autre que la newto-
nienne.

Voici quelles en sont les étranges conséquences:

Nous avons vu qu'il y a deux sortes de solutions périodiques: les
* genre, dont nous avons parlé dans le chapitre TIT (1
partic) et qui subsistent quelque petit que soit pu, et les solutions du 2°
genre dont nous avons parlé dans le § 5 (chapitre I, 2™ partie) et qui
disparaissent I'une aprés l'autre quand on fait décroitre 4.

Dans le cas du probléme des trois corps, si 'on fait p = o, les
orbites des deux petits corps se réduisent i deux ellipses Képleriennes.
Que deviennent alors les solutions périodiques du 1% genre quand on

solutions du 1

fait 4 = o? En dauntres termes quelles sont les solutions périodiques

des equations da mouvement I{{*lﬂerif-n? les unes correspondent au ecas

Acta mathematica. 13. Imprimé le 17 octobre 1888, 21
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ou les deux moyens mouvements sont commensurables. Mais 1l en est
d'autres qu'il est plus malaisé d’apercevoir et sur lesquelles je dois insister.

Si p—= o0, cest que les masses des deux planétes sont infiniment
petites et qu'elles ne peuvent agir l'une sur I'autre d’une maniere sen-
sible. & moins détre & une distance infiniment petite lune de Uautre. Mais
si ces planétes passent infiniiment pres 'une de 'autre, leurs orbites vont
étre brusquement modifiées comme si elles s'étaient choquées. On peut
digposer des conditions initiales de telle fagon que ces chocs se produi-
sent périodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui
sont de  véritables solutions périodiques du probléme du mouvement
Képlerien et que nous w'avons pas le droit de laisser de coté.

Telles sont les raisons pour lesquelles j'ai renoncé, au moins momen-
tanément, & étendre au cas général les résultats obtenus. Non sculement
le temps wme fait défaut, mais je crois qu'une pareille tentative serait
prématurce.

En effet, je n'ai pu faire encore du cas particulier méme auquel je
me suis restreint une étude suffisamment approfondie. Ce n'est qu’apres
bien des recherches et des efforts que les géométres connaitront compleéte-
ment ce domaine, ou je n'ai pu faire qu'une simple reconmaissance, et
quiils y trouveront un terrain solide d'ou ils puissent s'élancer a de
nouvelles conquétes,

Mai 1888.




Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique. 163

Note A.

Swr la divergence des séries de M. Lindstedt.

Jai annoncé plus haut sans démonstration que les séries proposées
par M. LixpsteEpT ne sont pas convergentes. Je crois nécessaire de re-
venir sur ce sujet avec plus de détails, mais je veux auparavant rappeler
en quoi consiste la methode de M. Linpstept. Je l'exposerai, il est vrai,
avec des notations différentes de celles qu'avait adoptées ce savant astro-
nome, car je désire, pour plus de clarté, conserver celles dont jai fait
usage plus haut.

Mettons les équations de la dynamique sous la méme forme que
dans la seconde partiec du présent mémoire et écrivons:

o

dz, dF de, dF dy,  dF dy,  dF
di

o
s—

'

?-.?Tl 2 dt i d_yﬂ : dt da, et da, '

I' gera une fonction donnée des quatre variables », , x,,y, et y, et nous
AUronNs:

11"1 — I-r"ﬂ + .H.I*T].

F, sera une fonction de z, et de z,, indépendante de y, et de y,; p sera

un coé¢fficient tres petit, de sorte que plF| sera la fonction perturbatrice.
C'est en effet sous cette forme que se présentent les problémes de

la dynamique et en particulier les probléemes de la mécanique céleste.
Si p était nul, z, et x, seraient des constantes. Si g n'est pas nul

mais tres petit, et quon appelle & et &, les valeurs initiales de T, et

de x,, les différences z, — & et x, — &, seront du méme ordre de gran-

deur que p.
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- tff“n n.‘I f"u
St done nous appelons n, et n, les valeurs de — —2 et de —
u’.r.*-l tﬁ.l:i
pour x, = §,, r, = §,, les différences:
AR, t dF
n Bl | e e )
-:M'-1 | u".r1 2

seront du méme ordre de grandeur que g, ce qui nous permettra de

Poser:
dF.
— . % = WE T,),
d I
g s . .
o t-t',.--'; =y =4 ':('II ’ '*-.z)‘

, et de @, qui ne sont pas trés grandes.

Les ¢quations du mouvement s'éerivent alors:

¢, et ¢, etunt des fonctions de x

i

.rI.J_'TI Ll rff'Tl rf.r,: n' 'FI

oE ‘uu".l:,-'l ; dt ‘”q-:’y,‘ ’
ol iy ; I ely i d N
= 1l R — ! - — W i s .
i 1 - 2 {’1{\51 , dr, ) At n, i ﬂ(h":' 2 dz, J

Supposons maintenant que x, , ,, ¥y, ,y, au licu d'étre regardés di-
reclement comme des fonctions de ¢ soient regardés comme des fonctions
de deux variables:

w, et w

P
et que l'on pose:

w, = At + @,, w, = At 4+ @,.

@, et @, seront des constantes diintégration arbitraires; 2, et A, seront

des constantes que la suite du caleul déterminera complétement.
Les équations du mouvement deviennent alors:

| {L;gl d, fff", )
Al uf.'!.'l + Aﬂ “_i-'”__,: '” H";‘,“k. )
gi?‘r_'_i rf.;_'_l o f”l _
4 T SR
I
( ) j .[E.:i.l'l ' } :{Ht e ti‘: _llf',ft-"lx 5
L di, I~ Ay dw, i / e d, J' = 0O,
;J.”ti lf:‘fz o f-"‘l 5\

A =2 4+ A —n, —ule, —- )—-
Pdw, + ? dw, : J (,_’ 3 dae, 2
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Posons maintenant:

0 ! 3.3 3.3
Ty =) + [ + T T T+ o0y

N Lo 1 2 9 33
Ty = Ty + Py + 2y + pz, + .00,

Po— 10, =g i,
h— W= F a2,
A=A+ ph 4+ o0+ 00000,
=L+ + 854+ i,

Je suppose que les coéfficients A} sont des constantes ¢t que les
coifficients y; et
les sinus et les cosinus des multiples de w, et de w,.

Je supposerai d'ailleurs comme je 'ai toujours fait jusqu'ici que F,
est une série trigonométrique dépendant des sinus et cosinus des multiples
de y, et de y, et que les coéfficients de cette série sont des fonctions
holomorphes de z, et de ,.

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des équations (1)
je substitue a la place de 4, 4,,y,,u,,®, et x, leurs valeurs (2), jaurai
quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes de p et il

sont des séries trigonométriques ordonnées suivant

est clair que les coéfficients des diverses puissances de g seront des séries
ordonnées suivant les lignes trigonométriques des multiples de w, et 1w,.
J'appelle:
@, D, O ct &,
ces quatre fonctions.
Cela posé, le théoréme de M. Linpsrepr consiste en ceci:
Il est possible de déterminer les 2¢ 4 2 constantes

Ll | i
!Ll 9 1 L IR R ‘;L!-’
0 13l ,
Ry'y Ae 05y Aas

et les 4¢ series trigonomeétriques:

=
—
e ]

®

®

L]

Sl
=
——
L
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de facon a annuler dans
- R AR

les termes indépendants de p et les coéfficients des ¢ premiéres puis-
sances de p, de fagon, en d'autres termes, o satisfaire aux équations du
mouvement aux quantités pres de lordre de p'''.
On trouve d’abord:
}r: — My, Ay = n,, *r? = & T 0, .-i'!f_: = & W5

w, ct w, étant des constantes d’intégration que mnous supposerons de

lordre de pu.

Supposons que 'on ait détermineé par un caleul pru:?ulu.hlf::

i | Yg—1
.i"L 5 .n‘ll-.l_ N = & 5 ft‘ %
.1 q—1\
b y Ly s

1 q—1
I y Wi .

Pour cela, écrivons que le coefficient de p? est nul dans @,, @, et @], .
I1 vient:

q q
da; ey =
. — ", = X
Il dw, T %y diw, R
iy iy -
1, — n = X,
M w, E ? dw, 2
dy? dy! . ;
e = n, — 4+ Al = Y,,
tdw, ? dw,
dyt dy
B, — 4+ n-— + M = Y.,
L dw * dw .
| 1
X,,X,, Y et Y, étant des fonetions connues.

X, ,X,. Y et Y, sont des séries trigonomeétriques en w, et w,.

’our que I'intégration des ﬂl[[l:l[ilrns U) soit !Hl:-::r'-ill'll'.., il faut:
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H . . . .
1° que le rapport —* soit incommensurable, ce quiil est toujours per-
h
|

mis de supposer.

2° que dans les séries trigonométriques X, et X,, les termes tout
connus sotent nuls. Il en est effectivement ainsi, mais la démonstration
de ce fait important est délicate et ne saurait trouver place 1c1; je me

borne a dire qu'elle doit étre fondée sur I'emploi des invariants intégraux.

3° que dans les séries triconometriques ¥, et Y,, les termes tout
connus se réduisent d A7 et 2% comme A] et A7 sont deux inconnues, nous
déterminerons ces inconnues par cette condition.

intégration des équations (3) est alors poessible. Leur intégration
introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle,
nous aurons ainsi quatre constantes d'intégration de plus; nouns leur don-
nerons des valeurs quelconques et nous ne conserverons dautres constantes

arbitraires que o, , 0, , @, ct @,.

Ainsi les séries de M. LixpsteEpr sont des séries trigonométriques en

w, ot w,; elles sont développées suivant les puissances de p ct aunssi

1
suivant les puissances des deux constantes @, et o,.

Ces séries d'aprés le théoréme de M. Lixpsrepr, satisfont formelle-
ment aux équations du mouvement. Si donc elles étaient uniformément
convergentes, elles nous donneraient Uintégrale générale de ces équations.

Je dis que cela n'est pas possible.

En effet supposons qu’il en soit ainsi et que nos séries convergent
uniformément pour toutes les valeurs du temps et pour les valeurs
suffisamment petites de g, de o, et de w,.

Il est clair que 2, et A, sont aussi des séries ordonnées suivant les
puissances de p, o, et w,. Pour certaines valeurs de @, et w, le rapport

j. . . P # # u
i* est commensurable. Les solutions lmrtmulmrcs qui repnndent 4 Ces
I

valeurs des constantes d'intégration sont alors des solutions périodiques.

Nous avons vu plus haut que toute solution périodique admet un
certain nombre d'exposants caractévistigues. Voyons comment on peut
caleuler ces exposants quand on possede lintégrale générale des équa-

tions données.
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Soit:
x, = d(, 0,0, d,d,), z, =g, 0 ,0,, o ,o,),

cette intégrale gt-'.“f_‘l‘ﬂlf‘.

=1

w,, ®, et @, des valeurs déterminées

1 ? |
| | L

! 1 ' ) w : N . '1 " = - % :
W, Wy, B , @, les fonctions ¢, ¢, , I, &) deviennent peériodiques en ¢,

F-llil':]mﬁnnﬁ quen donnant a

Pour avoir les exposants t'nl*m'h"l*i.-:tiqu{*ﬂ de 1a =olution pt'at'it'ar_iiqllle a1nsi

obtenue, nous formerons les seize dérivées partielles:

el e, ly, i,

n’ml : n’ml . n\"ml ’ .rfmI !
r_.".r1 da, iy, iy,
'”E': ; i'rr!'f_.li : eh'.a'}t ’ tfm' !
rnr..-'l l-'rul"‘ H"If!1 J:‘I.}
ll';fﬂ:l : n"mJ 3 r-"m_, - tfl‘i'.l’ ’
n’.r'l o ¥, n'i'_.',,‘1 n’.:,rl
n“a:'ﬁt,J ; r-"‘r-'allE : “"ﬁ: 4 H’:ﬁ]
et nous y ferons ensuite
i i - . — |
lf.i't ] w
Alors i par exemple prendra la forme suivante:
(f cu
i
o
i YRR . 1 sl NN A
dew, i ﬂl(f) e ﬁ.;(!ﬁll + ¢ H::(!?} i ¢ Hi(f-)‘

les o etant des constantes et les # des fonetions periodiques.
[.es o sont alors les exposants ’u1‘;1:'t¢3|‘iﬁiit]1|{.‘.~: chercheés.
Appliquons cette rf'f;__{lﬂ an cas qui nous occupe. Nous avons:

r, = ¢ \o ,0,,W, ”‘;-)s

&1

etant periodique en w, et en ..

|
Il vient alors:

J.ﬁl = I.T?-T. . !.Tr.r' — Jt;l (”ljl “JF‘I lej d{:l x).f
da, dw, dew, dew, dew, tw, dw, dw,)
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[.es trois fonetions:

. ?‘ "

S - o 184 B o O dy,
¥

re‘-mt dm, rfml -rim. rfm, il w,

sont périodiques en w, et w, et par conséquent en ¢,

. da ol .
On trouverait pour —' et —— des expressions analogues,
da, e, 2

Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls.

Done, st les séries de M. Lindstedt élaient convergentes, tous les ex-
posants caractéristiques seraient nuls.

Dans quel cas en est-il ainsi?

Nous avons vu plus haut la maniére de ealeuler les exposants ca-
ractéristiques (1° partie, chapitre III, §§ 2 et 4).

Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca-

ractéristiques relatifs aux équations:

de, dF, dF, dy,

"5 dr dr,

dt r'fy,- /* ;.fy; : dt dr, /" d;

pouvaient se développer suivant les puissances de (/u: nous avons appris
a former I'équation qui donne le coéfficient o, de (/.

Rappelons comment se forme cette équation:

Nous avions posé dans le paragraphe cité
d*F,

il _{f-”"t
da;dayg B

7y, ey
i dy dy

Dans ces dérivées secondes on suppose 2, et x, remplacés par af et
pendant que y, et y, sont remplacés par n .t 4+ @, ,nt0 + @,.' C} est
done une constante ct B une fonction périodique de ¢ Jappelle b, le
terme tout connu de cette fonction périodique.

Posons ensuite:

L]
ey = b, Oy + 0,05, ey = by U}y + 0y, Oy,
Clg =— J"':IC?E 2 hl'l f?-.-r Couw = 'I"'.’t ’Tz e ?;,_,,_,f",‘_:'__,,

| . . m il i .
Inutile de rappeler ici que eces valeurs de @), #,, »,, n, sont celles qui corres-

pondent & la solution périodique étudiée; ee ne sont pas celles dont nous avons fait usage

i

plus haut dans lexposé de Ia méthode de M. Lixpsrepr. Le rapport — est done com-
i
i

mensurable.

T
L

Acta mathematiea. 13. Imprimé le 28 octobre 1RRD,
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N & W ¥ @
[ équation qui nous donne a, g ecrira alors:

€nh — & €1

€a Cyy — @)

-

Pour que cette équation ait toutes ses racines nulles, il faudrait que

I'on etit:
¥ _,,I._ ’ — .
{'1 1 r".:.".l — O

(4) 6O + 20,015 + by Oy, = 0.

Or on a comme je l'ai démontré dans le paragraphe cité
nb., + nb, =nb, 4+ nb, = o.

[1 faut done pour que l'identité (4) ait lieu ou bien que:

(5) H"n =90

ou bien que:
{’[j) n,Cly, — 20n, O}y 4 0,05 = 0,

Occupong-nous d'abord de la relation (5). Si nous faisons dans la

fonction perturbatrice |

T

T, = x|, e == Tn Yy = it 4+ @, Yo = Nyl - O.
I, deviendra une fonection périodique de f. Supposons cette fonction
périodique développée en série trigonométrique, et soit ¢ le terme tout
connu; ¢ sera une fonction périodique de @, et @, et il viendra:

A%
b, = —

&

-“ffﬁrrfmi.
Nous devrons done avoir:

d*d

(?JJ dim;

= ).

Nous pourrons tounjours supposer que l'oricine du temps a éteé choisi
| J | :
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I i i * jue,

de telle sorte que @, soit nul et que ¢ soit fonction périodique de @,
sculement.

De plus la relation (7) devrait étre (si les séries de M. LinpstEDT
convergeaient) satisfaite identiquement. It en effet si I'on admettait la

convergence de ‘ces séries, il y aurait une infinité de solutions périodiques
3 ﬂt

correspondant & chaque valeur commensurable du rapport —.
i

[}
2

Si la relation (7) est une identité et si ¢b est une fonetion périodique,
cette fonction devra se réduire & une constante,

Voyons ce que cela veut dire:

La fonction perturbatrice F| étant périodique par rapport a y, et a
Y, pourra s'ecrire:

K 2.4,,,,,,,___ cos (m,y, + myy,) + 2B, sin(my, 4+ m,y,),

les m, et les m, étant des entiers, pendant que 4, , et B, sont des

fonctions données de x, et de z,.

On aura alors

¢ = S,-I'j,l,,h_ cos(m, @, + m,m,) + SB  sin (m,®, + m,d,),

Mg iy

la sommation représentée par le signe S s'étendant i tous les termes
tels que
nm, + nm, = O,

et A" et [

il 1 fllﬂ‘: rr i

w, Tepreésentant ce que deviennent A4, ., ct B, . quand on
y remplace z, et z, par z} ct .

Comme les termes périodiques doivent disparaitre de ¢¢, on aura

40 o o
"‘{m-,m= e I:"m,m= = 0
Ainsi les coéfficients A4, , et B,  du développement de la fonetion

perturbatrice doivent s’annuler quand on y donne a r, et a i, des va-
leurs telles que:

nom, + nm, = O,

¥ - ’ 1
Oun bien encore on doit pouvoir donner au rapport — des valeurs com-

li"

mensurables sans introduire dans la fonection perturhntriue I des termes
seculaires.
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Il est elair qu’il n'en est pas ainsi dans le cas particulier du probléme
des trois corps que nous avons examiné et qu'on n'y peut donner au
rapport des moyens mouvements unc valeur commensurable sans in-
troduire dans la fonction perturbatrice des termes séculaires.

Passons maintenant a la condition (6) qui peut s'cerire

'dl )\ d*F, dF dIF, oK, (Al NP
= ) S - = 0.
( ) die; daw, di, de de, Lrh:l)

“!;; iy
ille exprime que la courbe
If:](.a'l , .{‘-,I) = Const,

a un point d'inflexion au point z, = a, 2, = .

Comme cette condition doit dtre remplic pour toutes les valeurs de
1

xy ¢t de x) qui correspondent a un rapport —' commensurable, la courbe
[

|

Fi(x, , x,) = const. devra se réduire & un systéme de droites.

C'est un cas particulier que nous laisserons de coté; car il est
évident que rien de pareil n'arrive dans le probléme des trois corps.

Ainsi, dans le cas particulier du probléme des lrois corps que nmous
avons Etudié et par conséquent aussi dans le cas général, les séries de
M. Lindstedt ne convergent pas wuniformément pour toutes les valeurs des
constantes arbitrairves d'intégration qu'elles contiennent.

On peut présenter cette démonstration sous une autre forme.

Soit:
) r= 0, (p,0,,0,,w w,), v,= 0,(n,0, ,0,,w ,w,),
L

Y, —w, = pb (p, 0, @, , W0, ,W,), Yy =W, == puly(pt, 0, , @, , 0, ,0,)

les séries de M. Linpstrepr. Nous avons vu que les fonctions # et @

sont ordonnées suivant les puissances de g, @, ct @, ct qu'elles sont
periodiques en w, et w,.

Des équations:

i — w, = pb, Yy — W, = pl,

nous pouvons par la formule de LaAGraNGE tirer y, — w

ety —1,
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développées suivant les puissances de g et exprimées non plus en fonetions

de w, et de w,, mais en fonctions de y, ¢t y,; nous aurons alors:

(9) R A = f‘f;(a”! @5 Wy Yy Uy, Yy — W, = pfo(pt, @, , @,, Yy s Yy )

f; ct [, sont des fonetions développées suivant les puissances croissantes
de g, w, et w,; ce sont en outre des fonctions periodiques de y, et ..

Duns les cquations (8) substituons a la place de w
aleurs tirées de (9).

Il viendra:

. et w, leurs

y =~ f . m
(10) o, = 7,(ps 0, 05,9 5 Y,) Ty = (e @ Oy, U, 5 Y,)s

y, et y, étant des fonctions développées suivant les puissances croissantes
de g, de w, et de @,ct suivant les sinus et cosinus des multiples de y, et y,.
Des équations (10) nous pouvons tirer w, et w, et nous trouverons:

e .
@, = G/, Ty Ty Yy s Uy),
W s i _
g = *:(r”'! 0 Tgy Uy y-:)*

& et & étant des fonctions développées suivant les puissances croissantes
de p, @, — @}, 2, — xy et les sinus et cosinus des multiples de y, et y,.

Comme o, ¢t w, sont des constantes d'intégration, { et ¢ seront
des intégrales des équations (1); elles seront analytiques et uniformes au
moins pour les valeurs suffisamment petites de w, et w,.

Or nous avons vu que les équations (1) ne pouvaient admettre
qu'une seule intégrale analytique et uniforme, l'intégrale des forces vives.
Done les séries de M. LixpsteEpT ne peuvent étre convergentes.

Je dois, avant de terminer, faire quelques remarques.

En premier lieu, la méthode dont je me suis servi pour trouver les
séries de M. Linpstept différe beaucoup de celle qu'a exposée ce savant,
mais les séries finalement obtenues sont les mémes et d'ailleurs les de-

monstrations précédentes sappliquent a toutes les séries de méme forme.

Ce n'est pas tout. Jai démontré que les séries qui nous occupent
ne sont pas convergentes pour toutes les valeurs des constantes arbitraires
qui y entrent. Il reste possible, quoique peut-étre peu vraisemblable,
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que ces séries deviennent convergentes pour certains systemes particuliers
de valeurs de ces constantes.’

En terminant, je dois déclarer que les considérations qui précédent
n'enlévent rien au mérite pratique des développements de M. Lixpsrepr.
[Is ne convergent pas; donc ils ne peuvent donner une approxiumation
indéfinie; mais ils peuvent donner assez rapidement une approximation
trés grande et tres suffisante pour les besoing de la pratique,

Je scrais désolé d'avoir jeté quelque diserédit sur ces séries; si je
les ai choisies comme exemple pour développer des considérations qui
sappliquent également bien a tous les autres developpements proposes,
c'est précisément parce que je regarde la méthode de M. Lixpstepr

comme l'unc des meilleures qui g01t connue.

Note B.

Nouvel exposé des resuliats.

[l ne sera peut-étre pas inutile de reprendre I'énoncé des prineipaux
résultats obtenus dans ce mémoire, en les exprimant dans le langage ha-
bituel de l'astronomie.

Nous noug sommes placés dans un cas particulier et nous avons
SUpposé:

1°. que la masse de la planéte troublée etant nulle, la plancte
troublante suit exactement les lois de Képler;

2°. que l'excentricit¢ de la planete troublante etant nulle, cette
planéte déerit une circonférence d'un mouvement uniforme;

" (e quil conviendrait surtout d examiner, ¢ est si les séries ne convergent pas

" (1 1

quand on domnne & @, et @, des valeurs telles que = = =

o,

.

3 1
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3% que linclinaison des deux orbites étant nulle, les deux pla-
netes restent constamment dans un méme plan.

La position de In plandte troublante sera entiérement définie par sa
longitude moyenne 1.

Pour définir la situation de la planéte troublée, il faut se donner
sa longitude moyenne 1 et ses éléments osculateurs 4 savoir:

le grand axe a,

I'excentricité e,

la longitude du périhélie @.

Nous prendrons:

pour unité de longueur le rayon constant de 'orbite de la planéte
troublante;

pour unité de masse la masse du Soleil augmentée de la masse de
la planete troublante.

Nous choisirons lorigine du temps et T'unité de temps de telle

sorte que
' = {.

Nous sappellerons p la masse de la planéte troublante et € la fone-
tion perturbatrice.

£ sera une fonction uniforme de a,e,l —1U et I' — &, périodique
par rapport a ces deux dernieres variables.

Ces diverses quantités sont liées par une relation connue depuis
longtemps sous le nom d'intégrale de Jaconr.

Cette relation g'éerit:

! L = m— ®
(1) 5. T Va(t —e*) + pu& = const.

Je regarderai la constante qui entre dans le second membre de la
relation (1) comme une donnée de la question. Nous supposerons que

cette constante soit notablement plus grande que 3} ¢e qui arrivera

—

toujours dans les applications.
Introduisons maintenant une variable auxiliaire en posant:

|

-

I -—',‘.-JIT — i
L I — Tk
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£ est donc une fonction de e seulement et on voit sans peine que quand
g

varie de o a 1, ¢ (que nous regarderons comme cssentiellement positif)

=

variera de o a 1, le mouvement étant direct; et que quand £ varie de
1 & -+ o0 lexcentricité e variera de 1 a o, le mouvement étant rétro-
agrade. Il résulte de la que e est fonction uniforme de &.

La relation (1) montre ensuite que a est fonetion uniforme de &,
de [— 1" et de I' — @ et qu'elle est périodique par rapport a ces deux
derni¢res variables.

Cela posé, le probleme admettra une infinité de solutions particulidres
que nous appellerons solutions périodiques et qui jouiront des propriétés
suivantes,

On aura:

= 5’1(‘;)! o f":r“:'* | — U = ”:f - ‘:'ﬁ::(")' ' — & = n,t + 5"4({)

n, et n, étant des constantes dont le rapport est commensurable; ¢, ., ¢,,
¢, et ¢, étant des fonctions périodiques du temps dont la période est

P’

Ty " 7

le plus petit commun multiple de = et de ==. (Il résulte de la que

“: ?l!

cos(l — '), sin(l — 1), cos(I' — @) et sin(l’ — &) sont aussi des fonctions
périoaiques du temps.)

Parmi les solutions périodiques, nous distinguerons celles du 1" genre,
pour lesquelles ¢ ,e,, ., ¢,,n, et n, sont développables suivant les
puissances croissantes de .

[l existe aussi des solutions périodiques du 2" genre, pour lesquelles
ce développement n’est pas possible et qui disparaissent pour les petites
valeurs de .

Occupons-nous spécialement des solutions du 1" genre.

Ll

A chaque valeur commensurable du rapport - correspondent au
",

moins deux solutions périodiques du 1 genre.
Nous distinguerons les solutions du 1" genre en stables et instables.
Supposons que les valeurs de a, e,/ —1",I' — @ soient & l'origine
du temps infiniment voisines des valeurs qui correspondent a4 une solution

périodique; si elles en restent infiniment voisines pendant un temps in-

finiment long, la solution sera stable; elle sera instable dans le cas con-
traire.
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’ 5 T
On démontre qu'a toute valeur commensurable du rapport —* cor-
n
2

rnspmldent anl moins une solution périmliquﬂ stable et au moins une so-
lution instable.
Considérons en particulier les solutions instables. Soit donec:

a = ¢1(f)’ & == Fﬂﬂ(t)* | —V = ﬂlf ?u(f)i '?". &= ”:-f _]_ 5’4(‘()

une solution périodique instable. |
Il existera une infinité de solutions particulieres (qui pour { négat.if
et tres grand prendront la forme suivante:

(2) e=¢ +¢, e=¢, +¢, I—U=nt+¢ + ¢,
l—@ = 'ﬂ:af o 2 y '}ﬁd‘

iy &y ¢y et &, étant des fonctions développables suivant les puissances
. - 2l . 27l ¢ *

croissantes de /u, de Ae”, de cos— et sin—-. A désigne une constante

arbitraire d’intégration; A est la période de la solution périodique con-

sidérée; enfin a est un nombre positif développable selon les puissances

de /.

Il existera également une infinité de solutions particulieres qui pour
t positif et trés grand prendront la forme suivante:

(2') a = ¢, + ¢ e = ¢, + ¢, | — 1" =mt + ¢; + ¢,
V—@ = nyt + ¢, + ¢,

¢y iy i et &y étant des fonctions développables suivant les puissances

. - 27l . 2nxt e
croissantes de /., de Be™*, de cos — et sin—. B désigne une nouvelle

constante d'intégration.

Mais ce que rien ne permettait de prévoir, ce sont les mémes solu-
tions particuliéres qui prendront la forme (2) pour # négatif et trés grand
et la forme (2') pour ¢ positif et trés grand.

Entre les quatre relations (2) éliminons le temps 7 et la constante
d'intégration 4, il viendra:

(3) (@— 07 —p(0) =0, (e—0,)"—p(8)" = o,

Aeta mathematica, 13. Tmprimeé le 26 octobre 1888. 29
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0,0,0 et O etant des fonctions périodiques de ' — @ et I —1I' or-
données suivant les puissances de p.

Observons que les relations (2) ne sont vraies que pour ¢ négatif
et tres grand et qu'au confraire les relations (3) quon en déduit, sont
encore vraies pour toutes les valeurs du temps pourvun que p soit assez
petit.

Des relations (3) nous tirerons

a=0+0V, e=40 +0

et par consequent
E= 6 + Hry"‘u

# et @ étant des fonctions de méme forme que @, 6, 0, et 6.
[1 résulte de la que =i 'on a & une époque quelconque:

(3) (E— 6)'—p(#) =o

cette relation subsistera pour toutes les valeurs du temps.
Supposons que l'on ait a l'origine des temps

(4) E< 80— |0

Je dis que cette inégalité sera satisfaite pour toutes les valeurs du
temps, et en effet elle ne pourrait cesser de 1’étre sans que (§—#)"— p(#)”
devint nul; or nous venons de voir que cette quantité ne pouvait étre
nulle & une époque quelconque a moins d'étre toujours nulle.

Pour des conditions initiales convenables, on voit donc que & sera
assujetti 4 rester toujours plus petit que 6 — |#

Ve S, comme cela
arrivera toujours dans les applications, & est trés petit, e sera une fone-

.
-

tion croissante de £

[/inégalite |
§< 60— |0y

entraine la smivante:
¥
e < ﬂl - ]'ﬂl r Ve

On a ainsi une limite supéricure de l'excentricité et la relation (1)
permettrait d'en déduire une limite supérieure (ou inférieure suivant les

cas) pour le grand axe a.
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Pour la méme raison st on a a l"uriginu des temps

(4) 0 — |0 |p<&E< B+ |0

Vi
ces incgalités subsisteront toujours; c'est le cas ou il y a ce qu'on appelle
libration.

infin si on a a lorigine des temps

(4") §> 0+ |6 |yn

cette inégalité subsistera toujours.

n .
A chaque valeur commensurable du rapport £ correspond au moins
{
¢

une solution instable et par conséquent au moins une inégalité analogue
a (4), (4") ou (4”). Nous aurons donc une infinité d'inégalités de cette
nature et chacune d’elles nous donnera pour a et pour e une limite
supérieure ou inférieure. En choisissant convenablement parmi ces iné-
galités, on peut resserrer autant quon le veut les limites entre lesquelles
a et e restent comprises.

Dans le cas particulier qui nous occupe, la stabilité est donc en-
tierement démontrée.

Mais il me reste une remarque a faire.

Précisément dans ce cas particulier, M. Hiny, dans ses recherches sur
la lune (American Journal, tome 1), a donné une démonstration de
la stabilité en se servant seulement de l'intégrale de Jaconr.

C'est ce qu'a refait depuis M. Bonrnin avee plus de détails (Acta
mathematica, tome 10).

Mais il y a une trés grande différence entre les résultats qu’ont
obtenus ces deux géometres et ceux que jénonce ici.

MM. Hiur et Bomnix démontrent seulement que la distance de la
planete troublée au Soleil ne peut croitre indéfiniment; ils ne démon-
trent pas quelle ne peut pas sannuler; dailleurs la limite supérieure
qu'ils Iui assignent est extrémement ¢loignée de la limite précise.

J'ajouterai que le raisonnement de MM. Hinn et Bonnix ne prouve
pas que l'excentricité ne peut pas devenir tres voisine de 1 et méme que
le mouvement ne peut pas devenir rétrograde.

Au contraire, la méthode que je propose permet d'obtenir pour le

grand axe a et pour l'excentricité e, des limites supérieures et inférieures
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qui sont, sinon les limites précises elles-mémes, du moins aussi rap-
prochees quon le veut des limites précises.

Je démontre ainsi que le grand axe restera constamment compris
entre deux limites trés resserrées, que l'excentricité restera toujours tres

petite et que le mouvement restera toujours direct.

Addition a la Note B.
Dans la plupart des applications la valeur initiale de & sera trés
sannule avec l'excentricité et 'excentricité des orbites

petite; en effet &
des corps celestes est toujours une trés petite quantité.
Nous aurons:

Soit done &, cette valeur initiale de &.
Posons

Soit ensuite n, un nombre commensurable.
| 3

VIi—é

oy = e
I + y1l—¢

1 T 3 J

EE —I- \."”1(1 s f'f} — f.,

Nous pourrons choisir le nombre commensurable n, de telle facon
On aura alors:

que &, quoique tres petit, soit supérieure a &,.
gl & = < T

A cette valeur commensurable », correspondra au moins une solu-
tion périodique instable; a cette solution instable correspondront une in-

finité de solutions de la forme (2) que jappelle solutions asymptotiques.

A ce nombre commensurable n, correspondra done une equation de la

forme (3)
= A\ ale\?
\So ) ple)” = o,
— 0, # se reduit a £ et @ reste fini.

D'ailleurs pour p
Si donc p est assez petit, I'expression

W

9—|&
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(qui différera trés peu de &) sera constamment supéricure a £ et constam-
ment inférieure & un nombre fixe A plus petit que 1 (et méme treés
petit)). On aura ainsi

§E <8 —|¢|yn<i<.
Mais nous avons vu que st une inégalité de la forme
§< 60— |0|

est satisfaite a un instant donné, elle le sera toujours; on aura donc a
une époque quelconque:

L

£E< 08— |0

1—";-*:: < A< 1;

Ainsi l'excentricité restera toujours trés petite, puisque & sera tou-
jours inférieure & 2 qui est un nombre frés petit,

Cela exclut la possibilité d'une rencontre entre la planéte troublée
et le Soleil. Cette rencontre ne pourrait en effet se produire que si
Iexcentricité (et par conséquent &) devenait égale a 1.

Mais il y a plus; nous pouvons assigner une limite inférieure & la
distance de la planéte troublée et du Soleil.

En effet ce rayon vecteur est toujours plus grand que a(1 — e); il
ne pourrait donc devenir trés petit que si @ devenait trés petit ou e trés
voisin de 1. Nous venons de voir que, & restant inféricur & A, e qui
est 1i¢ a & par une relation trés simple, restera aussi trés petit et ne
pourra se rapprocher de 1.

Le rayon vecteur me pourrait donc devenir trés petit que si ¢ de-
venait tres petit; mais cela est impossible & cause de I'équation de Jacos:

I
— =+ Va(1 — e*) + p& = coust.

2
Le second membre étant une constante, le premier membre doit
I

rester limité; or st l'on fait tendre le ravon vecteur et ¢ vers 0. —
’ ' 24

croit indéfiniment et les deux autres termes tendent vers des limites fi-
nies; le premier membre tendrait done vers l'infini, ce qui est impossible.

D’autre part la distance des deux planétes troublée et troublante
ne peut décroitre non plus au dela de toute limite, car £ devrait alors
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croitre indeéfiniment et comme le premier membre de 'équation de Jacosi
doit rester fini, il faudrait que l'un des deux autres termes de ce pre-

] i . [ N - & [ "
mier membre devint aussi infini. Ce ne pourrait étre — parce que si

20
la distance des deux planctes et trés petite, le rayon vecteur doit étre
trés voisin de 1 et que ce rayon vecteur devant étre compris entre
a(r —e) et a(r 4+ €), on aura:

a(it —e) <1 < a(1 + e) < 2a.

Ce ne pourrait étre non plus (a(i —¢%) parce que l'inégalité
a(1 —A) <a(1t —e) <1 ;

soppose a ce que a devienne infini.
[l est donc absurde de supposer que la distance de la planete trou-
blée, tant au Soleil qu'a la planéte troublante, puisse devenir tres petite.
On peut présenter le résultat sous une forme plus précise encore.
Nous pouvons choisir deux surfaces asymptotiques

E=0—|O0|n et &= 6, +|6|n

de telle fagon que la valeur initiale &, de & satisfasse a la double inégalite:
[ ’ e L= =1 / F:.
6, + |61y < &< 6—[6|yp
On aura alors a une époque quelconque:

6, + |6i|Va < &< 6 —||n-

Soient 6° et 6] les valeurs que prennent 6 et 6, quand on y fait
ft = 03 ces valeurs sont des constantes et je puis choisir les deux surfaces

asymptotiques de telle facon que la différence

g’ — 6
soit aussi petite que l'on veut.
Cela posé & va wvarier entre deux limites ¢t la différence entre la
limite supéricure et la limite inférieure sera du méme ordre de grandeur
que:

0 —0°— |&|Ju|+|6°— 6| + |6, — & +|8; | Vul

cest a dire du méme ordre de grandeur que \{.;.
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On peut raisonner de la méme maniére sur @ et e et par consé-
quent, on peut dire:

Le grand axe (et il en est de méme de Pexcentricité) varie entre
deux limites et la différence entre la limite supérieure et la limite inférieure
est du méme ordre de grandeur que \/u.

Note C.

Sur les invariants intégrauwr,
Soif:
de, : dx - da
. — \ _ﬂ — = - d— §
(1 P-X, mex,.., &-x
un systeme d'équations différentielles on X , X,, ..., X, sont des fonc-

tions de 2, , 2,,..., z, telles que:

dX,

3 | dX,
(") da, '

-.fh*,l

"Lrn
R = : == 0,

r!l*‘*}

Soit une solution de ce systeme d’équations dependant de n constantes
arbitraires:
o

Cette solution s'écerira

B = o W ay O

2
|

73 'Sfﬂ(r!al!ﬂg?"‘rau)‘

L ] Ll

ﬂﬂu_—s_'“rf,ﬂljﬂg,...,':“)-

A

Il §'agit de démontrer que lintéorale

M

J :frf,-i‘-lrr';r__, i R zfﬁrfa.lrfﬂ__, .
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lilLl
de, da, dir,,
| rfu_'l .:f.-,.[‘ f.f.r,.:l
-:E.!'t tI.i': e,

& — fl‘fﬂ'ﬂ f-!’-ﬁ!_. l'lJﬁl'...,

da de, da,

da, da, e

est une constante.
On a en effet:
dJ l‘.m

7 ¥ da da, . .. da

|

&

et
dA

= =48, +4A,+...4+ 4,

A, ¢étant le déterminant A dans la £° colonne duquel on a remplacé:

i

de, dag dag
da, A R R 7
[HI]'
III ?.t';. o i.r'l{ ol ?J'A

o @ L

{_r*rflfH ] Jr,tih’-."— : -."H,rf” .

Mais on a

day =
— = X,
di i

d‘nfl::
fﬂﬂ,r;. ELYL. ff.!'l ;f }:5 Hr.i*_J TI}I:*‘_- !I.i‘”

el I rJ':‘.i'1 il et -|'T..:‘_J iz, i dx, da,

On déduit de la:
dX,

A=A
:F.r‘i
d’on
&T
—=J(A + A, + ... + A)dada, ... da,

— | G+ G+ -+ g Adade ... da, = o

O QU 5o D
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Supposons maintenant qu'au lieu de la relation (2) nous ayons:

LI J‘I.H-.I d“"f'?{:l i i d 4” -:{.u

|

(2,) dx, v dee : S LS P

== i),

M étant une fonction queleconque de z,,2,,..., 2,.
Je dis que

J = [Mdz,da, . ..dr, = [ MAda,da, . . . da,

est une constante.
On a en effet:

dJ Cr . dM dA
S = / (r_’l = + M '”-)ﬂ?al.‘fﬂj  h L

l.

[1 faut montrer que:

A2 atth o

On a en effet (en vertu des équations (1))

{I’:H'I - d.]]'[ - If 1’! - I'IJ.
@ gttt g
et (d'aprés ce que nous venons de voir):
dA dxX, , dX, X,
at = &(h T d:r s G da,, )‘
Il vient done:
N iA /dMX, , dMX, . dMX,
;H e dt &( de, ' da, sl da, ) = 0

C.QF D

Passons maintenant aux équations de la dynamique.
Soient les équations

dz; dF dy; o I it

( [ ,) v RS dy;’ di i,

Acta mathematica, 13. lmprimeé le & octobre 188D,

185
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Soit une solution contenant deux constantes arbitraires a et J-'? et
s éerivant :

i = gl(f =T i I’?},

Y= ity a, p).

Je dis que:

L ) 3
J = j (dx,dy, + dre,dy, + ... + de,dy,) = / bR (t—jf i?—;—f—— Li;' :%?)ff'mff?
i { i J i I '

est une constante.
[1 vient en effet:

dJ : dz; dy; d*y; dux, o wy dyy d*y; de; .
(A / Z (mm.z A L dtdfda  didide  dtda ;?,e)’?“”'f" -

Il vient ensuite:

d d*F  dax, d*F  dy,
Y - b by

dt du ey iy du iy dyy da ’
rf!_{-i $a- Z | aA:F tf.rt - d:F F.;!“
ditdg g dyday dj | rﬂy.—aﬁa ﬁ :
d*y; Z d*'F dax, d*F  dy,
dtda pdaydeg da et . -'Te-:m da ’
d iy, ¥ -~ A dx ~ 'l dy,
ditdg b vyl 3 Z—; diw, ri:r,r;. n",:f :

On conclut de la que:

S“h (I’I?J'i ff.fj'. “{!”l ff'rl)

e \ (A 2 ri’f? Sl ..'fu. ”,-5-’

L \dyidag da df ' dydye da df " dagdag da d3 T dedy; dF da

- S—-& ‘—-\ ( FE?F' lfr.fli- fj_i;',- : -EI‘EFT ﬂi t!].y',- tl”.r" f!.}'l. f}.']".,- #'FI'T {'-iii",- dfﬂ-)'

o

Le second membre ne change pas quand on permute a et 8, on a done:

——— S —

¥ ( die; dy, Ay, ff-*'-") =9 plediod KL T (e
. at .ril-]f el et

dtda d3 dida dg b \ (Ul 1
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Cette égalité exprime que la quantité sous le sione { dans lex-

; dJ _
pression de o; est nulle et par conséquent que
d.J 5
df: o m)

C. Q F. D.

[l me reste & envisager le dernier des invariants intéoraux qui se
presente dans le cas du probléme des n corps.

Reprenons les équations de la dynamique, mais en posant:
v r r
I = f—'— L,

7" ne dependant que des y et U des z sculement. De plus 7" est homogéne
de degré 2 et U homogéne de d{*gl'{r S
Prenons une solution

Xy = ':':i('f . ﬂ}.- Yy = 53'?(" ’ "t)

ne dépendant que d’une seule constante arbitraire a.
Considérons I'intégrale simple:

Y

2 Iy, L
J =L/ 2(31174 7 -+ y,.f-ﬂ) a + 3(C, — C,)t,

ol e i

U, et €, étant les valeurs constantes de la fonction I' aux extrémités
de l'are le long duquel on integre,
Il vient:

ri,r { f'lr.'*,- if i d ,tf.t‘, rfzi‘, !f-i-, F Y '
— / T(q ! H | -I'f i . |ir + }f r )ff.:( + 3{,‘('] —— (.H)_

. 'y — !
ilf ' dt da '.dt de f‘u“rf.m YYdtda

Il vient:

de; dF 4T dy,  dU
dt ~ dy, dy.’ gt " de!
t'f I"‘!" .[i.'r III fiyl. -I‘E.lffi L s-\ ffz |rr f?.i"{

ditda b g iy g da ’ dtda _-'—r,t. :fd;i_ri.r: da ’
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d'ou
dJ "=/ daT iy . d*T  dy, dgd U a*ll da,) ;

— P L — _r { ¢, —C)).
di I l(" dy;da B ‘dyidy, da da dr, I‘rf.r:{f.u de .-)l ¢33 o)

Mais en vertu du théoreme des fonctions hnlllﬂgﬁllﬂﬁ on a:

d*T dl d*l/ adl/
TP R S L
£ dyidy.f; {i'y;- i l'-ls.t-’ih'l-‘l.'t EIJF;-
d'on
dJ P/ dTdy, AU du,
o 1 - *.t 5 ! - f.u' L (I
dit l S-—E(JIEHH{M 4 J-:i,r,-t!ﬂ)”,q : 7 J( :' ”)
ol

dJ ¥ ’ ' ’
Y = 3 @T 4 dU) + 30, — G)

Or tl’upr{'s la définition de {"'1 et C, on a

C, — C, = [dF = [(dT + aU).

Il vient done
&

0.
ot

C. 10 P

Note D.

Sur les équations linéailres a coéfficients périodiques.

(On sailt (qu'une fonetion de = lu_’-ri:_u]iiluv et de 1;t3t'imlu 2z peut se
développer en une série de la forme suivante

[(2) = A, + 4, cosx + A, cos22 4 ... 4 A, cosnz 4 .

+ B, sinz + B,sin2x 4+ ...+ B,sinnx + ...

J'al montré dans le Bulletin astronomique (novembre 1886) que
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si la fonction f(z) est finie et continue ainsi que ses p — 2 premiéres
derivées et si sa p — 1° dérivée est finie, mais peut devenir discontinue
en un nombre limité de points, on peut trouver un nombre positif K tel
que l'on ait, quelque grand que soit #,

|4, | < K, |n' B, | < K.

Si f(x) est une fonection analytique, elle sera finie et continue ainsi
que toutes ses dérivées. On pourra done trouver un nombre A tel que:

|n’4, | < K, |n*B, | < K.

[1 résulte de la que la série

‘Jiul—_|“li1+|‘dﬂ| R R M R
+ |B,|+ |B,|+...4+|B.| + ...

converge et par consequent que la série (1) est absolument et uniformeé-
ment convergente.

Cela posé, considérons un systéme d'équations différentielles linéaires:

::f;t!l

g 11T + C13%s + - o -+ Q10T

dx,

(2) TR + @oa®y + ... Panlys

b

da,

“LE i) F‘"-lml + IEEH-‘.‘-':EE + b + F.'H.u;r'u'

Les n® codfficients ¢, sont des fonctions de ¢ périodiques et de
période 2.

Les équations (2) ne changent donc pas quand on change ¢ en
t 4+ 2z. Cela posé soient:

ry = ¢ya(t), Ty = da(t) y -« oy == .(F)
T = '}!’2.1(3): Ly ?‘r"-.-.-_-(f) y + 0oy @, &'-:.u(f):

|
I

L] " ] - - - L] 0 - 1 - o -

= {Z';u(r'): Ty =Pua(t) » -+ . Ty=¢,.(t)

n solutions, linéairement indépendantes, des équations (2).
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Les équations ne changent pas quand on change ¢ en { 277 of les
i, solutions deviendront:
i f .a-.__"'l W > ¥ [ Y
oy = ‘;r'j.ﬂf =5 2 5 ostia e "-:-f|_u!~f + 27),
' — |F| — s e i Y —
S "",".',l.(']lr + 'T“) ’ Y Ly 2y ':"Ir'.'.n‘l_'f + "'")‘

r, = F"n.l('{ —|—- TLT} y wra vy Wy == n"'“ ,,Lr:f -|- Z'.T:).

[Elles devront done étre des ecombinaisons linéaires des n golutions
(3) de sorte quon aura:

E—f't.l("" -4~ 37} = ":Il.‘:l':"r'!.]{".} o ""IIL*E-"'.'J(") T R R 4'1|.u5-hn.1'::f)~

Por(t + 27) = Ay i (8) + Aosdda (8) + ... + A, &.1(8),

Puall + 27) = A, 11 (8) + Aduadan(t) + ... + 4,.,...(1),

les A étant des codéfficients constants.

On aura d'ailleurs de méme (avee les mémes coéfficients)

"rr"l.*:("f = Er) . ‘4I.I?h|.'.'("‘) fll.*.-i-’r'*:.-.-("‘) s A, hrl'."[:'f)

ete.
Cela posé formons l'équation en S:

Ay — 8 A, * & @ Ay,

1a q . s ‘aT i J‘!,, i
(5 g * |=o

AL 7. Nl ey,

I H.n

==

Soit S, l'une des racines de cette équation. D’aprés la théorie des

substitutions linéaires, 1l existera toujours » coéfficients: constants

B, BB

tels que st I'on pose: .

0,.(t) = I;iﬁ'{'].l(f) T H-.-“}'r'-:.:(ﬂ} T o0 T ”nﬁf'u.i“)
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et de mdéme:

(}lr{r) <= ‘HI?TI.J('F) + If:?':’.l(f] + A, —I" Ign‘;hn.'r(r)

on ait:
0,,(t + 272) = S,0,,(¢)

et de mdéme:
0t + 2m) = 8,8,,(1).

Posons:

S — g~
1l viendra:
e 08+ 27) = Sie7™" e~ 0, (1) = ¢ 2'0,.(L).
Cette équation exprime que:
e 8,.,(1)
est une fonetion périodique que nous pourrons développer en une série
Ma(t).

Si les fonctions périodiques ¢,,(#) sont analytiques, il en sera de
méme des solutions des équations différenticlles (2) et de A,(¢). La

trigonometrigue:

serie A,,,(f) sera donc absolument et uniformément convergente,
De méme

e ™9, [(¢)

sera une fonction périodique qu'on pourra représenter par une série tri-
gonométrique:

Ao E)
Nous avons donc une solution particuli¢re des équations (2) qui s'éerit:

(6) mo=ehy(t)  mo=eA(l) ) ..., 2= AL (0)

A chaque racine de l'équation (5) correspond une solution de la
forme (6).




192 H. Poincard.
Si I'équation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons n solu-
tions de cette forme linéairement ind{"penr.lunt{:s et la solution géncrale

s éerira:

2, = C f’uﬁit,l(f) + C,e* A, 1(") P e IHu':’ﬂ"!)‘n-l("F)!

(7) ry = Cievdyo(8) + Coehs{t) + - . + Cuo™2,s(1)
/

dr

s IE‘:Ill 5"7-1*'}‘]."(#) + (I‘Jﬂﬂl-rj':!.fl[:ﬁ) + W R + (‘Jnﬁmlriu.ﬂ(i)'

Les € sont des constantes d'intégration, les a sont des constantes et les
A sont des séries triconométriques absolument et uniformément con-
vergentes.

Voyons maintenant ce qui arrive quand l'équation (5) a une racine
double, par exemple quand @, =a,. Reprenons la formule (7), faisons-y

(’1:5=U-I :,_,:ff"-_--ﬂ

et faisons-y tendre a, vers a,. Il vient:

2, = € [Cihya(8) + Coe™" 2y, (£)]

ou en pr}::unt
T
U,

I

&—0,,

O

4 . — i

{

il viendra:

_.':"I"' "“'ﬂ"‘;! 1 | _Al‘. { :
5 = | e, () + 220 =20 |

-f.{a — f.{l

Il est clair que la différence

Ao () — A4 (1)

sannulera pour a, = a,. Nous pourrons donc poser:

Aoi(t) = Aa(t) + (@, — a,) 4 (2).

Il vient ainsi:
{fl..' -'ﬂl}f

y 11 e — I 5 fEa = i3 M
z, = €| Gl + Gy, e ey + CL ' (1)l

4 i
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et'a la limite (pour a, = a,);
z, = Cie* A, + Cie™[tA; + lim 2 (¢)).

On verrait que la limite de A'(f) pour a, = a, est encore une série

!
trigonometrique absolument et uniformément convergente.
Ainsi Teffet de la présence d'une racine double dans I'équation (5)

a oté d'introduire dans la solution des termes de la forme suivante:
ﬂr“tf}u.(f).

A(t) étant une série trigonométrique.
On verrait sans peine qu’'une racine triple introduirait des termes de

la forme:
e t2A(2)
et ainsi de suite.

Je n'insiste pas sur tous ces points de détail. Ces résultats sont
bien connus par les travaux de MM. Froquer, Carnaxpreavu, Bruxs,
STIELTIES et st jai donné ici la démonstration in extenso pour le cas
général, cest que sen extréme simplicité me permettait de la faire en

quelques mots,

Note E.

Sur le caleul des limites.

I'une des plus belles découvertes de Caveny (Comptes Rendus,
tome 14, page 1020), quoiqu'elle ait été peut-étre peu remarquée de son
temps, est celle quil a appelée le caleul des limites et a laquelle nous
conserverons c¢e nom, quelque mal justific qu’il puisse étre.

Considérons un systeme d'équations différentielles

dy
—=f(z,¥,2)

il

dz
E G- f;(-r,ﬂ; "'.)'

Acta mathematica. 13. Imprimé le 7 octobre I1RRD,

=i}
il
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St f, et f, peuvent étre développés suivant les puissances croissantes de

xr,y et z, ces équations admettront une solution de la forme suivante:

y=g¢(2), 2= g,(x)

¢, et ¢, étant des séries développées suivant les puissances ecroissantes

de x et gannulant avee =z.
Pour le démontrer, Cavcny remplace les denx fonctions f, et f,

par une expression de la forme:

M
f(@yy,8) =r =Tin

(1 — ax)(t — ByXt — 72)
en choisissant M, a, B, 7 de facon que chaque terme de f* ait un plus
arand coéfficient (en valeur absolue) que le terme correspondant de f,
et de [
cients de ¢, et de ¢, et comme ces deux séries sont convergentes apres

En remplacant ainsi £, et f, par f’, on augmente les coéffi-

ce changement, elles devaient 1'étre également avant ce changement.

Tel est le principe fondamental du calenl des limites dont Caveny
a fait d’ailleurs beaucoup d'auntres applieations et que plusicurs géométres
ont notablement perfectionné depuis.

Le plus grand de ces perfectionnements est diu & M. WerersTirAss
qui a remplacé la fonction f'(z,y,%) de Caveny par une autre plus
simple qui peut jouer le méme role.

Eerivons les équations (1) sous la forme:

dy . _,
dt e ﬂ ("T b !:‘t 1 "'")1

dz
(1) 5 ¥ f:][:'f‘ y Yy ),

d.-r,
;‘Ezr(m:yr:)'—f I,

Remplagons-y ensuite f, f; et f, par la fonction de M. WEIErRsTRASS

M

f (:r ¥ E) LT (@ + _"t'__'f‘?]:

elles deviendront:
daz rﬁy e dz M

(3) t'H-:tf.f “ﬁzl—~u(-r-+ y-i:i‘,}-
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Les équations (1) sont satisfaites formellement par des séries:

z=g¢(t)=t  y=glt) 2=g/l)

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et sannulant avee ¢.
De méme les équations (2') seront satisfaites par des séries

e=¢(), y=ge() 2=g¢()
développées suivant les puissances croissantes de ¢ et gannulant avee £.
(On voit facilement dailleurs que ¢'(¢) = ¢i(t) = ¢i(t).)
Si M et a sont convenablement choisis, les coéfficients des séries ¢f
sont plus grands que ceux des séries ¢; or les séries ¢’ convergent; done
les séries ¢ convergent également.

C. Q. F. D.

Je n'insiste pas sur ces démonstrations qui sont devenues tout a fait
classiques et qui se trouvent développées dans tous les traités un peu
complets d'Analyse, par exemple dans le Cours d’Analyse de M. Jorpan
(tome 3, page 87).

Mais on peut aller plus loin.

Imaginons que les fonctions f, et f, dépendent, non seulement de
z,y et 2z, mais d'un certain paramétre arbitraire p et qu'elles puissent
se¢ développer suivant les puissances croissantes de =, y, 7 et u. Ecrivons
alors les équations (1) sous la forme:

da '
E&'=f(mj.y:'3:ﬂ) aee iy

P {IU e .
(l ) ;Efzfl(""!y!":lfj)!

tf.‘.’?

5= [((Z,y,2,p)
On peut trouver trois séries

&r = ?-“G ] ,“ " :I:ﬂ 3 Iﬁ, 1 Eg) = { + H-:u! = 55;("’} I ‘T'u ) H{I ! ;{I)’

2 Fﬁﬂ('{?f’[? Iu!yu?';‘::n)

L

qui satisfassent formellement aux équations (1”), qui soient développées
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suivant les puissances croissantes de £, de p et de trois constantes dinte-
gration z,,¥,, 2 et qui enfin se réduisent respectivement a z,y, et z
pour £ = 0.

Je dis que ces séries convergent pourvu que ¢, g, &, y, et z, soient
suffizamment petits,

En cffet remplacons [, f, et f, par la fonction:

; | XA, : M
f(:i.': 3 .'lf y @y J’I) e {_I—- J.E:”)I[ e f_{(i.l_.' -} /] + E-"'}J '

Cette fonction 7 peut étre développée suivant les puissances de x,
yy2 et p. On peut prendre M, a et [ assez grands pour que chaque
terme de /7 soit plus grand que le terme correspondant de f, de f;
et de f..

Nous obtiendrons ainsi les équations

de dy da M

(2" dt —dt — dt” (1— gt —a(e+y+2)
On peut trouver trois seéries
x= @', py %y Yo %) ¥ = fr";('f sy [ty Toy Yo » 20)y
&= @a(ts pty oy Yo %)

développées suivant les puissances de ¢, p, @, ¥, , 2, satisfaisant aux
équations (2') et se réduisant respectivement a x,,y,, & pour ¢ = o.

Iin raisonnant comme le faisait Cavcuy, on démontrerait que chaque
terme des séries ¢’ est plus grand que le terme correspondant des series
¢. Or les séries ¢’ convergent, si £, p, 2, ,y, et z, sont assez petits.
Done¢ les séries ¢ convergent également.

G. Q. FE. D.

On peut tirer de la diverses conséquences.

Nous venons de voir que z,y et z peuvent étre developpés suivant
les puissances de ¢,p,2,,¥y, et z pourvu que ces cing variables, y
compris £, soient suffisamment petites,

Je dis que z,y et z pourront encore étre développées suivant les

puissances des gquatre variables p, z, ,y, et 3, quelque grand que soit: £,
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pourvu que les quatre variables p, @, , ¥y, et 2, soient assez petites. 1l
y a toutefois un cas d’exception sur lequel je reviendrai.
lin effet nous trouvons d’abord trois séries

€r = '5.'"(-': s Mty Ty s Yy s 3“), s F](f y My Ty s Yy s ’;ﬂ)?
&iTes 'F!ft("f y My Loy Yo s ’30)

qui defimssent @, y et 2 pour les valeurs suffisamment petites de g, 2,
Y, 2, et quand
1t <p,

p ctant le rayon de convergencee de ces séries. St done t, est un point

itérieur au cercle de convergence et si #,, y, et 2z sont les valeurs de
x,y et z pour { =1, on voit que z,,¥y, et z sont des fonctions holo-
morphes de u,x ,y, et z, cest a dire développables suivant les puis-
sances de ces variables si elles sont assez petites,

Soient ensuite 27, yy et 2 les valeurs de z,,y, et 2 pour
p=T, =Y, = & =0,
Cela posé, on aura dans le voisinage du point ¢ = ¢

| lt

— paf 7 - 0 .
'E_?(t_fllflr‘l'l_'EII!'.UI_,”|;#| — &1y

(3) o= ‘S-F;(ﬁ G ’fl y Jly &y — -'I-T'I} s ¥y .'?"I.! e '3':)*
g 1 f—ﬂ;(‘f*ﬁl y Ly "_-'1’7!1’!5’1 _y;}i :l_";rll'

Les sérics ¢, ¢ et g1, tout a fuit analogues aux séries ¢, ¢, et ¢,, sont
définies comme il suit.
Elles satisfont aux équations différentielles; elles sont développées
]

suivant les puissances de ¢ — ¢, , p, ®, — 2}, 3, —y) et 2, —z7; elles se

réduisent a z, ,y, et z pour ¢ =¢.

1 7.
Elles convergeront si g, z, — i, y,— ¥, 2, — 2| sont assez petits et si

|'f_'al|{“ﬂ1'

p, ¢tant le rayon du nouveau cercle de convergence C,.
Si ¢ est un point intérieur a ce nouveau cercle de convergence C,,

on voit que x, y et z seront fonetions holomorphes de p, 2z, — 2, y, — !
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et 2y —2zy. Mais x —al, y, —y), 2 —2z sont déja fonctions holo-

morphes de p,z,,9,,3. Done, pour tout point ¢ intérieur au cercle
C,, les trois quantités z,y ct 2 sont des fonctions holomorphes de p, z,,
Yoy 2, développables selon les puissances de ces variables si elles sont
assez petites.

Supposons maintenant que le point ¢ soit extéricur au cercle C, le
théoréme sera encore vrai; il est clair en effet qu'il suffit pour le dé-
montrer pour une valeur quelconque de ¢, de répéter le raisonnement
précédent un nombre suffisant de fois.

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de ¢
inférieure & f,, quelque grand que soit £,.

Un ne serait arréte que dans un cas.

Le théoreme de Caucny cesse d’étre vrai si les fonctions f, et £, ne
sont plus holomorphes en z,y,2; par excmple si elles deviennent in-
fintes, ou cessent d'étre uniformes.

Si on ne peut pas développer les fonctions f, f, et f, suivant les
puissances croissantes de p, de x —a,y —y), 2 — 2], il nexistera pas
en général trois séries ¢', ¢ et ¢; de la forme (3) satisfaisant aux équa-
tions différentielles.

On dit alors que le point

x = T, oy == ;"}":, &=
est un point singulier.

St done, en faisant varier £, on voyait le point mobile (z,y, ?)
passer par un point singulier, notre théoréme serait en défaut. Si ¢
variant depuis £ = o jusqu'a ¢ = {,, le point mobile (x,y,2) ne passe
par aucun point singulier, les trois fonctions =, y, 2 seront développables
suivant les puissances de u, @, , ¥,, 2, pour toute valeur de ¢ inférieure
a t,. Mais si pour £ ={, le point (#,y,2) se confond aveec un point
singulier, le théoréme cessera d'étre vrai pour les valeurs de ¢ supé-
ricures a f.

Notre théoréme comporte donc un cas d'exception. Mais ce cas ne
s¢ présentera pas dans le probleme des frois corps et nous-n’avons pas
a mous en inquiéter. - Soient en effet:

(‘EI ’ yl ? 31) ? (":-1 ; ff:r ) 32) ? (*ﬂ:j ) y:i ! ’:a)
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les coordonnées des trois corps, 7,,, 7., 7,, leurs distances mutuelles, m.,

m, et m, leurs masses. Les {n‘.luntinns dn pruhl{}nw seront de la forme
snivante:

{E'J.':! (2, — .1:_}'

+ ?”_’.1{'!":1 =i ml)

T4 ¥1s i

Le second membre de cette équation ne pourrait cesser d'étre holo-
morphe en =, , Y, ,2,,2,,Y,, 2,, %y, Y,, 2, que si I'une des trois distances
Tg35 ¥159 ¥y, venait a sannuler, c'est i dire si deux corps venaient 4 ce
choquer. Or nous n’appliquerons jamais notre théoréme que quand on
sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire.

Ce théoréme joue un grand réle dans le présent mémoire.

Dans le § 5 (1" partie, chapitre IIT) nous démontrons que certaines
solutions particuliéres du probléme, que nous appelons solutions asymp-
totiques, sont de la forme suivante.

Les quantités inconnues z, ,2,,..., 2, peuvent pour des valeurs de
t négatives et tres grandes étre développées suivant les puissances d'un
certain parameétre /. et d'une certaine exponenticlle e, les coéfficients
étant des fonctions périodiques de ¢. |

Nous en concluons que si 7, est une quantité négative suffisamment
arande en valeur absolue, les quantités #,,z,,..., 2, peuvent étre dé-
veloppées suivant les puissances de ¢ — 1, et de \/u.

Si nous appliquons maintenant le théoréme que nons venons de dé-
montrer, nous verrons que, dans une solution asymptotique, les quantités
Ty 3 Tyy o +0y @, sont développables suivant les puissances de \ju, powr toutes
les valeurs de . |

Ce méme théoréme peut servir également pour l'étude de ce que
nous avons nommé le conséquent d'un point donné.

Soit:
z2=¢(,y)

Iéquation d'une surface S que nous supposerons passer par lorigine O.
Par Torigine O passe une trajectoire; imaginons qué quand g = o cette

tl‘ﬂjﬂﬂtﬂil‘ﬂ vienne au tElTII}E [ — 7 recouper la surface S en un pgint_ P
dont les coordonnées seront: '

r=a, y = b, z2 =c.




20)() H. Poineardé.

D'aprés la terminologie que mnous avons adopté, le point I’ sera
quand on suppose p = o le conséquent du point 0.

Supposons de plus que dans le voisinage du point O, ¢(z, y) soit
développable suivant les puissances de # et y, et dans le voisinage du
point P suivant les puissances de  — a et y — 0.

Soit maintenant z,,y,,2, un point 4 tres voisin de O et apparte-
nant a la surface S. Si I'on fait passer par ce point 4 une trajectoire,
si on suppose que g cesse d’étre nul, mais reste tres petit, on verra que
cette trajectoire viendra, a une époque ¢ tres peun différente de z couper
la surface S en un point B trés voisin de P,

Ce point B dont jappellerai les coordonnées z, ,y, , 2, sera dapres
notre terminologie le conséquent du point A.

Ce que ]l:, me propose de démontrer, c'est que z,,Y,,# peuvent
se développer suivant les puissances croissantes de z,,¥,, 2, ¢t pu.

En effet, d’'aprés le théoréme que nous venons d'établir, st 2,y, 2
sont les coordonnées au temps ¢ du point mobile qui déerit la trajectoire
issue du point A4, si de plus z,,9,,2,,p et t— 7 sont suffisainment
petits, on aura:

Ir = t:.-r'l[f — Ty by Xy 3 Uy ":n)'s
(ﬂ y i~ Sﬁu(r — Ty [ty fi"" ! Hﬂ ! Eﬂ)‘

& BF E!':;('f — Ty b o s Yo 2 %)

d., ¢, et ¢ étant des séries ordonndes suivant les puissances de { — z,

Jts Ty g Yy s e

Ces séries se réduiront respectivement a @, b, ¢ pour

f.......-;-:-#:,-g'.n =¥, =2, ='0.

Comme ¢(z,y) est développable suivant les puissances de 2z — a et

y—>b, si x —a et y— b sont assez petits, nous aurons également:

C(T,9),= @l = Ty s Ty s Yy » %)

¢, étant une série de méme forme que ¢, , ¢, et &,

Ierivons que le point z,y,z se trouve gur la surface S, nous aurons:

(5) 5"”:{ — '.Il'hl'




Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 201

La relation (5) peut étre regardée comme une équation entre {— 1z,
M, %Y, et z, et on peut chercher a la résoudre par rapport 4 ¢ — .
Pour:

r_T:,u:Tn.=yn"_':n-_'_'j

cette relation est satisfaite, car on a

9"3 — ‘}h.; — O,

¥ ¥ ¥ L) "
D’apreés un théoreme de Cavcny, sur lequel nous allons d’ailleurs
revenir dans un instant, on pourra tirer de la relation (5) f — 7 sous la
forme guivante:

(ﬁ) f £ = ﬂ(ﬂ‘ ’ :T'n ’ ?f“ * :':“)1

0 étant une série ordonnée suivant les puissances de p, z,,y, et z,.
[ n'y aurait d'exneptinn que si pour

on avait
dd, __ d¢,
dt — dt
Or cette équation exprime que la trajectoire issue du point O pour
it = 0 va toucher la surface S au point P.
Maig il n'en sera pas ainsi, parce que nous supposerons toujours qne
S est une surface ou une portion de surface sans contact.
Dans les équnations (4) remplacons ¢ — 7 par 0 ot 2,9, 2 par
Y, 5 23 11 viendra:

11

g, = 91 (p: y Ty Yy s ,En)r
¥, = ﬁg(ﬂ- y Lo s Yo » 'En)?
&, = B,(ns 2,9, , 2,),

B,y 6, et B, étant des séries développées selon les puissances de s, 7,

Y, et z,.

C. Q. F. D.

1 r 2 r ' =
Cest ‘de ce résultat (qui, malgré la longueur de la démonstration
que nous venons d’en donner, est presque évident) que nous avons fait

Aeta mathematica. 13. Imprime le 12 octobre 1889, 6
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usage dans le lemme qui précéde le théoreme III (§ 4, 1% partie, cha-
pifrv ”).

Nous avons encore fait usage du méme théoréme, pour démontrer
'existence des solutions périodiques dans le § 1 (1" partie, chapitre III).
A la fin de ce paragraphe, par exemple, nous considérons le cas ou les
¢quations différentielles ne contiennent pas explicitement le temps {.

Pour g = 0, nous avons supposé qu'il existe une solution périodique
de période T

[

e F1GJ! Pg 9"-1“) y sle ey Wy = f*”n(f)'

Nous avons appelé ensuite (en suppososant que g reste tres petit,
mais cesse d'étre nul) ¢,(0) + f la valeur initiale de z, pour { = o et
¢(0) + S + ¢ la valeur de =z, pour ¢t = T 4 7.

D'apres le théoréme que nous venons de démontrer, ¢ est une fone-
tion développable suivant les puissances eroissantes de g, de r et des f,,

sl ces quantités sont assez petites et il est évident d’ailleurs que cette
fonetion s'annule pour

‘u=f=lf?| :__-J?'] :—-:___:l,‘?".-—_'{}_

C'est sur ce résultat que nous nous sommes appuyés dans le para-
oraphe que je viens de citer.

Mais dans ce méme paragraphe, nous avons encore appliqué un autre
théoréme de Cavcny.

Voici quel est ce théoréme:

St on a n 4 p quantités YysYgsoe-sYus Ty s Xy s ..., entre lesquelles
ont lien n» relations:

|
II

(e o U S Sl i) =6,

.ﬁ*(ﬂ: s Was v e s YUns @y 3 Tg 4 00y -T';-) 0O,

L] L] L] L] L L] L] L]

[n(?fl!«y‘z!'”!:"fu!-'rl!fi'!--'::Tp)"_D;

si les f sont développables suivant les puissances des # et des y et
Sannulent avec ces n 4 p variables;

si enfin le déterminant fonctionnel des [ par rapport aux y n’est
pas nul quand les z et les y sannulent a la foig;
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on pourra tirer des équations (7) les # inconnues y sous la forme

de series développées suivant les puissances croissantes de z,, @, , ..., 7,.
Considérons en effet # comme la seule variable indépendante, Ty

Tyy ooy ®, comme des parametres arbitraires, nous pourrons remplacer
les équations (7) par les » équations différentielles:

; pdn | dnds,
() ti’f;"; -:'IIII | {fy! d.ﬂl oo s ™ tEy"h‘fiEl I d“ﬁl

= (i=1,2 ...;m)

Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous venons de nous occuper.

in particulier si fly,z,,2,,...,2,) cst une fonction développable
suivant les puissances de y, 2, ,2,,...,2,; si quand les z et y s'an-
nulant a la fois on a:

. N
=0 “ >0

L
.
: dy < 7

st enfin y est défini par 'égalité

s

fl:D:

y sera developpable suivant les puissances des x.
C'est ainsi que dans le paragraphe cité (§ 1, chapitre I1I, 1% partie)
nous avons établi que l'on peut résoudre les n équations

(9) h=¢=..=¢=0

par rapport a » quelconques des n 4 1 inconnues:

ﬁ”ﬁﬂ,...,ﬂn,r.

[existence des solutions périodiques une fois démontrée, il reste &
faire voir que ces solutions peuvent se développer suivant les puissances

de p et s'écrive:
w, = 0.,(8) + p..(t) + p*0.5(¢) + .. ., (=1, 2, ...s)

0,6(t) , 0,,(t), cte., étant des fonctions périodiques de ¢ développables sclon
les sinus et cosinus des multiples de:

27t

== AL,

T 4 1
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D'aprés le théoréme que nous avons déja appliqué bien des fois,
NOUus aurons

v, = H[t—1t ,p,z) —¢,0), 23 — ¢,(0), ..., Ty — ¢.(0)]

sl @y, Xy, ..., 2, sont les valeurs initiales de z , @

- M

gy -+ &, pour ¢ = O.

H, sera developpable suivant les puissances de
t— ¢t ,p et x— ¢(0)

slope est assez petit et si £ est assez voisin de £, et z! de ¢, (0).

Nous prendrons

-

[ 1
t=t, + 7

De plus nous prmu]n_ms:

;'t.':-' — I(L'J) == ﬂ..

Nous choisirons les 3 et 7 de fagon a obtenir une solution périodique,
cest a dire de fagon a satisfuire aux équations (9). Nous venons de voir
que si 7 et les j; satisfont a ces équations (9), on pourra développer 7,
Bys PBas -y B sulvant les puissances croissantes de g et que 7 et les f,
s'annuleront avee p.

On aura done

LT : N
Xy = JHi(';F y [y ;‘?1 ’ J'::'{:t‘-' JENCHT f?u) s Ili(ﬁ,":

K, é¢tant une fonction développée suivant les puissances de p.
K, ne dépend pas seulement de p, il dépend encore de £ ; nous

ecrirong done:

z, = K(t,, p)

en rappelant toutefois que &, est développé suivant les puissances de g,
mais non pas suivant celles de ¢,.
Cela posé, quand on augmente ¢, de 7, on augmente ¢ de 7'} ¢

et comme on s'est arrangé de maniére a avoir une solution périodique

de période T' 4+ 7, z;, ne doit pas changer, on a done:

(10) Hil:."-l + T, pn) = ffi(i'-‘l y )
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K, étant deéveloppable suivant les puissances de g, on peut écrire
Ri(tl . F) = 0:‘.1: + ﬂr’.lfj’ -+ atﬁ'ﬁ;"i w R

0o, 0,,,0, etc. ne dépendant que de #,. L'identité (10) montre alors
que #,, ne change pas quand on change ¢ en ¢, 4+ 7. Donc @, est
une fonction périodique et peut se développer suivant les sinus et cosinus
des multiples de

T _'1'+:-_M’

¢ Q F. D

Caucny avait déja appliqué le procédé du calcul des limites aux
equations aux deérivées partielles. Madame Kowarevskr a considérable-
ment simplifi¢ la démonstration de Cavcny et a donné au théoreme sa
forme définitive.

Voici en quoi consiste le théoréme de Madame Kowargevskr (Jour-
nal de Crelle, tome 80).

Considérons un systéme d’équations aux dérivées particlles définis-
sant » inconnues 2,,2,,..., 2, en fonctions de p variables indépendantes.

Supposons que ce systéme s'écrive:

L’iﬁl s f (i‘ - T dﬂ; [EE] {EE"
t‘fﬂ:l_ BN Lo e P’[f-iﬂi}dd:__l"'-‘tf.ﬂp’
{Eﬁ 1 f. 7 % B s FITE;_ l'lti."; {i'ﬂ‘
(11) da, 1\ “’”"”""t‘I.n:’:i;};“"”’-:!-.t:,,’
dz, f (.IJ o 3 dz; da, 2
l’E.L‘I_ e i ﬂ?.”’l"r’d.{?:!tidfﬂ,“"tLt‘-P,

fislys+eo, [, etant développés suivant les puissances de

ﬂ’ﬂg
J..'rl 5 :t:,z 3 * = =y ;EP Et‘ dﬂﬁ "-f;l;_- a”‘
(i prend les valeurs 1,2,...,%; k les valeurs 2, 3,..., p; enfin les
a; sont des constantes quelconques).
Soit maintenant

tlffl(.'ﬂu,:l?a,...,it:f,),?ﬁr_,(;r-,‘,,ma,,.,,;I!F) ) g 3 ¢'fl($1!;53?"'1:5r)
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n fonctions données quelconques, développées suivant les puissances crois-

santes de x,,2,,...,z, et telles que:

I}{Jlll'

Il existera n fonctions

5 =00, s P59 a0 B)s. B BBy yas e BY) s e g B = By By s B2
développables suivant les puissances de x, , x,, ..., x,, qui salisferont auz
équations (11) el qui se réduiront respectivement a Dy @yyenny P, PoUr T, =0.

J’al moi-méme cherché a étendre les résultats obtenus par Madame
KowArevskr (Thése inaugurale, Puris, Gauthier-Villars 1879) et j'ai étudié
en detail les cas que la savante mathématicienne avait laissés de coté.

Je me suis attaché en particulier a 1'équation:

, O3 o , dz .
(12) X — 4+ X, - +...—|—}."I—£I—= | 2,

- .
{f.{fl l'.!u!r_‘ 7

ou X, X,,..., X, sont développés suivant les puissances de z, , z, , ..., x,;

2 H - £ 2
je suppose de plus que dans le développement de X , X,,..., X,, il
n'y ait pas de terme tout connu et que les termes du 1 degré se ré-
duisent respectivement & Az, , A,2,,..., A,7,, de telle sorte que

X; = A, — ¥,
V. désignant une suite de termes du 2 degré au moins par rapport a

rrl-.‘.r.!,ll-i_.j.r"-

J'ai démontré qu'a certaines conditions cette équation admet une

intégrale holomorphe développable suivant les puissances de T, 5%y 3snna @

Pour que cette intégrale existe, il suffit:
1° A B

que le polygone convexe qui contient les n points 2 , 4
ne contienne pas l'origine,

"0

2% que l'on n'ait aucune relation de la forme

MA, + ... + mA, = A
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L]

ou les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande
que 1.’
Je vais chercher & généraliser le résultat obtenn dans ma thése.
Au lieu de T'équation (12) envisageons I'équation suivante:
iz

dz = dz . tf.?
(I'%) ffi'_l_xltffr:_l—i'lla-!_ '”+j"{f.'r_,,_ﬂlh
Nous avons encore

Ef L ’ai:r'i < }F,-,

Y; désignant une fonction développée suivant les puissances de z,,z, ,...,z,
et ne comprenant que des termes du 2% degré au moins par rapport i
ces n variables. Mais ¥, ne dépend pas seulement des z, il dépend aussi
de #, de sorte que les coéfficients du développement de Y, suivant les
puissances des z sont des fonctions de #. Nous supposerons que ce sont
des fonctions périodiques de ¢ de période 27 développées suivant les sinus
et cosinus des multiples de ¢.

Je me propose de chercher dans quel cas 'équation (13) admettra
une intégrale holomorphe développée suivant les puissances de z,,,,....7,
et telle que les coéfficients du développement soient des fonctions pério-
diques de ¢.

Voyons d'abord quelle va étre la forme de ¥,. Nous allons dé-
velopper Y, suivant les puissances croissantes de z,, DL 55Ny Tyy eon-
sidérons le terme en

X0 o

H L

Le coéfficient de ce terme étant une fonction périodique de ¢ pourra

" Daps ma thdse, je n'énonce pas cotte restriction et je ne suppose pas que la

somme des m soit plus grande que 1. 11 semblerait done que le théoréme est en défaut
quand on a par exemple 4, = A,. Il nen est rien. Si 'on avait

mA, + ... Fm =4 (M, +m, + ... +m, > 1)
A

certains coéflicients du développement prendraient la forme - et deviendraient infinis.

(Pest pour cette raison que noums avons dil supposer qu une pareille relation n'a pas lien.

" b " ® w " " W w G
Si lon avait au contraire 4, = Z, certains coifficients prendraient la forme =
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se développer suivant les sinus et cosinus des multiples de 7, ou ce qui
revient an méme suivant les puissances positives et négatives de e
Nous pourrons donc éerire

> E Y VT gty ity vlw
} o (“'i.r'ifu rI-.u.-rJ:,.g ,;l'l ‘T"ﬁ e e n iy

Les € sont des coéfficients constants; # est un entier positif ou né-
gutif; Qg Ogyoooy sont des entlers I_}Dﬁlflfr'-‘- tels que

a +a + ..+ 2, = 2

Jécrirai aussi quelquefois en supprimant les indices:

Y, = 20T phgs ,, , at,

Posons maintenant:
DD |(, Caglad 7 0 5

et envisageons l'équation suivante:

(14) Az — I';)E + (A, — )dr 4+ ...+ Az, — }"){hn ALz,
Dans cette eéquation g n'entre plus; nous pouvons done regarder {

comme un paramétre arbitraive et o, , #,, ..., , comme les seules va-
riables indépendantes. Si done les quantités Ay, Ay, ..., A, satisfont aux
conditions que nous avons ¢énoncées plus haut, luqnntmn (14) (qui est
de méme forme que I'équation (12)) admettra une intégrale holomorphe.

Nous supposerons | |
M=A3 =.co= 4

e

Nous suppogerons de plus A’ réel est positif.
i |
Cela pn:-“-é soit

' | Sy 1 o
(] 5) g = ZA}?.EII L P HT " ITT"? ':1. A :r::‘

une série satisfaisant formellement & I'équation (13). Comment pourra-t-
on calculer les coéfficients 4 par récurrence.
En écrivant 'équation (13) sous. la forme

dz y dz ¥ Jz - dz

-{—)L:r AR — Az =] s -} ' da, 4+ ...+ Y

n' X daz,

v tf.-’t""
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et en identifiant les deux membres on trouve:

A.E-Hﬂun-ﬂu[f?\.jl -I— ;Iiu.]":!I "+‘ .I;\.jﬂﬂ _]“ & @ -I_ j‘uuu rr— AI] — jj[c", .fl],

P[C, 4] étant un polyndéme entier a coéfficients positifs par rapport aux
C et aux coéfficients 4 déja caleulés.
Soit maintenant

([f'.l) 2 == ZA{;-QIHT.‘““&.I-“'-_{.&Iﬂnhr a . ﬂ,:uﬂ

i

une scrie satisfaisant a I'équation (14). Pour calculer les coéfficients A’
nous écrirons l'équation (14) sous la forme:

’ : dz . Az . ffz
A II rLr + A T'} + L ﬁ" "die, !.1.3’ n'r + r, {-ft + s 1 ry
En identifiant les deux membres, nous trouverons:
‘Eil.g.r.llm:.“u.[‘;‘;ﬂl + l;ﬂ.’ _I_ i + ';"':i "F"I] iy Il’[ A ]
P[|C|, 4"] ne differe de P[C, 4] que parce que les C sont remplacés

par leurs modules et les A par les A"

Les 4 étant réels positifs ainsi que les coéfficients du polynéme P,
les A" seront aussi réels et positifs.

Pour que l'on ait ensuite:

] A,-i'.{.tli:.:._-.”u" h < A:

Hetlytly., Oln P

il suffit que 'on ait toujours:

Aoy + Loy + ...+ e, — A <|BV—1 + hay + Aoy ...+ Aa, — A |

f-?,,‘f— [ + E](u: — 1) 4+ "?1”-: 4+ .. ._+ ’i"E"

(l?) S (¢, — 1)+ a, + ... + a,

Si l'on a choisi 4] de facon a satisfaire a I'inégalite (17), on aura done

4| < 4"

Or la série (16) converge, done il en sera de méme de la :Lrir-( 5).
Ainsi done pour que la série (15) converge, il suffit qu'on puisse

Acta mathemalice. 13. Imprimé le 25 octobre 188D, 7




210 H. Poincaré.
trouver une quantité positive A} satisfaisant a l'inégalité (17) pour toutes
les valeurs entiéres et positives des a, et pour toutes les valeurs enticres
positives et négatives de f.

Commencons par remarquer que le second membre de I'inégalite

(17) est toujours plus grand que:

(18) BV—1 + Afa, — 1) + Aoy + ... + Autta
!,r?i - (ﬂ!l——-I}-{-uﬂ 4+ ...+ ay

L]

[l suffira done que A soit plus petit que l'expression (18). Or cette
expression (18) est le module d'une certaine quantité imaginaire repré-
sentée par un certain point . Or il est aisé de voir que ce pomt G
n'est autre chose que le centre de gravité des n -4 2 masses suivantes:

1° n masses égales respectivement a a,, a,, ..., a, et situées respec-
tivement aux points A, ,4,, ..., 4,

2° une masse égale a |#| et située soit an point 4 \/—1 soit an
point — \/— 1}

3° une masse égale a — 1 située au point 2.

Toutes ces masses sont positives a l'exception de la dernicre.

[1 faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours
supérieure a une certaine limite Aj.

Composons d'abord les » - 1 premiéres masses; nous obtiendrons

une masse;

ﬂi:ﬂl+ﬂg+-'-+mn+|ﬂl

située en un certain point G' et comme ces n» -4 1 premicres masses sont
positives, le point G’ sera située & lintérieur de 'un ou de T'autre des
deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les » 4 1 points

Ay Ayy oving Ay €6  idf—1,

et le second les n 4 1 points
—

}I-I ] )l. -8 )Jun [It = ‘.

£ AT
Si aucun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra

assigner 4 la distance OG’ une limite inférieure g et écrire:

0G" > p.

Il reste a composer la masse M situce en & et la masse — 1 située
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en A.. On obtiendra ainsi une masse M — 1 située en . On aura

evidemment:

0G > 0G" — GG,
¥, 0G' 04,

GG =M—~I{M—[+M-—1’

d'on
082003 =0~ e o, IR0
Si done:
M >3 1202'
I'inégalité
(19) OG }'g

sera satisfaite.
Il v’y a done qu'un nombre fini de combinaisons des nombres entiers:

Oy RyisevsyOuyf

pour lesquelles I'inégalité (19) pourrait ne pas étre satisfaite.

S pour aucune de ces combinaisons O n'est nul, nous serons certains
de pouvoir assigner & OG une limite inférieure A,.

Nous sommes done conduits & la régle suivante:

Pour que Uéquation (13) admette une intégrale développable suivant les
puissances des x et périodique par rapport a t, il suffit:

1° quaucun des deux polygones convexes circonscrits, le premier aux
POnts Ay Ay ..y, e 4 \J—1, le second aux poinls A, Ayy ..., A, €t
— \— 1, ne contienne lorigine,

2° qu'il n'y ait entre les quantités )\ aucune relation de la forme

. JI-?'\‘_-I + a;!}ll + Eﬂ)lﬂ + e + ':t"i;:" —_— jhlj

les a étant entiers positifs et B entier positif ow négatif.




)
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Cest la une généralisation du théoréine démontré dans ma these.
Or de ce théoreme découlaient un certain nombre de conséquences.
Voyons si on pourra en tirer de semblables du théoréme geénéralisé.

Nous allons pour cela suivre absolument la méme marche que dans
la these citée.

Considérons l'équation:

dz dz dz . dz

(:D) E Xl H'r_l_l_-}{ + ol _I—""u:'__ = O,

*dw, da,

obtenue en supprimant le second membre de I'équation (13).
Considérons en outre l'équation:

dz dz , dz _ dz
(I.’i) E + Xl f.g;l'l + .:\‘E . s 8 —I— ..}i.ﬂ E. —/I-l.-
et I'équation:
: {FE - tf.':' = le.'-,.' . u’z R
(_"}[J EE +'}"l {f.{.‘l + }'Lg Ef;; + o s ® + _:'i.“;t—r:: :.1".._1.-;..

Si les 2 satisfont aux conditions que nous venons d’énoncer, l'équa-
tion (13) admettra une intégrale

2= 1

on 7 est ordonné suivant les puissances des x et périodique par rap-
port a ¢.
De méme l'équation (21) admettra une intégrale

e T — e
¢ =T,

o 7', est de méme forme que 7).

On en conclut que I'équation (20) admet comme intégrale particuliere:

Comme on peut dans le second membre de (13) remplacer successive-

ment 4,2, par A,2,Az,..., A2 et quon obtient ainsi » — 1 équations
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L]

analogues a l'équation (21), on peut conclure que I'équation (20) admet
n — 1 intégrales particulieres

l 1 1 |

1 1
TRTy =, Iy Ty By ooy TP T, &
ou T, T,,..., T, sont de méme forme que 7.
Pour avoir lintégrale générale de (20), il faudrait posséder encore
une n° intégrale particuliere. Pour cela considérons 1'équation:

dz dz . dz
m—i"x——l*i..—}—;. = 2.

' dz " do,

P
b
bd

o —

Cette équation admettra comme intégrale particuliére z = ¢'.
Nous en conclurons que l'équation (20) admet comme intégrales

particuliéres

i
de sorte que l’intégrale generale de cette équation (:zc:-) ST :

z = fonction arbitraire de (T,e ™, T.e ™, ..., T e™).

En d'autres termes les équations différentielles:

la, da de,,

e
e —r | ==

X g X,

(20) dt = 3

1

admettront comme intégrale générale

! e il .r'F' ¢ = 4 ‘R.-‘:F it —_— d J'I"'r

K ,K,,..., K, étant n constantes d’intégration,

Ce théoréme peut étre regardé comme la généralisation de celui que
jai démontré a la page 70 de ma these,

Supposons maintenant que nous cherchions & déterminer les p pre-
micres variables z a savoir

-!.' s " ® @ } lIJJ

en fonctions des n — p autres a savoir
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et de ¢, a I'nide des D'équations saivantes:

dax dx B da dax
s X 4+ X L ot SO

e & I al 2 P @ . L ¥

i P (i.lfp_[_l i I.'f.l'P,,l. 9 I + . H{.»!_'-'" !

dw dx da da

i 2 | T.,: RS '\{ iz M ‘Y
il il g = B oa B - = kg

(‘33) dt Pt dip 11 l Pt+3 Ay 42 e da, 37

G]:“!:‘- r.fﬂ_"- , u"r' rﬁ'

i Y y | -"{ =~ . ‘X i AP Y

{hf_ + 41 f.i:\i?.!; €4 | r+2 fﬂ.rl, La | . + 7] f-fi-i.'-'" el

-

Il est ais¢ de voir que l'intégrale générale des équations (23) s'écrira:

2 1 — i — — o -
("'1) oy *""“f’;?“ﬂi
@,y @y, ..., @, représentant p fonctions arbitraires de
. L At ™ M Ant
¢ e A T S I A i
Prenons en particulier:

=T o= TdH piy =T

(24) T e i

, %y y ..., 2, en fonctions de

fﬂ'"

Des équations (24°) on pourra tirer o,
Tps1s Tppas»-oy T, €6 ¢ et on verra que ce sont des fonctions holomorphes
par rapport a &,.;, ,.s, ..., %, et périodiques par rapport a t.

Done les équations (23) admettent une solution développable suivant
les puissances croissantes de z,.,,%,,0,..., 2, et suivant les sinus et
cosinus des multiples de ¢.

Ce théoréme est démontré quand les A satisfont aux conditions

enoncées plus haut; voyons comment on pourra l'étendre aux cas ou ces

conditions ne sont pas remplies. Je suivrai pour cela la méme marche
que dans la 4™ partie de mes recherches sur les courbes définies par les
équations  différentielles (Journal de Liouville, 4™ série, T. 2, pages
156—157).

Proposons-nous de calculer les coéfficients de l'intégrale holomorphe
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des équations (23) (a supposer que cette intégrale existe) et a cet effet
écrivons ces équations (23) sous la forme suivante:

da; da; da daw
23 — 4 A2 — e R By —— A2, — — A%
( 2 ) dt + 1" pl l‘.t-'L'P_sl_'| | p+2 *“p42 t-ii:'ﬂ.!}-.l.ﬂ A, + AR rf.r'.,, "
da; . dau; . da; .
——= IT ey 1 i — ! & 8 @ .}. " — ] * l:'=II|E1 "‘Ip}
$1 g 41 - Pl day 4o I' + L. da, .

Soit:
' —— Ty R, S, o
If —t ECE.,‘E’.u.-‘AE...m;Ef l I'T'Ilmﬂ o

““n
une quelconque des fonctions Y, , Y ,..., ¥,

suppos¢ plus haut, et proposons-nous de caleuler les p fonctions

ainsi que nous l'avons

miitr2_|ti-l!|.rp

gsous la forme

{1 anlimdl iyl B Fi
t.l'-ll i'r" F # E "r'
- prrl'?p-l-! LD

(25) z, = 2 A

.

i.f apt1@pie...On

Pour calculer les coéfficients 4 par récurrence, substituons les séries
(25) dans les équations (23") et identifions les deux membres. Nous
. a. I'équation suivante:

.3 .apt)..

A"*r?-”ﬁ'lﬂr-fﬂ---“-(ﬁﬁl__r + q}"q"] j‘.r""i‘l' + n?’-!'?j"!"i-ﬁ + i, + au;‘u == ‘;‘r)
—— I_][{:’r 3 (— f_.r'"} . _“!]!

aurons pour calculer A4

PlC, (— C"), A] étant un polyndme entier & coéfficients positifs par
rapport aux coéfficients € de

r r r
I,;H*I—I? }p}a‘.?!"‘l ]:H'I'

aux coéfficients €' de Y, changés de signe et aux coéfficients 4 déja
calcules.

Pour qu'aucun des coéfficients 4 ne devienne infini nous devons done
d'abord supposer qu’il n’y ait entre les A aucune relation de la forme:

(Eﬁ) j'?\."r‘___i + a.rl-i—l";"}*—!—l + ﬂprivﬂi‘p-f-ﬂ' + =t + nu-’;‘u ) ‘;*i =0

ou les a sont entiers positifs et # entier positif ou négatif.
Cela posé soit A’ une quantité positive que nous déterminerons plus

nnn'lpl{"!tmm‘ent dans la suite.
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Soit ensuite:

Y; = 2|C, o | P iyt gt

t.,i.rtlii._.... m

]'IHH r

=P F 1,0+ 2,.0.,0

et

Y, = — 2

' Il|‘|'i.'l.'_.. ” lrII ’ r-I-'_I- A o Cl
(Ji-#T-rllf"l-‘_!-Irq:‘H l ﬂ F-r-'l iru " i @ "r""

pour si= 1, 2 vs vy P

Formons les équations

; .. {Eﬂ."- i.'E-:-"'- tlrlf-
2 q,r“] f'i,l.T : j\.J : " ® }’-,‘ ; i j,i:-'
( ¢ r P+] {;il‘ay_l“] + ! 4 [EL(.!J 1. T} + + - ffi“ﬂ_ g’ !
: dx; ’ dx; .ol
oy }..r : E l_ . ].r . | \ , : ] # 1 e ‘}'r {i'_-l —_
I'-TIH'JTP,'..I + P ‘rf.:",,:g + ) -I_ "Jf-!‘,, by i

Cherchons & satisfaire aux équations (23”) & I'aide de séries de la
forme suivante

(25%) r, = 2B, VT 1) gtz pta

| i. 5.0p.418p13...0a pi*p43 " * Vg *

Les coéfficients B mnous seront donnés par les équations suivantes:

fgf-.'?-‘*'-lﬂrl-'-‘:J-Hu-"n[):(aﬂ'?‘l _l_ '5[‘1,_.;-2 + = _l_ oy == []] — j’[| (;- ?

N i b b ¥ i b LL I

ou P[|C|, |C'|, B] différe de P[C, (— ("), 4] en ce que les cosfficients
C et — (" y sont remplacés par leurs modules, et les cotfficients A par
les B correspondants.

¢|, B]

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est
plus grand que le module du 4 correspondant.
I1 suffit pour cela d'une seule condition, c'est que:

N+ Oppa ot a,—1) < |BV—1 +aidiir+ Tioldpin + o+ ads—24

i

Si cette condition est remplie chacun des termes de la série (25)
sera plus petit que le terme correspondant de la série (25") et comme
cette derniére converge, la série (25) convergera également.

I1 suffit pour cela que l'on puisse trouver une quantité positive A
assez petite pour que l'on ait toujours:
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; : e
.f;‘,'ll_.._l + l'.f!-p.i.-].j.pi.] + s + ”"“Au_ l'{r'l

SRR I

BN o s o+ Uy — I

A<

¥ L] & ¥ b}

c'est a dire, d'apres ce que mous avons vu plus haut, quanucun des denx
polygones convexes cireonscrits, le premier aux points A, A 0y . .-y 4,
¢t -+ —1, le second aux points 4,,,,4,,4,...,4, ¢t —/— 1, ne con-

L] \ : " Il L] .
tienne lorigine,

St done aucun de ces deux polygones convewes ne contient Uorigine, s'il
nwy a entre les A aucune velation de la forme (26), les équations (23) ad-
meltront une mtégrale particuliére de la forme suivanie:

T, = g‘l(.'f‘_,.J,.I s ppag ey Ty, f:]!
,i'."-_; o F:t[:‘rr'-.*l 3 ‘Tjr* b2y ey Ly "‘)'
Ly, = S'F,r.(‘r.rr!: 2 Tppageney Ty, ")"‘

les ¢ étant développables suivant les puissances de x,,, , %, oy ..., x, et les
sinus et cosinus des multiples de t.

Cela posé envisageons les équations:

» i de, dz, da,
(..D ) df = ¥ -

T i Tt

Ces équations sont de méme forme que les équations (20'); la seule
différence, cest que les 2 n'ont pas des valeurs qui satisfont anx condi-
tions suffisantes énoncées plus haut pour que I'équation (13) ait une inté-
grale holomorphe.

Nous allons mous proposer de trouver nmon pas la solution générale
des équations (20”), mais une solution contenant n — p constantes arbi-
traires,

Parmi les équations (20”), je considere en particulier les suivantes:

{I;I'-,, 2

gy - = da, ;
(27) —aF T A it i RN Tl

Acta mathematica. 13. Imprimé le 31 octobre 1880. 9%
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J'éeris en ontre les ¢quations:

'.' w P— - AR I,-l- &l o

les ¢, étant les integrales holomorphes des équations (23) definies plus haut.

., &, sont » fonctions de ¢ qui satis-

"

[l est évident que si 2, ,x,, .
font aux c¢quations (27) et (28), elles satisferont éealement aux équa-
tions (20").

Dans les équations (27) substituons a la place de =z , 2

q 2 # & @
leurs valeurs (28), ces équations deviendront:

vl"ll-.l"J.I 1

.t

h?.t" - a i
ol £ RRY IS B

i , Iyt e

- Cad j‘”ﬂ‘" + zu?

3 r
_')"!"Itjifl‘i]_l_‘,':ﬁll'

dw
it

- L - :I'

VA Zoioyny 2, étant des séries développées suivant les puissances de

l|:-'ri b =2
Tpirs Lpgos--s®,, dont tous les termes sont du 2% degré au moins et
dont les coéfficients sont des fonctions périodiques de ¢.

Ces équations (29) sont de la méme forme que les équations (20');
leur intégrale générale sera done de la forme suivante:

oiy ==

;.I:I'E -"'"‘F o .;:I .:'r
pd1 pt1€ " IM? — ‘h,r--;‘.*f'“

s r ol
] - ] ® ] Jr.:r — II.”F'JH L]

ou K, ,,..., K, sont des constantes d'intégration, ou 77,,,..., 7, sont
des series développées smivant les puissances des @ et les sinus et cosinus
des multiples de ¢.
Les équations
T, = 0, (F=1,25.060)
(3(3) 3{: — j{.;FLFE '

7 (g=r+ L P+2;....0)

nous donnent done une intégrale des équations (20") dépendant des n—p
constantes arbitraires K,.,, K, .,,..., K,.
Pour obtenir cefte intégrale sous forme explicite, il faut résoudre

.y ov.y X3 On trouve ainsi:

ces equations (20) par rapport a o, , 7.,
I .,h} I 'I ] l

B, = Ay s ey B

i L

2, = @ (b B 5 v L)

M f

L ]

Wy "*;'L'-('F . ‘hr.r-‘ WALUE I{”)’

]
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les ¢ étant des séries tlévuluppéus suivant les puissances de
> PR > Aptnl P =
}1}}_}_]3: 1 ) JF‘L;--t»'.t'i‘m FIN e 2.9 1'[“1.

et sulvant les sinus et cosinus des multiples de £.

Ces séries sont convergentes, pourvu qu'aucun des deux polygones
convexes circonserits, le premier aux points A, iy Asperecnpde € = 1,
et le sccond aux points A1, A ay..., 4, ¢t — /—1, ne conticnne lori-
gine et qu'il n'y ait entre les A2 aucune relation de la forme (26).

(’est done 1a une nouvelle démonstration du théoréme fondamental
du § 5 (1" partie, chapitre III).

Cette démonstration fait ressortir 'analogie de ce théoreme avee ceux
que jai énoncés dans ma these et en particulier avee celui-ci:

Dans le voisinage d’un point singulier, les solutions d’une équation
diftérenticlle sont développables suivant les puissances de &, ¢4, ¢ ..., 1™,

Javais d'abord démontré ce théoréeme (que jai ensuite rattaché aux
idées générales qui ont inspiré ma these) par une voie assez différente
dans le 45° Cahier du Journal de 1'Ecole Polytechnique et M. Pi-
CARD y avait ¢té conduit indépendamment par d’autres considérations
(Comptes Rendus 1878).

Note F.

Suwr les surfaces asymptotiques.

Jal donne dans les § 2, 3 ¢t 4 (2™ partie, chapitre 1) la maniere
de trouver I'équation des surfaces asymptotiques et de démontrer que ces
surfaces sont fermées.

On peut apporter quelques simplifications dans les caleuls par lesquels

on arrive a l'équation des surfaces asymptotiques. D'autre part, pour dé-
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montrer que ces surfaces sont fermées, je me suis appuyé sur les théo-
remes du § 4 (1" partie, chapitre II). Ces théorémes ont été présentés
sous une forme géométrique qui avait a mes yeux 'avantage de mieux
faire comprendre la genése de mes idées et de se préter plus facilement
a une géneralisation ultérieure. Il ne sera pas inutile toutefois, au point
de vue de certaines applications possibles, de donner ici une démonstra-
tion analytique.

Jadopterai les mémes notations que dans les paragraphes cités;

jeerirai done les équations différentielles sous la forme suivante:

{EJFI —_ r.".f" rf.r? : ri!"‘
( ) t“ P Jfl":, . r“ A r:i.:'h‘
|
dy, od I day, ol I
e_IT - tf.rl < df e rf.r.'= ?

F étant une fonction de z, ,2,, ¥y, et y,, périodique de période 27 par
rapport 0 Yy, et y,.

Ces equations admettent l’intégl*ul:: des forces vives

(-j) If‘(.;rj y gy U, .“fu) = (.,

Nous regarderons la constante €' comme une donnée de la question.

Nous supposerons en outre que I dépend d'un paramétre trés petit
i et peut se developper suivant les puissances de ce parameétre de la
maniere suivante:

Fe=F. 4+ Fp+ Fnd 4+ ...

Enfin /) ne dépendra que de x, et », ct sera indépendant de y,
et de y,.

- -
Eerivons:

5=+ o+ ap+ape+ ...,

Ly = X Tope + xop + wipp + .. .,

imaginons que les coéfficients de ces deux :l&vvluppt:nmuts sotent des fone-

tions de y, et de y, et cherchons a déterminer ces coéfficients de facon

que ces equations soient compatibles avec les équations différentielles (1)

I

cest a dire que l'on ait:
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dF rh', d I fLr. d I’ .
{L-{_'l rf._rfl J.rj nf_r,.r_‘, ff;'n". )

3 & 8

dl' de, o I rf.!t! d I o
de, dy, da, dy, rfy; =

0.

Cest la le probléme que nous nous sommes proposé dans le § 2 (2™
partie, chapitre I).
Ue probléme peut étre présenté sous une autre forme (en se plagant
au point de vue des Vorlesungen iiber Dynamik).
Si x, ct x, sont deux fonctions de ¥, et de y, sutisfaisant aux équa-
tions (3), l'expression:
&, dy, + x,dy,

devra étre une différentielle exacte. Si donc NOUs Posons:
ds = x dy, + x,dy,,

S sera une fonction de y, et de y, qui sera définie par lequation aux
dérivees partielles:

T .{L‘ﬁ' {g-i"'lt 1
(4) E( Wy ) = O

cf-‘r,r.l : ;afj_;;

§ pourra se développer suivant les puissances de vt et l'on aura:

(5) =8+ Sya+ S+ Sy + .o
Sy s 8y yvvy 8¢y ... seront des fonctions de y, et de y, et on aura:
H,.a‘f'lrk b 'I’I'Tl"ﬁlll b
—_— = = g
dy, 2l dy, ’

Je rappelle maintenant quelles conditions nous avons imposées dans
le paragraphe cité, aux fonctions #} et #%; nous avons suppose d’abord

que @y et r) devaient étre des constantes. On a alors

¥ 0 -
hu = Y + ;"'t:.’f:'

- : d I dF
oI nous appelons ensuite #, et n, les valeurs de —= ol " .
3 I'.'il"]I IJ'E

pour x, = vy, x, = &y, ces quantités n, et n, seront encore des constantes.




-
-
E
-
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L] ~ - L i § .'.F
Lanalyse qui va suivre sapplique au cas ou le rapport ' est commen-
- i,

surable. Dans ce cas on peut toujours, comme nous I'nvons vu, supposer

n, = 0; cest ce que nous ferons deésormais, comme nous 'avons fait dans

le p:tr:l;’l'u[}hu cite.

i.

Nous avons suppos¢ en outre dans ce paragraphe que xf et xf sont

des fonctions périodiques de y, qui ne changent pas de valeur quand on

I
change y, et y, en y, + 27 et ..
. . f{ll“'ﬂr‘. f_frlh'lf. i z k| g i
Il résulte de la que — et — * sont des fonctions périodiques par
iy, iy,

rapport & y, ¢t quon peut c¢erire:
(6) 5, =4y 4s

A, ¢tant une constante et S) une fonction ]H"I'im“t[lln de i,

Supposons que dans le premier membre de 'éequation (4)

iflh\l i'.{-.""i 3
U5 Vs )

o

F(— ,

J'f_‘.l’l J_:Jrfl
on remplace S par son développement (5); on verra que I deviendra
développable suivant les puissances de (u et qu'on aura, ainsi quon la

v dans le paragraphe cité:
F=H + Hp+ IlL.p+ Hpjp 4+ ...,

les M ¢tant des fonctions de y,, de y,, et des dérivées particlles de S, 8, 8,, ete.
On voit d’ailleurs que H, dépendra seulement de §,, H, de §, et
Sy Hoder S, 8, et S H, de: §5,, 8, ,.8.,8, et

Q4 1 0 ? A
On trouve d'ailleurs:
H, = If’u(.r?, rf) = (O,
l-Eil'""l
}fi - _.“I “’.:J,rl 5
S : ’
" — 7 "+ AS, 4+ A,
. 'y, :
'I’.:"?.I 5 -
H, = —n, 3= + 2AS, + k..
o i :I - -
rIt."!I}, - -
H, = —n, + 2AS,_, + K,,

dy,
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on l'on a POSE pour :1hréger:

I 'rﬂif‘: 1 rf"'f""

P : ol P B T T e
&"'\}F 1 i 2 t_l'._’.?"."ljf.?]‘,t -I_ ”I'lrlll“.'”}._'_: (,‘."1_]‘1" -l_ '1'.:!" I) +

TE;!‘.:J _.'E_.:p
— 0t ot
(ag)” =
ot ot K, ne dépend que de S , S

& = 1-; ¥
s oe wp JUSqUa S,

Uela posé, pour déterminer par récurrence les fonctions S,, nous
aurons les équations suivantes:

=0 H. = o, ! SO TR | (S 11, ="0,

Si. 'on supposait que les fonetions S8, 8 ,... . 8

| 1 fussent entiére-

ment connues, l'équation
H, =0
on

ds

L | d _-.Ir-— § X z
(.-") it Fet T E‘lh;- 1 2F h.*-
Y,
déterminerait la fonetion S, a une fonetion arbitraire pres de y,.
Mais ce n'est pas tout & fait ainsi que la question se présente.
Supposons que l'on connaisse complétement

>
SHFSI"."jlgF?

et que l'on connaisse §,_, & une fonction arbitraire pres de y,.

Par hypothese les dérivées de S, , Sy S, 0,8, sont des fone-
tions périodiques de g ; donc K, et AN, , seront des fonctions pério-
diques de y,. :

Désignons par [U] comme nous T'avons fait dans le paragraphe cité,
la valeur moyenne de U, si U est une fonetion periodique de g, .
S, doit étre de la forme (6); nous en concluons que:

I.l
l'ri'.*{,.
*I_'.-'l
. i\ -l':l-: = r ] =l
doit étre une constante ™2 indépendante de Yy, de sorte que l'équation
it

i
(7) nous donne:

(8) 2[AS, ] + [K,] = 4,
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et cette équation déterminera completement S, (si T'on suppose que I'on
se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con-
stante A).

Nous trouvons dabord l'équation:

.r.-'.'~~:I
R |

‘”I =Q % u’m :

qui nous montre que S, est une fonction arbitraire de y,.
Nous en déduirons:

d Hi il HI,, il HI vu;"."';'FJ

S AL, = M B S
oy dy, dy, dy, dy,

(nous posons pour abréger:
d*F - d*F
e S S e e P
da dal L‘rf.r*_r,}

comme nous l'avons fait dans le paragraphe cité).
[’équation que nous trouvons ensunite en égalant a o la valeur
moyenne de H, est la suivante:

lﬁgll + Iﬁ'.' = Age

Or

T ?ﬁr 'J.\,‘ q .

as, = —Z(38Y'_ (ag)
2 \dy,
Yautre part:

K, = (a5, %8 U, Y):
), est une constante qui, ainsi quil est ais¢ de le voir, est précisément
celle que nous avons appelée — €, dans le paragraphe cite, ,.

1 vient done:

F,] + C,).

.a?.‘--.'l [ 2

V7

S, est ainsi enticrement détermine a une constante pres; mais nous pou-

vons laisser cette constante de edté, clle ne joue en effet auenn role

puisque les fonetions § n'entrent que par leurs dérivées.
[’équation (8) devient ensuite:

dS, dS, S, f-lh',....

| . — R i o = I = -
() [ N5 = =4 — MG | + 1K)
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Dans le second membre tout est connu; K, ne dépend que de S,
fl!l."': — » . > - & , .
S] ) Y. 5‘; - “— est connu puisque S, , est supposée déterminée a
o dy, :
une fonetion arbitraire pres de ..
| fi'l.."-\TI . : .
D'autre part o eat indépendant de y : le premier membre peut
Y,
done s'éerire:
NS [ 2811
ay, L dy, .
Y 4 " fE.L"‘lr’_.. | W
de sorte que I'équation (9) nous donnera |~ en fonetion de ,. Nous
ity =
Ll |

connaitrons done [S, ,] & une constante prés et cette constante qui ne
joue auncun role peut étre laissée de coté,

Nous connaissons d'une part S, , 4 une fonction arbitraire prés de
¥,; d'antre part nous connaissons

S,.1| en fonction de y,; done 8, , est
entierement déterminée.
La constante C, joue un réle prépondérant. Supposons d'abord

4

quelle soit supéricure & la valeur que mons avons appeléee — ¢, dans

les paragraphes cités et par conséquent que [F,| 4 €, soit toujours po-

sitif et :i’:' toujours réel et je pourrai ajouter toujours positif parce que
o 3

je suis libre de prendre le signe 4+ devant le radieal.

Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes

le-h';| rII-Hf & P ® &
; " ot f——“ sont des fonetions périodiques non seulement de y,,
"!I’ll r'H-.-

mais encore de y,. (S, est alors de la forme

A et que

SF = Aﬁy] + ¢ Y, + 'S.;rr?

A, et p, etant des constantes pendant que S’ est périodique de période
27 tant par rapport a y, que par rapport a y,.)
En effet, supposons que cela soit vrai pour:

FIF;I f£1q1 [ISE fZIE:! "'Eliﬂ'lj, -9 I'IJ.qlﬂ “ ’f"{j'* 14
dy, " dy, " dy, ’ dy, M dy, ’ dy, ’ “".”1_,
& W " 'il-h"‘rlp_- 1 "'J'I‘"'I,..
je dis que cela sera vrai encore pour —— et —~.
' dy, dy,

Aeta mathematica. 13, Imprimé le 5 novembre 1889, 24)
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[in effet, nous avons par hypothese:

f-r}:ﬁ = |

—”,u] = Zl cos (m,y, + my, + u:l.

les A et les a étant des constantes, m, et m, otant des entiers.

On aura cnsuite par definition

LT a0

Mg= il

-I'IJ""II', : 1 ‘

- dy,

Mais on doit avolr

2[AS, 5] + K] = 4
et par consequent:
.'f'h;j"-l ‘ Bt ,,.-‘lll 1

I
i

| iy,

4, , etant une constante; on en conclut que:

A — /
dom, =0 pour m, 20,  dyy="
1

p—1

[l vient ainsi

X ] M
", VTR m,

= X7 sin(m,y, + m,y, + «)
S, ., =2=y + S 4 Tl R R S |

m, et m, prenant toujours sous le rigne 2. toutes les valeurs entitres

telles que m, Z o.
Ainsi, pour que S, , soit de la forme voulue, il suffit que:

a5,
lr'.i_':ﬂ,r,‘t
o . = r @ . ”Tr P | ', . y -
soit une fonction périodique de y,. Or [— est definie par 'equation:
_day,
a5 TdS 3 dS, | dS
N [ p—1 Aoy O e 1; "t - ]‘ jf.
: *-’ff-.-t dy, ‘ T Ty, L dy, + L)

KK, ne dépendant que de &, 5,,..., 5, , serd périodique en y,.
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.fl'.'_'ﬁ'lrl, t j-}: 1 II'I"i-HTI & ¥ ™
— e¢st une constante . de l;ulus = est une fonction perio-
Ll P n, iy

dique de y, qui ne sannule jamais.

S

Il en résulte que L-—
dy,

] peut étre développé suivant les sinus et

les cosinus des multiples de y,.
On a ensuite:

!'l.'l.lni_‘!:!-, | =
ﬂl E-‘F — 2(&.;’!.“ 1) —l— h‘.:u!
o 1
W f'IJ-JH;F N oW .
ce qul montre que i est périodique en y, et y,.
iy Z
Ainsi en choisissant pour €, une valeur supérieure 4 — ¢, et en
choisissant ensuite les autres constantes A,, A, ... d'une fagon arbitraire,
'!li:'; f-;:"; # = & - "
on trouve pour —— et —— des séries ordonnées suivant les sinus et les

dy, — dy,

cosinus des multiples de », et de y,. Ces séries, quoique divergentes,
peuvent rendre des services dans certains cas, ainsi que je l'ai dit au
§ 4 (2™ partie, chapitre I).

Passons maintenant au cas de

L't::-;prussinn

LFl] + ("'1

n'est jamais négative, mais elle devient nulle pour une certaine valeur
de y, que nous avons appelée 7, dans le paragraphe cité. Je supposerai
dans ce qui va suivre que cette valeur est nulle; jai le droit de le
faire, 'origine des y, étant restée jusqu'ici arbitraire.

“erivons done [F)] 4 €| sous forme de série trigonométrique:

[F,] + C, = ZA, sinmy, 4+ X B, cosmy,.

Pour y, = o, cette fonction sannule ainsi que sa dérivée, puisque
la fonction étant toujours positive, zéro est pour elle un minimum. Il
en résulte que l'expression suivante:

[F,] + C,

& "'f
s1n ¥ ==
2
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est developpable suivant les sinus et cosinus des maultiples de y,; c'est
une fonction périodique de y», qui ne sannule jamais et ne devient
jamais Infinie.

Il suit de la que l'on peut écrire:

N
sin —
. |

f_[T _[:b — 2 A, cos my., -+ 2.B
Vi T'I & 1I: )

\/2 . Y,
. - sin =
T-EJ-I‘JI J"i' u-:

i

sin mif,

et par consequent:

. .- T‘ H--‘ . %
‘if.f', de A COS mit, + 2B, s ny,

T' ] L] [ '] L i & " . L]
Nous pourrons écrire maintenant ['équation (9) sous la forme sul-

o

vante:

gres==y__ W
".':.}! sS11 .-:J f"-{
\ = Edp— \ \
4 , s ' o @ (i)
l.']{-_‘l'j} q}'-\ I : g 1"-\1' o 1!’}; l 'f\!, + ;j"‘-.'\-f:-'-'l:l
~dy COSmMYy, + &Dy, S1nmy, g
¢, étant une fonction connue de y,.

Cela posé, je me propose de démontrer que:

ifHP rﬂ.“"-"“
et

dy, dy,

sont des fonctions périodiques de y, et de y,, dont la période est 27 par

rapport & y, et 4z par rapport a y,.
Supposons en effet que cela soit démontré pour:

E.F:":I LE“.:I. El’r:'\.: 'I'E:‘".“ I’III."':‘” '_l [‘r."'\lllr.- L .E't:jl 1.

L] 1. L] L]

dy, " dy, " dy, " dy,’ """ dy, C ody, T dy,

S, : R T
;— st une fonction périodique de y, et de y,; d’autre part sa valeur
*Jh ]

I\-fl‘-r“‘}l. ]_I . I ’J-
dy, et

moyenne

est une constante indépendante de y,. Nous pourrons done écrire:

1

Sf,_l == TAJ,:_l:’h -+ fj;--l{."f! y Ya) -+ 4-';- |(Jlf'.'):

",
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0,1, y:) etant une fonction périodique de y, et y, et £, unc fonction
arbitraire de y, sculement. Il vient ensuite:

dS,_y  db,_, A1
dy, ~— dy, ' dy,’
d'ou
t,-f.r;,; il‘f_i_.l'I l "{.’flu
et
a8, d[Sp—1]  db,_, d[b, ]
y, dy, — dy, dy,
) i fI:‘;P 1 f{ !j"h;lf’ _'Il : ] M §oom .
ce qui montre que —"— : est une fonction périodique de y,
dy, dy, *
et de y,.
b i . - ds,_
L'équation (9’) montre que cela est vrai également de l— " | et par
dai,
7 E;:"I — . | § i #
conséquent de - ;:; - (quelle que soit d'ailleurs la constante 4) et I'équa-
'l,. T
- . "'EHF
tion (7) montre que cela est vrai de 7
8 4

Cela sera done vrai des fonetions:

ds, S,
dy, —  dy,
» e .
quel que soit lindice p.
Il importe toutefoix de remarquer que si ces fonctions sont pério-
diques, ce n'est pas une raison suffisante pour qu'elles puissent étre dé-

’ . . . . { ~
veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de y, et de ‘-i”. En

]

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, sauf pour un choix parti-
culier des constantes 2,; il est aisé de s'en rendre compte, car 1'équation
(9") d’ont 'on doit tirer la valeur de

dy,

" L " i; ]
a en facteur dans son premier membre sin=*. Done D'expression de
13*"‘";3-—1. - - Y, ! 1
contiendra sin=* au dénominateur.

i

. dy,
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Les dérivées des fonctions S, pourront donc devenir infinies, mais
seulement pour
Yy

sin ==
I‘J

|

0 ‘on' §, = 2K%.

St 7, a une valeur différente de 247z, ces dérivees ne deviennent
infinies pour aucune valeur de g, ; elles peuvent done se développer sui-
vant les sinug et cosinus des multiples de y,.

Nous pouvons donec éerire par exemples:

I'!]:LI":. - | % - e =
e P 4"*;.-_1 + Lﬁaim COs ”f_-’,"l _l' l"’Iilm s 'J”.”}'-‘

iy, ",

A, et B, étant des fonctions périodiques de y, qui peuvent devenir in-

finies.
Imaginons maintenant que les constantes 4, dindice impair soient
toutes nulles; je dis que
ifHP dN,

1

:f;;l ;ff;;

e t'li:lll;‘l‘l'rblll pas illl:l!li] 011 t']mll;,_'_‘t'l':l . CR 2 -+ 2 toutes les fois (ue

I'indice p sera pair et qu'au contraire ces deux fonctions ehangeront de
signe, sans changer de valeur absolue quand on changera y, en y, 4 27,
toutes les fois que l'indice p sera impair.

Je suppose que le théoreme soit vrai pour:

“r:..:l ”'r,"':l l'|irl"‘-|.i r-|ir;'"";l.l Ilr..""'l.lr. " FIFJ"":#I 0 ”l‘ll._"r |

”’”I 3 ,1-].”.‘! ] ,n_:rflir_l b ”!.“1: 5 * o a9y ”’H: Hr:"" ”J-'_FI

et je me propose de démontrer qu'il est vrai également pour

rff{ﬂ 1 T Sy
dy, ‘ dy,
-I‘li."':f, | & i # LI i
ol ——— est :uultllrlw PAr (~— 1§ lEl'mmi y, se change en y, =TT,
”’:“ : i = -

il en sera de méme de:
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T » '
Nous avons trouvé en effet

ff!q, I . "
= — —A,_1 + 24, cos my, -+ 2. B sin my,

ay, ",

A, et B, étant des fonetions périodiques de y,.
L ]

g' I'If.nlll;'l'rlf.l i ; lt ]-tt lr [ L P | - ¥ ! y 4 r I -I J— -
o1 J.*f, est multiplié par (—- 1) quand y, augmente de 27, il en

sera de méme de 4, et B, et des dérivées de ces fonetions par rapport
a y,. Il en sera done encore de méme de:

dS, dS, 1 ~ Ay, sinmy, -Sﬂ- df3,, cos my,

n".:.'j! _tff? el EI!_J‘;_J m I n"‘h'_, EI

Nous avons maintenant a montrer que cela est vrai de

.'-i ."‘*IJ, : 1-]
rl"ﬂ'" '

Pour eela il est nécessaire d’étudier de quelle maniére X, dépend

des fonctions S, 8§, 8,,...,8,,. Je me propose d'établir que I'ordre
de tous les termes de A, par rapport aux dérivées des fonetions d'indice
impair

¥ L T
"51"‘5.'11'5413"‘

sera. de méme parité que p.
En effet, en faisant dans

‘;EL{; ”'ut}"
F(J!yl ' dy,’ Sy 'H")?
S = Sﬂ —I— SI \fﬁ. '+' H.jfi ‘i' "u ey

nous avons trouve:
F=H + Hr+ Hpu+....

Si je change Jp en — p et qu'en méme temps je change 5,808
etc. en — §,, — S§,, — 8§, ete. sans toucher aux fonetions d'indice pair,
I'expression de I’ ne devra pas changer.

Done I, devra se changer en (— 1)"H,.

Cela montre que l'ordre de tous les termes de H, par rapport aux

dérivées de S|, S,, S, ete.,, devra étre de méme parité que p. Il devra
N
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done, comme je l'ai annoncé, en étre de méme des termes de X, puisquon

obtient A, en supprimant dans /7, les termes qui dépendent de S, , ou de §,.

Cela posé, changeons 7, en y, 273 les dérivées de §, ne changeront
s 81 ¢ est pair et au plus éeal a4 p — 2: elles chanceront de siene si
| 1 I f i . . :

g est impair et an plus égal a p—2. Donc &, se changera en (— 1)7/4,.

Reprenons maintenant 1'équation (9)

rll-llh:ln. I

d S S S
(9) NS [‘“’“f ‘] e T

rf':i,-'! rf_!fl_, ”JHH

I + [ A, ].
(Quand on change y, en y, + 27,

[K,] se change en (— 1)"[4],

b

.u.l'f:,_ I.',.:"'II, 1
I 2| se change en (— 1) "= |,
dy, ' dy,
et
l’?."‘_"‘:l Ifj.q'l
= ge change en — :
.-'.'f_.r,r_t : ”:ff._.

Nous pouvons méme dire que
L] = - F . \ A =l JII‘
A, se change en (— 1)"4,.
En effet cela est vrai pour p pair parce que A, est une constante
indépendante de 7,; cela est vrai encore pour p impair parce gue nous
avons supposé que les 2, d'indice impair sont tous nuls.

[l résulte de la que

.-’Eit': ]] l';-l.'."'I1 \ l
F_- - ;r.l—1 "
—"— | se change en (— 1 L
- dy, - ( ) dy,
et par consequent
dsS, p s,
__,r_! ‘I 11_ I) I _.‘ 1
.an"ﬂr:t H"!jj
C. Q. F.D
- . das, i 2. %
Je dis maintenant que —" se changera en (— 1)’ - *.
dy, ‘ | dy,
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Ferivons en effet 1'équation (7)

ds :
(7) fndy:"= 2AS, , + I,;

K, et AS, , et par conséquent le second membre de 'équation (7) seront

multiplices par (— 1)’ quand y, augmentera de 2z, Il devra done en

: . - r.’.:\'!,
étre de méme du premier membre et de =i
e

G Q. F. D,

Je vais maintenant démontrer que T'on peut choisir les constantes 2,

de fagon que les dérivées des fonctions S

, ne deviennent pas infinies pour

¥, = 2k=x

d= L Jiw

ik ==

Supposons que l'on ait choisi les constantes A,,2,,...,24, , de

facon que
d8. “dS. dSp—a ASy—s d Sy s

dy, ' dy, 7 dy, r.‘l:'.; : Th;_l._
restent finies et que les constantes A, d'indice impair soient nulles; je
& # % . I'I;h'.jl..! J-.lr.'h:j. "

me propose de choisir 4, de facon que - 7— ¢t -t ne deviennent pas
if It i
L | o |

E 1 -f‘ 2 R T i | = # H - 3 Fyn ;! w
non plus infinies. Nous verrons ¢n méme temps que 2, devra étre nulle

s p est impair.

I . ‘a8 o P - :
Il est clair d’abord que s —j;‘;i:—'- reste finie, 11 en sera de méme de:
e
d Sy “J.‘ﬂ... ; ]
dy, - dy,
et de
» fI;."lT .fi.l:"'l.._‘j
7 (1 —— - — K i _F___l_
%(9;) = [B,] H”I.*!g dy,

"f‘“‘l_jl--l- ’
—~— | s'annule pour ¥y, =

Reprenons maintenant 1'équation (9°). Le coéfficient de la quantité
. J o

inconnue ; pour que cettc quantité in-

Ay,
connue demeure finie, il faut que le second membre fannule éralement
¢t que l'on ait:

rﬂﬂ(ﬁﬂ'ﬂ') - "}-,n .

Acta mathematiocn., 13. Imprimé le 5 npovembre 1888, 30
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Comme @&, ne change pas quand y, augmente de 4z, il suffira de

;n*emlru k=0 et k= 1 et décrire

(10) ?,(0) = d,(27) = A,.

Si p est pair, il n'y a pas de difficulte, on a:

PlY,) = O, + 27)

et par {*n]m{eqlu?]lt:

0,(0) = ®,(27),
de sorte qu'il suffit de prendre:
!‘J" e f‘ﬂjl (r})
Si au contraire p est hmpair, on a:

f;'j!.li.'lﬂr-:} — rﬂr{-”f” + 27)
ct

rfJ}_{_:ji:ﬁ S — fﬂ‘:.{f::),
de sorte que les équations (1o) ne peuvent étre satisfaites que si l'on a:

f;’{“ l;{_)j] f‘ﬂr ::2;-;:] — ,i,;} — 0.

Nous avons donc a démontrer que pour p impair, @, (0) est nul.
Soit en effet:
0,(0) = a
et par conséquent
O,(27) = — a.
Je dis que o est nul.
Nous allons nous appuyer sur un lemme qui est presque évident.
Voicl 'énonce de ece lemme:
Soient ¢, et ¢, deux fonetions périodigues et de période 2 par

rapport & y, et a4 y,. On sait que si ¢ est une fonction périodique de

1 of 9
tf{f
/,» par exemple, la valeur moyenne de —= est nulle. On aura donc

.‘.‘:f{fr .I‘;fgfi
/I T dy oy, = ’/ e dy,dy, = O

L P T

L B *
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_ de, th_,

les intégrales étant étendues & toutes les valeurs de y, et de y, depuis
O jusqu'a 2.

ol

Il est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fonctions ¢
et ¢, solent continues, mais leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ces
dérivées doivent seulement rester finies.

Cela posé, nous achéverons de déterminer. la fonction S,
par l'équation (9’), mais par 1'équation suivante:

— as ]
\ 2N s sin == [ ; _]J
{:I ’) o ' -

~d, cosmy, + Eﬂm sin my,

.y non plus

]
= — ¢ CO8 :' -1 fﬂf,(ff._,}.

Elle ne différe de l'équation (9') que par ce que A, a été remplacé

Uy
In‘l'l‘ & COS -
=

rf."'\,_ -

b | # = # o . Fou
Cette équation montre d'abord que ] est une fonction pério-

tfgf=

dique de y, et de période 27, (je rappelle que p est supposé lmpair).

De plus cette fonction ne devient pas infinie pour Y, = 2kz, parce que le

T ¥ e (1 Y 4 1 ’- % — i n T —

second membre de l'équation (11) s'annule pour y, =0 ct pour y, = 2r.
Posons ensuite

dS 1dS ) e r

G TR AT T Py,

(y, n’r;
.'lr. ”]'h S £ !Jf,"ﬁ' 1

'H'{-."r,rf + oo +n?

i
I

“:"f: n";;l

dy,

L =]
-
——
=
L2

y sera une fonction de y,, de y, et de p définie par I'équation:
(12) F(G G190 8,) = C.

Il est aisé de voir que { est entiérement déterminé puisque nous
connailssons maintenant complétement 8, , Doy oy H},__I. n pourra done
tirer  de I'équation (12) sous la forme suivante:

|
= +.«”*?j;?1 +J"”;';+”"




2306 H. Puincard.

les y, étant des fonctions périodiques de y, ¢t de y,, de periode 2z par

rapport a jy, et 47z par rapport a y,.

I

De plus on aura:
o - J“I
a,  dz, 2 dy

— e — N —— j." - .
dy, dy, ! dy,

Nous n'avons besoin que de 7,; or on voit tout de suite que 7, cst

donnée par I'équation suivante:
(13) n.7 = 2488, , + f\j,

qui ne difféere de I'équation (7) que par ce que linconnue y est designée
par 7,.

Cette équation montre que 7, est une fonction périodique de y,; 1l
faut chercher la valeur moyeunne de cette fonetion. Si l'on se reporte a

la signification de 1'éguation (11), on verra q]u’ulle exprime que la partie

, I,
moyenne du second membre de (13) est «cos=*. On a done:

[7,) = —cosZ2.

& est susceptible de deux valeurs différentes qui se permutent T'une
dans l'autre, soit quand on change /u en — u, soit quand on change
Y, en ¥, < 2.

Jappellerai ¢, la plus grande des deux valeurs de { et ¢, la plus
petite.

De méme ¢ est suseeptible de deux valeurs; jappellerai ¢, celle
qui correspond a ¢, et ¢ celle qui correspond a ¢,.

Enfin » est susceptible de deux valeurs; jappellerai 7' celle qui
correspond & ¢, et y” celle qui correspond a ¢, ; », est susceptible de
deux valeurs que jappellerai de méme »; et »/.

La fonction ¢, est périodique de période 2z par rapport a y,; en
cffet, quand on augmente y, de 27, les deux valeurs de { se permutent
entre eclles; done ¢, qui est toujours égale a la plus grande de ces deux
valeurs ne change pas.

Pour la méme raison, ¢,, &, ¢, , %', %" 5, %/ seront des fonctions
de période 27 par rapport a y,.

Des définitions précédentes, 1l résulte que ¢,, ¢,, ¢, et ¢, sont des
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fonctions continues, quoigue les dérivées de ces fonetions, de méme que
7' ct y"” puissent étre discontinues.

Nous sommes done dans les conditions ot notre lemme est applicable
et nous pourrons cerire:

5 fr!-‘” 5 3 {fn:;.‘l tfq}{'u'
f! U‘W- ffr,"rh; _L[] (f.f_v,r, _;i.ﬁl)qr’.ulr{uu = 0,

e
) H’?‘, fol ;l d ,Fr
: -2 )
7 L[f\d#i dy,dy, Jj “’:’r‘, =g dy,dy, = o,
.-.tf{?;.‘ rj‘.i; | I
ﬁ 0 dy, dy, = o,

ou encorc

on cenfin:

‘:If '_f{r == 'f.-?;..ul = 'r‘“" j
/ wia 7 e
ﬂ “'*-": {f.’;lf{;}' J [ fff.u 7 dy,dy, = 0

Cette relation devra avoir lieu quel que soit g,

Mais quand g tend vers o, ' — 7, (t " — g, tendent vers o.

Done on aura:

(14) lim /]\'“"r‘;',: - -fhflfhfl = 0 (pour p = 0).

Transtormons le premier membre de 1'égulité (14). Je remarque
d’abord que p étant impair, 7, est une fonction qui doit se changer en
se change en y, 4+ 27. 1l suffit pour s'en convaincre
de s¢ reporter a I'équation (13). Nous avons done:

— 7, quand y,

To==7 =7

P

’1"'1”H Sl 'I' { lJI
/I s — %) dy, dy, = 2 I I-T dy,dy, = 2 / i fhf dify
U rdyy e J dyy ‘f-”

[l reste & voir pour quelles valeurs des y nous devons faire y, =+ »,

n:]‘ulql

¢t pour quelles valeurs des y nous devens faire y; = — 7,.
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S1 NOUS aAvons:

[ ] =\ I'E'Wl “I'L:i. s '.'”,"HI-. _l_ + I'_‘ ",'H.f' 1 ~~ )
/ : . —_— BN 0w .! . - T T [-u 1
~ Yy, TG, T, Ty,
nous devrons prendre d'apres notre convention:
T e
fl’-j"': p—_ “FJ'_"_;I l'l'].l.tl"";i:I . “’-HI.,I ! o ”Jl‘q“‘r. =1
~ — _'I f I -E. . -E 'II”- . " — - x
Ty, 3 iy, 5 dity T AV L7 * = dy,
1
f S ~dS d S d S e dS,
fi " ¢ ] | . y ..'r i AR ! - Pt il .
E’ F ”;;'f= "f'a”l.f_'r’,t "”'f-fi't f"\r”'“;ﬁ? + + ."f JH:

Si au contraire le premier membre de l'inégalité (15) est negatif,

nous devrons prmulm:

ds ds, ) 3 iy A
e = —— ==l = = ... i s -
1 f."ll',"_: AL r-:fy: - r.r'.i,.rj
et
r!""“: E fj.'l.""ﬁl L ’ l'f S =5
= et i - — e I = r
1 !'f:’.i': + Vi tﬁf{z T + / -f:’j:

Tout dépend done du signe du premier membre de Pinégalite (15).
I'::_":lltJHH ¢ prumiur membre a o, nous obtiendrons une équatien:

asS adS !

s . dS,
.! 3 L = Dr
(16) s o a0, s
Cette équation peut étre regardée comme définissant y, en fonction

de y, et de p.

|
On pourra resoudre cette {'*t[uui-inn et écrire:

Yy = 00y, » p).

Observons seulement que # est une fonction périodique de période 27
par rapport a y, et que cctte fonction # anunule identiquement quand
on y fait = 0,

Par conséquent quand y, variera de # a 4+ 27, on aura:

%o = T %o
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et quand y, variera de # 4+ 27 a 6§ 4+ 47, on aura

%o = — %o

Nos intégrales doivent étre étendues o toutes les valeurs de y,

comprises entre o et 27. Mais comme yz, est une fonction de période

27, ON Aura:

2 o ' 427
W 7, 3 R
t/ dy, /rh;] 2y _‘/ rfyllj dy, 2.
0 0 0 0
on
e 42
d, 8 T
ﬁ 74 -dy, dy, -__..I r{r;lll dy, ‘“f.
0 i

Quand p tendra vers o, le premier membre devra tendre vers o et
d'ailleurs # tendra vers o, on aura done:

o ‘.'..T
J‘r ; Jrl
hmf/ﬂdhrh,rirﬁ,fg —J r{u[t/ rh; “w‘ =0
ol L] 'E].
d on
dr, ‘d[n,] a [ __ 4ma
() = — W T g 9 _— T — = Ly
..[] 3. "y, dy, = f & dy, ”-./ RIII n’;; 5
1]. l!.
On a donc
a = 0

C. Q. F. D.

Il résulte de la que si I'on annule les constantes A, d'indice impair

et si l'on donne des valeurs convenables aux constantes 4, d'indice pair,

: ff."{.,, JI.‘{}J :
les fonetions — ¢t —* resteront finies.
dy,  dy,

On pourra done les t]évelnpper suivant les sinug et coginug dexs mul-

Y . 2
et de —*; les multiples pairs de

i

! 7
tiples de 1y, ~* entreront senls dans le

développement si p est pair; si an contraire p est impair, les multiples

Vs

impairs de entreront senls.
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Nous aurons alors pour les équations de la surface asymptotique

— P ) = o ] .
(17) T —PT b x —J‘S“" :{3 Ac
/ i —-"J, f.{ff 4 - = ) St ‘! "Eiri'_l
P=U L | P"'-'“ o B

Je n'ai pas & revenir sur la convergence de ces séries; en effet an
§ 5 (1" partie, chapitre III) on a démontré lexistence de ces surfaces
asymptotiques et on a montré que leur équation peut se mettre sous la
forme suivante:

(I 8) mi ] f;(yl ) ng ) ..”)i m-} - f;(}'f, Y .”.;. s !E);

f. et f, étant des séries développées suivant les puissances de . Ona
vu que ces séries convergent pour des valeurs quelconques de y, et de y,
pourvu que g soit assez petit,

De plus ces séries f, et f, doivent satisfaire aux conditions suivantes:

[. Les divers termes de ces séries sont finis.

II. Ces divers termes sont des fonctions périodiques de y,.

[II. Si l'on pose:

h=Hf(+ i, 6L=/Fh+ el

(17, ', 1L, f»’ ne contenant plus que des puissances paires de /,) les deux

équations:
o ot Y
[, =0 [a = 0O
1 ? 3

seront équivalentes et les trois équations:

Ty = ’(;:? Ly = f:;.i [; =0

cr

définiront une solution périodique du 1 genre, qui pour p = o devra

se reduire a
Ty == Ty Ly = Lq, s = O.

-

Or P'analyse qui précéde démontre que les séries (17) sont les seules
qui satisfassent aux équations différenticlles et aux conditions I, 1T et 111

[Les séries (17) doivent donc étre identiques aux séries (18) et par
conséquent convergent.

D'autre part la forme des équations (17) montre immédiatement que

les surfaces asymptotiques sont des surfaces fermées puisque les seconds

membres sont des fonetions périodiques.
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Nous avons vu que la quantité appelée plus haut a est toujours
nulle. On peut donner de ce fuit essentiel une autre démonstration.
Posons:

I'=3S 4+p8,+p°S,+...4pn*S,_,,

Eﬁ:

N

oL o S il L W R

Je dis d'abord que 7' est une fonction périodique de y,
T dT

- i [ » » P .
En effet ses dérivées o et —— sont des fonctions périodiques; on
e 4 (b 5

et de ..

a done:

I'= gy + yy, + T,

p et r étant des constantes et 7" étant une fonction périodique de y, et y,.
On en conclut que

dT " T dl"
o kgl

d, dy,

dy, °
dT" ol , o : b e
= et v étant des séries trigonométriques dont le terme tout connu
o iy
est nul.
Mais les fonctions S, S,,..., S, , étant d'indice impair, leurs dé-

i : dT
rivées changent de signe quand on change y, en 3, 4+ 27. Done — et

dy,
" A 4 o
—— changent de signe quand y, augmente de 2z. Done les termes tout
dy, s S

connus # et y sont nuls. Done 7' = 7" est une fonction périodique qui
ne change pas quand y, augmente de 27 et qui change de signe quand
y, augmente de 27.

Cela posé, nous savons que ¢ et { sont liés par I'équation:

F(G, &4y 5 1) = C.

Il en résulte que, si les deux valeurs de £ se confondent, les deux
valeurs de { se confondent également.
Ecrivons que les deux valeurs de £ se confondent, il vient:

ar
(19) rikaeh

Aeta mathemabien, 13. Imprimé le 11 novembre 1889, 31
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Cette équation (19) est d'ailleurs identique a l'équation (16). Ecri-
vons maintenant que les deux valeurs de { se confondent, il viendra:

arT . =,

{* Fie=-D,
lf,!fl‘-l-! -

Les équations (19) et (20) devront étre équivalentes. De plus elles

devront détre ['-quivu,lﬂlltva a la suivante:

Y, = 0y, s )y

f ayant le méme sens que plus haut. Supposons qu'on développe @
suivant les puissances croissantes de g, il viendra:

(21) Y, = pb, + 170, + p'6; + ...,

g

f,.0,,0,,... c¢ant des fonctions périodiques de y,.

Supposons y, lié a y, par I'équation (21); quand y, augmentera de

27, 4, ne changera pas et 7 qui est périodique ne changera pas non plus;

on anra done:

”fi_hn’?' = { (T!If{dl T 2 -r{!,fﬂ) =0,

@y,

'l T
ou en remplacant —— et

- ar lears valeurs tirées des équations (1c
dy, * dy, | : (19)

ot (2{;})

Si dans

g = N T MGy T 117, g ol
on remplace y, par sa valeur (21) il viendra:
E:EU +:H.:::-1 —I—ftgf__, +

£ . £, ete. étant des fonctions périodiques de y,.

A

On devra avoir quel que soit pu:

-
-h 7

[dy (&, + pné, +p'¢, +...)=0
u
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et par conseéquent:

'Sy, = 2xl& ] ="0.

[l est clair que pour obtenir &, il suffit de faire y, = o dans 5,
or on a

o Yy
7. | = — cos==.
[ J"ﬂ] HI ™ 2
Il vient done
2nd p
= ()
n,
Ol
a = 0
3R N O § A
Note G.

Sur la non-existence des intégrales uniformes.

Je crois devoir revenir avec plus de détails sur la démonstration
par laquelle j'établis que les équations que je traite n'admettent aucune
intégrale analytique et uniforme, en dehors de U'intégrale des forces vives.

Ces équations sont:

( ) "{‘”l == [II‘I ff.t‘!_‘ P, dF rf_ifl dﬁ* J‘J',J'.‘ n"-ff‘
l ot - tfy'l ! -:H i {_EE, dts e n".r1 ; ot ~n da

|

avec 1’intégralu
I’ ('Tl ' Ig 3 .‘Jj] 3 .”;') . il L."

F' étant une fonction uniforme et analytique de z,, x,,y, et y,, pério-
dique de période 27 en y, et y,.

Je dis qu'il ne peut pas exister une seconde intégrale

F['rl sy Ly s Yy s "h) - {f"”
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¢ étant une fonction analytique et uniforme et de plus périodique de
période 27 en y, et y,.

Je ne veux pas me contenter de démontrer que cette fonction ¢ ne
peut pas étre uniforme pour toutes les valeurs réelles des = et des y.

D'un autre coté, il est clair que l'on peut toujours trouver un do-
maine assez petit pour qu'une intégrale ¢ du systeme (1) reste uniforme
a l'intérieur de ce domaine.,

Voici donc d'une fagon plus précise ce que je me propose d'établir,

Je dis qu'une intégrale ¢ ne peut pas rester analytique, uniforme
et périodique dans l'intérieur d’'un domaine, si ce domaine est assez grand
pour que le point mobile dont les coordonnées x, , #,, ¥, , y, varicnt con-
formément aux équations (1) ne puisse jamais en sortir.

Cela posé, soit

zy = 0,(41 s ¥a)y Xy = 0,(1) » ¥)

'équation d'une surface asymptotique quelconque. Nous savons que 8,
et @, sont des fonctions périodiques de période 27 en ce qui concerne y,
et 47 en cc qul concerne y,.

Considérons maintenant les trois équations:

(E) F(I'l y Ly s Yy s y:.i‘) = O, Wy 5 Hi(yl ’ Hu)? £y = ”u(yl ) yu)'

Si ces trois équations sont distinetes et compatibles, elles définissent
une trajectoire, et cette trajectoire est une courbe fermée. En effet nous
pouvons partager la surface asymptotique en deux régions, celle ou la
fonction uniforme ¢ est plus grande que €|, ¢t celle ou elle est plus petite
que €. OCes deux régions seront séparées pur la courbe définie par les
équations (2) et cette courbe partageant la surface en deux régions sera
une courbe fermée.

Comme la constante €| est arbitraire, il résulterait de la qu'on
pourrait tracer sur la surface asymptotique une infinité de trajectoires
fermées et nous savons qu'il n'en est pas ainsi.

Nous devons donc conclure que les équations (2) ne peuvent étre
distinctes et compatibles, ou en d’autres termes que la fonction ¢ doit
avoir méme valeur en tous les points de la surface asymptotique.

in d'autres termes, si les équations

F=C, ¢=0C




Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 245

sont considérées comme représentant une famille de surfaces, les surfaces
asymptotiques devront faire partie de cette famille.
On a vu de plus que les équations:

z, = 0,04, ¥.) z, = 0,0y, , 1), 0, ,Ys + 27) = 0,(y,,1,)

(dont la #erniére est équivalente a

ﬁﬂ(y; Yy + 27) = 0,(y,, 1,))

représentent la courbe double de la surface asymptotique.
D’aprés ce que nous venons de voir, on doit avoir identiquement:

‘F[ﬁt (yi ’ yn) 3 g;r(yl y Hu) s Y, s yg] = [,
5."‘[(}](5(1 ’ y:) y ﬁn@h ’ .?f-,:) ' Uy s Hn] == ("11

d’ott en différentiant par rapport a y, et y,

d I’ t.i'H._ t_““ f.?t‘?“ d ] e ol {IHI : dI db, d ! =
de, dy, da, dy, dy, LI due, dy, ‘ da, ;fy; dy, & o
3
(3) de db, | de d#, dp 5 de, d, dp dbi, , dp 2

da, dy, : de, dy, [E‘fﬂ de, tiqz fj;, ri['f-f_j T -:t'.i';‘_,

De ces équations on peut tirer en fonctions de #,, x,, y, et y, les
quatre dérivées partielles

' df, dfl, d#, df,
dy, ' dy,’ dy,’ dy,

Or si l'on a affaire & un point appartenant a la courbe double d'une
surface asymptotique, on a

l'?l('!h y Ya + 27) = 0, (yl s Ir":):
d

ay. 11 1),

d
fh—hﬂ:(fh:yz -+ 33’) =
df

Par conséquent en ce point T doit pouvoir prendre deux valeurs
Yy,

distinctes ce qui exige que
¥ AF ¥ aF
(4) de, dw, dy, dy,

dg ﬁ ‘_f_i de )
dax dx, dy, dy,

|

1
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Il existe dans un domaine quelconque une infinité de surfaces asymp-
totiques et de courbes doubles de ces surfaces. Dans un domaine quel-
conque il existera donc une infinité de points ou les relations (4) sont
remplies; si la fonection ¢ est analytique, ces relations (4) devront donc
étre satisfaites identiquement.

Si les équations (4) sont identiques, on en déduit:

(== fonction de J

c'est a dire que les deux integrales I'= €', ¢ = €| ne sont pas distinctes.

1
G050 0 R R

On peut démontrer ce résultat d'une autre maniére, en sappuyant
sur les principes des Vorlesungen de Jacosr
Résolvons les deux équations:
L ' g . s T
Flz,,z,,%.,9,) =0,

L

e(Z,y 249, ,4,) = C,

par rapport 9 z, et a o,

vant les [lllir-f-ﬂ:l]'tt'{?s croissantes de 7 de telle sgorte que:

Je suppose que I et ¢ sont d{évuluppés Sul-

F=F 4+ pulF 4+ p'F, 4+ ...,

0
¢ = ¢ T pp T P T
Nous savons que I, ne dépend que de z, et de z,; je dis que ¢,
ne dépendra non plus que de x, et de x,. En effet dans le cas de p=o,

¢'est a dire quand ¥ se réduit a I, lintégrale générale des équations
(1) s'écrit:
ar dF,

¢, == const.,, &, = const.,, Y, = ——f—— =~ CONBL, Y, = ¢
1 . - ol iI.F : il u"rqr

— const.

et il n'y a d'autre intégrale analytique et uniforme que celles qui sont
de la forme suivante:

fonetion arbitraire de T, et de z. = const.

Cela posé, ne supposons plus que g soit nul et cherchons i résoudre

les ﬂnlu:ltinns

}_'r .y r.p-‘ F e {rr

|
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par rapport a a, et a x, en développant z
croissantes de s.

, et x, suivant les puissances

Cela sera toujours possible, par la formule de Laaraxar, sauf pour
les valeurs de z, et de 2, pour lesquelles on aurait:

t”f'u i.fg“n f”*'“ efg‘u -
(5) N S vl bt

St cette relation (5) n'est pas satisfaite identiquement, nous pourrons
supposer que nous avons choisi les valeurs de € et de €, et par consé-
quent celles de 2, et de x, de fagon que cette relation n'ait pas lieu.

Nous ne serions donc embarrassés que si la relation (5) était une
identit¢, mais alors on aurait

¢ désignant une fonetion quelconque de F,. On pourrait alors consi-
dérer l'intégrale suivante:

g[l( ff’) — @ = (_,{j;
pour s = O le premier membre se réduit a

7
J(F,) — ¢,

oun a zéro. Done

est divisible par p et 'on peut éerire:

T i | o 3 t
H(F) — ¢ = g+ 1t + piei+ ...
On aura alors une autre intégrale de la forme suivante:

¢ = ¢, 4+ pey + ... = const.

£

- w L a W w . i
qui pourra remplacer l'intégrale
¢ = const.

i

in général ¢, ne sera pas une fonction de F,; 8"l en était ainsi on
opérerait sur ¢ comme on a opéré sur ¢ et on finirait par arriver &
une intégrale pour laquelle la relation (5) ne serait pas satisfaite iden-

tiquement.
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Supposons done que cette relation (5) ne soit pas identique et qu'on

ait choisi des valeurs de z. et de z

: pour lesquelles cette relation n'ait

2
pas lieu.

Nous pourrons alors appliquer la formule de LAGRANGE et écrire:

; 0 : 2
T, = ¥y 4+ px, 4+ p'a
T, = Ly nr, -+ ;.t“;r.: . AT

les a; ¢tant des fonetions périodiques de y, et de y, dépendant en outre
de € et de (..
Alors
x,dy, + x,dy,

sera une différentielle exacte, et nous pourrons poser:

g :‘I‘(;Fl“:yl -+ ;rgfﬂﬂu)

d'on

S =a,y, + a.¥. + l’*’(b’: ’ ;H-;).

0(y, , y,) étant une fonction périodique de y, et de y, dépendant en outre
de C et de C, pendant que a, et a, sont des fonctions dépendant seule-
ment de C et de C,.

Cela posé, la solution la plus générale de nos équations différentielles

géerira:

d dfl
€Iy = o + ffff_, = :i"'-u = o, + ;E.-’; ’
o J.ql f-If‘i_ dfl (v g o da, t_fﬁ
(l = c‘f{zr, + Yy {H_:, -I_ Jl[r'l ’ | + b 4 d (! + Ya dC !

L

et contiendra quatre constantes arbitraires C, C,, C' et C;.
Comment devra-t-on choisir ces constantes pour que cette solution
soit périodique?
Pour que la solution soit périodique, il faut et il suffit que le rap-

rfﬂ_‘l . ff.ﬂ!

port de == —H—j‘- soit commensurable et que l'on ait:
i /4 i 4

(6) Ny -+ My 3 - = 0,
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n, et w, eétant deux entiers premiers entre eux. Alors quand g, aue-
mentera de 2n,7 et y, de 2n,z, le ierme non périodique

ffﬂ'{‘ tfﬂ.’i

y] :r{:;; + "I‘;.’ {f{_.'rl-

ne changera pas. La durée de la période sera d’ailleurs

e il

Comme la condition de périodicité est exprimée par l'unique équa-
tion (6), on voit qu'on peut, sans que la solution cesse d'étre périodique,
faire varier arbitrairement trois des quatre constantes €', C,, (¥ et (..

Cela montre que trois des exposants caractéristiques doivent étre
nuls, et comme ces exposants sont toujours égaux deux a deux et de
signe contraire, il devra en étre de méme du quatriéme.

Ainsi, 81l existait une intégrale analytique et uniforme, tous les ex-
posants cuaractéristiques devraient étre nuls. Or nous avons vu dans la
note A qu'il n'en est pas ainsi dans le cas du probléme des trois corps
que nons avons traite.

Done, il n'y awra pas dintégrale uniforme.

C. Q. F. D.

Note H.

Sur les exposants caractéristiques.

Dans le § 4 (1° partie, chapitre III) jai donné¢ la maniére de dé-
velopper les exposants caractéristiques suivant les puissances eroissantes
de Ju et de calculer les coéfficients du développement. On pourrait se
demander si le développement ainsi obtenu est convergent; et bien que
cette convergence soit une conséquence immeédiate des principes les plus

connus du »caleul des limitesy, il ne sera peut-étre pas inutile d’entrer A
ce sujet dans quelques détails.

Acla mathematien. 18, Imprimé le 13 povembire 1589, 39
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Je donne page 65, ligne 2, I'équation qui donne les exposants earac-
téristiques. Le déterminant qui sert de premier membre & cette équation
est manifestement une fonction holomorphe en a; ce sera aussi une fonce-

tion holomorphe en . LEn effet les divers éléments de ce déterminant

dy,
r-j', i‘j.

sont des fonetions hn]mnc'n‘ph{*s en (. [l résulte de li que les exposants
a nous sont donnes en fonetions deo /L par une 4'*1111:1t.inr::

[I) G{f:{ y ;f,:) = )
dont le premier membre est développé suivant les puissances de a et de pu.
1 pour a4 = g = 0O, ON avait
d (s
== 0
ffn‘_

on en conclurait que a ecst développable selon les puissances de p.

Mais 1l n'en est pas ainsi dans le cas traité an § 4. Dans ce cas
en cffet tous les exposants caractéristiques sont nuls pour p = o et par
conzéquent 1'équation

Giia 0 =0

ayant une racine multiple éeale a o, entraine

d

== (),
rfrg

Nous aurions toutefois le droit de conclure, (en appliquant le raisonne-
ment qui permet de developper y suivant les puissances fractionnaires de
r dans le voisinage d'un point singulier d'une courbe algébrique) que 2
est developpable suivant les puissances fractionnaires de p et que tout
développement de cette forme qui satisfait formellement & I'équation
( = 0 est par cela méme convergent.

Cela nous suffirait pour notre objet.

Mais voyons la chose d'un peu plus pres,

Pozons:

i — & v/
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~y ;= ™ i m o= . " . .
Gz, p) devient divisible par une certaine puissance de p.  Divisons
par cette pulssance, nous obtiendrons une certaine fonction

G: (¢, \’ff_“)

développée suivant les puissances de ¢ et de Ju. L'équation (1) peut
étre remplacée par

G (s ; Ju) = 0.
S1 dans cette équation, on fait 4 = o, on obtient une équation

{fl[:E . D) = 0

qui_nest autre que I'équation (11) de la page 84 (linconnue «, étant

remplacée par ). Or cette équation admet deux racines nulles; mais en

dehors de ces racines nulles, elle n'a pas en général de racines multiples.
Si donc on fait 4 = 0, ¢ = g, on aura:

16,

O =0 -

1

== 0.

e théoréme fondamental du »calcul des limitesy nous permet done de
conclure que e et par conséquent a cst développable suivant les puis-

sances de /.

Note L

Swr les solutions asymptotiques.

Dans le § 5 (1% partie, chapitre III) nous avons étudié¢ les équa-
tions des solutions asymptotiques et & la page 93 nous avons été conduits
a examiner ce qui arrive quand les cocfficients de ces équations dépendent
d'un parametre arbitraire pu.

Nous avons vu que deux cas peuvent se présenter:

1 ou bien les exposants caractéristiques «, ne sannulent pas avec
w3 11 arrive alors en "général qu’ils sont développables suivant les puis-
sances positives de g2 et qu'il en est de méme des séries (4') qui donnent

les sclutions asymptotiques.
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2% ou bien les a; sannulent avee p et dapres le § 3 (1

ere

partie,

chapitre 111) ils sont développables suivant les puissances positives de (/.

On doit en conclure que les séries (47) sont développables également sui-

vant les puissances de /u, mais que le développement peut contenir non

seulement les puissances positives, mais encore les puissances négatives de /.
Nous avons trouvé cn effet (page 91) la formule suivante:

;.;,*;:Z__

¥ \.‘f——r [ <+ Euﬁ — A

(A7 o101k 20

Dans la fraction qui entre dans le second membre le numérateur, de

méme que le dénominateur sont développés suivant les puissances de (/.

Mais le développement du dénominateur peut commencer par un terme

en ju (st y est nul) de sorte qu'on ne peut pus étre assuré que le dé-

veloppement du quotient ne contiendra pas de puissances négatives de (/.
Deux cas sont donc encore a distinguer.

o

1°. Ou bien les puissances négatives de (/u ne se détruisent pas et

F L

subsistent dans les séries (47).

Dans ce cas il est clair que ces séries (4') et les solutions asymp-
totiques eclles-inémes cessent d'exister pour p = o.

2°. QOu bien les puissances négatives de \/x se détruisent et les séries
(4') ne conticnnent que des puissances positives de (/.

[l arrive alors que les solutions asymptotiques ne cessent pas d'exister
pour = o. .

C'est le second eas qui se présente dans la plupart des applications
¢t en particulier dans I'étude des équations de la dynamique. Ecrivons
en cilet ces ¢quations sous leur forme canonique:

de; dIf dy; d I

lil) T dy;’ dt . dx,’ 1= Iy + pl,

ou I est une fonction dépendant des x seulement, pendant que F|
dépend a la fois des z et des y et est une fonction périodique de période
277 par rapport aux y.

Une solution asymptotique est par définition de la forme suivante:

2 = ¢, A6%, 2.6, ..., A8,

1 Ll B
Y = 0t 1+ “:"J"'i(f y 4,67y A6, ..., A,¢€”'[},

ou les ¢, et les ¢, doivent étre des séries développées suivant les puis-
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sances croissantes de A e, A, .., d,e™ et suivant les sinus et co-

2+

sinus des multiples de 7 Quant aux %, c¢’est un nombre tel que », 7'

soit un multiple de 2z. Nous désignons d'ailleurs par 7' la période de
la solution périodique a laquelle se rapportent les solutions asymptotiques
considérées,
Telle est lu définition des solutions asymptotiques. Voyons si pour p=o,
il existe encore des solutions des équations (1) satisfaisant & cette définition.
On trouve pour la solution générale de ces équations quand g = o:

: 0 L :
x, = a?, y=nt+ 4,
les 27 et les A, étant des constantes d'intégration et n, étant la valeur

dr .

de — .~ pour x, = ai. Nous pouvons choisir les constantes 2} de facon
L o

que les m, aient de valeurs données et par conséquent de facon que les
i, 1" soient des multiples de 2z. Les A, restent encore arbitraives. Nous
pourrons éecrire ces solutions sous la forme:

T, = Y = nt + 4.6

en convenant de faire
a, = 0.

On voit ainsi que ces solutions sont encore de la forme (2) et rentrent
par conséquent dans la définition qui précéde.

Ainsi dans le cas des équations de la dynamique, les séries (4') et
les solutions asymptotiques qu’elles représentent ne disparaissent pas pour
[t=0, ce qui prouve qu'elles ne contiennent pas de puissance négative de .

Voyons par quel mécanisme ces puissances négatives de \/u disparais-
sent. Posons:

A4, = w;

i

et considérons les x et les y comme des fonctions des variables ¢ et w.

Il importe avant d'aller plus loin de faire la remarque suivante:
parmi les 2n exposants caractéristiques «, deux sont nuls et les autres
sont deux a deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons
que #— 1 de ces exposants en convenant de regarder comme nuls les

co¢fficients A4, et les variables w, qui correspondent aux n -4 1 exposants
rejetés. Nous rejetterons d'abord les deux exposants nuls et dans chaque
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couple d'exposants- ézaux ct de signe contraire qui resteronf, nous con-

viendrons encore de n'en conserver qu'un.
Cela posé, les équations (1) deviennent:

dx; - e i

(.:r) i T 1;‘ ) Jwt N cy, 1
. i dy, dF
(4) R WS

Cherchons, en partant de ces équations a développer les z, et les y,— n,t
suivant les puissances croissantes de. (/Ju et des w de telle fagon que les
coéfficients soient des fonctions périodiques de ¢.

Nous pouvons eécrire:
— ;I
a, = alvip+ an+ ... = Zalu’

car nous avons vu au § 4 (1*° partie, chapitre IlI) comment on peut de-

A

n-]nlnpm' les exposants mt':urtéristiql:us smivant les 1:1:155;1111:1:5 de ”}.

licrivons d’autre part:

:
=@} + g+ . . = Zaip?,

,II'

yo—mt = +yiyp + ... = Zylp®,

les af et les yf étant des fonctions de ¢ et des w, périodiques par rapport
a ¢ et developpables suivant les puissances des w.

Si dans les équations (3) et (4) nous substituons ees valeurs a la
place des a,, des x, et des y,; les deux membres de ces équations seront

développés suivant les puissances de (/.
r+l
ltealons dans les deux membres des équations (3) les coéfticients de g ?
o | \d) F ’
;

¢t dans les deux membres des équations (4) les coéflicients de p°, nous

obtiendrons les équations suivantes:

i1 i 'R A
PR SRR R Y

1_ -E_- ql ;t_-* F N ; A{I } Ly 1 i !"i ‘ ;
i oy d1oy ot dygdyy

4 p—1 21!
-irr;,- T n‘TJ:- Lo - ol J’
.f;r ' ':7,'; I”.j_ — !"P i S : —

i H*i el | “fﬂil:! ”JJ".

i




o
&
L]

Sur le probleme des trois corps ct les dquations de la dynamique.

..
-

ou Z et 77 ne dépendent que de

_Tﬂ 'I" T i: 1

wigd il ML B LSL LR y

o 1 ) —2
Wiy Wiy viee 5 A

Convenons, comme nous l'avons fait plus haut, de représenter par [U]
la valeur moyenne de U, si U cst une fonction périodique de .
Des équations (5) nous pourrons alors déduire les suivantes:

rIJ = 150
5 o )4, 5]

St I S /S
o, W, i [fu = —[31']‘

QR f {{”"L. — E 'EI*-!':'] I‘F.r:.

(6)

Supposons maintenant qu’un caleul préalable nous ait fait connaitre:

0 ol =1 P [P
Ti g Ty g enay Ty 5T [‘Ii]!

V0 ey g Y — [,

Les ¢équations (6) vont nous permettre de caleuler [#7] ¢t [4/7'] et par
consequent a7 ct »/~'. Les équations (5) nous permcttront cnsunite de

déterminer
A — 1] et =[],

de sorte que ce procédé nous fournira par récurrence tous les coéfficients
des développements de z; et de y,.

La seule difficulté est la détermination de [af] et [y "] par les
¢quations (6). :

Les fonctions [.-ri:.‘j et [#'] sont développées suivant les puissances
croissantes des w et nous allons ecaleuler les diverses termes de ces dé-
veloppements en commencant par les termes du degré le moins ¢levé.

Pour cela nous allons reprendre les notations du § 4 (1 partie,
chapitre III), c¢’est a dire que nous allons poser:

A*F d°F,
== (-'r:;- ’ ot I ——I —— F"Hl'

da; da; iy Ldax;

(pour les valeurs nulles de w).

Si alors nous appelons & ¢t », les coéfficients de

-]

B0 0 e W
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dans [27] et [57~'], nous aurons pour déterminer ces coéflicients les équa-
tions sulvantes:
zt 'J‘u-?}"t — 0y = Ay

Zl_(."ﬂi S — H};' = [l

—
|
o

Dans ces équations (7) 2, ct g, sont des quantités connues, parce qu'elles
ne dépendent que de
ol p—1 0 T
:Tr:. ] ;I'I' § & & & g J": L] Hi: T W ['EJ:]'

LS =3 L=l o g Ji—]
i s lisoney J’f':' H ."ff‘ o [."f': ]

ou des termes de [27] et [»/7'] dont le degré par rapport aux w est plus
petit que:

m, + M, 4+ ... +Mm,_1.

De plus nous avons posé pour abréger

S=ma +ma, + ...+ m,_,a,_,.

Nous avons donc pour le caleul des coéfficients & et 7: un systeme d’équa-
tions linéaires. Il ne pourrait y avoir de difficulté que si le déterminant
de ces équations était nulj or ce déterminant est égal a:

S8 — (a1)*)[S? — (a)%]...[S* — S
Il ne pourrait sannuler que pour:

S = 0, S = -+ o
c'est a dire pour

m, + m, 4 ... M, , = O ou I,

On ne ponrrait done rencontrer de difficulté que dans le caleul des termes
du degré o ou 1 par rapport aux w.

Mais nous n'avons pas a revenir sur le caleul de ces termes: en cffet
nous avons appris a ecaleuler les termes indépendants des w dans le &2
(1°* partie, chapitre III) et les coéfficients de

'EI!-:"':I ¥ !{“:.I § = & & § "r-” 'I

dans le § 4 (1° partie, chapitre III).
On ne sera done jamais arrété en cherchant i developper les 2, et

les g, suivant les puissances de o et des w.
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