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(J) 

cl If' <l,,· <l /1' d.i: d 11' - _, + - -' + = o, 
cl:c, dy, �c�l�~�~� <ly. dy, 

cl 11' il.i: .. 1lli' d.i:, cl /1' 
�- �~�+ �- + -= O. d.v, dy1 d,r �~� �d�y�~� �d�y�~� 

C'e:-:t lit le proülè111c t}LIC nous uous so111111cs proposé du11s le§ 2 (2œe 

l"·trtic, cliapitrc I). 
Cc problè1nc peut ètrc présenté Rous u11c n ulrc for1ue (en se pla\·ant 

uu point de vue des Vorlesu11ge1i über J)y11a111ik). 
Si x1 et �.�t�~� sont deux fonctio1ts de !J1 et �<�l�e�.�'�/�~� sat.isfaisa11t aux équa­

tions (3), l'expression: 

devra être une différentielle exacte. Si donc 1tous poso11s: 

S :-;cra une fonction de !J1 et <le �!�/�~� qui sera <léfi11ie par l'équation aux 

dérivées l>artiel les: 
• 

(4) '(<l.'3 cl.') ) , 
]t -l ' -l - ' IJ1 ' !/.. - c . ( y ( Il • • 

l .. 1 t 

S pourra se <lévelo1Jper suivant le::; ptti::>sanccs <le J11. et l'on aura: 

(s) 

S0 , .'l1 , ••• , 81.; , ... seront des fonctions de !f 1 et de �y�~� et 011 aura: 

-
�c�l�y�~� 

.Je rappelle 111ainteuant quelles conditions 11011s avous i111posées dans 
Je paragraphe cité, aux fonctions �.�r�~� et �.�r�~�;� nou:; avo11s suppoôé d'abord 
que �.�r�~� et �.�r�~� devaient être des constantes. 011 a alors 

80 = �:�t�~�,�1�/ �1� + �.�r�~�!�J�~ �.� 

. 1 . 1 1 ] cll!'o t <ll•,o �~�1� nous a1Jpe ons ensuite 1i1 et n.. es va eurs l c - c - -
<l.e. �d �.�l�'�~� 

pour .r1 ----' �.�v�~�,� :r1 = �.�r�~�,� ces quantités n1 et 112 seront encore des constantes. 

• 
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r li 
,'an:tl)'::-e qui va suivre s'applique au cas oi1 le rapport 

11
1 c:-t co111111en-
• 

su1·ahlc. l):Lns cc cas on peut toujours, co111111e 11ous l'avons vu, suppose1· 
11~ o; c'est ce que uous ferons <lésor111ais, co1nn1e nous l'avons fu,it <laus 
le in1ragraphc cité. 

Nous avons supposé c11 outre cla11s cc par:1graphe <1uc .rf et .r~ sout 
des fo11ctio11s pério<liqucs de !J1 <111i 11c changent, pas de valeur q11a11d 011 

change y1 et !/~ en yl + 27r et !/~· 

r 1 <l , clSk cl,'Jk l . · 
l résu te e la que et so11t, <es Jo11ctio11s périodiques par 

<l!f, <ly~ 

rapporl à y
1 

et. c1u'o11 peut écrire: 

(6) + ~;~' 
),! Ôtant Ulle COll~fante et. S~ une fo11ctio11 périodic1uc de !J

1
• 

Suppo,.:011s <1ue da us le })l'C111ic·1· 111c111l1rc clc l'é<J uatio11 (.+) 

1:1\ ,[,'j d.') ) 
f -l ' -l 1 !11 ' !J .. < y c Y. -

. l • -

011 rc111placc S par son dévcloppe111c11t (s); 011 verra que Ji' dcvic11dra 
développable suivaut les l)UÎssa.11ccs <le ~/i et qtt'ou aura, ainsi c1u'on l'a 
vu clans le paragraphe cité: 

fi'= Ifo + 111 \'/J. + If~tt + lls/J.v'ÏÏ + . . . ' 
les 11 étant des fonctions de !J 1' de!/~' et <les dérivées part.il!llcs de 80 '81' s~' etc. 

On voit d'ailleurs que If~ <lépc11clt'a i:;c11lc111cnt de 80 , J/1 de S1

0 et 
81 , JI~ de 80 , 81 et 82 , lia de 80 , 81 , S~ , Sa etc. 

On trouve d'ailleurs: 

]fi 
1lS

1 -1t ' 1 dy 1 

1(. 
il ,'{ + [{~, - 11

1 / 
, + t::..s

1 -
( !/, 

]fa 

• • 

= - Il d.';~ + 
1 d !11 

• 

• 

• • 

,z.11• + 
cly, 

2 t::..~c:;~ + ](a• 

• • • • 

2 Â .c.:;,, 1 + J(,. ' 
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oi1 l'on a posé pour abréger: 

C•t Oll f(,, Il<' dépend q Ile de 8
0 

, 8
1 

, ••• , j llSCJ 11'it 1..({,
1 2

• 

Cein posé, pour clétertniner par récurr<'11r<' i<'s fonrtions S,,, nous 
nurons if's équatio11s i:n1iva.ntcs: 

. . . ' Il,, = o. 

S·1 1'011 .c::11p1Jo,.a1"t l f · S ~ S f ·' "' que f'S onrt.1ons 0 , S1 , ••• , P 1 ttssent ent1ere-
1nent c·o111111es, l'équation 

H = O p 

on 

(7) 
d ,c:;,, 

'11 - = 2 /::,. 8,. 1 + /(,. 
1 <l!f. 

drter1nincrait la fonction Sr à une fonction n1·llitrairr près de y
2

• 

) [ais ce n'est }Jas tout à fait ainsi que la qn<'stion sr présente. 
S11p1losons qne l'on connaiss0 co1nplètement 

et que l'on connnissc 81,_1 à une fonction nrl>it.rnirc prèi;; de y
2

• 

J>t1r hypothèse les dérivées de so' sl ' ... ' s,,_2' s,._, sont des fonc­
tions périodiques de y1 ; donc J(P et t;,.S"_1 seront <les fonctions pério-
<liqnri:; de y1 • • 

l)éi:;ignons par [U] co1n1nc nous l'avons fait clans le pnragrn1Jhe cité, 
ln vn leur 1noyenne de [T, si U est n ne f onC't ion périodique <le y

1
• 

S" doit. c"·trc de 1a for1ne ( 6); nous en concl nons q ne: 

1 . • i.p 
<oit ctrc· une constante indt~penclante de ?Ji, cl<' :'ortr que l'éqnntion 

11 . 

(7) nous donne: 

• 

• 

I 
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et cette équation déterminera co1nplètc'1nl'nt ,..<;,, 1 (si l'on su1)pose que l'on 

sr clonnc, soit n.rbitraircment, soit suivant nne loi quclconqt1e, la con­

stante J.r)· 
Nous trouvons d'abord l'équation: 

Il. = 0 Oil 0 

qni nons montre que 8
1 

est. nne fo11ction nrl)it1·n.irc dr y
2

• 

Nous en rléduirons: 

2
/:l..S = - llf'l,c:;, cl .. r:;,, _Nd,'{, rlSp 

1> dy~ <ly, rly'l dy, 

(nous posons pour abréger: 

co1n1nc nous l'avons fajt clans Ir pnragrn1)hc rité). 
l/éqt1ation que nous tronyons rnsnitc rn égalant À. o la ya lenr 

mo)·ennc <l<' H
2 

est la suivante: 

Ût• 

})'autre part: 

),
2 

est une constante 

ccll<' que nons avons 
11 vient <lonr: 

!:l..S = -- N (:!li)'= 16.5' ). 1 2 cly, 1 

qui, ainsi qu'il est n.ii;é de· le voir, ei;t 
appelée -- (J

1 
dnns le pnrap;ra1)hf' r.ité. 

' . ' prrc1sc1nent 

' 

8
1 

rst ainsi entièrement déterminé à nne ronsta11te prrs; mais nous 1)011-

vons laisser cette constante de rofé, elle 11e jone en 0fl"rt aurun rôle 
puisqn<' les fonctions S 11'entrent qne par leurs dé1·ivées. 

J,'éqna.tion (8) devient ensnite: 

(9) 

• 
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Dnns le second mernbre tout est connu; 1(,, ne dépend que de 8
0

, 

S o <lS,._1 . S 1 . . • , 
1 , ••• , ~.,,,_2 ; 

/ 
est connu pu1sqne ,. 1 est. suppos~<' < ctcr1n1nee a 

( y, 

une fonction nrhitraire prcs de y
2

• 

D'antre pnrt 

clone s'écrire: 

est indépendant <le y
1

; lt> pre1nicr me1nbre }Jent 

• 

de sort.c que l'équation (9) nou;;; <lonnern. / ,z,~" 1 J en fonction de y
2

• Non;;; 
1 !I i 

connaitrons donc [ S,._1] it une eon;;;tnntc pr(•;;; <'t. c<'t.tc <'Onstnnte qui ne 
jon<' nncnn rôle pent être laissée de ctitr. 

Nous connaissons d'une part s,,_ 1 à 11nc fonction nrl>itraire p1·ès de 
Y1; d'antre part nous connn.isi:ionR 1 s,,_1] e11 fonction cl<' ?/2; donc sp- 1 est 
enticre1nent déter1ninée. 

T,a. constante 01 joue un rôle préponclérnnt. Supposons d'nbord 
qu'elle soit snpérieure à la yalenr que nous ayons nppcléc - r. <lnns 
les J)ll.rngraphes cités et par conséqne11t que [F

1 
+ ('

1 
soit toujours po· 

sitif et 'll,<;, toujours réel et je pourrai njonter tonjour·s positif parce que 
( !/~ 

je snis libre de prendre le signe + devnnt le rndicn 1 . 
• Je dis qne dans ce cas, on peut choisir n1•l)ifrn.ircrnent. les constantes 

i d,'\" dS,, d i! • • • 1· 1 1 
A C't que -1. et. l sont es Jonctions pcr1oc 1q11C'!< non gen em<'nt < e ~/ 1 , 

<·!/, ( ,!/~ 

111 niR encore de y~. ( ,9" est a101·s de la forme 

• 

À,, Ct /Lp étant des CODStantes pendant que s;,' <'St l)rriodique de période 
2;:- tant par rapport à y1 que pnr rapport h. y

2
.) 

l~n effet., supposons que cela soit vrni polir: 

• l. l . d.<;p- 1 Je eus qn<' C'e a i:iera vra1 encore pour et 
"!li 

.Aria 111a//1e11uitica. 13. Tmprlmê te :; oo.-embrc 1889. 29 
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En effet, nous avons par l1)1pothèse: • 

+ ~). 

lc8 A ot les a étant drs constantrs, 111 1 et ni~ étant des entiers. 
On aura. ensuite par définition 

+ a). 

~lais on doit avoir 

et par conséquent: 

[
dSr- 1] = Àr. 1, 

cly, n, 

),
1

, 1 étant une constante; on en conclut que: 

Ào.m., = o 

Il vient ainsi 

s = l.p - !1 + 
p-1 ?J,, y l 

pour 
• 

A - l.r- 1 
o.o - n · 

1 

~A sin (1n171 1 + 111!?/! + a) + [f::J J 
L- m,.m, -rn, P·-1 ' 

1n, et rn2 prenant toujours sous le signe L toutes les valeurs entières 

telles que 1n1 ~o. 
Ainsi, pour ql1e Sp- i soit. de la for1nc voul uc, il suffit que: 

soit une fonction périodique de J/2 • Or[dFl". 'I d'fi. }'' est c nie par equation: 
cly~ 

](" ue clépendnnt que de 8 1 , 82 , ••• , 8"_2 sern périodique c11 y2• 

• 
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lrl ,'{ 1 J t t i.,, 1 l 1 " est une cons .an e ; c e p us 
1ly

1 
n 1 

<liquc de y~ qlti rie s'arinule ja1nais. 

1l.<; J: • 

I 
l_ est u11c ionct1on 

( !lt 
• • pcr10-

Il ' 1 [dSp- t J 't <l' l ' . t l . t en rcsu te que cl!I, peut e rc cve 01)pe su1vu11 es sinus e 

les cosinus des inultiplcs de v~· 
011 u. ensuite: 

clS 
n1 l p = 2 (!::..SI'_,) + J<,,, (y, 

. clS,, , . d. 
cc c1u1 inontre que -l- est i)er10 ique en !J1 et !J~· 

( !f 1 

Ai11si en choisissa11t pour C
1 

une vuleur su1>él'ieu1·c tt - SC4 et eu 

choisissaut c11suite les autres constantes ).:; , J.1 , ••• d'u11c fa.ço11 arbitraire, 
a .r.; dS d , . <l . . 1 . l on trouve pour -
1 

et -d es ser1es or onnecs su1va11t es sinus et es 
c Y, Y2 

cosi11us <les 1nultiplcs de y
1 

et de y
2

• Ces séries, quoique divergentes, 
pcuvcpt rendre <les services dans certains cas, ainsi que je l'ai dit au 
§ 4 ( 2 °'0 partie, cl1apitre I). 

Passo11s 1naintenant au cas de 

L'cx1)rcssio11 

11'cst ju.u1ais néga.tive, 1nais elle <levicnt n11llc })Our une certaine valeur 
de .'/~ que nous avons a1)pclée Y)~ dans le pnl'agraphc cité. Je supposerai 
<la11s cc qui va suivre que cette valeur est 11ullc; j'ai le droit Je le 
faire, 1'01·igi11c des v~ étant restée jusqu'ici arbitraire. 

Ecrivons donc [ ]t'I J + cl sous for1ne de série trigououiétrique: 

[F1J + c1 = I: .. 1,,, si11111y-i + 2:11111 cos111y2 • 

I>our !J~ = o, cette fonction s'annule ni11si que sa dérivée, puisque 
la. fouetion étant toujours })Ositive, zéro est pour elle un 1nini1nu1n. I l 
en résulte que l'expression suivante: 

[F.J + 01 

• -> 11,. sin•· 
2 

• 
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est développable suivant les sinus et cosi11us des 111ultiples de !J~; c'est 
une fonction l)ériodique de y

1 
qui ne s'annule ja.111ais et ne deYicnt 

ja1nais infinie. 
Il suit de là que l'on peut écrire: 

sin 1!.! 
v 2 

= 'LA,,. cos niy2 + 'LB,,. sin 1ny~ 
[''', I +o. 

et par conséquent: 

dS, 
dy, 

v' ') .,, 
.::_ i:; i n :....! 
N 2 

- · 
L:Am cos ?11!/, + LB"' si111ny~ 

Nous pourrons écrire n1aintenat1t l'équation (9) i:;ous la for111e sui­
vante: 

(9') 
,.j2Nsi11 :· l l • J - ----- --·-- ( ·"1 l = - ). + </, ( ) 

L ,I"' cos1ny
1 

+ LB,,. siu 1ny, dy. 1
' rJ" !!2 ' 

</J" étant une fonction connue de y2 • 

Cela })Osé, je ine i)roposc de dé111ontrcr que: 

dS,, 

cly, 
et 

clS ,, 

cl y, 

sont des fonctions périodiques de y
1 

et de y'l, dont ln période est 2-;r par 
' ' ra1)port a. !J1 et 4;r par rapport a y2• 

Supposons en effet que cela soit dé111011tré i)our: 

d s, cl,'J, ds. <l.<.J. cl'"" ~ 
{ ' d1 ' dy ' <l11 ' ••• ' ,,,, Cf/1 J2 1 ·'• .1 

clS,.-2 d '"" 1 

' <lft. ' dy, 

"·",, 
1 est une fonction périodique de !f 1 et <le !J'l; d'autre part sa valeur 

cly 1 

1noyc1111e 

[
dSp-i] = t .À 

d.y n p - 1 
1 1 

est une constante indépenda11tc de y 2 • Nous pourrons donc écrire: 

• 
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0,. 1 (!/ 1 , !J~) étaut une fonetion 1Jério<l i(1uc de !J1 et y~ et ç_1 une fonction 
arbit1·airc <le y

1 
seule1ncnt. li vient ensuite: 

<l'oii 

et 

• cc <1u1 1nontrc c1uc 

et de !I~. 

_ dOr 1 + tZCr- 1 
- ' dy, cl!I, 

rl [S,, _,] est une fonction IJériodiquc de !/
1 ll!J, 

L'éc1uatio11 (9') 1nontre que cela. • I l <l [d ·"r-\ ] est vrai cgu. c1ncnt e / et i>ar 
( !I. 

I d clSp-1 consec1 ucnt e l 
< !ls 

(quelle que soit d'ailleurs la coustante ).r) et l'équa-

tion (7) 1no11tre que cela. est 

Cela sera donc vrai des 

<1ucl que soit l'ir1dicc p. 

. d clSr vrai c 
/ 

. 
( y 1 

fonctions: 

et. 

Il i1nportc toutefois de rc1narqucr que si ces fo11ctions sont pério­
di11ues, ce r1'est pas une raison suflisante pour <1u'cllcs puissent être dé· 

veloppées suivant les sinus et cosinus des n1ultiplcs de y
1 

et de ·~". En 

effet ces fonctions ne sont pas toujours :fi11ies, sauf pour un choix parti­
culier cles constantes l.1, ; il est aisé de s'en rendre co111 1Jtc, car l'équation 
(9') d'oi1 l'on doit tirer la valeur de 

[
dSp- 1 J 

dy, -

a en f~tcteur dans son pre1nier 1ne1n bre 

[ 
cl.'i,, 1 J . d 

d 
cont1e11 ra 

. y, 
• 11 

Si n ~ 
2 

au dénominateur. 

• 

• If 
Slll ' -' . 

2 
Donc l'expression de 

• 
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Les dérivées des fonctions si' l)OUl'l'Ont donc devenir i11fi11ies, niais 
seule111e11t pour 

S·1n I!.!. = o ou !J 2 1
• 2 = ,, ;: . 

2 

Si y~ a u11e valeur différente <le 2k;r, ces dé1·ivées ue deviennent 
i11{i11ies po111· aucune valeur <le y 1 ; elle:-: i>euveut <loue se c1évelop1)er sui­
vant les sinus et cosinus des n1ulti1>lcs de y

1
• 

Nous i>ouvous donc écrire i)ar exc1111)le: 

<l .S,,_ , = ~ l + "'""' ,, + "'""' l' . , "i• 1 4.. .LJ 111 co:; 111.111 4.. >"' s1 n 111 y 1, 
(1, ,, 11 -

• 1 1 

.A,.. et 11,,. éta11t des fonctions périodiques de .'/~ qui peuvent devenir in­
finies. 

I 111agi nons 1nuintenant {1 uc les co11sta ut es ).P <l' iiulicc hn11ai1· soient 
toutes nulles; je dis {1ue 

et 

ne changeront i>as c1uand on cha11gcra !J~ c11 !J~ + 2::- toutes les fois llne 
l'indice 1> sera i)a.ir et c1u'au contraire c·cs deux fonctions ehaugcrout <le 

signe, sa11s chauger de valeur absolue c1ua11c.1 on changera !J2 e11 !J2 + 2;:, 

toutes les fois qt1e l'indice p se1·a i1npnir. 
Je suppose que le théorè1nc soit vrai pour: 

rZ.'i, cl.'), -dy, , ll!f~ 
"·"· ,1 • ..::,. ~ 

' cly~ ' ... ' dy, 
'I ji..,f,, :! 

' "!I, 

tl .<.;,, - 1 

' d !/, 

et je 111t! l>roposc <le <lé1nontrcr qu'il est vrai égalc1nc11t pour 

et 

S. cl • ..::,._ 1 1 . l' , 
i l est 1nu t1p 1c 

( !/ 1 

il en scr<\ de 1nè1nc de: 

• 

\ 

• 
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• 

Nous avons trouvé en effet 

ll.c;,._, - ..:_ i + "'A + "J> . 
l - Ap-1 L 111 COS111!}1 L J 111 Slll 111,1/1 , 
( !11 711 

et. B,,, étant des fonctions périodiq nes dL! .//~. 
~ . 

sera. 
' a ?/~. 

S. il.'ir- 1 1 . l", ( ) t 1 1 
i l est inu t1p 1e par - 1 r - qnanc !/~ a11g111ente ( e 2n, il en 

( !11 

de inême de A ,,. et B,,, et des dérivées cle ces fonctions par rapport 
I l en sera donc encore de inême de: 

Nous avons 1naintena11t à n1ontrcr que cela est vrai de 

Po111· cela il est nécessaire d'étudier <le quelle 1n.inière J{,. dépend 
des fonctions S0 , S1 , S2 , •• • , Sp- i · .Tc 1nc 1>ropose d'établ ir que l'ordre 
<le tons les ter1ncs de J(P par r~Lpport aux dérivc>es dt•s fonctions d'indice 
• • 11npa1r 

sera de Tnêmc parité que p. 
En effet, en faisant dans 

(
dS rlS ) 

F dy, , cl·y, 'Yi , y~ , 

• nous avons tronve: 

Si je change ,1µ en - vÏJ. et qu'en 1nê1nC' tC'1npi< je change S
1

, S
3

, S
5

, 

etc. en - S1 , - B:1 , - S5 etc. sans toucher n ux fonctions d'indice pair, 
l'exprc:;sion de F ne devra pas changer. 

Donr JJ,. devra se changer en (- 1 )" H,.. 
Cela 1nontre que l'ordre de tous les tc•r1nes de JI,. par rapport aux 

dé ri vécs de si ' sa ' s:' etc.' devra être de tnèrnc I)itl'i té qne 1). Il deYra 

' 
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donc, co1n1ne je l'ai annoncé, en être de mê1ne des ter1nes de J{,, puisqu'on 
ol'ltient li~, en supprimant dans n,, les termes qui dépendent des,,_ , ou des,,. 

Cela posé, changeons Jl'J en ?/2 + 2;:-; les dérivécR de sq ne changeront 
pns si q est p3ir et au plus égal à p - 2; cllei< changeront de signe si 
q ri<t itnpnir et au plus égal à JJ- 2. J)onc JC,, se ch:ingern en (- 1 )PJ{11 • 

l{<'prenoni< mnintenant l'équn.tion (9) 

(9) 

Quand on change '!}
2 

en y
2 
+ 2;., 

[!(,,] se chnnp;c en (- 1)'' [/1~], 

[dS,, _1 J 
dy, 

se chnngr <'n (- •)"l,Z,I{,, 11· 
dy, 

et 

dS, se change en ilS, 
• 

rl!ft rly~ 

Nous pot1vons mêrne dire que 

),,, se chn nge en (- r )" ).". 

En effet. cela e,--t vrni pour p pnir pnrce que ).
1
, est une const<inte 

indéJ)<'nclantc de ?J
1

; ccln. est vrni cnrorc pour 11 i1npair parcfl que nous 
a.vons supposé que les ).,. d'indice i1npnir sont tous 1111ls. 

Tl résulte de la que 

et pn r conséquent 

Je dis maintenant qur 

(- 1)"- 1[d.9,,_, 1 
1/ 11. • • 

('11 ( - 1 )" 

C. Q. F. O. 

dF;,, 
dy, 

Re cl1a ngern e11 (-
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l~crivons en effet l'équation (7) 

(7) 

I~, et D..SP 1 et par conséq11cnt le second 1nc1nbre cle l'équation (7) seront 
1t1nlt.ipliéC's par (- 1 )P quand y

2 
a11g1ne11tern, de 2;:. Il devrn. donc en 

I'. 1 ' 1 . b 1 i/,f:;I' \;trc < c 1ne1ne < u i)re1n1er 1nem re et ( c -
1 

. 
( !/, 

C. Q. F. D . 

• Tc vais rnaintcnant dé1nontrcr qnc 1'011 peut choisir les constnntcs ).
1
, 

de façon que les dérivées <les fonctions S,. ne deviennent pus infinies pour 
Y2 - 2kr.. 

Supposons que l'on ait choisi les co11stuntcs ).~, )..
1

, ••• , )'P- • de 
f11ço11 que 

ris, 
Cl!f 1 

as, clsp 2 

' dyi , ••• ' d!f, 
t1 ·"p '.l 

' tl!f, 

restent finies et que les constantes ),q <l'indice impair soient nulles; je 

a 1 . d f d ,i.;p 1 11,..::,, 1ne propose e c 1ois1r }'JJ e açon q ne 
1 

et 
/ 

ne deviennent pas 
' !I ~ , !' 1 

non plus infinies. Nous verro11s en 1nè1ne ternps que )'JJ devra. être nulle 
si 1> est impair. 

Il est clni r cl'n.borcl que si 

et de 

cl ,c:;JJ- 1 

d!t 1 

r1::;stc fini<·, il en i:;ern. de 1nè1ne de: 

lleprcnons inaintenant l'équation (9'). Le coëfficient <le la qunntité 

. [rl ·"p-1 J ' l 1nconn11c di s a11nu e pour y2 = 2k;r; pour que cette quantité in-
. .1 t -

connue de1neure finie, il faut que le second 1ncn1bre g'annulc égalcn1cnt 

et que l'on ait: 

Acta t11athematic11. 13. Imprimé le 5 novembre 1889. 30 
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Comme </JP ne change pas qt1nnc1 .1/2 nug1nentc de 4ï., il suffira de 
prendre k = o et k = 1 et d'écrire 

Si JJ est. pnir, il n'y a l)HS de difficnltè, 011 n: 

et par conséquent: 

</Jp ( 0) = <fJ,) ( 2 7t), 

de sorte qu'il suffit de prendre: 

),p = <!>,,( 0 ). 

Si nn contrnire JJ est i1npair, on a: 

et 

cle r;ortc q ne les éq11ations ( r o) ne peuvent être r;n tisfnitcs qt1e si l'on a: 

Nous avons clone à. dé1nontrer qnc })Ollr JJ itnpnir, <b1,(o) est nul. 

Soit en eff'et: 

et par conr;équent 

<P,,(2;.) = - a. 

Je dis qi~e a est nicl. 
Nour; n llons nous appn)'er sur 1111 lcm1ne qui est presque évident. 

Voici l'énoncé de ce len11ne: 

Soient ~. et ç-2 deux fonctions périodiques et de période 2;:- par 
rn pport. ii y

1 
et à y,,. On r;n i t q ne si ç est une fonction périodique de 

1 1 1 l <lip t 11 On <nt11·,n clone !I,, 1)nr cxemp r, a ,.n e11r n1o)·enne c c -1 es nu c. .. .• 
( !11 

(f ,, 'f' ~ 1 ~ ch; cl1;. = o tl 1/ • 1 • 2 
• • 1 

• 
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ou 

les jntégralcs étant étendues à toutes les valeurs de !J
1 

et de y
2 

depuis 
. '' 0 JUSqt1 a 2;:. 

I l est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fonctions ~1 
et r 2 soient continues, Inai::; leurs dérivées peuvent être discontinues. Ces 
dérivées doivent seulement rester finies. 

Cela posé, nous achèverons de déter111 iner. la fonction S
1
, _

1 
non i)Ius 

par l'éqtiation (9'), 1nais par l'équation suivante: 

Elle ne diffère de l'équation (9') que i>ar ce que ;...,, à été re1n1)laeé 

a cos !/, • 
2 

par 

C . . a· b d r " . ..;;,,_, J c . • . ette cquat1on 1nontre a · or que - , est une 1onct1on per10-
c !I t 

<liq11c de y1 et de période 2ï<, Ge rappelle que }J est supposé irnpair). 
J)c plus cette fonction ne devient i>ns infinie pour y

1 
- 2k;:, pnrce que le 

second 1nc1nbrc de l'équation ( 1 r) s'annule pour y~ = o et pour y
1 

= 2;:-. 

l)osons ensuite 

.>- _ clS., + i clS, + clS, + "'1 -·- /J. /1 a,11 1 dy1 cly
1 

11 - l l" 1' 
" (.''JI l ;; . . . + /,1. • , - + /,l. • Y/' 

1 1/ • 1 

,,. tl.':3. + 4 llS, .... - - /'J. 
2 - d!f, dy, 

l . J>ll':l 

+ ( ,'j. + + ., ( ' JI 1 • 
/.1. -, • • • /1. - J ' 

l !/, 11y~ 

Y/ ser~1 une fonction de y1 , de y~ et de /,J. définie })rll' l'éq untion : 

F((.. Ç '!!1, !!1) = G. 

Il est aisé de voir q11e Ç est entièrement déter1niné puisque nous 
connaissons n1aintenant complète1nent 80 , 8

1 
, ••• , s,,_1 • On pourra donc 

tirer Y/ de l'équation (12) !'OUS la for1ne suivante: 

• 

• 

• 
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les 1Ji étnnt <les fo11ctions périodiques de .111 et de y~, d1~ période 2;: i>ar 
rap1>ort it !J1 et 4;::- par rap1>ort it !J~· 

De plus on aura: 

Nous n'avons besoin que de Y/o; or on YOit tout <le suite que r;0 c:st 
dounée l)ar l'équation suivante : 

qui ne diffère de l'équation (7) c1uc l)~tr cc c1uc l'i11conuue y est désignée 

par YJo· 
Cette équntion 1nontre que YJo est une fonction l>ériodiquc de !J1 ; il 

faut. chercher la valeur 111oyc11ne de cette fonction. Si l'on se reporte à 
la. signification de l'équation ( 1 1 ), on ·verra qu'elle cxpri1nc que la partie 

1noyenne du second ir1e1nbre de ( 13) est a co::.'J!;.. On a donc: -
fi. '' • [YJ0 ] =-COS~· 
'' • -

~ est susceptible de deux Ylllcurs différentes qui se per1nutent l'une 
<lans l'a.utrc, soit quand on change ,'ÏJ. en - ,'Ït, soit quanJ on change 
!J~ e11 !J~ + 2;::-. 

J'appellerai r
2 

la plus grande des deux valeurs de (, et <f~ la I>lus 
pcti te. 

De 1nê1ne (; est susce1)tible de deux. valeurs; j'appellerai $!\ celle 
qui correspond à r 2 et </J1 celle qui correspond à <f;2 • 

Enfin YJ est susce1)tible de deux vaJeurs; j'a1)pellerai r;' celle qui 
correspond à ç-2 et r;" celle qui correspond n <f 2; r;, est susceptible de 
cleux Yalcurs que j'appellerai de 1nême r;; et r;;'. 

I,a. fonction ç-
2 

est périodique de périoclc 2r. par rapport à y 2 ; en 
efl'ct, quand on augmente y

2 
de 2;:, les deux yaleurs de (, se permute11t 

entre elles; donc r 2 qui est toujour~ égale à la. plus grande de ces deux 
,·alcur~ ne change pas. 

P 1 . . ' ,{, , ,, , Il t d f t' our a ineme raison, r 1 , <p1 , 'f'~, r; , YJ , r;j , -r;, seron es one ions 
de période 2rr par rapport à y2 • 

Des définitions précédentes, i L résu ltc q uc 501 , ~2 , cp1 et cp2 sont des 

• 

-
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fonct io11s co11ti11 ucs, quoique les dél'ivées <le ces foucticns, tlc 111è1ne que 
YJ' et r;" i)uissent être discontinues. 

Nous so1n111cs donc clans les con<litions oit notre le1n1nc est applicable 
et nous pourrons écrire: 

PJJ{' /1.2 l{'lj (1!)\ ('!}~ 
( If., • • • JJT(cl<f, tl<f,) I l = -- - - ( !} ( !)., 

<l!f1 1ly, 1 • 
= o, 

ou encore 

ou c11fi11: 

+JJ[,l(r/ -- ~~) _ d(r/' - "Îo 1 J i d = 
d l (fjl !J2 o. 

Yi < !I. -

Cette relation devra a voir 1 ieu quel que soit /J.. 

~lais quand 11 tend Ycrs o, r;' - YJ;, 1 t YJ" - YJ;,' tc11de11t Ycrs o. 
Doue on a u1·a : 

(pour /J. = o). 

'l'ransfor1nons le premier 1ncmbre de l'égal ité ( 14). 
<l'abord c1uc ]J étant i1npair, Y/n est une fonction qui doit 
- Yio quand !J"j se change c11 y2 + 2ir. Il suffit pour 
de se reporter iL l'équation ( 1 3). Nous avo11s donc: 

Je ren1arquc 
se changer eu 
, . 

sen convaincre 

I '' L Y/o =-= - Y/o = :r: Y/o 

d'où • . ' • 
' 

• 

Il reste à voir pour quelle::; valeurs des !J nous devous faire Y/~=+ '1/o 
et pour quelles valeurs des y nous devons faire r;~ = - Y/o. 
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~i nous avons: 

,. 1 

+ 
-:;-- d .-:,. - 1 

/J. • I > o, 
' !li 

• • • 

11ou~ devrons prendre <l'u1)rès notre co11ve11tio11: 

• • • 

d~ -d8, cl~ d~ ,,, = - - . 111 - + /J. - /'J. 1/'J. + 
'f'1 cly, V dy, <l!/, V cl!f, ... 

1• - t lS + ~ ( 1•- I 

/J. cly, 

11 - 1 rlS 
+ ,, JI 1 

/L - cl !I, . 

Si au contraire le pren1ier 111e1nbrc de l'inégalité (15) est négatif, 
nous devrons prendre: 

rlS
0 

,- il ,'i, p 1 1l,<;,, + /..1 
•) 1 

cc dy, - \ /J. cly. + • 
' 2 

. . . 
dy, 

et 

_ d,<;0 + /"~ dS, + r 1 clS1,_ 1 
. 

cf.r + /1 ~ • • • 
' 1 - dy" ,, 1ly, cly. 

'fout dépend donc du signe du prc111ier 1nc1nl>rc de l'inégnlité (15). 
l~ga 1011s cc i)rcrnicr 1ne1n bre à o. nous o bticnd rons une éq un.tien: 

• • • - o. 

Cette équa,t.ion peut être regnr<léc co1111nc définissant !/
1 

eu fonction 

de !I 1 et. de /J.. 
On IJourra résoudre cette équation et écrire: 

0 bser\•ons seulement 
• pn1· 1·npport a y1 et 

on )' r~iit /J. = o. 

que 0 est une fo11ction périodique de période 2;:­

que cette fonction 0 ~'nn1111le iclentiquen1ent quand 

J>,, r con:'éq uent q uarHI y
2 

variera de {J à. O + 2:.., on nura : 

17~ = + 1)0 
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et. quand y2 vnriern de 0 + 2r. à 8 + 4;:-, on nurn. 

, 
Yjo = -YJo· 

Nos intégralei:i doivent être étendues à. toutcR lci:i ''n.lcurs de y
2 

comprises entre o et 2;.. Mais co1n1nc YJ~ est une fonction de période 
2;., on n11ra: 

Oll 
2.. /lf2r.: 

= 1·<,.1/11·<,!/2 U: . 
0 Il 

Quand 11 tendra vers o, le premier me1nbrc devrn. tendre Yers o et 
cl'nilleuri:i 0 tenclrn. vers o, on a11ra donc: 

} 
.. ;· d = <ly <'1/ 1Jo = 0 

1 • 2 cl 1/ •• 
0 0 

cl'oi1 
2h 2 .. 

2;.fd[1Jo]<l11 = -ï.~1·sin?l2<ly = _4;;ri. 
d1t • 2 n 2 2 n, • t 1 

0 0 

()n n. donc 
a= o. 

C. Q. F. D. 

Il résulte de là qne i:;i l'on annule les constantei:i À" d'indice impair 
et si 1' on donne cl es vn leu ri:i convenn blci:; n nx constn ntei:i ÀP d'in<l ice pair, 

1 ~ . ,, .'>,, r7 .c::p fi . 
ci:; Jonctions -

1 
<·t -

1 
resteront nies. 

( ·''• ( !/, 
()n pourra. donc les développer sni"nnt les sinus et cosinus de~ mul-

tiples de J/
1 

et de !/,; les multiples pnirs de ?'!. l'ntreront seuls dans le 
2 2 

tléveloppr1nrnt si 1> est pair; si nn contrairr 11 <:>st i1npnir, lrs multiples 

i 1n pni rs de ?~, entreront sen ls. -
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Nous aurons alors pour les équations cle la surface asymptotique 

P="" 11 dS 
X - ~µ2 P 

1 - L- rl11 ' 
1'= 0 • t 

P-"' J!.dS 
}~ 1 X2 = /J. -d- • 
J)-o !lv 

,Te 11'ai pas à revenir sur la conve1·gcnce de ces séries; en (>ffct nu 

§ 5 ( 1 ~ro partie, chapitre III) on n, dé1nontré l'existence de ces surfaces 
asymptotiques et on a. montré quo leur équation peut se 1nettre sous la. 

f orrne sui vante: 

( I 8) 

fi et t~ étant des séries développées suivant les puissances de , 1i . On a 

vu que ces séries convergent pol1r des valeurs quelconques de y1 et de y1 

pourvt1 que /J. soit assez petit. 
De plus ces séries {

1 
et {

2 
doiYent satisfaire aux conditions suivantes: 

I. Les divers ter1nes de ces séries sont finis. 

II. Ces divers termes sont des fonctions périodiq ucs de y1 • 

III. Si l'on pose: 

(f1'' fi"' r;' fl' ne contenant plus que des puissnnces paires de vÏi) les deux 

équations: .,.,, 
fi = o, I'" 12 = 0 

seront équivalentes et les t rois équations : 

I'" 12 = 0 

cléfiniront une so}11tion périodique du l rr genre, qui })OUl' µ = 0 devra 

se ré<l uire à 

Or l'analyse qui précède dé1nontre que les séries ( I 7) sont les seules 
qui sn.tisfnssent at1x équations différentielles et nl1x conditions I, JI et II I. 

Les séries ( 17) doivent donc être identiques aux séries ( 18) et pur 

conséquent convergent. 
D'antre pnrt la forme des équntions ( 1 7) montre i1n1nédiatemcnt que 

les Sl1rfaces asymptotiq t1es sont des surfnces fer1nécs puisque les seconds 

1ne1n bres sont des fonctions périodiques. 
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Nous nvons vu qt1e la quantitr n1)peléc plus haut a est toujol1rs 
nulle. On pent donner de ce fait essentiel t1ne autre dérnonst1·ntio11. 

Posons: 
p-3 

1· = s1 + µS3 + 11.
2SL + ... + 1i. 2 

sp- 2, 

Ç = YJo + µYJ2 + /1. 
2

YJ 1 + · · · · • 

Je dis d'nhord que T est 11ne fonction périodique cle J/
1 

et de y
2

• 

D fl' t l ' . ' tl '1' d 'L' d .c • ' • 1 · J~n e e . ses c cr1vees d- et. -l sont es 1onct1011s per1oc 1ques; on 
!11 ( !!, 

a donc: 

(3 et r étant des constantes et T' étant. une fonction périodique de y, et y
2

• 

On en conclut q ne 

<lT dT' 
- = r + ' t!y2 cly,, 

dT' clT' 
- et. étnnt des séries trigonométriq nes dont le ternie tout connt1 
dy, tl!f, 
est nul. 

i\Iais les fonctions S 1 , S3 , ••• , S,. 2 étant d'indice irnpnir, leurs dé­
tZT 

rivées changent de signe quand on c11a11ge y
2 

en y
2 
+ 2r.. Donc -l et 

( y, 

d
dT changent de signe quand y

2 
augmente de 2ï.. Donc les termes tout 

'!12 
conn11s (3 et r sont nuls. Donc 1' = '[' est une fonction périodique qui 
ne change pas quand y1 augmente de 2r. et qui change de signe quand 
y2 augmente <le 2;r. 

Cela. J)Osé, 11ous savons que Ci et (2 sont liés par l'Pquation: 

Il en résulte que, si les deux valeurs de ~ se confondc11t, lei:; deux 
valeurs <le ~ se confondent égrLlement. 

Ecrivons qne les deux vale11rs de ~ se confondent., il vi<'nt: 

d'l' 
-=O dy, . 

.Aet<i t1ui/hrouitiro. 13. lmprlmé le Il no..-embro 188,, 31 
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vons 

Cette équation (19) est d'ailleurs identique à. l'équation (16). Ecri-
1naintena11t que les deux valeurs de Ci se confondent, il viendra: 

d11' 1'~ 
+ .. ,. 

d
- /J. - ç =o. 

Yi 

Les équations (19) et (20) devront être équivalentes. De plus elles 
devront être éq uivalentcs à la st1ivante: 

0 ayant le 1nême sens que plus 11at1t. 
suivant les puissances croissa11tes de µ, il 

Supposons 
viendra: 

0
1 

• fJ'l, 0
3 

, ••• étant des fonctions périodiques de y1 • 

qu'on développe () 

Supposons y
2 

lié à y1 par l'équation ( 2 1); q11and y1 augmentera de 
2;r, y

2 
i1e changera pas et T qui est l)ériodiq11e ne changera pas non plus; 

on anra donc: 

Y1 =2::- f (d '1' l 'J.' ) f d1' = -l <li/1 + ~l (//fn = O, ( 1/ • ( !J • • 
Y1 = 0 • 1 t 

0 

cl '1' 
ou en rc1nplaçant et 

cly 1 

clT 
- par leurs 
dyz 

valeurs tirées des équations (19) 

et ( 20) 
JI 1 2::-

_ ,J. ?:° .f e<1y1 = o. 
0 

Si dans 

on rc111placc y
2 

par sa valeur (21) il vic11dra.: 

.. ... ,.. t c'tn. nt ço ' ;, ' '1• e c. 
On deyra avoir 

des fonctions périodiques 
quel q11e soit /J.: 

»--.. 

• • • 

,{d!f1(Ço + (LÇI + /J.
2
Ç'l + • · .) = 0 

tJ 



Sur le })roblèmc des trois corps et les équations do la dynamique. 243 

et par conséquent: 

J Ço<ly1 = 2Â°[Ço] = o. 
0 

Il est clair que pour obtenir e0 , il sufl'it de faire y
2 

= o dans YJ
0

, 

or on a 
a. 1/,, 

= - COS !..!. · 
1i. 2 

Il vient clone 
2-::a 

= O 

ou 
ex = o. 

C. l{. F. D. 

Note G. 

Stt/1• la 1101i-existeiice <les i11téy 1·ales ii11 ifo1'11ies. 

Je crois devoir revenir avec plus <le détails sur la dé1nonstration 
par lnquelle j'établis que les équations que je traite n'admettent aucune 
intégrale analytique et unifor1nc, en dcl1ot·s de l'intégrale des forces vives. 

Ces équations sont: 

(1) 
cl.r, dF 
- =- , 
dt cly. 

(},a; cllJ' 
:1 ---- , 

dt dy, 
cly, 

=- ' dt d.r
1 

clf1' d11 dJ1' · '= - ~ 
clt cl.c 

11 

• 
avec l'intégrale 

Ji' étant une fonction unifor1ne et analytique de .r
1

, .r~, y1 et y
2

, pério­
dique de période 2rr en y

1 
et y

2
• 

Je dis qu'il ne peut pas exister une seconde intégrale 

• 
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So étant une fonction analytique et unifor1nc et de IJlus périodique de 
l>ériodc 2rr en y1 et y2 • 

Je ne veux pas ine contenter de clé111ontrer que cette fonction So ne 
peut pas être unifor1ne pour toutes les valeurs réelles des x et des y. 

D'un autre côté, il est clair que l'on peut toujours trouver u11 do-
1nainc assez petit pour qu'une intégrale So du systè1ne ( 1) reste uniforrne 
à l'intérieur de ce domaine. 

Voici clone d'une façon plus précise cc que je rne propose d'établir. 
Je dis qu'une intégrale So ne peut pas rester analytique, uniforn1e 

et périodique dans l'intérieur d'un c101nainc, si cc clo1nainc est assez grand 
IJOur que le point mobile dont les coordonnées ;t1 , x2 , y1 , y2 varient con­
for1nément aux équations ( I) ne puisse jamais en sortir. 

Cela posé, soit 

l'équation d'une surface asy1n1)toti<tue quelconque. Nous savons que 81 

et 0
2 

so11t des fonctions périocliqucs de l>ério<le 27r en ce qui concerne y1 
• et 4rr en cc qui concerne y 2 • 

Considérons maintenant les trois équations: 

Si ces trois équations sont distinctes et corn1>atibles, elles définissent 
une trajectoire, et cette trajectoire est une courbe fer1née. E11 effet nous 
pouvons partager la surface asy1r1ptotique en deux régions, celle où la 
fonction uniforme cp est plus grande que 0 1, et celle oil el le est plus petite 
c1ue 0

1
• Ces deux régions seront séparées l>nr la courbe définie l)a,r les 

équations ( 2) et cette courbe partageant la surface en deux régions sera 
une courbe fermée. 

Comme la constante 0 1 est arbitraire, il résulterait de là qu'on 
pourrait tracer sur la surface asy1nptotique u11e infinité <le trajectoires 
fern1ées et nous savons qu'il n'en est l)HS ainsi. 

Nous devons donc conclure que les équatio11s (2) ne peuvent être 
distinctes et compatibles, ou e11 <l'a utrcs tcr1nes que la fo11ction cp doit 
a.voir n1ê1nc valeur en tous les points de la su1'facc asyn11)totique. 

En d'autres ter1neg, si les équations 

F = C, s.o = 0 1 

• 
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sont considérées co1ntne représenta11t une fu1nille de surfaces, les Hurfaces 
asymptotiques devront faire partie de cette famille. 

On a vu de plus que les équations: 

xi = 01 (Y1 , Y~), 

(dont la dcrniè1·e est équivalente à 

82(Y1 , Y2 + 2n) = 02(Y1 , Y2)) 

représentent la courbe double de la surface asymptotique. 
D'après ce que nous venons de voir, on doit ayoir idcntique1nent: 

F[01 (Y1' Y2), 8~ (Y1 ' Y~)' Yi 'Y2J = G, 

sc[O.(yl' Y2)' 02(Y1 'Y2) 'Y1 'y.] = cl, 
• 

d'où e11 différentiant par rap1)ort ~" y
1 

et y
2 

(3) 

De ces équations on peut tirer en fonctions de x
1 

, x
2

, y
1 

et y
2 

les 
quatre dérivées partielles 

au, dfl, dtJ. d 01 

dy1 ' cly, ' dy1 ' dJJ, · 

Or si l'on a affaire à un point appartenant à la courbe double d'une 
surface asy111 ptotiq uc, ou a 

81 (Y1 , Y~ + 2ïr) = 01 (Yi ~ Y")' 

cl <l 
d-81Ûf 1, Y2 + 2ïr) =F -l 01(Y1 , Y2)· 

!11 ( Y1 

P , . dO. d . . d ar consequent ~n cc point -, oit pouvoir pren re 
( !11 

distinctes cc qui exige que 

dli' dlt' dF dF 
- - -

(4) d;el - d(k;, - rt11. - dy, 
dtp - di - dr; - d<p • 
- - - -
d:t1 da:1 cty

1 
dy

1 

• 

deux valeurs 

• 
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Il existe dans un domaine quelconque une infinité de surfaces asymp­
totiques et de courbes doubles de ces surfaces. Dans un dornainc quel­
conque il existera donc une infinité de 1>oint:; oü les relations (4) sont 
rc1n1>lies; si ln. fonction r,o est anal)1ti<itLe, ces relations (4) devront donc 
ètrc satisfaites identique111ent. 

Si les équations (4) sont ide11tiques, on en déduit: 

<p = fonction de Ji1 

c'est à dire que les deux intégrales J? = G, <p = C
1 

ne sont pas distinctes. 

sur 
On peut démontrer ce résultat d'une autre 

les principes des Vorlesit11ge1i de J ACOHI. 

llésolvons les deux équations: 

F'(x1 , x2 , 111 , .112 ) = G, 

~(.l;l' ·1'2' !11 '.'/~) = (.,'1 

• 

C. Q. F. D. 

111a11ière, en s'appuyant 

par rapport à x1 et à x2 • Je .suppose que J? et <p sont développés su i­
vant les l)uissances croissantes clc /J. de telle sorte que: 

F = 11~ + 1.1.I1', + 1.1. 'l J1'2 + ... ' 
9 = SC o + /J.'f' 1 + /J. 

2 
'f' 2 + · · .' · 

Nous savons que l!~ ne dépencl (1ue de x1 et de x2 ; je dis que Soo 
11e dépendra. no11 plus qt1e de x1 et de x2 • E11 effet dans le cas deµ= o, 
c'est ~L dire quand F se réduit à 11~, l'intégrale générale des équations 
(1) s'écrit: 

. r 1 = const., x
2 

= co11st., 
clf1' 

y 1 = - t l 0 + const., 
( J;I 

t dF0 + If.. = - d const . • • X 
t 

et il 11'y a d'autre intégrale a11alytique et uniforrne que celles qui sont 
cle la for1ne suivante: 

les 

fonction arbitraire de .r1 et de .r2 = const. 

Cela. posé, ne supposons plus que µ soit nul et cherchons à résoudre 
' . equat1ons 

F = C, {f) - c 
T - l 
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par rapport ii :r1 et à x2 en développa11t x1 et x
2 

suivant les 
croissantes de /J.· 

Cela sera toujours possible, par la formule de LAGRANGE, 

les valeur::; de x
1 

et de x
2 

pour lesquelles on aurait: 

(s) 

• 

C)4"' - ' 
puissances 

sauf pour 

Si cette relation (S) n'est pas satisfaite idcntiqueme11t, nous pourrons 
supposer que nous avons cl1oisi les valeurs de 0 et de 0

1 
et pnr consé­

quent celles de x1 et de x2 de fa~·on que cette relation n'ait pns lieu. 
Nous ne serions donc c1nbarrassés que si la relation (S) était une 

identité, mais alors on aurait 

Vo = 4•(Fo), 

·<f; désignant une fonction quelconque de F
0

• On pourl'nit alors consi­
dérer l'intégrale suivante: 

pour /J. = o le prernier membre se réduit à 

, , D ou a zero. one 
1•( ,,,) - r 

est divisible par /J. et l'on peut écrire: 

On aura alors une autre intégrale de la fo rme suiYnnte: 

' '+ '+ t 9 = Sto /J.'f 1 ••• = cons . 

qui pourra re1nplacer l'intégrale 

5-0 = const. 

En général 9~ ne sera pas une fonction de F
0

; s'il en était ainsi on 
opére_rait sur rp' co1n1ne on n opéré sur <p et on finirait par arriver à 
une intégrale pour laquelle ln relation (S) ne serait pas satisfnite iden­
tiquement. 

• 
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Supposons donc que cette relation (S) ne soit pn.s identique et qu'on 
ait choisi des valeur$ de x1 et de x

2 
pour lesquelles cette relation n'ait 

pn.s lieu. 

Nous pourrons alors appliquer la formule de LAGH~\NGE et écrire: 

o+ i+ 22+ X1 = X 1 /J.X 1 µ X1 ••• , 

les x: étnnt des fonctions périodiques de y1 et de y2 <lépe11dant en outre 
<le c et de cl . 

• .\lors 

sera une différentielle exacte, et nous pourrons poser : 

d'où 

00J1 , y2) étant une fonction périodique de y, et de y2 clépendant en outre 
de C et de 0 1 pendant que a, et a2 sont des fonctions dépendant seulc­

rnent de c et de cl. 
Cela. posé, la. solution la. plus générale de nos équations différentielles 

s'écrira: 

C' da 1 + da~ + dO 
1 = Yi dO, Y2 dO dO ' 

1 1 

G' + t - da, - y, <lO 

et contiendra quntre constantes arbitraires C, (.,'1 , C' et c;. 
Com1nent devra.-t-on choisir ces constantes pour qt1e cette solution 

soit périodique? 
l)our que la solution soit périodique, il fnut et il suffit que le rap-

t d 
da 1 • da, 

Por e -'- a. --
d U dC 1 1 

soit co1nmensurablc et que l'on ait: 

(6) 
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11 1 et 11 2 étnnt deux ent.icrs prc1nicrs entre eus:. Alors qunnd y1 nug­
mentera de 211 1 ï. et y2 de 211

2
ï., le tcr1ne non périodique 

ne changern. pns. La dnrée <le la. période sera d'ailleurs 

Com1nc la condition de périodicité est exprimée par l'unique équa­
tion (6), on ,·oit qu'on peut, sans que la solution cesse d'être l>ériodiq ue, 
faire varier arbitraire1nent trois des q ua.tre constantes C, C1 , G' et c;. 

Cela 1nontre que trois des exposants caractéristiques <loiYent être 

nuls, et con1me ces exposants sont toujours égaux deux à deux et de 
signe contraire: il devra en être de 1nè1ne du qua.triè1nc. 

Ainsi, s'il existait u11e intégra.le analytique et unifor1nc, tous les ex­
posants caractéristiques devraient être 11uls. Or nous n.vons vu dnns la 
note A qu'il n'en est l)as ainsi <laus le cas du problè111e des t1·ois corps 
que nous avons traité. 

Donc, il 1i'y a1tra pas d'intégrale ~11iifor111e. 
C. Q. F. D. 

N o t e H. 

81t1~ l es ex1JO.'lrt11ts cr1 1•acté1•i.stiq11es. 

})ans le § 4 ( I ère tJartic, chn pitre II 1) j'ai donné la. 1nn ni ère de dé­
velopper les exposants caractéristiques suivant les p11issances croissantes 
de ..;µ et de cnlculer les coëfficients du dévelo1)pe1ncnt. On pourrait se 
demander si le dévcloppe1nent n.insi obtenu est convergent.; et bien que 
cette convc1·gence soit une conséquence im1nédin.tc des principes les ])lus 

connus du »calcul des lirrtites», il ne sera peut-être i>ns inutile <l'entrer à 
ce sujet dans q uelq ucs détnils. 

Àtla 111alht11111ti'"· IS. Imprimé le 13 oovon1brc ILS~. 32 

• 

• 
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.Tc donne page 65, ligne 2, l'équntion qui donne les exposants carac­
téristiques. Le déterminant qui sert de prctnier me1nbre it cette équation 
est 111nnifcstcnle11t une fonction holo1norphe en a; cc sera. aussi llne fonc­
tiou holornorphc <:'Tl /L. En effet les divers (•lén1C'nti! de cc <léter1ninnnt. 

sont des fonct.ions holo1norphei! en /L· 

cc 11011s sont donné>s en fonctions de /L 

• 

II résulte de li1. que 
' . pnr une equnt1on: 

(r) G(a , 11) = o 

les exposnnts 

clont le })re1nicr 1nen1l)re est clévclopp(• snivnnt l<•s l)llÎl'sanres <le a 0t cl(• 11. 

Si pour Il = 11 = o, on avait 

rlG 
- =F 0 
t{ fi. 

on en conclnrnit qne cc est cléYe}oppnl>lc scion les puissnn~es de /L· 
i\Jais il n'en est })flS ainsi clans le cns traité an § 4. Dans cc cas 

<'li effet tous les cxposnnts cnrnrt~l'istiq11cs sont nuls pour /L -- o et par 
ronséquent l'équation 

O(cc, o) = o 

:t)'nnt une racine rnnltiplc égale h, o, Pnt 1·nî11e 

<lG 
-=== 0 da. • 

:N"ons at1rions toutefois le droit de conclnre, (eu appliquant le raisonne-
1nent qui 1)er1nct de dé\·eloppcr y su ivn nt les })li issn nces fructionnn ires cle 
.r clallS le voisinngc d'un point singulier cl'11nc courbe nlgébrique) que a 

c:;t développable sui\·ant les puissances fractionnaires de /.t et que tout 
dé\'eloppe1ncnt de cette for1ne qui satisfait for1nellc1ncnt à l'équation 
(; = o est par ccln. mè1ne convergent. 

Ccln. nous suffirait pour notre objet. 
~Inis yo;·ons ltL chose d'un pen plus prt•s. 
l>osons: 
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G(z \!/J., /1.) devic11t divisiblo par une cel'tainc puissance de /J.. J)iYisons 
par cette l>Ui$sa.nce, nous obtiendrons une certnine fonction 

dé,·eloppée suivant les puissances des et de ,1µ. L'équation (1) peut 
être rc1nplacée i)ar 

G1 (s , \l/J.) = o. 

Si dans cette équation, on fait /J. = o, on obtient une équatio11 

a.(s 1 o) = 0 

qui n'est n11tre que l'équation (11 ) de la page 84 (l'inconnue a
1 

étant 
re111placéc par s). Or cette équation adn1et. deux raciucs 11ulles; 1nais eu 
dehors de ces racines nulles, elle n'a pas e11 général de rncines 1nultiplcs. 

Si doue on fait /J. = o, s = a
1 

on nura: 

dG, 
- , =I= o. 
{ t 

I,c théo1·è111c fonclu1ncntal du »calcul <le:-1 li1nites>> nous pcr1net clone de 
conclure que s et pa.r conséquent a est déYeloppable suivunt les }>t1is­
sances de y/J.. 

Not e I. 

S ltJ• les soltttious ctsy1n1>totiqtles. 

Dans le § 5 ( I ère partie, chnpitre Ilf) i1ous avons étudié les équa­
tions des solutions asymptotiques et 11. la i>agc 93 nous avons été conduits 
tt. exa1nincr cc qui arrive quarid les coëfficients de cc:; éc1uations dépendent 
d'un IJnra1nètrc nrbitraire /J.. 

Nous avons vu que deux cas !)Cuvent se présenter: 
1° ou bien les exposa11ts caractéristiques a, ne s'annulent 1)as avec 

/J.; il arrive alors en 'général qu'ils sont développ11blcs sui,·ant les puis­
sances positives de µ et qu'il en est de 111è1nc des séries (4') <1ui donnent 
les solutions asymptotiques. 
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2° 011 bien les ai s'annulent avec /J. et d'après le § 3 ( 1"•e l)artie, 
chapitre Ill) ils sont développables suivant les puissances positives de .j1i. 
On c.loit en conclure que les séries (4') sont développables égale1nent sui­
vant les puissances de ,1µ, 1nais que le développc1nent peut contenir non 
scule1ncnt les i)nissances positives, 1nais encore les l>uiasances négatives de V/L· 

Nous avons trouvé en effet (page 91) la for1nule suivante: 

L 
u ,l 'I (} l( j'. l 1 .,!.',,,1) 

r;q - · • --. - -- . 
' r .j- r + "i:.r1./I -- r1., 

Dans ln. fraction qui entre <lnns le second rnc1nbrc le nu1nérateur, de 
111è111c que le déno1nina.teur sont dévelo1)pés suivant les l)tlÎssunces de ,µ. 
~lais le clévclo1)pc1nent du déno1ninatcur i)cut co1n111enccr i)ar un tcr1ne 
e11 ,µ (si r est nul) de sorte qu'on ne peut pus être assuré que le <lé­
vcloppe1ncnt. ùu quotient ne conticndrn. pas de puissances négatives <le v/i. 

Deux cas sont donc encore ~i <listingu<.'r. 
I

0
• Ou bien les puissances négatives de ,µ ne se détruisent pas et 

subsistent dans les séries (4'). 
l)ans cc cas il est clair que ces séries (4') et les solutions asy1np­

totiqucs ellca-1nè111es cessent <l'exister pour 11. = o. 
2°. Ou bien les puissances 11égatives <le V,~ se détruisent et les séries 

(4') ne contiennent que des puissances positives de ,1/L· 

IL arrive alora que les solutions a:::y1nptotiqtLcs 11c ccsse11t pas d'exister 
pour 11. = o. 

C'cat le secon<l cns qui se préscutc dans la l)lupurt <les applications 
et c11 particulier dans l'étude des équations de la d)rna 1nique. Ecrivons 
en effet ces équations sous leur for1nc canonique: 

d.r; dlt' dy; dfo' 
( l) = - ' - = - - ' 1•, = J·~ + f.tl111 ' dt 1ly; dt d.t, 

Oll 11' 0 

dépend 
est une fonction dépendant des x seulc1ncnt, J)Cndant que F 1 

à la. fois des x et des y et est une fonction périodique de période 
2;;- par rapport aux y. 

Une solution asy1nptotique est i>ar définition de la for1ne auivantc: 

xi = 'f; (t, A1 e'' 11
, À 2 C""1

, ••• , Ane"'), 

y, =nit+ rp;(t, A 1ea.,t, A,ca.:', .. . , A
11
e"·1), 

oil les r. et les cp; doivent être des séries développées suivant les puis· 

• 
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snnccs croi~::iantcs <le .·I 10'' 11
, ,J~<J''", . . , .·J,,c''•1 et suivnut Je:; • sinus et co-

?-f 
sinus des 1nulti1)lcs <le -~·, . Quant uux 1ii, c'est un 1101nbre tel que 1i;T 

soit un 1nultiple de 2ï7'. Nous désignons <l'ailleurs pur T la période <le 
la solution l>ério<lique à, laquelle se rapportent les solutions usy1n1)totiqucs 
cons i <lé rées. 

'1'elle est l:L définition des solutions asy1nptotiques. Voyons si pour 11=0, 

il existe e11core des solutions des équations ( 1) satisfaisa11t à cette définition. 
On trouve pour ltL solutio1L générale de ces équations quund 11 = o: 

les .r~ et les .-11 étant des constnntes <l'intégration et 111 étant la. ''aleur 
tl fr' 

de - -, " pour Y1.: = x~. Nous 1>ouvons el1oisir les constantes x~ <le façon ( .r, 

que les n,, aient de valeurs données et par co11séquent de façon que les 
11i T soient des 1nultiple:; tle 2ï<. J,cs A1 restent encore urbitrairee. Nous 
pourrons écrire ces soltttions sous la for1ne: 

en convenant de faire 

X - ,,.o 
i - .. vi' 

a,= o. 

011 voit ainsi que ces solutions sont encore <le la. forine (:?) et rentrent 
par conséqucut dans ln définition qui précède. 

Ainsi dans le cas des équations de la dyna1niquc, les séries (4') et 
les solutions asyn1ptotiqu<:!S qu'elles représentent ne disparaissent pas pour 
11=0, ce qui prouve qu'elles ne coutiennent pa:; de puissance négative de \'tt· 

Voyons par quel rnécanis1ne cc::; puissances négatiYcS de V/J. disparais­
sent. Posons: 

A c'"' = lV · 1 1 

et considérons les x et les y co1n1ne <les fonctions <les varin bics t et io. 
Il in1porte avant d'aller plus loin de faire la re1narque suivante: 

pur1ni les 2n exposants caractéristiques a, deux sont nuls et les nutrcs 
sont deux à deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons 
que 1i - 1 de ces exposants en conYenant de regarder co1n1ne nuls les 
coëfficients A, et les variables iv, qui correspondent aux 1i + 1 exposants 
rejetés. Nous rejetterons d'abord les deux exposants nuls et clans chaque 

• 
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2.) l II. l'oincaré. 

couple cl'expos::111ts égaux et de signe <:011traire 
,·iendrons encore ~e u'cn conscr,·er qu'un. 

• qui l'<.':>tcro11t, llOUS COii-

Cela posé, les équations (1) deviennent: 

(3) 

(4) 

Cherchons, en partant <le ces équations à développer les x1 et les !J, - n;t 
suivant les puissances croissnntes de ,1µ et <les 10 <le telle faç·o11 que les 
coëtlïeie11ts soient de:; fonctious périodiques de t. 

Nous pouvons écrire: 

• • • 

car nous avons vu au § 4 (1crc i)artic, chapitre I II) con11nL•nt on peut dé­
velopper les exposants caractéristiques suiva11t les })Uissances <le \fJ.· 

Ecrivons d'tiutre part: 

~r - x0 + .r1 
·,,, + ·;- i i\'" 

t 0 + 1 ' + !}; -1ii = '!}; !}; \' /J. 

,. 
. . . = L:.rr /1.:;, 

,. 
~ ,, .. 

... = L-!J1/l. - ' 

• 

les :rr et les y~ étant des fonctions de t et <les iv, périodiques 1>nr rnpport 
iL t et développables suivant les i>uissanccs <les iv. 

Si <lnns les équations (3) et (4) iious substituons ces valeurs à. la 
1>lace des a.1;, <les x, et des y,; les deux 1nc111b1·es de ces équations seront 
dévelop1)éS sui va nt les puissances de ,1,,i. 

P+ 1 

Egnlons dans les <lcux inembres des équations (3) les coëflicicnts de /J. ~ , 
I' . -

et dans les deux inem brcs des éq u:i tio11s ( 4) les coëfiïcicnts de /1. 2, nous 
obtiendrons les équations suivnntcs: 

(s) 
l i' zvt 

( 1/ i + ~ 1 ( 1/ j - ·- (] IV ~· - -
tl I t l l d U:t 

'l.,, -- ~ <l" l•'.. 1' 
1 l X, 

l Il l 0 • 
-4 ( .!', ( .l'.t 
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oi1 Z!' et 'l'!' ne clépcndcnt que de 

0 1 p- 1 T, , Xi , ••• , X1 , ' 

1 
0 1 ,,_~ 

.~ i • li. ' . . . ' JJ j - • 

• 

Convcno11~, rorn rnc nous l'avons fni t pl us hn.nt, <le rcpré,-;cntrr })il r [ l '] 
la valenr inoycnne de U, si [T est une fonction périodiqn<' de t. 

Des équntions (S) nous l)Ourrons alors déduire les s11ivnntes: 

(6) 

• • 

Supposons 1naintena11t qu'un cnlcul pré-nlable nons nit f11it ronnnitre: 

0 1 /1 1 ,, [ ''] X; , X, , ••• , X1 , X 1 - X; , 

0 1 71-2 )J-1 [ p-1] Yi , Yi , · · · , J/1 , y, - Vi · 

J ... es équations 
conséq nen t ~·~ 

<léter1ni11er 

(6) vont 
<·t v~'-'. 

nous per1nettre <le en lculc1· [.r:'] <·t. [.11:'- 1
] et l)n.r 

• 
Les équations (S) nous per1ncttront ensuite (le 

xf'" 1 
- [.rf+ 1

] et !If - [yf], 

de sorte que rc procédé nous fournira par récurrence tons l<.'s coëffïcients 
des clé\'eloppements de xi et cle J/1• 

La seule difficulté est 111 <létern1ination de [x·:'J et [.1J~'- 1 ] pnr les 
équations (6). . 

I~cs fonctions [ xf] et [yi:- 1
] sont développées suivnnt les l)uissnnccs 

eroissnnt<.'s des 1v et nous allons cnlcult:r les diverses tcr1nes clc ces <lé­
veloppernents en cornmençant par les terrncs <lu degré le 1noi11s élevé. 

Pour ce ln nous ::ilions reprendre les notations du § 4 ( 1 t<rc pnrtie, 
cl1npitre I II), <:'est à dire que not1s allons poser: 

et 

(po111· le::; vnlenrs nulles de iv). 
Si alor:' 11011::; nppelons Çi <·t YJ; les roëfficients de 

1l, .... 11·'"• ll'111
·-· 1 '.! • • .. u- 1 



• 

dnns 

tions 

(7) 

• 

IJ. l'vi11c:1l'6. 

[.r'.'] t•t [11!'- 1 
]. nous aurons pour détcr1ni11er ces coëAicicnts 1C's équ:i­

suivantes: 
L1:baYJt - sç, = J.,, 

L..tC°t~1:- SYJ1-= /.';· 

Dang ces équntions (7) ).1 t:t /1; sont des quantités connues, parce qu'elles 
ne dépendent que de 

0 1 11-1 ,, [ JI] X; , X; , ••. , X1 , X1 - X 1 , 

ou dC's tcrn1cs de [xf] et [y~1- 1 ] dont Je degré i)nr rnpport nux iv est plus 
petit que: 

111 1 + 1117 + ... + 1n,,_1 • 

De l)]us nons ayons posé pour abréger 

S = 1111a 1 + 1112a~ + ... + 111" 1 a,._ 1 . 

Nous avons donc pour le calcul des coëfficients Ç; et Yj; un système d'équa­
tions linénires. I l ne pourrait ). avoir de diftïculté que si le déter1ninant 
de ces équations était nul; or cc déterminnnt est égal à: 

Il ne pourrait s'annuler qne pour: 

s = o, 
c'egt à. dire pour 

11i1 + 1n~ + ... + 111 11 _ 1 = 0 Oil 1. 

Ou ne pourrait donc rencontrer de diITiculté quo dnns le cnlcul des ter1nes 
du degré o ou 1 l)ar rap1)ort nux w. 

~fais nous n'avons pas à revenir sur le cnlcnl cle ces ter111es; en c·ffct 
nous avons nppris à cnlcnler les ter1nes in<lépcnclnnts des 10 dnns le § 3 
( 1 •'•~ pnrtie, chapitre IIT) et les coëflïcients de 

'lV1 , 1V~ , ..• , ll',. 1 

clans le § 4 (rère part.ie, chapitre l ff). 
On ne sern. donc jn1nais arrêté en cherr hant. it clé\'elopJJCr les x, et 

lt'S J/; sni\·nnt les puissn11ces de V/Ï. et des lV. 
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