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Sur le problèn1c des trois corps et les équations de la dynamique. 135 

qtt(' X1 - ~r~ = o.r. est du mê1ne ordre de grandeur que /J. et X2 - :r~ = OX2 

du 111ê111c ordre de grandeur que ,rp. 
Si donc Je point P (appartenant ~i. la surface C

1 
= - r

4
) a. pour 

coordonnées ~"i , :r2 , y
1 

= o et y
2

; si son conséquent 1)1 a i>onr coordon
né<'s :r 1 + L'.l.r1 , x 2 + L'.l:r 2 , y 1 = 2ï7 et J/2 + L'.ly

2
; L'.l:r

1 
et L'.lx

2 
sont au 

111oi11s ({e l'ordre de /J. et L'.ly2 est précisé1nC'nt de l'or<ll'e (le \'f'· J,a distance 
J>J)t est donc de l'orclre de ,;µ. 

Si clone on considère la courbe: 

qui ainsi que nous venons de le voir e::.t une conrbr ]')éninvariantc, ]a 
clistance d'un point P quelconque de CC'ttc courbe (à 1noins ql1'il ne soit 
tr<\~ voisin du point double) à son conséquent C'St un infini1nent petit du 
1nèn1e ordre que \/1 et non pas un infilli111e11t petit <l'ordre supérieur. 

(r) 

§ 4. Const1•1tr t io1i exltcte <les S lt 1'f'<1res asy1111>totiq 1tes. 

l{eprcnons les séries auxquelles nons so1n1ncs pnrvcnns dans le § 2. 

x1 = ~r~ + x] V/J. + xi1.1. + X~/J.VÏi + ... , 
x.J = x~ + x~ V/.t + ~t;/J. + ~r~/J. VJL + ... . 

I,cs x:· sont de:;; fonctions de y1 et de y2 , périodiq nes de période 2;.: par 
rapport à. y1 • l\Iais ces fonctions 11c E:ont pns encore cntièrcn1ent <létcr-
111inées, car nous n.Yons introduit <lnns le calcul <ln pnragrnphe 2 une 
suite de constantes d'intégrn.tion C1 , C'J., .•. , C,. que nous nvons jusqu'ici 
laissées arbitraires. 

Su1)poson~ d'abord que 1'011 ait donné à ( 1

1 une Ynlcnr quelconque 
> - r 1 ; alors 

est 1111c fonction périodique <le y2 qui reste consta1nmcnt positivC', et. x~ 
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<.>st toujours réel. Cela ne suftïrnit pas tont<.>fois pour détcr1niner cornplètc-
1ncnt ~r.~ car on a: -

Il fnut encore choisir entre les <ll'tlx signes du ratliC'al; donnons par 
cxernple à cc radical le signe +. Alors x~ sera une fonction périodique 
<le y2 qui sera constan11ne11t réelle et positive. 

Nous pourrons choisir ensuite toutes les autres constnntes C
2

, 0
3 

etc., 
d'u11c 1nnnière tout à fait arbitraire. 

,Je <lis qt1c les x!· qi1i so11t déjil. ·périodiques de période 2r.: par rapport 
à. J/1 sont égnlcrncnt périodiques par rapport à y

2 
• 

• Tc suppose en effet que celn soit. dé111ontré lJOur: 

1 ., 1- " 
T 1 , Tj , • . . , :r.1 - , 

,..1 ~ .I·-~ 
.iC 2 ' X:? ' • • • , ~ !! • 

• Tc dis que cela sera encore \'rai 1)0111· a·! 1 et a·~ 1
• 

En cfl'et l'équation (11 ) du § 2 1nontrc i1n111é<liate1nent que cela est 
<'ncore ,·rai pour x~-1 • 

I/éqnation (12) dn § 2 1nontre ensuite qne: 

c/112 • 

est une fonction connue de J/2 et que cette fonction est périodique de 
i>ério<lc 2 7r. 

Cette fonction peut se développer en série trigonométrique procédant 
Ruivnnt 1('8 sinus et cosinu::; des 1nnltiples cle J/

2
• On pl'nt dé1nontl.'er que 

C'ette série ne contient pas <le tern1c tout conn 11; c·a r si elle en contenait 
un, on nrriYerait à des résultats contrr.irrs it ln. dc11xiè1nc extension du 
throrè1ne III ( 1 ère i)artic, chnpitre II, § 4). .Tc n'insiste 1)3S davantnge 
sur ce point qni 11'irnporte pas à n1on ol)jct principal. 

Si cette série ne contient pris de tcr1nc tout connu, T~ [.r~-1 ] sera une 
fonrtion périodiq ne de J/2 et coin n1t' ( d':i près ]a fns·on dont nous ayons 
C'hoi"i 0 1) a·~ est une fonction périodique r(~ellc et 1>ositive de y

2 
et que 

cc>tte fonction 11C s'annule pas, [x~ 1
] srrn une fonction périodique cle y

2 

et cc>tte fonction restera réelle et ·finit'. C. Q. F. 1). 

I 
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~lalheurcusc1ncut en choisi~sn11t C1 co1111nc nous ,·cnqns de le faire, 
les séries auxquelles nous parvenons ne sont pus co11vergentes (c'est ce 
qui fuit que j'insiste peu sur ce 1er eus). Quoique cli,·ergcntcs elles pe11Ycnt 
c·epcndnnt rendre des services an 1nème titre que les s~ries de JI. J,1x1)
STEDT et dnns des cas où les 1néthodes l1nbituellcs sont e11 défaut. 

Obse1·vons que dans les intégrations successives qui don11cnt ]>Ur ré
currence les x:, il ne s'introduit pus de 1>elits diviseurs. Si donc nos 
séries divergent, ce n'est pas pour ln. inè1ne raison que les séries ordi
naires cle ln. rnéeanique céleste. C'est n11 contraire pn.rcc , que les c1iffé
rcntiatio11s pct1vent introduire de .r;rands ·111itlliplirateurs. Cette circonstnncc 
peut plutôt être regardée con11nc facilit1111t. 1'('111ploi de ces sél'ics; les 
tcr1ncs qui doivent détruire la co11Yergencc se présenteront en effet 111oins 
vite que s'i ls étaient dus à de petits diviseurs. 

Suppo~ons 1naintenant qu'on nit donné à C1 une· Yalenr < ·- ç-4 • 

A lors 

• ' 

n'csi; pas toujours réel. Supposons par exc1nple que, pour la yaJeur 
choisie de 01, x~ reste réel quand y2 va.rie depni,; Y/r. jusqu'à YJG· .Tc 
·vais C'onsidércr nne Yaleur Y/r de y 2 coin prise entre Y/r. ('t 'Y)i;: 

et je vais c:hcrcher à définir les x:· J)Ollr toutes les valeur::< de y
2 

corn~ 

prises entre YJ6 et YJ7 • 
• J'observe d'abord que x~ est snsrept.iblc <le clc11x. vn leurs égnles et. 

clc signe contraire, à cause du double signe clu rn.clieal; donnon::< d'abord 
pn r exe1nplc à. ce radical le signe +. 

T1nnginons qt1e l'on nit cn lculé succcssi,·c•1ncnt 

1 • l 2 
X1 ' ~Ï ' · · · 1 X 1 1 

• 1 42 J-- 4' tr 2 , X 2 , • • • , X2 ... 

f,'éqnation (11) du § 2 nous pcr1net alors de c·nlculer ~ans difiic·ulté 
x~- · Pt l'~qnation ( 1 2) du 1nê1ne l)•ll'ng1·aphe no11.:: <lonnc: 

d(.r~ [.!'~ -•]) 
cl!!~ 

- . 
Arta mnthtmalirn. 1:1. Tmprimi' Ir 23 •eptrmbrt> IRR9. 18 
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138 H. Poincaré. 

Nous potlvons donc écrire: 

x~[x~-11 = O(y2) + cl 11 

O(y2 ) étant . nne fonction entière1nent connue de y2 et 01:- i 11ne constante 
<l'intégration. 

Nous déter1ninerons cette constante i>ar la. condition 

Alors bien que :r~ s'annule pour y
2 

= YJa, la fonction 

reste finie pour y2 = 1/r,· 
Nous avons donc co1nplètc1nent déterminé les fonctions x~ pour 

Y)~ < y'l < YJ1 et nous appellerons x~. 1 les fonctions de y
2 

ainsi déterminées. 
Su1>posons que l'on reco1nn1encc le ca lcul en donnant au radical le 

signe -. On trouvera pour les fonctions xf de nouvelles Yaleurs que 
j'appelle xf.; et qui stront cl'aillcurs la continuation analytique des pre-

. ' 1n1eres. 
Imaginons ensuite que l'on rernplncc 0

1 
par une constante nouvelle 

c; très voisine de cl . 
Alors le l'adical: 

sera réel tontes les fois que y2 sera co1npris entre r;
7 

et une certaine 

valeur Y/s très voisine de 716 • 

Cela posé, nous allons l:>ar le i)rocédé exposé ci-dessus calculer les 
fonctions x~ pour les valet1rs de y2 com1)riscs entre 711 et Y/si d'abord en 
fni::<ant: 

(nous appellerons x!.i les fonctions ainsi calculées), puis en faisant 

(no11s appellerons x~.; les fonctions nin::<i c'llcnlée::<). 

• 
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N"ous allons ensuite construire les quatre branches de courbes; 

Y1 = o, 

q ne nous prolongerons depuis y2 = YJ6 à y2 = YJ7 • 

Y1 = o, 

que uous i>rolongerons égalc1nent depuis y2 = YJ6 jusqu'~t y2 = YJ1 • 

"0 
.) . Y1 = o, 

que nous 1>rolongerons depuis y2 = r;1 jusqu'à, y
2 

= r;8 • 

<1nc 

40. 

nous 1>rolongcrons égale1nent dépuis y2 

Dans ces formules nous avons posé: 

( ) 
0 1 .- + 

5tp.q Y2 = xp.q + xr.qVf' 

I~a 1)re1nière et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront 
tangentes en uu inêrne point à ln conrbe y2 = YJG· 

f,a. troisièrnc et lu quatrième courbes se raccorderout égale1nent et 
seront tangentes en un inêrne point it lu courbe y2 = YJ

8
• 

]!'ig. 8. 

'n ' ' ' ' • ' • ' • • IB ' • 
' ·c • ' • 1 ' • ' ' 1 ' ' • 

' • 
\D \îjg A • 
• 

• '.D' • • ' ' ' iflr • • '175; 

C'est cc qu'indique la figure 8 oii les trois nrcs pointillés repré
sentent les trois courbes 

oi1 l'arc AB représente la Ière de nos quatre branches de courbe, l'arc 
AD' l~L seconde, l'arc B'C la 3m0 et l'ure DG lu t1ua.triè1nc. 

• 

• 

• 
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Nous regarderon::. cl COllllllC une donnée, 111ais c; est resté jusquïci 
arbitraire. Nous déter111incro11s c; par la condition que la 1 è re et la 3010 

<"ourhc.:; se raccorclent et que les point$ JJ et 13' se confonJeut, cc qui 
s'expri111c analytique1ncnt i)ar les co11ditio11$: 

(3) 

Ces deux équations 11c sont cl':tilleurs p:tl:i distinctes et se ran1ènent 
h u11e seule. 

En uous appuyant encore sur ln. deuxiè1ne extension du théorè111c 
Ill (rèro partie, chapitre II, § 4) llOUS pourrio11s dé111ontrer que si c; est 
d éter111i11é par les équations (3 ), les équations 

(3') 
k+ 1 

seront anssi satisfaites aux qua11tités i)rès de l'ordre <le /'- 2 
; c'est à dire 

que la. 2d0 et la 4m0 courbes se raccorderont aux quantités près de cet 
ordre, ot1 que la distonce DD' est un i11fini1ne11t petit de n1è1ne ordre 

•• (lUe /J. - • 
~lais je dois faire ici l:i 1nè1nc observation que plus haut; les séries 

( r) auxquelles on IJar\·ient de la sorte ne sont pas convergentes bien 
qu'elles puissent rendre des services si on les 1nanie avec IJrécaution. 

Aussi n'insisterai-je pas da.vnntagc sur tous ces points et ai-je hà.te 
d'arriver aux cas oi1 les séries ( 1) conve1·gc11t. 

l)'nprès cc que 11ous a.vons vu au § S (1ol•o partie, chapitre III) et 
rappelé da11s le paragraphe précédent., il existe clc•s surfaces asy1nptotiques 
<l)'Htit pour équations: 

(4) 
Xi = ~ + Ç:y/~ + ç;/J. + 
Xz = ~ + ç;y/J. + e;/J. + 

. . . ' 
• • • • 

~ous conserverons à ces équntions le 1nè1nc nu1néro (4) que du11s le 
paragraphe précéde11t. 

\ ' oyo11s d'abord q uc llcs co11sé{1 ucnccs nous pouvons i 1n 1nédiuterncut 
déduire des principes posés dans les paragraphes cités. 

1°. T,es fonctions Çf sont I)ériodiq ucs par rapport tt y
1

• 

2°. Elles sont fini<•s et réelle:; . 
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3°. I,e:; séries (4) sont convergentes pour les valeurs suflïsa1n1nent 

petite:; de /J.. Nous pouvons 1nè1nc 1)rc11clrc /J. asse~ pe:tit pour que ces 

séries restent con vcrgentcs pour une valeur <lounéc c111clconq ue de y
2

• 

Nous allons chercher à définir nos fonctions e7 pour toutes les va
leurs de y

2 
co1n1>rises entre o et 2.,.. 

Nous avons déjà vu dans le paragraphe pré~é<lent que: 

~i = o, 

eu ad1netta11t que ce soit la surface :tS}' tnptotiquc co1·1·cspondant à C
1 

= - ~4 
que nous nous proposous de construi rc. 

I 
I 

/ 

/' 
/ 

/ 

Fig. 9. 

-./ 

-·- -.-
1 

,,,-- ...... o· ' . .... 1'\ .1 ., • 
-- - - - - - ,..- -.. \ ,l 

' r .......... - ..... - .. '' ' .~ 
B .-1-· ' / 0' ... . ..... ··' -,,.,.... B ' ..... - . ' 

, ~ 1 

y, =o \ 
\ I 

' I ··, , .1 
., ....... ../ - / -. .. _ ,,,. ·- - ---··- ··-··-

});uis la figu rc C) j'ai représenté par un trait i>oi 11ti ! lé - - - - - - _ la 

courbe !J
1 

= y
2 

= o, par un trait 111ixtc - .. _ .. _ .. _ .. la courbe 

que uous <tvons appris à construire dans le paragraphe précédent. J'ai 

figuré en 0 le point double cle cette courbe; en O' le point d'intersec

tion de la surface y
1 

= o et de la. tl'njectoirc 1' l'eprésentant la solution 

pél'iodique instable qui correspond d'après ce c1uc nous u.vons vt1 il 
01 = - SC4 • f,ti distance 00' est con1n1e je l'ai dit. dn 1nè1ne ordre de 

grandeur que /J.· 
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J'ai représenté ensuite en trait plein en BO'A' et .. 4.0'B' 
les intersections de y 1 = o nvec les deux nappes c.le surfaces aS)'tnpto

tiques qui Yont. passer par la trajectoire ferrnéc 1'; j'ai arrêté ces deux 

brancl1cs de courbes aux points À , B , A', B' parce q uc je conviens de 

fnit·c varier y~ depuis o jusqt1'à 2rr. 

Le radical : 

est toujours réel, inais il est susceptible d'un double signe. Donuons-lui 

pnr exe111plc le signe + quand y2 varie depuis o jusqu'à r;
3 

(valeur de 

y~ qui donne [Ji'1] = s-c4) et le signe - quau<l y
2 

varie dc1)uis r;
3 

jusqu'à 

2;r. A1>pelons ç; le radical ainsi défini. 

La surface asy1nptotique étant une surface trajectoire, les fonctions 

(4) c.lcvront satisfaire aux équntio11s (3) du § 2; nous pourrous donc cal

culer les fonctions .;: par récurrence par le i)rocédé de cc § 2. 

~lais il nous reste à voir co111n1cnt on i>cut déter1niller les constautes 

tl'intégration o~' 03' ... ' que cc l)rocédé de calcul introduit. 
Supposons que l'on ait calculé successiven1e11t i>nr ce procédé 

...0 ,el .. t - 2 .. l 1 
çll'>ll'''lçl ,çl' 

,J;- 1 
l:O ,el ,eli .. d<;2 
ç~ ' ç .. ' ••. ' ~·l .... ' l ' • • - <Yi 

tdnsi <{ uc les constantes cl'i11tégration: 

J,'équatiou (12) du § 2 nous donne: 

d(ç! l~-1 )) 
dy2 

~ous la for1nc <l'une fonction connue de y'J. Nous pouvons donc écrire: 

[ 
... .t- 1] - 8( !12) + c, 1 
<;.. - 1 ' - . 

;"2 

8(y2 ) étant une fonction entièrc1nent connue de y
1 

et 01:_1 une constante 



• 

• 

• 

Sur le problème des trois corps et les équation'! <le la dynamique. 143 

d'intégt·ation. .Jlais nous savons que [Ç~ 1
] doit rester fiui et que Ç~ 

s'annule pour y"l = YJ3 j nous détern1inerons cloue la C'Onstùntc Gt 
1 

par ln 
con cl i tion 

Ainsi cc procédé pcl'1net <.le déter1nin0r snns n 111 biguïté les constantes 
011 et les fonctions ç; et nous fait ainsi connaitre l'équation de la branche 
cl~ courbe BO'A'. 

l~n opét·ant <le l:i 1nè1nc façon, 1nais Pli changennt le signe du ra
cli<'n l, on an1·ait obtenu l'équntio11 de ln ln·nnch<' d0 courbe B'O'A . 

Ainsi, si l'o1i choisit convenablenzent les consta11tes <l'inl~(jration, les séries 
( 1) co1ivergent pour les petites valeurs <le µ et nous fournissent alors les 
éguatio11s cles surfaces asy11iptotiques. 

Nous ayons Yu dans le paragrnphe p1·écédent que la _distance BB' 
est un infiniment petit de n1è1nc ordre q11c /J., de sorte qnc la courbe 
iuvnriantc JJO'B' est quasi-fermée et que la distance des points de fer-
111eture est de l'ordre de µ. 

De plus, nous avons vu à la fin du mèrnc pnragraphe que la distance 
dn })Oint B à son conséquent est de l'ordre de \fi., c'est à dire infiniment 
grande par rapport à la distance BB' des deux points ~e fer1neture. 

Donc en vertu du corollaire dt1 théorèu1e III ( r ère partie, chapitre 
TT, § 4) lu courbe BO'B' est non seulc1ncnt quasi-fcr1née, n1ais rigoureuse-
1nent fer1née de telle sorte que les deux points .11 et B' se confondent. 

J)e n1ê111e la courbe invariante AO'A' est rigourcusernent fermée et 
les deux points A et A' se confondent. 

J)onc leJ Sltrfaces asyniptotiques so1it <les surfaces fernlées. · 
~lais an début de cc travail, nous avoni! 111ontré qt1c r)our établir 

ln stabilité, il suffit de dérnontrer l'existence de surfaces trajectoires 
fcrinées. 

])one clans le cas particulier qui nous occupe, la, stabilité 11eut être 
re,qar<l ée co111111e rigoitreuse111ent établie. 

Si nous étions partis de la solution périodique instable qui correspond 
h 0 1 = - 92 , llOUS aurions dérnontré par des rniso11nen1ents tout se1nblables 
que la surface asy1nptotique correspondante c:::t une surface ferrnée et 
qn'C'll<> l)l'ri:C'nte la rnê1nc for1ne génér:ilC' q11C' lit snrfnre (li = - r:i qne 

• 

' 
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nous a\·011s construite dans le paragraphe pré('édent et dont l'intersection 
a ver .111 = o est représentée sur la figure 7. 

La snrface asyrnptotique que nous venons <le construire est u11e surface 
f0r1née ~ conrbe double et possède y>nr conséquent <lcnx nnppcs. 

Une pareille surface diviscr:1 donc l'cspnce en trois régions: 
1°. llne région R

1 
intérieure :'L ln fois anx deux nnppes. 

2°. llne région R
2 

co111prise entre les deux nappes. 
3°. une région R

3 
extérienre aux denx nappes. 

Si nous considérons une courbe trajectoire, cette cou rlJe ne pourra 
ro11pcr la surface asymptotique sans quoi })Hr un point de l'espace passe
raient deux trajectoires ce qui n'est. pas possible. 

Ainsi, si notre point représentatif est originaire1ncnt dans une de ces 
trois régions, il y restera toujours. 

J,a. stabilité est donc, corn1ne je l'ai dit i>lns haut, rigoureuse1nent 
dé1nontrée. 

Appelons moyen rnouve1nent lil quantité suivante: soit ri la quan· 
tité dont y

1 
a. augrnenté })endant un te1nps très long, 7

1 
la qlu1nt.ité dont 

y~ :i auginenté dans le tnème tem1)s. T,e inoyen rnouven1ent sern. ln li-

1ni tc dn rn.pport ~1 quand le te1n1)s tend vers l'infini. 
1 

.D:tns toute la région 1~2 , le n1o;•en 1nouve1ncnt est constnnt; il )' a 
donc libratio1i. 

Dans Jn. région R
3 

on peut fnirc passer une infinité de courbes fcr-
1nées représentant des solutions périodiques. l~n efl'ct i1 chnqne va.leur 

bl d ?1.. d ' . dif; . C'ornmc11sura e u rnpport -: corrcspon une equatron d- = o et a. 
'1 1 eu, 

chnque racine de cette équation correspo11d une solution périodique. 
P:ir1ni ces solutions périodiques une iufinité seront instables. 

Choisissons une de ces solutions instnbles; la surface ns)·mptotique 
correspondante partagera la région R

3 
en trois régions partielles: 

R; extérieure nux deux nappes; R; région de lihratio11 comprise 
<'nt1·<' l<'s cl<'nx nnppeR; R; int<'ri<'nr<' :111x cl<'11x nnp})<'!'l. 

.. 



1 
• 

Sur le problème des trois corps et les équ3tions de J3 dyo3mique. 145 

De même en envisageant d'autres surfaces asymptotiques la région 
R~ et la région R~ se trouveront de nouveat1 subdivisées en trois régions 
partielles. 

Occupons-nous maintenant cles régions de libration et en particulier 
de Jf,2 et voyons si cette région peut co1n1ne R

3 
êt.rc subdivisée en trois 

régions partielles. Il suffit pour cela de dé1nontrer que dans la ~égion 
R2 on petit faire passer une infinité de courbes fer1nées représentant des 
solut.ions périodiques. 

On peut y arriver par ]es considérations suivantes. 
]~crivons les équations: 

• 

Ces équations sont à des quantités près de l'ordre /J. celles de surfaces 
qnc nous avons construites (voir figure 8); elles satisfont donc approxima
tive1ncnt aux équations (3) du § 2. Quant li it; c'est une fonction de 
y 1 et de ?/2 qui ne diffère de x~ qne i)ar 11ne fonction de y

2 
de telle 

sorte que 
cln! _ dx~ 

cly. - dy • . 

Cette fonction it~ cloit d'ailleurs rester toujours finie. 
Je rne propose 'de modifier la for111c de ln fonction F q11i 

dnns nos équations differentielles de façon que ces éq11ations (1) 
fuss<'nt exacten1ent aux éqt1at.ions (3) du § 2 . 

• Tc cherche donc 11ne fonction F* telle q11e les équations: 

dJi'* 

' dy, 

dy
1 

clF* 
- =- ' dt da;. 

d;r, 
- = 
clt 

dy, - d ft' -- - , 
di d.t, 

entre -
satis-

adn1cttcnt. des surfaces trajectoires représentées précisé1nent par ces équa
tions ( 1 ). 

Voici com1nent nons déterminerons cette fonction F*. 
Arta 111a//1t111atica. 13. Imprimé le 26 septembre 1889. 19 
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Observons d'abord que x~ et x~ sont déter1ninés i)ar les deux équa
tions si1nt1ltanées 

F0 ( x~ , x~) = C, 
cl li' 

0 - 0 
l " - . ( :r t 

On peut tirr. r de ces deux équiitions ~r~ et x~ en fonctions de C. 
Nous regarderons donc désor1nais x~ et x~ co1n1ne des fonctions connues de O. 

D'autre lJart [1''1 J est nne fonction de ?/2 , <le x~ et de x~ , ce qui 
11ons per1nct de le regarder co1nme 11nc fonction connue de y

2 
et de C. 

J_,es éqt1ations ( 1) nous donneront par conséquent x
1 

et x
2 

en fonc
tions tle 'Y1' de 'Y2i de c et de cl. 

Retnarquons q11e si x1 et x2 sont définis pnr ces équations 

est 11ne différentielle exacte, de sorte qn<': 

Résolvons maintenant. les équations (1) par rapport à G et 0
1

, il 
viendra 

La fonction F * est ainsi définie et on aura en emplO)'ant la. nota· 
tion cle JACOBI: 

[F*, </J*] = o, 

ce qui signifie que 

</>* = const. 

est une intégrale des équations ( 2 ). 

J,a solution la plus générale de ces équations (2) s'écrit alors: 

{a) ~=G'+t 
dO ' 

dS ()' 
d() - , , 

1 

C et G_i étant deux nouvelles constan tes d'intégration. 

• 

• 
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Cherchons à former effectivement F* ou du 1noins à i1ous rendre 
co1nptc de l'ordre de grandeur de la différence: 

F-F*. 

Or xi est défini par l~i. condition suivante: 

F(x~ + /J.Xi, xg + V/J.X~) - G 

doit être une quantité de mêrne ordre que 11.Jjj.. (Cf. l'équation (11 ) du§ 2). 
dF . 

Donc cornme d.v~· est nul, la fonction 

F(x~ + /J.Xi , x~ + Jjj.,i;~ + /J.u;) - G 

sern. encore de même ordre que µJ/.t, quelle que soit lu. fonction u;. 
D'ailleurs on a identiquement: 

Donc la différence 

F-F* 

regardée co1nme fonction de /.t, de C, de C1 , tle y1 et de y
2 

est de l'ordre 

de /J...fÏJ.. 
Posons maintenant: 

- 0 
~2V/.J. = X2 - X2. 

Des deux équations ( 1) on tirera facilement 01 et G en fonctions 
de x 1 , Ç2 , y1 , y2 et µ; or1 voit alors sans peine que G et C

1 
p~uvent être 

développés suivant les puissances positives de ..;µ, les coëfficients étant 
des fonctions :finies de x1 , de Ç2, de y1 et de y, . 

• 
Nous venons de voir que F- F* est une fonction de /.t, de y1 , de y2 , 

cle 0 et de cl dont le développement suivant les puissances de /.J. corn· 
n1encc par un terme en 11.Jµ; si nous y re1nplaçons G et C1 par leurs 
valeurs en fo11ctions de µ, de x

1
, de Ç2 , de y1 et de y

2
, nous verrons que 

cette différence F - F* est u11e fonctio11 développée suivant les puis

sances de /.t, dont les coëfficicnts dépendent de x 1 , Ç,, y1 et JI, et qui 

co1111nence par un ter1ne en /J.v"ii· 
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Pa1· conséquent la fonction: 

F-1!'• 
- -- = F'(11, :r1 , ç~ , Yi ' Y2) 

/L\/1 

11c dcvie11t pas infinie pour µ = o. 
Par le changement de variable que i1ous venons de faire les équa

tions ( 2) deviennent: 

dx dF'* t -- - ' dt dy. 
( 2') 

d~ dF* 
t --- ' dt ,1,1dy., 

l)e rr1èn1c les équations proposées: 

dJ;i d}t' -=-, 
dt dy; 

doivent se réduire à : 

(3) 

d.i;, dl!' - = - , 
cit dy

1 

dÇ, d]î' 

dt = V/Lely,' 

dy 1 cllt'* 
dt = - ' d.v1 

d!fv dlt'* 
-= -
1lt V/LdÇ» 

dy, d F' 
clt = - cl.i:, 

=- - , 
cl.v, 

• 

Nous forrnerons en outre les équationi:; suivantes: 

(4) 
dÇi _ cl (F lv) 
d
- t - - i* + ê t , 

V/Lely, 

<ly, _ il (J-.* + r;v) 
-- - - { f.:'.Lf 
dt cl.v, w ' 

cly, _ 
clt 

c1ui se réduisent à (2') pour s = o et :i. (3) pour s = 11.JÏJ.. 
D'après ce que nous avons vu plus haut, les équations (2) et par 

conséql1ent les équations ( 2') peuvent s'intégrer cxacte1nent; nous en avons 
donné par les équations (a) la solution générale. 

Si l'on discute cette solution générale et si on cherche à la con
strui1·c en conservant le 1nè1nc 111o<le de représentation géométrique que 

• 
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<laus les paragraphes précédents, 011 verra 
surf:.iecs trajectoires fer1nées. 

c1u'il existe une infinité de 

• 

Ces surfaces qui ont l)our équation: 
• 

(s) 
• l:~ + v'11 V ~([fi'.] + U, ) + 1u1: 

X 1 

• 

diffèrent pe11 des surfaces que nous avons construites da us le § 3 et dont 
l'éc1uation s'écrivait: 

(6) 

I~lles ont 111ê111e for1ne générale c1ue les surfaces définies i>ar l'équation 
(6). Si donc nous faisons les n1ê111es h)1pothèscs que daus le § 3 au 
sujet des i11axin1a et des 111ini1na cle (J?

1 
J, deux de nos surfaces (s) seront 

<les surfaces fcr1née8 à courbe double; cc scro11t celles c1ui correspondent 

aux valeurs - s."'~ et - 5C4 <le la consta.11tc ()
1

• Les autres se co111pose11t 
(le uue ou cleux nappes fermées. 

l,a su1·face fer1néc à courbe cloublc sera pou1· nos équations (2') 
une surface HS)'tll})totique et elle partagera. l'espace en trois régions co1n1ne 
11ous l'avons dit l>lus haut. 

l>arr11i ces régions, je distingue la région R~ co111prise entre les deux 
nappes qui est une région dite de lib1·atio11 et je 111c propose cle 1nontrcr 

c1uc da.ns cette région, 011 peut tracer t111e infinité de trajectoires ferrnées 
correspondant tL des solutions périodiq nes. 

l{evcuons en effet aux équations (a) 
lutiou générale des équations ( 2) et ( 2 '). 
(1), nous l)ouvons écrire: 

Cf UÎ tlOUS font connaitre la 80· 

D'u1>rès lu. for111e des équations 

• S = ay1 + by"l + O(y1 , y~) +V~ j\tijJ1'1 ] + G1)cly~, 
(t et b étant des fonctions de C et de 0

1 
sculc11H.•nt et O(y

1
, !J~) une fouc

tion réelle et périodique de !J 1 et de y.,. 
()11 etl déduit: 

()' <lS da 
1 = clO = dO Yi 

1 1 
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Not1s donnerons à C1 u11e valeur déter1ninée qui devra être pl11s 
petite que - 9 4 puisque nous nous supposons placés dans la. région R

2
• 

I ... a. surface fermée qui correspond à cette valeur de 0
1 

présentant 
les 1nên1es connexions que le tore, 11ous i>ouvons en faire le tour de deux 
1nanières différentes: 1° en regardant y2 co1n111e constant; 2° en regardant 
y1 co1n1ne constant. 

Quand on aura fait le tour de la surface en régardant y
2 

constant, y
1 

aura augrnenté de 277: t 
clS 

e dO. aura augmenté de 

da 
2rr dO • 

1 

con11ne 

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y
1 

comme 
constant, y2 sera. revenu à la mê1ne valcttr, 1nais l'intégrale 

aura aug1nenté d'u11e certn.ine période v définie co1n1ne il suit: 
Supposons que les valeurs de y1 i>our lesquelles le radical V( [11'

1
] + c,) 

est réel soient les valeurs cotnprises entre r;
6 

et r;
6

, on aura: 

V= 

Quand notre intégrale aug1ncntera de v, 
d ,"') 
dO aug1nentera de 

1 

v' r,;. 
V~ 

Pour que la solution qui corres1>ond à cette valeur de 0
1 

soit- pé
riodique, il faut donc et il suffit que ces deux quantités: 

da 
?--
-" cl0

1 

et 

soient con11nensurables entre elles. 
Cette condition sera éviden11nent satisfaite pour une infinité de va-
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leurg de cl; r1otre région R2 contient donc ttne infinité de trajectoires 
fcr1néeR, représentant des solutions périodiques. 

Ainsi si J( est un no1nbre com1nensurable quelconque, l'équation: 

(7) 

(qni contient C1 parce que ~~ et v sont <les fonctions de (J1 ) nous don-
• 

ncra une vnlenr de C
1 

corres1)ondnnt à. ulle solu tion périodiqne. 
Ponr discuter cette équation, il 1nc faut. chcrche1· cc que c'est que 

<ln 
-
<lO t 

• 

Il rne snffit po11r cela de rappeler qne: 

a = x~ + /.t [x;] 
et que: 

doit se réduire à C aux. quantités près de l'ordre <le /J.\tp.. On en conclut: 

<l 'Oll 

et: 

cln 
dO est donc une constante, 

1 

(7) peut s'écrire · 

(7') 

(la 11 -= -- . 
dO, 

indépendante de (J
1

, de sorte que l'équation 

V 
.r = const. 
Vfl 

Pour disc11ter cette équation nouvelle, il convient de chercher com
ment varie V quand on fait varier cl depuis - r4 jusqu'à - SC1. 

Pour cl = - se •. V est infini; cl variant depuis -se. jusqu'à -r2, 
v clécroit d'abord jusqu'à un certain 1ninin1nrn, 1>our croître ensuite de 
nouveau jusqu'à l'infini. 

• 
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Pour C1 < - r 2 • 11 peut admettre deux valeurs correspondant aux 
deux na.ppes de la surface et que 1'011 peut envisager séparérnent. (Cf. 
figure 7.) 

La pre1nière nappe de la surface reste réelle quand C
1 

est compris 
entre - sc-2 et - Sta; la valenr correspondnnte de v décroit depuis l'in
Îlni jnsqu'à un certain 1ninimum quond cl décroit depuis - $C2 jusqt1'à -ra· 

l,ri. seconde nappe de la surface reste réelle quancl C
1 

est compris 
entre - r2 et - r1 ; la valeur correspondante de v décroît depuis l'infini 
jusqtl'it nn certain mini1nun1 quand cl décroit rlcpuis - r2 jt1squ'it - r1. 

Ainsi v ad1net trois minima nu 1noins et reste tot1jours supérieur à 
11ne certaine limite positive. 

Si clone nous regardons l'équation (7') con11nc définissant C
1 

en fonc
tion de /J., C1 sera fonction continue de µ, 1nais nous pourrons prendre 
/J. ogsez petit pour q11e cette équation 11'ac11nette nucune racine. 

Ainsi il est certain qu'il existe toujours 11nc infinité de solutions 
périodiq11e8; mois quand on fera. dérroitrc /J., tontes ccg solutions dispn
raitront l'une r.près l'autre. 

Il résulte de ce qui précc\de que les équations (4) admettent po11r 
$ = o une infinité de solutions l>ériodiqnes; les principes d11 chnpitre III 
( 1 ~rc J'Htrtic) no11s per1nettcnt d'aftïrrncr q11'il y en a encore une infinité 
!)Our les valeurs suffisamment petites de s. Con1rne /J. est très petit, i1011s 

voulons concl11re q11'il existera une infinité de Rolnt.ions périodiques l)Ollr 

s = /J.yp., c'est à dire pour les équntions (3) qni sont déduites par un 
change1nent de variable très sirnplc de8 éq un tions i)roposée8. 

Par conséquent, si nons revenons ii ces équations proposées, no11s 
voyons q11e dans la régiori de libration R

2 
il JI (1, 1tne i1tfinité de trnjec

toires fer111ées re1Jréserita1it des solutions 1Jâriorliques. 
Mais 8Î faisant décroitre µ d'une 1nnnière continue, on suit une de 

ccR trajectoires fer1nées, 011 la verra se déformer nussi d'une fas-on con
tinue et rlisparaitre ensuite ponr une certaine valeur de /J.. Ainsi pour 
/J. = o tonteg les Rolutions périodiques <le l~i région R2 auront dispar11 
l'nnc après l'autre. Cc n'est pas ninsi que se comportaic11t les solutions 
périodiq ucs étnd iées dans le chu pitre I 1 I ( 1 ~r~ partie) et q ni sn bsistaient 
encore ponr /J. = o. 

On pent dérnontrer que dans l<· voiRinngr <l'11t1e trnjt>ctoire fermée 
représentant une solt1tion périodique, 8oit stal>le, 80it instable, il passe 
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une infinité d'autres trajectoires fer1nées. Cela ne suffit pas, en toute 
rigueur, pour conclure que tonte région de l'espace, si petite qu'elle 
soit, e:<t traversée par une infinité de trnjectoires fermées, 1 mais cela 
suffit pour donner à cette hypothèse tin haut caractère de vraisen1 blance . 

• Tc t·cgrette égnlement de ne pouvoir 1nontrer iri, con11nent le théorèrne 
I \f cln <'ha pitre Il ( rè•o partie) peut être utilii;é pour l'étude de lu distri
bution des trnjectoircs fermées dnns l'espace. 

• 

CHAPITl{E I I. 

Résumé général d es r ésult ats. 

§ 1. Bés11ltats 1Jositifs. 

Nos résultats s'appliquent aux équations de la dynnn1iquc toutes les 
fois qu'il n'y a que deux degrés de liberté; ils s'appliquent donc spéciale-
1nent iL un cas i)articulier du problème des trois cor1)s qui est celui 

r0 où lu. 1nasse de la planète troublée étnnt nulle, le mouvement 
de la planète troublante reste l(éplerien. 

2° oit l'excentricité de la plar1ète troublante est nulle, celle <le la 
planète troublée pouvant être quelconque. 

3° oi1 l'inclinaison des orbites est nulle. 

[,,orsqn'il n'y a que deux degrés de liberté, ln. situation d11 S)'Stème 
peut être représentée par la position d'un point dnns l'espace, ce qui 
permet d'énoncer les résultats obtenus sous une for1ne géométrique. 

'foute solution peut être représentée par une courbe gauche appelée 
tra.jectoi re; les trajectoi rcs fer1nées corrci:;pondent aux solutions périodiques. 
Il y a. toujours une infinité de trajectoires fcr1nées, 1nais ces trajectoires 
fermées peuvent être répart.ies en deux classes: 

1 Les travaux récents de ~1. ÜAXTOR nous ont appris en effet (pour employer le 

langage de cc savant géomètre) qu'un ensemble peut être parfait, sans être continu. 
Acta tnalhtmalica. 13. Imprimé le 2i septembre 1889. 20 
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1°. Les trajectoires stables. Si ln. position initinle du point repré
sentatif est très voisine d'une trnjectoir.:' stable, CP point restera. éter
nelle1ncnt très près de cette trajectoire. 

2°. Les trajectoires instables qui ne jouissent pns de ]a lnè1ne pro

priété. 
Il y a nne infinité de trnjectoires fcr1nC:es stables et une infinité de 

trnjcctoi rcs fcrn1ées i nsfn b les. 
l )ans le voisinngc <l'une trnjc•c·toire fer1néc instnl>le, il 

finité de trajectoires <lites nsy1nptotiqucs qui jonisscnt de 
st1ivnnte: 

• 

• 
) 7 a une 1n-
la pro1)riété 

I .. e point représentatif qui parcourt. nne trnjectoirc asymptotique es 
pour t = - oo infini1nent rapproché de lrt trajectoire fermée corres
pond:lntc; il s'en éloigne as3•1nptotique1l1cnt, finit pnr en être très éloigné, 
puis s'en rapproche fiS)' lllptotiqne1ncnt de 1nnnière à en être de nouYeau 
infini1nent près pour t = + oo. 

On voit sans peine qu'il doit exister des trajectoires qui s'éloigucnt 
asy1nptotiqne1nent d'une trnjectoire fer1néP instable et d'antres qui s'en 
rapprochent aS)' mptotiquernent, 1nnis le r<;snltat difficile it établir et Yéri
ta l>le1ncnt 1natten<l u, c'est q ne ce sont les 111f.111es traj<'ctoires as3·1n pto
tiq ues, qui après s'être éloignées asy111ptotique1ncnt <l'une trnjectoire 
fern1ée sc rapprochent ensuite as)1 1nptoti<]t1e1ncnt de la n1ê11ze trajectoire 

fcr1née. 
f}cnse1nble des trajectoires n:;;y1nptot.ici11cs relntivcs it nne même so

lution }>ério<liqne instable, forrne nne surfar<' <lite HS)'n1ptotique. 
I .. es surfaces asymptotiques sont des surfnccs fl'r1nées it cot1rbe àouble 

présc11tant 1es 1nê1nes connexio11s que l:L surface qu'engendrernit la ré
volution d'un li111açon à point double 011 d'une lc111niscnte autour d'ur1 
axe nt> rencontrant pas la courbe. 

Chacune de ces surfaces partage donc l'espace en trois régions. 
Dans chacune de ces. trois rrg;io11s, 11 y 11. encore une iufinité de 

trnjt•<'toircs fermées instnbles, et })flr cons(~quent 11ne infinité de surfaces 
as.\ 1111)totiques. Tl en résulte que cl1aeune de ces trois régions peut ~1 

son tour être suhdivisée en trois nntr<'S <·t ninsi de suite . 
• 

Cette subdi,·ision peut être rontinn{·c i1. l'infini <'t on peut la pousser 
assez loin pour que le Yolu1ne de chaque rrgion partielle soit aussi petit 

<1 u'on le Ycut. 
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Co1n111e aucune trajectoire ne peut pa~ser d'une régio11 dans l'autre, 

on doit conclure que la stabilité est rigoureusc1nent démontrée; qu'il est 

pos:;i ble, étant donnée la positio11 initiale d 11 point représenta tif <le la 

situation du systè1ne, de trouver une région d'oi1 ce point ne pourra 

i:;orti1· et d'ai:;signer à cette région, iünon ses liiniles JJrécises, du 111oins des 

li1nites uussi r approchées qu'o11 le veut de ces li1nitcs JJrécises. 

11 y a donc t.rois sortes de trajectoires: 

1°. I .. es trajectoires fcrrnécs correspo11<lant aux sol11tio11s }Jériodiques 

et dont il est :tisé par les r:•rincipcs du chnpitre IIT ( I lire l)artie) <le trouver 

les é<1uatio11s sous for111e d'égalités oit e11tre11t c.lcH séries convcrge11tes. 

2°. T,es t1·ajectoires ns)r1111)totiq ucs dont 11ous ve11011s de }Jarler en 

détail. l~n cc <1ui lei:; concerne, nous avons <lo1111é dani:> le clin1Jitrc pré

cédent le 1noycn de forn1er l'équation <les surfaces asy1n ptotiq ucs; quand 

011 po$sèdcra, cette équation, on pourra en déduire l'é<1uation des trajec

toirc1' as~·1n ptotiq ues elles-n1è1nes par une appl i~a tio11 cou vena ble des prin

ci pe1' des Vorlesu11ge11 über Dynaniik. 
3°. I,es trajectoires les plus générales qui ne rent.rent dans aucune 

<les deux pre1n ières catégories. 
Nous pouvons affir1ner (théorè111e J, chapitre If, 1•'ro partie) que si 

l'on envisage une portion de ]•espace quelconque, si 1>ctitc qu'elle soit, il 

y nura toujours des trajectoire!\ qui ln, traverseront u11c infi11ité de fois. 

Il est n1ê1ne hauten1ent vra ise111 blablc que toute i>ortion de l'espace 

est. travc1·séc par t1ne infinité <le trajectoires fcr111écs. S'il en est ainsi, 

et i-;i nous considérons une trajectoire quelconque de ln, 3m0 catégorie, 

nous pouvons toujours trouver une trajeet.oire <le l'une des deux }Jre111i

ères catégories qui pendant un ternps nussi 1011g <1u'on veut, s'en écarte 

aussi peu qu'on veut, ce qui pern1cttrnit de trouver l' éq un t.ion avec t elle 

n1)proxi1nation qu'on voudrait. 

§ 2. Résttltrtfs 11ér;r1tij:.;;. 

,Je ''Ou<.lrais ter1n iner l'exposé des résn l tats généraux de cc 1né111oire 

en ai>pelant purticulièrç111ent l'nttention sur les conclusions négatives qui 

en <léC'oulent. Ces conclu5ions sont pleines d'intérêt, 11011 $eulen1ent i)arce 

qu'elles font 1nieux ressortir l'étrangeté des résultats obtenus, 111ais parce 

<]U'ellcs peuYcnt, en Ycrtu précisé1nent de leur nature 11égntivc, s'étendre 

t 

• 
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i1111nécliate1nent aux cas plus généraux, taudis que les conclusions positives 
ne peuvent se généraliser sans une dé1nonstratio11 SJ>éciale. 

I,a plus i1nportante de ces conclusions négatives peut s'énoncer aussi : 

Eri deho1·s de l'i11,tégrale des forces vives, les équations de la dyna-
11iique n' (l(l11iettent en général aucu1ie iritégrale qui soit à la fois u1ie fonctio1i 
atialytique et itnifor11ie. 

Si en effet une pareille intégru.le existait et si l'on avait: 

<P(x1 , x~, y1 , y~) = const., 

<P étant une fonction uniforme, l'équation f/J = const. devrait être l'équa
tion générale des surfaces trajectoires fcr111écs et en donnant à la constante 
différe11tes va leurs, on devrait retrouver les équations <les diverses sur
faces asyrnptotiques. !\-lais chaque surface US)'lnptotique a une courbe 
double et en tous les points de cette courbe double les quatre dérivées 
partielles de </) devraient s'annuler. 

~iais dans le voisinage d'une de ces courbes doubles passe une in
finité d'nutres courbes doubles de sorte que l'on devrait trouver dans le 
voisi11n.ge d'un point donné une infinité de courbes le long desquelles les 
quat1·e êlérivées de </) s'an11ulent à la fois. Cette fonction <P ne saurait 
donc être analytique. 1 C. Q. l<'. D. 

Ce résultat ne cesserait d'être vrai que claus le cas exceptionnel oi1 
les deux riappes d'une infinité de surfaces usy111ptotiques viendraient à se 
confondre en une seule. 

En effet le raisonnement qtti l)récède est eu défaut si l'on peut ad
mettre que dans t1ne région déter111inée, il 11'y a l>llS de surface asyrr1p
totique à courbe double; pour cela il faut que quand la constante varie, 
entre certaines li1nites, l'équation: 

<P = const. 

représente une série de surfaces sans courbe double s'enveloppant 111utuelle-
1ne11t. On peut alors intégrer co111plètc1ncnt les équations différentielles 
et on reconnaît sans 1)eine que, par1ni ces surfaces sans courbe double, 

1 Cf. Note C. 

' 

• 
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il y en a une infinité qui sont sillonnées par une infinité de trajectoires 
fer1nées représentant des solutions IJériodiques. Ces surfaces ainsi silon
nées i>ar des trajectoires fermées doivent être regardées cornme des sur
faces asy1nptotiques dont les deux nappes se Ront confond11es. 

Il existe donc certainement des équations difl'érentielles de la forme 
des équations de la dynarnique qui ad1ncttent une intégrale analytique 
et unifor1ne, 1nais celu. n'arrivera qu'exce1)tio1111ellc1nc11t et l'on })eut dire 
que l'on ne rencontrera de pareilles équatio11s que si on les fabrique 

• tout. expres. 
Il est aisé de voir que ce cas exceptionuel ne se rencontrer~.t pas 

dans le problè1ne des trois cor1)s. Pour qu'i l se pt'oduisit, il faudrait 
eu effet que lu condition suivante fùt re111plic: 

Soit 

un tcr1r1e quelconque de la fonction perturbatrice (A étant fonction de x
1 

et de x~ et 11t
1 

et 1nj étant des entiers). 
il (auclrait que ~4. s'a1inulât toutes les fois que l'o1i uurait: 

ou 'dt1 rnoins que cela arrivt~t r)our une infinité de ces ternies, à savoir 

pour tous ceux où le rapport 5. serait co1n1>ris entre certa.ines limites. 
m2 

Il faudrait que tous les tcr1ncs de la fo11ction perturbatrice disparus
sent au 1no111ent où ils deviennent séculaires. 

Or il n'en est pas ainsi; donc en dehors de l'intégrale des forces 
vives et dans le cas particulier qui nous occupe, le problè1ne des trois 
corps 1i' adniet pas d'intégrale analytique et 1i1iifor1ne. 

Cela. inontre en 1nê1ne te1nps que les séries ha.bituelle1nent e1nplo;•ées 
en 1nécanique céleste, et en particulier les séries <le :àI. I.INDSTED'l' ne 
sont pas convergentes, car leur convergence entraînerait l'existc11ce d'une 
intég1·alc analytique et unifor1ne. 

Ainsi se trouve confir1né un résultat que ~I. BHCNS avait obtenu 
1)ar 11nc voie cntière:nent dift'ércnte. 

• 
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• 

CIIAPI TRE III . 

Tentatives d e généralisation. 

Est-il pern1is d'espérer qu'on i)nÎsse étendre les résultats précédents 
aux cas 0\1 les équations de la dyna1niq ue coin portent lllus de deux 
degrés de liberté et i)ar conséquent au cas gé11éral du i)roblè111e des n corps? 

C'est i>ossible, 1nnis ce ne sel'a l)as sans un uouvcl effort . 
• Je croyais, en co1n1ncnçant cc travail, que la solution du pr0Llè1ne, 

une fois trouvée pour le cas particulier que j'ai traité, se généraliserait 
in1111éc.liaten1cnt sans qu'on ait ii vaincre aucune diflïculté nouYelle en 
dehors de celles qui sont dues an notnbre plus grand des variables et ii 
l 'i1111>0$:Übilité <l'une rc1>résentation géo1nétrique. Je 1ne tro1npnis. 

Aussi crois-je devoir insister un peu ic·i sur l:t nature des obstacles 

qui s'opposent à. cette généralisation. 
S'il y a JJ degrés de liberté, la . situation du systèn1e peut être . re

prése11tée par la position <l'un point clans l'c~pa(.'e i~ 2JJ - I di1nensions. 
I ,a ]>lupar t des conclusions de la prc1nièrc partie so11t encore v r::iics C't. 
11'ont it subir nucun cl1angc1nent. ll existe donc une infi11ité de solutious 
pério<l iq ues représentées par des tl'njecto1 res f cr1nées et se cl assa nt en 

stables . et en inst:ibles, on 1nê111c en catégol'ics plus no1nbreuscs, d'après 
la nature de leurs exposants carnctéristic111cs. Il existe aussi une infinité 
de solutions asyinptotiques. 

l..'ensc1nblc des trajectoires asy1nptotiqucs relatives it une 1nên1e tra

jectoire fcr1née instable forme une 1nulti1>licité ii ]J di1nensions; il 1ne 
scn1lJle très probable, quoique je n'aie pas achevé le calcul, que cette 
n1ultiplicité est ferrnée (con1n1c le sont les surfaces flS)'tnptotiqucs e11-

visngées <lans les cl1apitres qui J>récôtlent) ; 111<iis co1n1nc elle n'a que 11 
di1ncnsions, elle ne partage pas en deux ou i>lusicurs régions l'espace à 
2JJ - 1 dimensions, car du n101nent que 1> > 2, on a 2JJ - 1 > JJ + 1. 

Nons ne pouyons donc conclure ii la t'tabilité. 



• 
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I~es difficultés qt1e l'on rencontrait autrefois en mécanique céleste et 
qni s'o1)posaient à la convergence des séries tenaient., co1nme on le sait, 
it la prése11ce de certains petits diviseurs; j'ai trouvé le inoyen de tourner 
CC'S cliffirultés et c'est ce qui m'a pcr1nis d'arriver pour le cas de JJ = 2 

aux résultats que j'ai exposés dans ce travail; 1r1ais un obstacle analogue 
se dresse devant nous dès q11e p > 2. Si en effet les anciens petits di
viseurs ont disparu, nous rencontrons de nouveaux petits diviseurs qt1i 
sont ceux que j'ai appelés (S) dans le § S ( l èro pnrt.ie, chapitre III). La 

diflïcnlté étant de nlêrne nature que celle q11i n. déjà été vaincue, on 
peut espérer que des moyens analogues l)ermettront d'en venir à bout, 
inais 1nalgré mes efforts, je n'ai pu encore les tro11ver. 

,J'n i cherché également à étendre au cas général le calcul du § 2 

(2mo pnrtie, chapitre I) en laissant de côté ln. question de convergence 

qui ne peut être regardée co1nn1e résolue que c1nns le ras des inultipli
cités US)'l11ptotiqt1es à JJ din1ensions qne 11ons venons de définir. Les 
séries qu'on obtient de ln. sorte peuvent en rffet, 1nêrne lorsqu'elles di

vergent, être utiles dans certains cas nux astrono1nes et pent·être guider 
l<'S g~o1nètrC's vC'rs la solution cléfiniti,·e . 

Suppo:;ons trois degrés de li ber té et r<'prenons les éq un tions ( 1) du 
§ 3 (1 ~ rc pa1·tic, chapitre III) en faisant les 1nè1nrs h)·pothèscs que dans 

cc pnrngrnphe. 
Chcrc·hons ensuite trois fonctions de ?f 1 , !!~ , ?la: 

X2 rJ>~(y,' ?12 '· Ya), 

X3 </J3(Y1' '!12' Va), 

satisfaisant aux équations: 

' 



• 

1 t.iO 

• ou, ce qu1 

Nous 
• 

J>tttssn nr.es 
constantes 

Nous 

fI. Poi oc:iré . 

• • équations: revient au rnc1ne, aux 

F= C, rlx. a~, cl .t, _ cl;r, cl;J:, <l.e, - = - , - - ' =-· 
dy2 dy, dy,. dy, dy3 d:t, 

supposerons que x 1 , x2 , xa pcttv<'nt Re dévclo1Jpcr suiYant les 
de 11. ou de ..j11 et que y>our 11. - o, clics se r{•duiscnt à des 

0 0 0 
X1 ' X2 ' Xa. 

poserons ensuite comme IJlus haut: 

J.Fo ---n 
d~c~ - 1 ' 

'1Fo 
l 

o = - fl,I. 
c :ta • 

Si entre 1i1 , n.2 , 113 il n'y a nueune rclntion linéaire à coëfficicnts 
e11ticrs, on peut développer :t\, x2 et x3 suivant les puissances de /.J.; 
chaque ter111e est périodique à la fois i)ar rapport n. y

1
, à y

2 
et à y

3
• 

~fais il s'introduit de petits diviseurs. 
Si entre 11 1 , ti2 et 1i3 il y a t1nc relation linéaire et une seule à 

coëfficients entiers: 

lc:i calculs peuvent se poursuivre absolument comme danR le § 2 du 
chapitre I. Les trois fonctions x, , x

1 
et x

3 
se développent suivant les 

pttissances de ..j1i et elles sont at1 ruoins doublement périodiques, je veux 
dire qu'elles ne changent pas grnnd y, , 11

2 
et Va nug1ncntcnt cl'un multiple 

do 2;;:- de telle façon que 111 1y 1 + 111 2y 2 + 111:1Ya i1c change pas; il y a 
encore de petits diviseurs. 

Il reste un troisiè1ne cas, le i>lus intéressant de tous, qui est celui 
oi1 il y a e11tre 1i1 , n2 , 1i

3 
deux relations liné:iireR à. coëfi'icients entiers: 

111 11i1 + 1n21i2 + 1n8113 - o, 

111; 1i1 + 111; 112 + 1n;11 a = o. 

On peut alors développer x1 , x2 et :r:1 suivant les puissances de ,1µ et de 
fa~·on que ces fonctions soient périodiques, je veux dire qu'elles ne 
changent pas quand y1 , y2 et J/3 nng1ncntent <l'un mt1ltiple de 2ït et de 
telle sorte qt1e 1n1y 1 + 1112y 2 + 1113y 3 et 111;y1 + 111~J/2 + 111~y3 ne changent 
pas. Il n'y a plus de petits diviseur~, 1na.is le calcul de ces fonctions 
n'est i)a:> sans certaines difficultés. 
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En première UJ)proximation, la ùéter1ninntion de ces fonctions dépend 
de l'intégration (l'un S)'Stèmc d'équations différentielles qni ont la forme 
canonique des équations de la d)·nn1niq11e, ·niais a11ec deux de,r;rés cle liberté 
seule111enl. l)ans ])resque toutes les applicntions, <'<'S équations dépendro11t 
d'un i)ara1nètrc très petit par rnpport nnc1uel on pourra développer, de 
1nanière q n' on pourra leur · :.i Pl)l iq 11er les con cl usions des chapitres T et II 
( 1 èro j)a.rtic). 

Dans les approximations sui vn11tcs, on n'a n rn. p 1 ns H, cfi'cctner q ne 
des q 11ndrnturcs. 

Ce n'est pas tout; le problèrne clci! 1i corps l)résrnte cles difficultés 
spéciales q111on ne rencontre pas clans le cas général. Sans clonte ces 
diflïcnltés ne 8ont pns aus.~i essentielle8 qne rellc8 dont j'ai signalé plus 
haut l'existence, et un l)eu d'attention <loit ])Cr1nettre d'en triompher. 

:\lais j'en dois dire ici quelques 1nots. 
Dans le problème des 1i co11)s, F0 ne dépend pn8 de tontes les va

rinble:. linéaire:. x 1; par conséquent, non seulc1nent le hessien de F
0 

par 
rapport aux variables X; est nul, 111ais le hessien d'une fonction arbitraire 
de F 0 0st encore nul. (Cf. la note au bas de ln pnge 103.) Ccln. Yient 
cln fait suivant: si 11 = o, c'est à dil'e dans le n1ouvement I\:èplerien, les 
périhélies sont fixe:.. 

Cette diflïculté n'existait pas dnns le cns qne nons avons traité (r•r 
cxe1nplc, § I, cl1npitre T, deuxième partie) })fll'C'C que nous nvions })ris 
ponr ,·n.rin.ble, non pns .fJ longitude dl1 l)érihélie, 1nn.i8 ,q - t. Elle 
11'existerait pas non plus avec 11ne loi cl'att.1·action nntre qne la ne,vto-

• n1en11e. . 
Voici quelles en sont les étranges consé>qnences: 
Nons avons vt1 qu'il y n. deux sortes de solutions périodiques: l('s 

solutions <ln I cr genre, dont nous avons pnrlé dans le cha1>itre III ( 1 ère 

partie) et. qui s11bsistent quelque petit qne soit 11, et les solutions du 2d 

genre dont nous avons parlé dans le § 5 (chapitre I, 2m• partie) et qui 
disparaissent l'une après l'autre quand on fait décroitre 11. 

!)ans le cas du problème des trois corps, si l'on fait µ = o, les 
orbites des deux petits corps se réduisent 11. deux ellipses I\:éplcriennes. 
Que deviennent alors les sol11tions périodiques cln 1er genre quand on 
fait 11 = o? En d'a11tres termes quelles sont les solutions périodiques 
des f>q nations dt1 mo11ve1nent I\:é>plericn? l('s nnes correspondent au cas 

Acta malhtmalira. 13. Imprimé le 17 octobre IAS9. 2l 
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0\1 les deux 1noyens mouven1ents sont co1n1nensurables. ~lais il en est 
d\i.11trcs qu'il est plus malai8é d'apercevoir et sur lesquelles je dois insister. 

Si /J. = o, c'est que les 1nas:;es des deux plnnètes sont infini1nent 
petites et qu'elles ne peuvent ngir l'une sui· l':iutre d'une i11anière sen
sible, <t 111oins (l'être èt itne (listcnice inflnhuent tJelile l'1cne (le l'aitlre. ~1uis 
si <·1~s planètes passent infi11i1nc11t }H'(\s l'une ·cic l'autre, leurs 01·bites vont 
être brusquc1nent 1nodifié~s co111111c si Plies s'ét11it·11t choquées. On peut 
<li!'poser des conditions initiales de telle faço11 que ces chocs se produi
sent périodique1nent et on obtient ainsi des solutio11s discontinues qui 
sont de véritables solutions périodiques du problè1nc <lu 1nouvc1nent 
I\:éplerien et qzte 1ious ti' avons 1Jas le <lroit <le laisser rle côté. 

'ft•lles sont les raisons pour lcsqnellcs j'ai rcnon<'é, au rnoins inornen
tané1nent, à étendre au cas général les résultats obtenus. Non seule1nent 
le te1nps ine fnit défant, 1nnis je crois qu'une pareille tentative serait 

' . })l'Ctnaturee. 
En effet, je n'ai pu faire encore du <'as i>nrticulier 1nê1ne auquel je 

1nc suis restreint une étude suftisan11ncnt :ipprofondie. Ce n'est qu'après 
bien des recherches et <les efforts que les géo1nètres connaitront co1nplète
u1cnt ce domaine, où je n'ai ])li faire qu'une simplt> reconnaissnnce, et 
qu'ils )' trouveront un terr~iin solide d'oit ils i)uissent s'élancer à de 

nouvelles conquêtes. 

~fai I 888. 

• 

• 

• 
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Note A . 
• 

Sii1· la dlverge1ice des sé1•les de JI. Lllt<lstedt. 

,J'ai annoncé plus haut sans dérnonstration que les séries proposées 
i>n.r ~1. L1N1>S'TEDT ne sont pas convergentes. Je crois nécessaire de re
venir sur ce sujet a.vec plus de détails, inais je veux auparavant rappeler 
en quoi consiste la 1néthode de ~1. LINDSTED'l'. ,Je l'exposerai, il est vrai, 
avec des notations différentes de celles qu'avait adoptées cc savant astro-
1101ne, car je désire, pour plus <le clarté, conserver cel les dont j'ai fait 
usage plus haut. 

~1ettons les équations de la 
dans la. seconde IJartie du présent 

dyna1nique 
rnén1oire et 

sous la 1nê1ne forrne que 
' . ecr1vons: 

dy9 dF 
dt = - da;,. 

• 

111 i:;eru une fonction donnée des quatre variables x1 , .r2 , y1 et y2 et nous 
aurons: 

F
0 

scrH. une fonctio11 de x
1 

et de x
2

, indépcn<laute <le y1 et de y2 ; µ sera 
un coë1Iicient très petit, de sorte que /J.F1 sera la fonction, 11erturbatrice. 

C'est c11 effet sous cette forrne que se présentcut les problèn1es de 
la <lynan1ique et en particulier les problè111es <le la. rnéca11iquc céleste. 

Si /J. était nul, x:
1 

et x2 seraient des constantes. Si /J. n'est pas nul 
11ut.is très petit, et qu'on appelle Ç1 et Ç2 les valeurs initiales de x1 et 
de .r2 , les différences x

1 
- Ç1 et x 2 - Ç2 seront du mê1ne ordre de gran

deur tiue /J.· 

• 
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Si ùo11c nous appelons 1i
1 

et 1i
2 

les valeurs de et de 
cl b' 0 -- c[J; 

t 

,.. ,.. 1 a·œ· pour .c1 = ç 1 , x2 = ~2 , es i11erences: 

et 

seront du n1ê111c ordre de grandeu1· que /J., cc qui nous pcr1nettra de 
poser: 

dl? 
- dœ,o - 1i1 = /lfl 1 (~; 1 ' X2)1 

cllt1 

-dx o·-11~ = /l<f2(.r1, x2), 
~ 

<f1 et ~2 étaut des fonctions de x1 et <le .t
2 

<1ui 11e sont pas très g randes. 
J,cs t~quations du 1nouve111e11t s'écrivcut alors: 

Su1>posons 1na.intenant que .r
1

, .r~, !J
1 

, !J
2 

au lieu d'être regardés lii
recte111ent coin 111e des fonct.ions de t 8oicnt rc11urdés co111 n1c des fonctions 

0 

de deux variables: 

et que l'on pose: 

w1 et w1 seront des constantes d'intégratio11 arbitraires; À
1 

et À
2 

seront 
des constantes que la suite du calcul détcr1nii1cra. co1111>lètc1nc11t. 

I,es équations du 111ouven1ent dcvicnncut alors: 

cl I<'.) - - o cl.r - , 
1 

(1) 
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Posons inaintenant: 

,.. .,.o + ,,., + 2,.'.l + 3x~ + ""1 = ..,, /J..v1 /J. .. ,, /1. . 1 ••• ' 

,.,. xo + ,, .,.t + 'l ,:! + ~ ... :1 + 
..V:? = 2 1~2 /J. ..V~ /J. !A,:! • • • ' 

!J1 - W1 = /J.!f: + µ 2!Ji + · · · .. ....... .. , 
1 + 2 ~ + !J 1 - W2 = /J.!f 2 /J. .'f 1 • • • • • • • • • • • • • • ' 

À, = À~ + /J.À:. + /J. 2 ).i + .......... ' 
À2 = Ài + /J.À~ + /1. 2 À~ + . . . . ...... . 

Je suppose que les coëfficients À~ sont <les constantes et que les 
coëfticie11ts yf et xf sont des séries trigono1nétriqucs ordon11ées suivar1t 
les sinus et les cosinus des 1nultiplcs <le iv1 et de w2 • 

Je supposerai d'ailleurs con11nc je l'ai toujours fait jusqu'ici que 11'
1 

est une série trigonométrique dépenda11t des sinus et cosinus des 1nultiples 
de y1 et de y2 et que les coëfficients de cette série sont des fonctions 
holotnorphes de x, et de x2 • 

Dans ces conditions, si dans les pre1niers 111en1bres des équatio11s ( l) 
je substitue à la. place de À1 , ).2 , y 1 , !J1 , .t1 et x1 leurs valeurs (2), j'aurai 
quatre fonctions développées suivant les puissances croissnntes de /J. et il 
est clui r que les coëfticients des di verses puissances de /L scrout des séries 
ordouuécs suivant les lignes trigono1nétriq ucs des 111 ult.i1>les de iv1 et w

2
• 

J'appelle: 

ces <-1 un.tre fonctions. 
Cela })Osé, le théorè1ne de .àf. LINDSTEJ>T cousiste en 
11 est possible <le déter1nincr les 2q + 2 constantes 

)0 li l'i 
11.1 ' A1 ' • • • J /1.1 ' 

et le8 41 8éries trigonométriques: 

1 '1 
X1 ' • •• ' X1' 

1 '1 x2 , ••• , x:J, 
1 '1 y,, . . . ,yl, 

1 'I 
!/2 ' ..• ' !11' 

• 
CCCI; 

• 



• 
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de façon à annuler dans 

les ter111cs indépendants de 11 et les coëflïcicnts des q l)l'cmières puis
sances de /.t, de façon, en d'autres tcrtncs, ii satisfaire aux équations du 
ir1ottve1ncnt aux quantités près de l'ordre de /l' 11

• 

On trouve <l'abord: 

10 -
"1 - 111 ' 

w
1 

et w
2 

étant des constant.es d'iutégrntion que nous sup1>oscrons de 

l'ordre de µ. 
Supposons que l 'on ait <létcr1niné pur un calcul préalable : 

• 0 11 l ? 1 
1. , ' , ,, ' ••• ' ,,, ) 

, . 1 ,.,.? 1 .. <.,, ••• ,.v,, 
1 ? 1 y, ' ... , !!. . 

et q uc l'on se propose de détcr111 i ncr 

).? l? ,..? ,.? ' 11ll ? 
'l' A:!' Nt' .. v:! ','/l '!}:.? • 

J>our cela, écrivons que le coeflïcient de µq est 11ul dans </J1 , </J~ C't (/);. <JJ~. 

Il vient: 
cla:~ <l.e~ X 

111 I + 17,2 -l = ... i' 
< iu1 c w..i 

+ <l!I~ + l •/ -
112 J ''• -(t, llJ; 

d!I~ dy~ ).'' -
1il J + 11., d + ... -llJ • llJ • 

l ' 

xi ' x2 ' YI et y2 étant des fonctions connues. 
X

1 
, X

2 
, ]'

1 
et Y

2 
Sont des Séries trigono111étrÎqUCS Cll l0

1 
et l0

2
• 

J>our que l'i11tégration lles équations (3) soit possible, il faut: 

• 
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t 0 que le rapport "• soit inco1n1nensurable>, cc qu'il est toujours })Cr-
''• 

1nis <le supposer. 

2° que <luns les séries trigonotnét.riq ll('S xi et X~' ll'S tcrtne;; tout 
connus soient nuls. 11 en est cffect.i\"ernent ainsi, 1nnis la c.lé111onstr.1tio11 
<le cc fait i1nportant est délicnte et ne sn11rnit t1'011ve1· pl:.1ce ici; je 111c 

borne à dire qu'elle doit être fonJée sur l'c1nploi dt•s În\"nriants intégraux. 

3° que dans les série;; trigono1nét.riqu(•s ) '1 et }'~, ll's tcr111cs tout 
connus se ré<luiscnt à ),î et ).~; co1n1ne ).7 et ),~ i.>ont dt>11x inconnues, nous 
<létcrrn incrons ces inconn11es par cette con cl i t ion. 

L'intégration des équations (3) est alors possibll'. I.e111· intégl'ation 
int.ro<luirn. quatre constantes arbitraires. A C'haquc approxirnut.ion no11\·cllc, 
nous aurons nin!Ü quatre constantes d'int(;gl'ation dl' plus; 11ous leur don· 
ueron;; des ''a leurs q nelconq ucs et nous ne conserverons <l'n ntres constantes 
arbitraires que w

1
, <o

1
, w1 et @1 • 

Ainsi les séries J e 1\1. LTN"DSTF.n·r sont des sé1·ics trigouo1nétriques <'TI 

10
1 

<'t ?V~; elles sont dé\·cloppées suivant les puissances de /J. et anssi 
suivant les puissances <les deux constantes w 1 et co2 • 

Ces séries <l'après le théorè1ne de ~1. I,1~nSTEnT, satisfont f'orn1clle-
1nent nux équations du inouvc1nent. Si clone elles étaient nnifor1né1nent 
convergentes, elles not1s donnernicnt l'intégrnle générale de ces équations. 

Je clis qite cela n'est pas possible. 

En efl'ct RUI)posons qu'il en soit ni11si et qnc nos Réries ronvergent 
unifor1né1nent pour toutes les valeurs d n tc1n ps et. pour les valeurs 
suflisan11nent petites cle /J., de w1 et <le w 2 • 

Il est clair qne J.
1 

et À
2 

sont nussi des séries ordonnées suivant les 
puissances de /J., w

1 
et w

1
• Potlt' certaines vitlcnrs de w 1 et w2 le rapport 

À f est. co1n111cnst1rable. Les solut.ions particulières qtti r épondent iL ces 
1 

valeurs <les constantes d'intégration sont alors des solutions périodiq11es. 

~ous avons vu plus haut que toute solution périodique admet 11n 
certain norn bre cl' e:cposants ca1·aclérisliques. Voyons co1n1nent on peut 
calculer ces exposants quand on possède l'intégrale générale des équa
tions données. 

' 

• 
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Soit: 

cette intégrale générale. 

S11ppogons qu'en donnant h '"i , ,,,1 , m1 et w
1 

<les val<'nri' déterminées 
Cl 0 0 0 l f . ,/ ,,, ,/ , ,f ' 1 . . . 1 · t w1 , lu~, m1 , w~, es onctions 't11 , y 2 , 't'i, y-•2 < e\'1en11t•nt pcr10< 1ques en . 

Pour avoir lrs rxposnnts en ractéristiq ncs de ln. sol n tion périodique ainsi 
obtenue, nous for1nerons les seize déri,·é<'s partielles: 

il:r, tl.1· g tl!f, d.11, 
d <tJ, 

, 
"(1) 1 ' d ttJ, ' "(1) 1 ' 

ri .1·, d :i· • tl!f, d !I. 
d iü l ' "(1) l ' dw, ' diü, ' 

d.1·, d.r, 
-

,, !I, ,, !I, 

dttJ, 
, 

dttJJ ' dtcJ, 
, 

"(l}t ' 
,,,,. 

l tl.1·. tl !11 d If 
• • 

dw, ' diü~ ' -
diü, ' tf w, 

ferons • et llOUS y ensuite 

0 Il - -11 - -n 
W1 W1' <v .• = W2' W1 (1) l ' (1) •• - C02 • 

Alors pa1• exemple prcndrn. lit for1ne sni\·ante: 

les a étant des constantes et les 0 des fonctions périodiques. 
I.es a sont alors les expoi:::nnts caractéristiq11t•s cl1crchés. 

A ppliqnons cette règle an cas qni nons occupe. Nous a\·ons: 

ç-1 étant périodique 
Il vient alors : 

en tt' l et en 10 •• 
• 
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f,es trois fonctions: 

à<p, r!<p, 
-
1lic1 ' d<tJ

1 

et 

sont périodiques en 101 et 1c2 et pnr consrquent en f. 
<lx 1l;i; . 

On trouverait pour ,_• et 
1 

' des expressions nnnlogues. 
( (I)~ l (I}~ 

Celn. prot1ve que les exposants cn.rnctéristiqnC's sont nuls. 
J)onc, si les séries de M. Li1irlstedt <itaie11t C'o11vc1:r1cnles, tous les ex

JJOsants caractéristiques seraient nitls. 
Da.ns quel cas en est-il ainsi? . 
Nous n.vons vu plus haut ln. m:inière de 

ractéristiques ( 1 ëro partie, chapitre l 11, §§ 2 et. 
l)ans cc dernier paragraphe nons nyons 

ractéri::<tiq ues relatifs aux équations: 

<'n lrnlcr ]es 
4). 
Vil que les 

d:ej dF'0 + <lF, rl lf1 tl ,,, cl fi' 
• n 1 -= 11 - , 

<lt dy; dy; - =- -fl -dt dr1 <i.ri 

C'xposants en-

<'X posn n ts ca-

• pouYnicnt se dé,elopper suivnnt les puissn.nc·cs de ,/~; nous 
h forrner l'équation qui donne le coëfficicnt. a 1 <le \P· 

Rappelons cornmcnt se forme cette équation : 

a\·ons fl})pr1s 

Nous avions posé dans le paragra1)he cité 

Dans ces dérivées secondes on suppose x
1 

et :r.~ rernplacés i)ar x~ et x~' 
})endn.nt que ?J1 et ?J-i sont remplacés pnr 11,1 f + w1 , ?1~f + w2 • 

1 O~t C'St 
(1onc une constante et Bii t1ne fonction périodique de t. ,J'nppellc b;i· le 
terme tont connu de cette fonction périodique. 

Posons enst1ite : 

1 Inutile de rappeler ici que ces \'aleurs de a·~ . .r~. 11, • n! ~ont celles qui corres· 

pondent à la solution périodique étudiée; cc ne sont pas celle~ dont nou!I avons fait usage 

plus haut dans l'exposé de la méthode de ;\I. J,1NDSTF.DT. 

n1ensurable. 

A<llr 111àthn11atlrn. 13. Imprim~ le ~S octohrP lRR~. 

• 

11, 
J,c r:ipport est donc 0001-

11~ 

22 



• 
170 H. Poincarcl. 

I,'c?qnation qui nous donne cx
1 

s'écrira alors: 
• 

- o. 

Pour que cette équation ait tontes ses racines nullei:i, il faudrait que 

l'on el'.1t: 

Oll 

(4) • 

Or on a comme je l'ai démontré dans le paragraphe cité 

Il faut donc pour que l'identité (4) ait lieu ou bien qt1e: 

(s) 

ou bien que: 

(6) 

Occupons·nous d'abord de la relation (s). Si nous faisons dans la 

fonction pertt1rbatrice F 1 

J1'
1 

<lcviendra une fonction périodique de t. Sup1)osons cette fonction 

}lériodiq11e développée en série trigono1nétriquc, et soit cp le terrnc tout 
connu; cp sera une fonction périodiq11e de w

1 
et. w2 et il viendra: 

(7) 

Nous de·vrons donc avoir: 

b - - tl'1' ik ~ • 
dw1<lw1: 

à'tf! 
- =O. 
l -· ( tùi 

Noui:i IJOurrons toujours supposer qne l'origine du tc1nps a été cl1oisi 

• 

• 
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clc telle sorte que w1 soit nul et que cp soit fonction périodique de w1 

sculeu1ent. 
l)e i)lus la relation (7) devrait être (si les séries de .Jf. LIXDSTEDT 

convergeaient) satisfaite identique111cnt. Et en cfl'et si l'on ac11nettait la 
convergence de ·ces séries, il y aurait une infiuité de solutions périodiques 

11 
correspondu nt it chaque vu.leur co1111nensu ru ble cl tl ra1)port ......!. • 

?1, 

Si la rclatio11 (7) est une identité et si cp est une fonction périodique, 
eettc fonctio11 devra se réduire à. une constu11te. 

Voyons ce que cela veut dire: 
La fonction perturl)n.tricc ]?

1 
étant périoJiquc par ra1Jport à y

1 
et à 

y1 pourra s'écrire: 

les 11i1 et les 1n~ étant des entiers, pendant que A
1111

,,,
2 

et ll111,,,., sont des 
fonctions données de x

1 
et <le x

1
• 

On aura alors 

cp = SA~, .... , cos (111 1 w1 + 11i1 w1 ) + SB?,,1111 , sin (11i1 w 1 + 1n~w1), 
l}b ~01111nation re1Jrésentée par le signe S s'étcndaut i~ tous les ter1nes 
tels que 

et .• 1 ~11 ,,,, et n:~11111., représentant ce que deviennent .111/1
11112 

et B,,,,
1112 

quand on 
y re111placc :c1 et x~ par x~ et x~. 

Co1r11ne les tcr1nes périodiques <loi vent disparaitre de cp, on aura 

J\..i11~i les coëffieients ri,,., .. , et B
1111111

, du <lévcloppc1ncnt de la fonction 
i)erturbatricc doivc11t s'annuler quand 011 y do11nc ~t .r

1 
et à .1;

2 
des va

leurs telles qt1e: 

Ou l>ien encore on doit pouvoir donner au ra1)port ~ des valeurs corn· 
11. 

1nensurablcs sans introduire dans la fonction perturbatrice 11'
1 

des termes 
séculaires. 

• 

• 
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Il est clair qu'il 11'e11 est i>as ainsi dans le c·a:-; in1rticulier du problèn1c 
des trois corps que uous avons cxa111iné et qu'on 11'y peut donner :1u 
ra PJ>ort des inO)'ens 1nouvc1ncuts une va leur co1111nensura bic sans in

troduire dans ln fonction i>erturbatric.:e de:; tcr111e~ séculaires. 
l'a:;sons 1n:1intc11ant à la conc.litio11 (6) qui peut s'écrire 

l~llc e.xprin1c que la. courbe 

. cl" fi . . 0 0 a un point in ex1on au point .c1 = x 1 , x~ = .r2 • 

Co1111ne cette coudition doit être re1n1>lic pour toutes les valeurs de 

.c': c.:t <le .c~ qui correspondent à un rnp1>ort ~ co1n111ensura blc, la courbe 
• 

l1~(.c1 , .r~) = const. devra. se réduire ~i un systè1nc de droites . 
C'est un cas particulier que nous laisserons de côté; car il est 

évident que rien de pareil n'arrive dans le problè1ne des trois corps. 
Ainsi, dans le cas particulier <lzt 1Jroblè1ne cles trois co11Js que 'nous 

avons étudié et JJar conséqitent aitssi clans le cas général, les séries de 
jJf. Linclste(lt ne convergent JJas itnifor1né1nent JJOur toittes les valeurs rles 
consta1iles arbitra ires d'i1itégratiori (j'tt'elles co1itienne11t. 

(8) 

On peut présenter cette <lé1no11st.rntion sous une :1 utrc for1ne. 
Soit: 

X= 01 (/J., Wl '(ù2' llJI 'llJ~), 

!J1 - t1J1 = /J.Oi (/J., a>1, w2' W1 'l1J2), 

les séries de JI. I .. 1NDSTED1'. Nou:-; nvons YU que les fonctions 0 et O' 
sont ordonnées suivant les l)uissunccs de /J., w

1 
et w~ et qu'elles sont 

i>ériodique:s en io1 et zv2 • 

Des équations: 

!J2 - llJ;i = 110; 

i1ous IJouvons par la for1nule de LAGHANGB tirer y1 - llJ1 et y2 - iv2 

• 
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dé,·cloppécs f:UÏ\'a11t les pui:-:~ancl'S de /J. et cxpl'itnécs 11011 plus c11 fonctions 
de 1v1 et de 1v~, 111ais eu fonetion~ de !)1 et !)~; nous aurons alors: 

t; et /~ sont des fonctions dévclo1)pécs suivunt les i>uissances croissnntcs 
de (J., w1 et cv~; cc f:ont en outl'c <les fo11ctio11s périodiques <le !)

1 
et //

1
• 

l)u11s les é11 un tions (8) substituons à la. l>lacc de 1v
1 

et w'l leurs 
valeurs ti rées <le (9)· 

Il viendra : 

r;1 et r;'l êta nt des fonctions dévclop1Jées sui va11t les puissances croissantes 
de /J., de <01 et de w2 et suivaut les sinus et cosinus des 111ultiples de y

1 
et y2 • 

Des équations ( 1 o) nous pouvons tirer w
1 

et w'l et nous trouverons: 

c; et ~ étant des fo11ctions développées suivant les puissances croissuutes 

dl.! /J., .t1 - .r~, x2 - .r~ et les sinus et cosinus des 1nulti1)lcs de !)
1 

et y
1

• 

Co1n1nc cv1 et w'l sont des constantes <l'intégration, ~ et ~ i:;eront 
<les intégrales des équations ( r); elles seront. analytiques et t1nifor1nes au 
i11oi11 i:; pour l es valeurs suffisam1nent petites c.le w

1 
et w

2
• 

Or nous avons vu que les équations ( r) ne pouvaient ad1nettre 
qu' une seule intégrale analytique et unifor1ne, l'in tégrale des forces vives. 

})one les séries de ~i. LINDSTEJ)1' ne ])Cuvent ètre eonverge11tes. 
Je <loi:;;, avant de terminer, faire quelques re1nnrques. 

E11 l'rc1uier lieu, la méthode dont je 1ne suis servi pour trouver les 
séries lle ~I. I. .. 1snsTEDT diffère beaucoup de celle qu'a exposée ce sa.,1ant, 

inais les séries finalement obtenues sont les 1nê111es et d'ailleurs les dé-
1nonstrations précédentes s'appliquent à toutes les séries de 1nè1ne forrne. 

Cc n'est pas tout. J'ai dé111ontré que les séries qui nous occupent 
ne sont !)as convergentes pour toutes les vnleurs des con~tantes arbitraires 

qui y entrent. Il reste possible, quoique peut-être peu vraise1nblable, 

• 
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que cc~ ~éric::l deviennent convergente~ pour ccrtui11:- l:-)'stè1nes particuliers 
<le valeurs <le ces constantes. 1 

l~n tcr1ninant, je dois déclarer que les considérations qui précèdent 
n'c11lèvent rien au inérite pratique des dévcloppc1nents de M. l,1xus·!'EI)T. 

Ils ne convergent pas; donc ils ne peuvent donner une approxi1natio11 
in<léfinie; inais ils r)cuvent donner assez ra1>ide111cnt une npproxi1nution 
très grande et très suffisante pour les besoins de lti protique. 

Je serais désolé d'avoir jeté quelque discrédit sur ces séries; si je 
lcti ai choisies <.:ornmc exe1nple pour développer <les considérations qui 
s'appliquent égule1nent. bien à tous les u.utres dévcloppe1nents proposés, 
c'est 1)récisé1nent pu.rce que je regarde l<t 1nétl1ode de ~1. l .. INVSTED'r 

co1n1ne l'une des meilleures qui soit connue. 

Note B. 

Il ne ser:i peut-être pas inutile de reprendre l'énoncé 
résultats obtenus dans cc iné1noirc, en les expri1nnut clans 
bitucl de l'ustrono1nie. 

des principaux 
le lanrrnrre hao 0 

Nous nous so1n1ncs i)lacés dans un cas pà.rticulie1· et nous avons 
, 

sup1>ose: 
1°. que la 1nasse de la l)lnnète troublée étant nulle, la planète 

troublante suit exacte1nent le~ lois de l(épler; 
2°. que l'excentricité de la planète troublante étant 11ulle, cette 

1>l::t11ète décrit une circonférence d'un ruou veinent u11ifor111e; 

1 Cil qu.il coovicodrait surtout ù'examioer, c·cst ~i les séries ne convergent pas 

d 
).1 ill 

quau ou donne à. <t1
1 

et ct1, des valeurs telles que . - . 
).t 11, 
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3°. que l'inclinaison des deux orbites étant nulle, les deux pla
nètes restent constan11nent dans un 1nê1ne r>lan. 

La position de la planète trot1blante sera entièrement définie par sa 
lon,r;it,ude 1noyenne l'. 

Pour définir la situation de la plnnètc troublée, il faut se donner 
sa longitude ?noyenne l et ses élé1nent~ oscnlnteu1·s it savoir: 

le grand axe a, 
l'excentricité e, 

la longitude du périhélie w . 
Nous prendrons: 

pour unité de longueur le ra~yon constant de l'orbite de la planète 
troublante; 

pour unité de inasse la masse du Soleil ang111entée de In. 1nasse de 
la planète troublante. 

Nous choisirons l'origine du tetnps et l'unité de te1nps de telle 
sorte que 

l' = t . 

Nous Hppellerons µ la 1nasse de la pln.nètc troublante et µQ la fonc
tion perturbatrice. 

!! snra une fonction uniforrne de a, e, l - l' et l' - w, périodique 
pn.r rapport ~~ ces dct1x dernières variables. 

Ces diverses quantités sont liées pn.r nnc relation connue depuis 
longtctnps sous le no1n d'intégrale de .JACOBI. 

Cette relation s'écrit: 

I -- + ya(r - e') +µY. = const.. 
2a 

.Tc regn,rderai la constante qui entre dans le scco1l<l 1ne1nbre de la 

rcln.tion ( 1) coin me une donnée de la question. Nous st1pposerons que 

cette constante soit notablement plus grande qne 3 , cc qui arrivera 
2 

toujours dans les 
Introduisons 

a pp li cations. 
maintenant t1ne variable auxiliaire en posant: 

~ r -v' -1" ç = -: . , + v, - .:' 

• 
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Ç Pst donc une fonction de e sel1lernent et on voit i;nn" peine que ql1and 
Ç varie de o à 1 , e (que nous regarderon" co111me csgcntielle1nent positif) 
vnriern. de o à r, le rnouvement étant clircct; et qne q unnd ~ vnrie de 
1 li + oo l'excentricité e variera de 1 à o, le rnot1vement étnnt rétro
grndt>. Il résulte de là que e est fonction, 1tnifor111e de Ç. 

J,a relation ( 1) 1nontre ensuite que a est fonction uniforme de ~' 

de l - l' et de l' - w et qu'elle ei::t périodique par ra1)port il. ces denx 
dernières vn,riables. 

Cela posé, le problème admettra nnc innnité de solutions particulières 
que nous appellero11s solutions périocliques et qui jouiront des propriétés 
snivantcs. 

On aura: 

11 1 et 1i2 étant des constantes dont le rnpport est co1nmensurable; sc
1

, r 21 

r 3 et se 4 étant des fonctions périod iq ucs du tc1n ps cl ont la période est 

le plns petit commun multiple de 
2

r:- et de 24
. (Il résulte de là qne 

11, 11 t 

cos (l - l'), sin (l - l'), cos (l' - w) et sin (l' - w) sont nussi des fonctions 
périoûiques du ten1ps.) 

Parmi les solutions périodique::;, nous clistinguerons celles dt1 I ~r genre, 
pour lesquelles sc1 , sc 2 , se~, ~4 , 1i1 et 11~ sont développables snivn11t les 
pltissances croissantes de 11. 

Il existe aussi des solutions périodiques clu 2c1 genre, pour ]e::;qnclle::; 
cc dévelo1)pement n'est pas poi:;sible et qni di::;paraisscnt pour les })Ctitc::; 
vnlct1rs de 11 . 

Occupons-nous spécia,le1nent des ::;olt1tioni; <ln 1 or genre. 

A eha ql1e valeur co1nmensurable <lu rapport. "' eorrei;pondent n n 
?1, 

1noins deux solutions périodiques du 1 ~r genre. 
Not1s distinguerons les solution::; du Ier genre en stables et instnblcf:. 
S11pposons que les valeurs de a, e, l - l' , l' - w soient à, l'origine 

cln temps infiniment voisines des valeurs qui correspondent à une solution 
périodique; si elles en restent infi11iment Yoisi11es lJcn<lnnt un temps in
fini1nent long, la solution sera stnble; cllP scrn in::;tahle <lnns le cns con
trnire. 
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· On démontre qu'à toute valeur co1nn1ensurable du rnpport n, cor-
n~ 

re~pondent au moins une solution périodique stable et 
lution instable. 

Considéro11s en particulier les solt1tions instables. 

une solt1tion périodique instable. 

• au moins une so-

Soit donc: 

Il existera une infinité cle solutions i1articnlières q ni pottr t négatif 
et très grand prendront la forme suivante: 

<f 1, <f2 , <f.13 et </J,. étant des fonctions développables suivant les puissances 

. d - d A ai d 2;rt • 2r.t A d , . croissantes e v1i., e e , e cos-y et sin À • es1gne une constante 

arbitraire d'intégration; ). est la période de la solution périodique con
sidérée; enfin a est un nombre positif développable selon les puissances 

cle vÏi-· 
Il existera également une infinité de solutions particulières qui pour 

t positif et très grand prendront la forme suivante: 

<f; ' <P~ ' <f; 
croissantes 

l' - w = n2t + So4 + <f~, 

et <f ~ étant des fonctions développables 

d - d B _ at d 2nt • 2rrt e v1i., e e , e cos T et sin À • 

constante d'intégration. 

suivant les puissances 

B désigne une not1velle 

Mais ce que rien ne permettait cle prévoir, ce so1it les 1nê11zes solu
tions JJarticulières qui pre11dront la forme ( 2) po111· t négatif et très grand 
et la forme (2') pour t positif et très gra11d. 

Entre les quatre relations (2) éliminons le temps t et la constante 
<l'intégration A, il viendra: 

(3) (a- 0) 2 -µ(0') 2 = o, 
A<ln rnalhtmall<a. 13. Imprimé le 26 octobre 1889. 23 
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8' 8'' 81 et o~ étant des fonctions périodiques de l' - w et l - l' or
données suivant les puissances de µ. 

Observons qt1e les relations (2) ne sont vraies que pour t négatif 
et très grand et qu'au contraire les relations (3) qu'on en déduit, sont 
encore vraieR pour toutes les vnleurs dn temp:.; pourvu que µ soit assez 
petit. 

Des relations (3) nous tirerons 

a = 8 j- O' ../Ï-t, 

et par conséquent 

8 et 8' étant cl es fonctions de mêtne for1ne que 0 ' 8'' 81 et o;. 
Il ré:.;ulte de là qne si l'on a à lt11e époque quelconq11e: 

(3') (Ç - 8) 2 
- 11( 8')2 

- 0 

cette relation subsistera pour toutes les -yaleurs du temps. 
Supposons que l'on ait à l'origine des temps 

(4) 

.Je dis q11e cette inégalité ser:i satisfaite pour toutes les valeurs du 
te111ps, et er1 effet elle 11e pourrait cesser clc l'être sans que (Ç-8)2 --µ(&') 2 

devînt nt1l; or nous venons de voir que cette quantité ne pouYait être 
nulle à une époque quelconq11e à moins d'être toujours nul le. 

Pour des conditions initiales convcnablei:;, on voit donc q11e Ç sera 
assujetti à rester toujo11rs plns petit que 8 -- 1 (}' l vri· Si, co1nme cela 
arrivera toujours clans les applications, Ç CSt très petit, e sera llTie fonC
f.ion croissante de Ç. 

L'inégalité 

entraîne la i:;uivante: 

On a ainsi une limite supérieure de l'excentricité et la relation (1) 
}>Cr1nettrait d'en déduire 11ne limite snpérie11re (011 inférieure suivant les 
cas) pour le grand axe a. 
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l'our la inè111e raison si on a ii l'origiuc des te1111)s 

ces inégalités subsisteront toujours; c'est le cas oi1 il y u cc qu'on appelle 
libration. 

Enfi11 si on a à l'origine des te1nps 

(4") 

cette inégalité subsistera toujours. 

A chaque valeur commensurable du ra1>1>ort ~ corrcspo11ù au inoins 
n. 

une solution instable et par conséquent au 1noins une inégalité analogue 
à (4), (4') ou (4"). Nous aurons donc une infinité d'inégalités de cette 
i1ature et chacune d'elles nous do11nera pour a et pour e une lin1ite 
supérieure ou inférieure. E11 cl1oisissant conve11able1nent l>ar1ni ces iné
galités, on peut resserrer autant qu'on le veut les li111ites entre lesquelles 
a et e restent co1nprises. 

Dans le cas particulier qui nous occupe, la stabilité est donc en
tièrement dé1nontrée. 

~fais il ine reste une rcn1arque i.i faire. 
l'récisé1nent dans ce cas particulier, ~1. IJ1r,L, dans ses recherches sur 

la lune (Arnerican Journal, to1ne 1), a donné uue dé1nonstration de 
la stabilité en se servant seulement de l'intégrale <le JACOBI. 

C'est ce qu':.i refait depuis ~1. BouLIN avec l)lus de détails (Acta 
111athemati ca, torne 10). 

l\1ais il y a une très grande différence entre les résultats qu'ont 
obteuus ces deux géornètres et ceux que j'énonce ici. 

M~f. HILL et BOHLIN dé1nontrent scule1nent que la distance de la 
planète troublée au Soleil ne peut croître indéfini1ucnt; ils ne dén1on
trcnt pas qu'elle i1e peut pas s'annuler; d'ailleurs la li1nite supérieure 
<1 u'ils lui assignent est extrè1nement éloignée de la limite précise. 

,J'ajouterai que le raisonnement de l\l~I. H1r.r, et BorrLrx ne prouve 
i>as que l'excentricité ne peut pas devenir très voisi11c de r et mê1ne que 
le n1ouve1nent ne peut pas devenir rétrograde. 

Au contraire, la méthode que je propose perrnet d'obtenir pour le 
grand axe a et pour l'excentricité e, des li1nites supérieures et inférieures 
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qui sont, sinon les lin1ites précises ellcs-u1ê1ne~, du 1noins aussi rap
prochées qu'on le vent des liinites l>récises. 

Je démontre ainsi que le grand axe restera consta1n111ent compris 
entre deux li1nites tr:ès resserrées, que l'excentricité restera toujours très 
petite et que le rnouverilent restera toujotu·s direct. 

Addition à la Note B. 

Da11s la. plupart des u1)plicatiOllS la valeur initiale de e sera très 

i>etite; en effet Ç s'annule avec l'excentricité et l'excentricité des orbites 
dcR cor1)s célestes est toujours une très i>etite quantité. 

Soit donc Ç0 cette valeur initiale de Ç. Nous aurons: 

0 < Ç0 < I. 

Soit ensuite 1i1 un non1bre co1n111e11sur~ible. }>osons 

1 - ,1, - e~ 

1 + v• - e~ 
• 

Nous pourrons choisir le no111bre co1n111ensurable n.
1 

de telle fa çon 
que Ç1 , quoique très petit, soit supérieure à e

0
• On aura alors: 

0 < eo < el < 1 . . 

A cette valeur co1n1nensurable 1i1 correspondra au u1oi11tl une solu
tior1 périodique instable; à cette solution instable correspondront une in
finité de solutions de la forrne (2) que j'appelle sol t1tions asymptotiques. 
A ce 110111bre co1n1uensurable 1i

1 
correspondra <.lonc une équation de la 

forn1e (3') 

D'ailleurs pour µ = o, 8 se réduit à e
1 

et 8' reste fini. 
Si donc µ est assez petit, l'expression 

8 -18' I yµ 
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(qui différera très peu de Ç1 ) sera consta111111 cnt supérieure ii Ç
0 

et constan1-
1nent iuférieure à un nombre fixe À plus petit (1ue 1 (et 1nê111e très 
petit). On aura ainsi 

ço < 8 - 1 &' 1 Vit < À < r · 

l\lais nous avons vu que si uue i11égalité <le la for11 1c 

est satisfaite à un instant donné, elle le sera, toujoul's; on aura donc à 
une époque quelconque: 

• 

Ainsi l'<::xccntricité restera toujours très })Otite, puisque Ç i:;era tou
jours inférieure à ), qui est un no1nbrc très l'ctit. 

Cela exclut la possibilité d'une rencontre entre la planète troublée 
et le Soleil. Cette rencontre ne pourrait en efl'et se produire que si 
l'excentricité (et par conséquent e) dcve11ai t égale li J. 

~lais il y a plus; nous pouvons assigner une li1nite inférieure à la 
distance de la planète troublée et du Soleil . 

En effet ce rayon vecteur est toujours plus gra nd que a(1 - e); il 
ne i)ourrait donc devenir très petit que si <t tlevcuait très petit ou e très 
voisin de 1. Nous venons de voir que, Ç restant inférieur ii À, e qui 

est lié à Ç par une relation très simple, restera aussi très petit et 11C 

pourra se rnpprocl1er de I. 

f,e rayo11 vecteur ne pourrait <loue devc11ir très petit que si a de
venait très pet.it; rnais cela est itnpossible ii cnui:;e <le l'équation de JACOBI 

r - + ya( 1 - e') + 1.1.$J = co11st. 
2a 

Le second 111en1bre étant une constante, le pre1nier 111e1nbre doit 
I 

rester li1nité; or si l'on fai t tendre le r~iyou vecteur et a vers o, -
2a 

croit indéfini1nent et les deux autres ter1nes tendent vers des li1nites fi
nies; le pre1nier 1ne1nbre tendrait donc vers l 'infini, ce qui est i1npossible. 

D'autre part la distance des deux i)lanètcs troublée et troublante 
ne peut décroitre non plus au delà de toute li1nitc, car Q devrait alors 
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croitre indéfini1nent et co1111ne le i>rc1nicr 111e111 bre de l' éc1 uation de J 1\COBI 

doit rester fini, il faudrait que l'un <les cleux autres ter1nes de ce pre-

1nier inernbre devînt aussi infini. Ce ne l)Ourrait être 2- parce que si 
2rr. 

la distance des deux planètes et très petite, le rayon vecteur doit être 
très voisin de 1 et que ce rayon vecteur dcvaut être corn pris entre 

a(1 - e) et a(1 + e), on aura: 

a( 1 - e) < 1 < a( r + e) < 2a. 

Cc ne lJOurrait être J10ll plus vct(l - e') parce que l'i négalité 

a( i - },) < a ( r - e) < 1 • 

s'oppose à ce que a devienne infini. 

Il est donc absurde de supposer que la <lista.nec de l a l>lanète trou
blée, ta11t au Soleil qu'à la l)lanète troublante, puisse devenir très petite. 

On peut présenter le ré;;ulta.t sous une forme plus précise encore. 

Nous pouvons choisir deux surfaces asy1nptotiques 

<le telle fas·on que la valeur initiale ço <le e satisfasse it la double inégalité: 

On aura alors à une époque quelconque: 

Soient 8° et 81 les valc11rs c1ue i>rellncnt fJ et 8
1 

c1 uand on y fait 
11. - o; ces valeurs sont des constantes et je r)uis cl1oisir l es deux surfaces 
ai:-yn1ptotiqucs de telle fuçon que la. différence 

(jO - &: 
soit aussi petite que l'on veut. 

Cela posé Ç va varier entre deux li111ites et l<L différence entre la 
lin1itc supérieure et la li111itc inférieure sera. du 111èn1e ordre de grandeur 

que: 

c'est à dire du 111ème ordre de grandeur que Vti· 
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On peut raisonner de la mê111e manière st1r a et e et par consé
q11cnt, on pet1t dire : 

Le grcrncl axe (et il en est de mêrne de l'excentricité) varie entre 
<leux li11zites et la clifférence entre la li111ite s111Jérie11re et la li111ite inférieure 
est du 111ên1e orclre cle ,c;rancleitr que ,1~. 

Soit: 

Note C. 

8111• le.~ iJl'l'(( J' Ïrt lltS ÏJlté(/J'fl1lX, 

d:t:t =X 
dt 2 

' 
. . . ' clx,. _ ,~ 

dt - ~\ .. 

un systè1ne <l 'éq uations différentielles oit xi ' x2' ... ' x .. sont des fonc
tions cle x1 , x

2 
, ••• , x,. telles q11c: 

+ llX,, 
. . . I =-- O. 

( ,}'Il 

Soit une solt1tion de ce systè1ne cl'éq11nt.ions <lépe11dnnt den constantes 
arbitraires: 

Cette solution s'écrira 

• • • • • • • • • • • • • • • 

• 

11 s'agit de dé1nontrer qne l'intf.grnl<' 

J = J rlx1 rlr.-i .•. rlx,, = J Â<la.1 <la.1 ••• <la. 11 
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' Oll 

dz, a~, d.r,. . . . -
da, da, da, 

d~· 
1 d.c • tl.c,. - - . . . 

Â = da~ cla~ da~ 

• • • • • • • • • • • 

drt, dœ, d'1:,. 
- •• • --

cla,, da,. da,. 

est une constante. 

On a en effet: 

• 

et. 
d Â 

dt 

d.T f clÂ 
dt = dt rla1 cla2 ••• ria,. 

Â , étant le cl éterminant. Â da11R la kc colonne dnquel on a re1nplacé: 

pa1· 

nJaiR 

d' Oll : 

l ' ' c Oll 

clzt àzt dzt 
da

1 ' 
-
da, ' . . . ' da,. 

d ! .i: l: d':ri: <l'a.•t 
da , dt ' da~clt ' . .. . ' 1la11 dt • 

on a 
dQ;t X 
dt = . 1 ' 

• • • 

O n déduit. de là: 

f (dX, dXt dX,.) A l l l = d + l . + ... + 1 u r a 1 < a2 •• • li a .. = o. 
a:, c .1 1 < .r,. 

C. Q. F. D . 
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i Sn11posons 1r1aintenant qu'au lieu de ln relation (2) nous :l)'Ons: 

+ 
d1\[XH 
--=o, 

dx,. 

ltf éta.nt une fonction quelconque de x1 , x2 , ••• , x,. . 
• Je (lis qtte 

est une constante. 
On a en effet: 

cl.J f ( rlJ,f clD..) 
dt = t:.. di + JJf dt fla. 1 rla.1 .•• <la,,. 

11 faut 1nontrer que: 

• 
A d/,f + 71,.,-clt:.. = 
u. dt ~u dt O . 

On a en effet (en vertu des équations ( 1 )) 

cZM = X
1 

d1l! + X
2 

dM + ... + X,. clJ.I 
dt dz1 d.i:, d.c,. 

et (<l'après ce que nous venons çlc voir): 

d t:.. = t:.. (dX1 + clX" + ... + dX,,)· 
dt clœ1 dœ9 cl:t~,. 

Il v ient donc: 

t:.. cl"ltl + Mdt:.. = t:.. (dll!X, + d~fXt + ... 
clt dt da:, <l:i.·'J + clilIX 11) _ 

l 
- o. 

( :t,. 

C. Q. F. D. 

Passons maintenant aux équations <le la dynan1ique. 

Soient les équations 

dz1 dF -=-, (l=--1,2, ... ,n) 
dt dy; 

drtu ,,.,,,h,11•otfta. 13. ln1primé le r; octobre 1889. 24 

• 
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Soit une solution contenant deux constantes arbitraires a et fi et 
' . . 

S CCl'l \'3 nt: 

Je dis que: 

est une constante. 
Il vient en effet: 

Tl vient ensuite: 

d 2ot; 

dt da 

. . 

On conclut de lit que: 

Xi = 'fi(/ , a , fi), 

y( = <P1(f ' a ' fi). 

' 

• 

' 

IJr second 1nembre ne change pas qun.ncl on permute a et fi, on a do11c: 

• 

' 
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Cette égalité ex1>rin1e que la quantité sous le t:igne J <lnns l'ex-

. <l d.J Il p1·c::~1on c dt est nu e et i>ar conséquent que 

d.J 
- =o. dt • 

C. Q. F'. D. 

Il 11 1c reste il, cnvisagel' le <lcrnicr <les i11vnrinnt.s intégraux qui se 
prése11tc dans le cas <lu proùlè1ne des n co11>s. 

l{c1>renons les éq unt.ions de la clyna.1niq uc, 111:Li~ eu posa nt: 

F= T+ U, 

T ne dcpcndant que des y et U dei:; x scu]e1nc11t. J)e plui:; Test hon1ogè11e 
<le degré 2 et U hornogènc de degré - 1. 

I>rcnons une solution 

ue dépendant que d'une seule constante arbitraire a. 

Co11sidéro11s l'intégrale si1nple: 

C et C étant les valeurs constantes de la. fo11ctio11 J? aux extré1nités 1 0 

<le l'arc le long duquel on intègre. 
Il vient: 

'!:!_ =J~ (2 d.1·1 dy1 + dy; cl.r, + 
dt '- dt da. dt d(J. 

Il vient: 

d~, dlJ' tlT 
- =-=-, 
dt dyi dy, 

cly, <ll ' 
-- = - ' tlt d.t, 

• 

• 
• 



• 

188 II. Poiocarii. 

d'oi1 

~1ais en vertu du théorè1ne des fonctions 1101nogèncs on a: 

d'oi1 

i!!. -f" ( <!:!. ~ <l U d.c,) ria "(0 - G ) 
dl - L- 3 dyi da + 3 cl.c, da + ..l 1 ° 

ou 

Or d'après la définition de 01 et 00 on a 

I l vient donc 
cl! 
,zt = 0 · 

C. Q. F. D. 

Note D. 

S 1ir l es éqttatio1is l i 1ié<tl1•es à co(Jj/'icie11ts 1Jé1•iocliques. 

0 11 sait qu'une fo11ction de x périodic1uc et de période 2rr peut se 
<lévclo1>per en une série de la for1ne suivante 

f(x) = À 0 + À 1 cosx + À'J cos 2x + .. . + A,. cos1ix + .. . 
+ B1 sin x + B'J sin 2x + ... + B,. sin 1ix + .. . 

J'ai montré dans le Bulletin a.strono 111ique (novembre 1886) que 

• 
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si ln fo11ctio11 f(x) est finie et continue ainsi que ses p - 2 prernières 
dérivées et si sa p - 1 ° dérivée est finie, inais peut devenir discontinue 
en un nou1bre li1nité de points, on peut trouver un 1101nbrc positif K tel 
<1ue l'on ait, quelque grand que soit n, 

1 n/' B,. 1 < K. 

Si f( x) est une fonction analytique, elle sera finie et continue ainsi 
que toutes ses dérivées. On pourra donc trouver un r101nbre ]{tel que: 

1 n 2 A,. 1 < J{' 

Il résulte de là que la série 

1 Ao 1 + l .111 1 + 1 A2 1 + · · · + l .11,. 1 + · · · 
+ 1 B1 1 + 1 B2 1 + · · · + 1B,, 1 + · · · 

converge et par conséquent. que la série (1) est absolu1nent et unifor1né-
111e11t convergente. 

Cela posé, considérons un système d'équations diffé1·entielles linéaires: 

:;• = So1.1X1 + St1.2X2 + · · · + SC1.,. :rn, 

• • • • • • • • • • • • • 

I .. es n, 2 cocfi'icients Sot.t sont des fonctions de t l)ériodiques et de 
période 2ïr. 

Les équations (2) 11e changent dollc pas qua11d 011 cl1ange t er1 
t + 2 ;r. Cela posé soient: 

X1 = </J1.1(t), X2 = fJ1.2(f) ' • • ' X,. :-= '/Ji..(l), 

(3) 
Xi = </J2.1(t), X2 = <f ~.2 ( t) ' • • • ' X,. = </J2.n ( t ), 
• • • • - • • • • • • • • • • • 

X1 = </J,..1 ( t), X2 = rp,.,2(t) ' • • • ' X,. = '/J,,.,,(t) 

ri solutions, linéai re1nent indépendante$, des éq un tions ( 2 ). 

• 

' 
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I,es équations ne changent pas qua11d on change t en t + 2;: et les 
1i solutions <lev iendron t: 

• • 

. . . ' 
x. = 1'2.1 (t + ~;or) ' . . . ' J',. = <!2.11 (t + 2 ;:"), 

• • • • • • • • • • • 

• • ' X,. = tf11.11 (t + ~;:"). 
Elles ùcvront donc être des co1nbinaiso11s linéaires des 1i solutions 

(3) de sorte ql1'on aura: 

(4) 

1'1.1(t + 21<) = .141.1sV1.1(t) + À1.'!</>2.1(t) + ... + À1.,,</J ... 1(t), 

c/J2.1 (t + 2r.) = .t-1z.1</J1.1(f) + Àz.~if'"! 1(t) + • · · + A2 ... ef1,,.1(t), 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • 

les A étant des coëfficicnts constants. 
On aura d'ailleurs de 1nè1ne (avec les rnêrnes coëfficients) 

etc. 
Cela l)OSé forn1ons l'équation en S: 

À1.1 - s À1.2 • À1.,. 

(s) 
À2.1 A.q-S • • • À2 Il -·· =o . 

• • • • • • • • • • • 

A ... 1 A,..2 • • • î l,,_,, - s 
Soit 8 1 l'une des raci11es <le cette équation. !)'après la théorie des 

substitutions linéaires, il existera toujours 1t coëflïcients constants 

BI ' B,' ... ' B" • 

tel~ <1ue ~i l'on pose: 

• 
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et de tnême: 

on ait: 

et. <le rnê1ne: 

PoRonR: 

il viendra: 

• 

Cette éqt1ation expri1nc que: 

e-a,t 0 ( l) 
1.1 

est une fonctio11 périodique que nous pottrron:; développC'r en tine série 
trigonométrique: 

i. .. ,(t). • 

Si les fonctions périodiques Soi.t( t) sont annlytiq nes, il en sera de 
inè1ne des solutions des équations différentir llcs (2) et de À1.1(t). I,a 
série J.1•1 ( t) Re ra donc nbsolu1nent et uniformé1nc11t convergente. 

l)c rnêrne 

sera nnc fonction périodique qt1'on pourra repréF:cntcr pu.r une série tri
gono111étrique: 

Nous avons donc une solution particulière des équations (2) qui s'écrit: 

(6) . . . ' 

A chaque racine de l'équation (5) correspond une golution de la 
for1ne (6). 
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Si l'équation (S) a toutes ses racines distinctes, nous at1rons 1i solu
tions <le cette for1ne linéaire1nent indépen<la11tes et la solution générale 

t ' • s ccr1ra: 

(7) 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Les C sont des constantes d'intégration, les a sont des constantes et les 
À sont des séries trigonométriques absolument et uniforrnément con

vergentes. 

• 

Voyons maintenant cc c1ui arrive quand l'éq11ation (S) a une racine 
double, par exe1nple quand a

1 
= a2 • llcprcnons la form11le (7), faisons-y 

0 -c- -c-o 3- ,- ••• - ,. -

et faisons-y tendre a2 vers a1 • Il vient: 

ou en posant 

• 

il viendra: 

Il est clair q11e la différence 

s'annulera. pour a
2 

= a1 • Nous ponrro11s donc poser: 

11 vient ainsi: 

• 
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et ii la litnite (pour ~2 =a,); r 

X1 = O;e"11 À1.1 + O;e"•1[tÀ1.1 + lim).'(t)J. 

On verrait que la limite de À1(t) pour a2 = a.1 est encore une série 
trigono1nétrique absolurnent et l1nifor1né1ncnt convergente. 

Ainsi l'efl'et de ln. présence d'une rncine c1onblc dnns l'équation (S) 
a été d'introdnirc dn'fls la solution des ter1ne:-; <le ln for1nc sniva.nte: 

e''•' t J.( t), 

)1(!) étant 11nc série trigonométrique. 
On vcrrnit. sans peine qu'une racine triple introduirait des ter1nes de 

}a f 01'111C : 

et ni nsi de su itc . 
. Je n'insiste pas sur tons ces pointR de dé-tail. Ces résultats sont 

bien connns pn.r les trava11x de 1\IJL FLOQUF.T, CAr,r~AXDHEAU, Bnli:XS, 
S·l'rEL1'.JES et si j'ai donné ici la dé1nonstrntion in extenso ponr le cas 
général, c'est que son extrè1ne si1nplicité 1nc per1ncttait de ln. f;lire en 
q nelq nes mots. 

• 

' 

Note E. • 

I.'unc des plus belles déco11ve1·t.es de ÜAUCTIY (Co1nptes Rend11s, 
tome r 4, page 1020), quoiqu'elle ait été pent-être peu rc1narquée de son 
tcmp::;, est celle qu'il a appelée le calcul des lirnites et à laquelle nous 
conserverons ce nom, quelque mal justifié qt.tïl l)uissc être. 

Considérons un Sj'Stème d'équations différentielles 

A<la mathtmatiea. 13. Imprimé le r octobre 1ssn. 25 
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Si r; et !; peuvent être développés suivant les puissances croissantes de 
x, y et z, ces équations adn1ettront une solution de la for1ne suivante: 

sc
1 

et sc
2 

étant des séries déYeloppées suiynnt los pui~~ances croissantes 
<1<' x et s'annulant ayec x. 

Po11r le démontrer, CAUCHY rr111plnc<' les dcnx fonctions r; et !; 
})Ur 1111e exp1·ession de la forme: 

r'( ) i'f X y Z = -, 
' ' ( 1 -- ri.l·)( 1 - /1yX 1 - rz) 

c•n choisissant llf' et' (1' r de façon qne chnqne terme <le f ait un plus 
grn.ncl coëfficient (en valeur n.bsol ue) q ne le ter1ne corre1<ponclant de (

1 

et <le' (2 • En ren1plnçant ainsi t; et (2 par (', on nug1ncnte les coëfli
ci<>nts de 5!'i et de $C2 et comrne ces deux séries sont convergentes après 
cr changen1ent, elles devaient l'être égale1nrnt avant cc changement. 

'l'el est le principe fondamental du calcul des limites clont CAUCHY 

n. fait d'ailleurs beaucoup d'autres applications et que plusieurs géomètres 
ont notablement perfectionné dep11is. 

Le plus grand de ces perfectionnements cRt dù à. i\1. Wv.1v.ns·rnASS 
qui a. remplacé la fonction f(x, y, z) d<' CA11rnY par l1ne> nnt.re plus 
si1nplc qni peut jo11er le mè1ne rôle. 

J~crivons les équations ( r) sons la. forme: 

d11 di = (1 (x , y , z), 

tlz 
dt = r~ (x ' y ' z), 

~ = f (x , y , z) = r. • 

R<'1nplnçons-;· ensuite f, t; et !; par la fonction de l\f . WEIERSTRASS 

r'( ) },[ X 1 Z = ; 
,}/, 1 -a(.i· +y+ z) 

ellPs deYiendront: 
~ dy ~ },[ 
dt - dt - dt - 1 - a(.l' + y + z) · 
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Les équations ( 1 ') sout satisfaites forn1ellen1ent par clci:; séries: 

X= sc(t) = f, 

développées suivant les puissances croissantes de t t:t ::/annulant aYec t. 
De 1nè1nc les équations (2') seront satisfaites par des séries 

X = $0'( t), ?J = se: (t), 
développées suivant le::; puissances crois1'antes de t et s'aunulaut avec t. 
(Or1 voit facilc111cnt d'1.1.illeurs que sc'(t) = sc;(t) = sc~(t).) 

Si J.lI et ex sont conveuablc1uent cl1oisis, les coëfficieuts <les ~rici:; 9' 
sont plus grands que ceux des série:; 50; or les séries se' co11vcrgc11t; donc 
les séries se convergent égale1nent. 

C. Q. l;-. D. 

Je n'insiste pas sur ces clé111011::;t.rations qui sont dcvc11 ucs tout à fait 
claosiqucs et qui se t1·ouvent dévclo1>pécs dans tous les traités ttn peu 

co1n1>lcts d'Ana.lysc, par exe1nplc dtuis le Cours d'AnuJysc <le ri1. JoHD.AN 
(tome 3, page 87). 

l\Iais on peut aller plus loin. 
Imaginons que les fonctions t; et (

2 
dépendent, 11011 seule1nent de 

x, y et z, u1ais d'un certain para111ètre arbitraire µ et c1u'ellcs pui:;sent 

se développer suivant les puissances croissantes de x, y , z et /J.· Ecrivons 
alors les équations ( 1) sous la f or1ne: 

dœ /'( ) di= x,y,z,µ = 1, 

( 1 ") 
d11 
clt = t; (.v ' !J ' z ' /J.), 

dz 
dt = [,(.v' !J' z' /J.). 

On peut trouver trois séries 

X = sc(t J /J. ' Xo ' Yo' Zo) = t + Xo' 
• 

Z = 'P2(t ' /J.' Xo ' Vo' zo) 

qui satisfassent for1nelle111cnt aux éq uatious ( i "), qui soic11t développées 

• 
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suivant le8 pui:-;sanccs croi:-:,.;antc:; de t, <le /J. et de trois constantes d 'inté

gration X
0

, Yo, Z
0 

et qui enfin se 1·é<luiscnt re8pcctivcmc11t à X0 , Yo et Z0 

i>our t = o. 
Je dis que ces séries convergent i>ourvu que t, µ, X0 , Yo et z0 soient 

suilïsam111cnt petits. 
E11 effet rein plaçons f, {1 et r~ par la. fonetio11: 

f '( ) .Af. X 1 Z = · '·~' ,µ (1 -f11i)[1 -a(œ +y+z)] 

Cette fonction f' peut être développée suivuut les puiBsances de x, 
!J, z et /.J.. On peut prendre 111 , a et (1 Ul'~ez grand8 pour f{Ue chaque 
ternie de (' soit })lus grand que le ter1ne corres1>ondant. de f, de {1 

et de r~. 
Nous obtiendrons ainsi les équatious 

( 2") 
dJ; dy dz JI 
dt =dt =dt= (1 - ~i)[1 - a(.e +y+ z)j · 

On peut trouver trois séries 

X = <p'(t , /.J. ·, X0 , Yo , Zo), y = <p; (t , /J. , X0 , !Io , z0), 

z = <p;(t , µ, a·o , Vo, Zo) 

dévclop1)ées suivant les puissances de t, µ, x0 , y0 , z0 , satisfaisant at1x 
éc1uutions (z") et se réduisant respective1nent à x0 , y0 , z0 i)our t = o. 

En raisonnant corn1ne le faisait CAuc1rY, 0 11 dérnontrerait que chaque 

ter1ne des séries <p' est plus grand que le ter1ne correspondnnt des séries 
<p. 01· les séries <p' convergent, si t , /.J., x0 , y0 et z0 sont assez petits. 
Done les séries <fJ convergent égale111ent. 

C. Q. F. D. 

On peut tirer de là diverses con:;équenccs. 
Nous venons de voir que x, y et z l>euvent être développés suivant 

les puissances de t, µ, x0 , y0 et z0 pourvu que cet' cinq variables, y 
co1npris t, soient suffisam1nent petites. 

Je dis qt1e x, y et z pourront encore être développées suivant les 

ptli:>:>anccs des quatre variables µ, X0 , y0 et z0 , qucl<1uc grand que soit. t, 
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i>ou1·vu que le::; quatre variables /J., x0 , y0 et z0 soie11t assez lJetitcs. Il 
y a toutefois un cas d'exception sur leqt1el je revie11<lrui. 

En cfi'ct nous trot1vons d'abord t rois séries 

X = Çi (t ' /1. ' Xo ' Yo ' zo), Y = 'f.(t' /J.' Xo' !Jo' zo), 

qui défi11isse11t x, y 
y0 , z0 et q ua.ud 

et z pour les valcu1·s i:;uflïsa1n111cnt petites de /J., x
0

J 

1t1 < p, 

fJ éta11t le rayon de convergence de ces sérit's. Si donc t
1 

est un i>oint 
intérieur au cercle de convergence et si x1 , y

1 
et z

1 
sont les valeurs de 

x, y et z pour t = f1 , on voit que x1 , y1 et z
1 

so11t des fonctions holo-
111orphes de µ, X0 , y0 et z0 , c'est à. dire dévclol'Publcs suivant les puis
sances de ces variables si elles sont assez petitc8. 

(3) 

Soient ensuite x~, y~ et z~ les \'il leurs de x
1 

, !J
1 

et .z
1 

pour 

µ = Xo = Yo = Zo = O. 

Cela posé, on aura dans le voisinage du point t = l
1 

X = 'f
1

(t - t1 ' µ ' x, - X~' Y1 - y~ ' z. - .z~), 

y = 5C;(t - t1 , 1.1., x 1 - x~ , Y1 - y~, Z1 - z~), 

Z = 'f~(t - t 1 , /1., X 1 - X~ , !}1 - y~, Z1 - z~). 

Lei:; séries 'f', 9'~ · et 'f~, tout à fuit analogues nux séries 'f, 'fi et r~, sont 
défiuies co1111nc il suit. 

U:lles satisfont aux équations différeutiellcs; clics so11t développées 
suivant les i)uissunces de t - t1 , µ, x1 - x~, y 1 - y~ et z1 - z~; elles se 
réduisent à x1 , y 1 et z

1 
pour t = t

1
• 

Elles convergeront si 1.1., x1 - x~, y 1 -y~, z1 -z~ sont assez petits et si 

1 t - f1 1 < P1' 

p1 étant le rayon du nouveau cercle de convergcnc~ C
1

• 

Si t est un i>oint intérieur à cc nouveau cercle de convergence C
1

, 

on voit q uc x , y et z seront fonctions holo1no11'hc~ de /J., x 1 - x~, y1 - y~ 

• 
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et z1 - z~. ~lais x1 - x~ , y 1 - y~ , z1 - zi ::;out déjil> fonctions liolo-
111orpl1cs de /J., x0 , y0 , z0 • Donc, pour tout 1>oi11t t intérieur au cercle 
U1, les trois quantités x, y et z sont des fonct.ions holomor1)hes de /J., x

0
, 

y0 , z0 développables selon les l)uissanccs de ces variables si elles sont 
• assez pet1 tes. 

Su1)posons 1naintcnant que le point t soit extérieur au cercle 0
1

, le 
tliéorè1ne sera encore vrai; il est clai1· en cfl'et qu'il suffit pour_ le dé

lllontrer llou1· une valeur quelco11quc <le t, de ré1)éter le raisonnement 
précédent un no1nbre suffisant de fois. 

Cette convergence sera d'ailleurs u11ifor111c pour toute valeur de t 
inférieure à t0 , quelque graud que soit t0 • • 

On ne serait arrêté q11e dans un cu1.<. 
Le tl1éorème de CAUCHY ces~c d'être vrai • 

Sl les fonctions t; et !; ne 
si elles deviennent in-sout I>lus holo1norphes en x, y, z; par 

finies, ou cessent d'être unifor1ncs. 
cxc1uplc 

Si 011 Ile peut pas dévelo1>per les fonctions f' f, et r~ suivant les 
puissances croissantes de /J., de x - x~, y - yi, z - z~, il n'existera pas 

eu général trois séries <p', 9'~ et 'f~ de la for111c (3) satisfaisant aux équa
tious difi'érenticlles. 

On dit alors que le point 

,,. - xo 
.v - 17 

c~t ur1 }Joint singulier. 

fl 
!J = !J., • ,o 

,., - "'1 

Si dor1c, cri faisant varier t, 011 voyait le poiut inobile (x , y , z) 
passer l)ar un l)Oint singulier, 11otrc théorè111c serait en défaut. Si t 
va1·iant depuis t = o jusqu'à t = t0 , le point inobile (x, y, z) ne passe 
i>ar aucun point Ri ngulicr, les trois fonctions x, y, z seront développables 
suivant les puissances de µ, x

0
, y

0 
, z

0 
pour toute valeur de t inférieure 

ii t0 • ~1ais si pour t = t0 , le point (x, y, z) se confond avec un point 
singul ier, le théorème cessera d'être vrai pour les valeurs de t supé
rieures à t

0
• 

Notre théorème co1nportc donc un cas d'ex.cc1>tion. ~1ais ce cas ne 
se présentera pas dans le l)roblè1nc des trois corps et nous ·n'avons pas 
à trous en inquiéter. Soient en effet: 
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les coordonnées des trois 
1~i2 et ni3 leurs masses. 
sui,·ante: 

corps, r 23 , 1·13 , 1\ 2 

I .. es équations du 
leurs distances mnt.nelles, 1n

1
, 

problè1ne seront cle ln forrne 

Le second 1nembre de cette équntion ne po11rrait cesser d'èt1·e holo
morphe en x1 , ?/1 , z1 , x2 , y2 , z2 , x3 , ?/;1 , z:1 que si l'une dcR troiR diRtuncrs 
r 23 , r 13 , r 12 vennit fi. s'annuler, c'est li dire si deux corpi:i vcnn.i<'nt it cc 
choquer. Or nous n'appliquerons jamais notre théorèrne qne qnancl on 
sera certnin qn'nn pareil choc ne peut se produire. , 

Ce théorè1ne joue un grand rôle da,ns le présent 1né111oirc. 
Dans le § 5 (1 ère partie, chapitre III) nous démontrons qne certnines 

solutions particulières du problèn1e, que nous appelons solutioni:i nsy1np
totiqucs, sont de la forrne suivante. 

I.es qnant.ité::; inconnues x1 , x2 , • •• , x,. peuvent pour <les vnleur8 de 
t négatives et. très grnndes être développées suivant les 1)11Îs8nnccs d'un 
certain paramètre vti et. d'une certaine exponentielle ea1

, les coë!Ticients 
étant <les fonctions périodiques de t. 

Nous en concluons que si t1 est une quantité négative suffisamment 
grande en valeur absolue, les qunntités :r.

1 
, x

2
, ••• , xn peuvent être dé

veloppées suivant l<'s puissances de t - t
1 

et de VP· 
Si nous n.p1)liquons rnaintennnt le théorè1ne q11e nouR venons de dé

montrer, nous verrons que, dans une solution asymptotique, les qnnntités 
x 1 , x2 , ••• , x,. sont développables i:iniYant les puissances de ./"ïi, poitr toutes 
les valeitrs de t. 

Cc 1nê1ne théorè1ne peut servir égnlcment ponr 
no11s avons no1r1mé le conséq11ent cl'un point donné. 

Soit: 

z = sc(x' y) 

l'étucle de ce que 

l'équation d'une ~urface 8 que nouH Rupposerons pni:;i:;er pnr l'origine O. 
Par l'origine 0 pasRe une trajectoire; imaginonH que' qua.n<l /J. = o cet.te 
t rajectoire vienne au temps t = r recouper la surface S en un point P 
dont les coor<lonnécs seront: 

y = b, z = c. 
• 
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D'n.1)rès la terminologie que nons n.von~ adopté, le point 1' ·sera 
quand oti suppose /J. = o le conséquent dn point O. 

Supposons de plus que dn.ns le voisinage du point. O, sc(x, y) soit 

développable suivant les puissances de x et y, et dans le voisinage du 
point. P suivant les puissa11ces de x - a et y - b. 

Soit maintenant x
0

, y0 , z0 un point. ~4. très voisin de 0 et apparte
nnnt à la surface S. Si 1'011 fait passer par cc point À 11nc trajectoire, 
si on suppose que µ cesse d'être nul, rnais reRto très petit., on verra que 
cotte tritjectoire viendra., à une époque t trè:; pou c.1ifl'érentc de r couper 

ln. Rurfaco 8 en un point B très voisin de JJ. 
Cc point B dont j'appellerai les coordonnées x 1 , y1 , z1 sera d'après 

notre tcr1ninologie le conséquent du point A . 
Ce que je me pro1)ose de démontrer, c'est que x1 , y1 , z1 peuvent 

:;e développer s11ivant les puissances croissantes clc x0 , J/0 , z0 et /J.. 

En effet, d'après le théorème qne nous venons d'établir, si x, y, z 
sont les coordonnées a11 temps t dn point 1nobile qui décrit la trajectoire 
issnc <ln point A, si de l)lt1s x0 , y0 , Z0 , /J. et t - r sont suffisn.1n1nent 

petits, on n.nra: 

if't, if1
2 

et cfa étant dès séries ordonnées- Ruivnnt lcR pniRsanccs de t -- r, 

/1. ' Xo ' Yo ' Zo • 
Ces séries se réduiront reRpcctivrmcnt. h. a, b, r pour 

' 

t _.... .- = /" = ,.. - y - " - 0 6. M ;{ •o - 0 ,.,...0 - • 
• . 

Comme sc(x' y) est développ:tble Rniv:int leR puiss:inces de X - a et 
y - b, si x - a et y - b sont asRez petitil, nons :i11rons égale1ncnt: 

-

if'• étant une 
Ecrivons 

(S) 

sc-(x' y) = ef14(t -- 7' /1.1 Xo' Yo' zo), 

série de même forme qne 411 , y1
2 et cfa· 

que le point x, y, z se trouve snr la surface S, nons aurons: 
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J,a relntion (5) peut être regardée comme unC' équation entre t - T, 

/J., X0 , y0 et z0 et on peut chercher h la réso11drc pnr ra1)port. h t- T. 

Ponr: 
t - T = /l = X 0 = J/0 --= Z0 --= 0 

cette rclntion est satisfaite, car on a 

D'nprôs un théorème de CA ucrrv, snr 1eq11el nons n.llons d'ailleurs 
revenir dans 1111 instant, on pourra tirer de la 1·clntion (5) t - r sous la 
forrne snivn.nte: 

(6) • 

0 étnnt une série ordonnée sui\•nnt les })Hissanres de /J., x
0

• y
0 

et z
0

• 

fl n')r aurait d'exception que si ponr 

t - r = /J. = :ro = Yo - ,. 
- "'o = O 

on nvait 

Or cette équation exprin1e que la trnjrctoi rc issne dn point 0 po11~ 
11 = o va toucher la surface S au point P. _ 

Mnis il n'en sera pas ainsi, parce que nons supposerons to11jonr::: qne 
S est nnc surface 011 une portion de Rurfnce snns contact . 

})ans les équations (4) remplaçons t - r l)nr 0 et x, y, z par x
1

, 

y1 , z,; il viendra: 

Xi = 81 (µ ' Xo ' 1/o '.zo), 

Yi = Bz(µ ' Xo ' Yo ' Zo), 

zl = Ba(/1.' Xo ' Yo ' zo), 
\ 

R1 , 82 et 83 étant des séries développées selon les puh:sances de µ, x
0

, 

C. Q. F. D. 

C'est de cc résult,,'l.t ( q11i, n1n.1gré ln. longueur <le la <lémonstration 
que nous venons d'en donner, est presque évident) que nous avons fait 

..trio m11th1matlca. 13. Imprimé le 12 octobro 1889. 
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llRagc dnns le lemme qui précède le théorème III (§ 4, I <'re partie, cha
pitre II). 

Nous avons encore fait usage du mêtne théorème, pour démontrer 
l'existence des sol11tions périodiques dans le § I (1"•0 part.ic, chapitre III). 
A la fin de ce paragraphe, par exemple, nonR consiclérons le cns où les 
éqnntions différentielles ne contiennent pns explicitement le temps t. 

Pour µ = o, nous avons supposé q11'il existe 11ne solntion périodiq11e 
de période T: 

. . . ' 
Nous avons appelé ensuite (en suppososnnt que /J. reste très petit, 

mnis cesse d'êt.re nul) 50,(0) +fi, ln vnle11r initiale de x, pour t = o et 
r 1(0) +fi, + cp1 la valeur de x, pour t = T + r. 

D'uprès le théorème que nous venons clC' démontrer, cp1 est une fonc
tion <léYeloppn ble r:;uivant les i)nissanccs croissantes de /J., de r et des p,, 
Ri ces quantités sont aR.:;ez petites et il est évidE>nt d'ailleurs q11e cette 
fonction s'annule pour 

µ = ' = fi1 = fi'J = ... = fi,. = o. 

C'est sur ce rés11lt..<tt que nous nons sommes ap1)uyés dans le para
grnphe que je viens de citer. 

Mais dans ce 1nên1e JJaragraphc, nous avons encore appliqué un antre 
th~orème de CAUCilY. 

Voici quel est ce théorème: 
Si on a n. + p qunntités y1 , y2 , • • • , JJ,., x

1 
, x2 , ••• , x,, entre lesquelles 

ont lieu n relations: 

(7) 

fi (Yi , Y2 , • • • , y,, , X1 , X2 , • •. , x,,) = o, 

fi(y. , Y2 , • • • , y,. , Xi , X2, ••• , x,,) = o, 
• • • • • • • • • • • • • 

~i les f sont développa.bles ~nivanf. leg pnii::i:innces des x et des y et 
~'annulent avec ces n + p variables; 

i;i enfin le déterminant fonctionnel des f par rapport a11x y n'est 
pas nul q11anc1 les x et les y s'annulent à la foi~; 
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on pourra tirer des équations (7) les 12. inconnues y sous la for1ne 
de séries développées suivant les puissances croissantes de x

1 
, x

2 
, • •• , xP. 

Considérons en effet x1 co1r1me la seule variable iudépe11dante, x
2

, 

:x::: , ••• , xv co1n1ne des paramètres arbitraires, nous pourrons rc1nplacer 
les éq_ uations ( 7) par les n équations <lifl'ércnticllcs: 

(8) (i- 1, ~ •... ,1t) 

Nous son1n1es ainsi ra1nenés au cas dont i1ou::; venons de i1ous occuper. 
En pa.rticulier si f(y, x1 , x~, ... , x,.) est une fouction développable 

1:1uivant. les puissances de y, x
1 

, x
2

, • •• , x,.; si <1uuu<l les x et y s'an
uulant à. la fois 011 a : 

f= o, 

si c11fi11 y est défini })Ur l'égalité 

<!l.. > o · 
cly < ' 

f= o, 

y sera. développable suivant les 1)uissa11ccs de1:1 x. 
C'est ainsi que dans le l)aragt'ttpl1c cité(§ 1 , cha1>itrc III, i "•e partie) 

nous avo11s établi que l'on peut résoudre les n, équations 

(9) 
<1'1 = "'" = . .. = "'" = 0 

par rapport ~t 1i quelconques (les n, + 1 i11co11nuc1:1: 

f31 ' f32 , .•• ' (3 .. , ?'. 

J}cxistence des solutions périodiq ucs une fois 
fa,îrc voir <1uc ces solutions }Jeuvent se <lévclo1>1>er 
de /J. et s'écrire: 

<lén1011trée, 
suivant les 

il reste à 
• 

})UISS<lllCCS 

(i..-1,:!1 ... ,N) 

0,.0 ( t) , 01•1 ( t), etc., étant des fonctions pério<li<1 ucs de t dévelo1>pablcs selo11 
les siuus et cosi11us des multiples de: 

21Ct = J..t. 
T + r 
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D'après le théorèn1e que nous ~~vons cléjii. appliqué bien des fois, 
uous aurons 

x, = II;[t - tl' /J.' X~ - Soi (o)' .V~ - S?~(o)' ... 'X~ - sc,.(o)] 

si x~ , x~ , ... , x~ sont les valeurs initiales de x1 , x~ , ... , x,. pour t = o. 
11, sera développable suivant les i>uissn.nces de 

si /J. est assez petit et si t est assez voisin <le t1 et x~ de sc1(0). 
Nous prendrons 

t = tl + '·~. 
De plus nous prendro11s: 

Nous choisirons les fi, et 'de faç·on ii obtenir une solution périodique, 
c'est à dire de façon à satisfaire aux éc1uations (9)· Nous vcno11s de voir 
que si T et les fi, satisfont à ces équu.tio118 (9), 011 lJOurra. développer ,, 
/31 , fi2 , • • • , fi,. suivant les puissa11ces croissantes <le µ et que ' et les fi; 
s'annulero11t avec µ . 

On aura donc 

ICi étar1t t111c fonction développée suivant les i>uissar1ces de /J.. 

l{; rie dépend l>as scule1r1c11t de µ, il dépend encore <le 
écrirons donc: 

t · nous 
1 ' 

en rappelant toutefois que J{; est développé suiva.nt les puissances de µ, 
111ais non llaS suivant celles de t1• 

Cela posé, quand 011 augmente t1 de T, 011 aug1nente t de T + ' 
et co1n1ne on s'est arra11gé <le manière à avoir une solution périodique 
<le période T + r, X; ne doit pas changer, on a donc: 

• 
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J(, étant dévclo1)pable suivant les J>Uissanccs de /J., on peut écrire 

K,(t1 , µ) = 0,.0 + 81•1µ + 01.2µ
2 + ... , 

0,.0 , 01•1 , 01.2 etc. ne dépendant q uc de t1 • L'identité ( 1 o) 1nontrc alors 
q uc 0,.1: tic change pas quand on change t

1 
en t

1 
+ T. l)onc O,.rc est 

u11c fonction périodique et peut se développer suivant les si11us et cosir1us 
des 1nulti1)lcs de 

'1' 
27rl 

'1' + T = )..t. 

C. Q. B'. D. 

CAUCUY avait déjà ap1)liqué le i)rocé<lé du calcul des li1nites aux 
équations aux dérivées partielles. l\1ada1nc l(o\VALl!:VSRI a considérable-
1ne11t si111plifié la clémonstration de Q,~UCllY et a Ùo1111é au théorè1ne sa 
for1ne définitive. 

Voici en quoi consiste le théorè1ne de l\1ada1nc l(O\VALEVSKI (.Jour
ll~Ll de Crellc, torne 80). 

Considérons un système d'équations aux dérivées i>articllcs définis
sant 1i inconnues .z1 , .z~, ••. , .z,. en fonctions <le p variables indé1)cndantcs. 

Supposons que ce systèrr1e s'écrive: 

• 

• • • • • • • • • • • • • • • 

f~ , t; , ... , (,, étant développés suivant les i>uissanccs de 

et <les 

(i prend les valeurs 1 , 2 , ••• , 1i; k les valeurs 2 , 3 , ... , p; enfi11 les 
au sont des constantes quelco11ques). 

Soit maintenant 

. . . ' 
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1i fonctions données quelconques, développées 
sa.utes de x2 , x

3
, ••• , xP et telles que: 

suivant les puissances crois-

1 

pour 

ll existera n fonctions 

dévelOJJJJables suivri1it les puissances lle xi , X:1 , .•. , :r,,, qui satisferont aitx 
équations ( 1 I) et qui se récluiro1it respectiventent û tjJ 1 , ~· :l , ••• , </J,. pour xi = o. 

J'ai moi-1nême cherché à éten<lrc les résultats obtc11us par ~1ada1ne 
l(o\VALEYSIU (Thèse itiaugurale, Paris, Gauthier-Villars i 879) et j'ai étudié 
en détail les cas que la savante inathé1naticien11c avait laissés de côté. 

Je 1nc suis attaché en particulier à l'équation: 

Oll xi' x2' ... ' X,. sont dévelo1>pés suivant les }JUÎssances de xi) x2, .. . ' x,.; 
je suppose de plus que dans le dévclo1>pcrnent de X

1 
, X:1, ... , X,., il 

i1'y ait pas de terrne tout connu et que les ter1nes du 1°' degré se ré
duisc11t respcctivc1ncnt à ),1x

1
, À:lx:l, •.. , À,.x

11
, <le telle sorte que 

Y, désiguant une suite de ter1ncs du 2<1 <lcgré au 1noius par rapport à 
:r1 , x:l , ... , x,.. 

J'ai dé1nontré qu'à certaines conditions cette éc1uation ad1net une 
intégrale holo1norphe dévclop1)ablc suivant les puissances de x

1
, x

2
, •• • , x,.. 

Pour que cette intégrale existe, il suftït: 
1 ° q uc le polygone convexe qui contient les ti points Ài , ).~ , ..• , À,. 

ue contic1111e pas l'origine, 
2° que l'on n'ait aucune relation de la for1ne 

• 

1 

• 



1 

• 

• 

Sur le problème des trois corps et les équations de l:.i dynamique. 207 

oit les ni sont des entiers positifs dont la somme est plus grande 
que r. 1 

( 1 3) 

.Te vais cl1ercher à généraliser le résultnt obtenu dans ina thèse. 
A11 lieu de l'équation (12) envisageons l'éqnntion suiYante : 

X <lz ). + ,, l = •• z. 
( ,)• ,, • • • 

Nous avons encore 

J
7

, désignant une fonction développée suivant les puissances de x
1

, x
2

, ••• , Xn 

et ne cornprenant que des termes d11 2'1 degré au 1noins par rapport à 
ces 1i variables. Mn.is Y, ne dépend pas sc11lement des x, il dépend aussi 
de t, de sorte que les coëfficicnts <ln développement de Y; suivant les 
llltissances des x sont des fonctions de t. Nous supposerons que ce sont 
des fonctions périodiques de t de période 27r' dé,•eloppées suivant les sinus 
et cosinus des m11ltiples de t. 

.Te me propose de chercher dans quel cas l'équation (13) admettra 
une in tégra le holomorphe développée suivan t l<.>s i)uissnnccs de x

1
, x

2
, .• • , x,. 

et telle que les coëfficients du développc1ncnt soient des fonctions pério
diques de t. 

Voyons d'abor<l quelle va être la forrnc de 17

1• No11s allons dé
velopper Y, suivant les pnissn,nccs croissnnteR de x

1 
, x

2
, ••• , x,,; con

sidé1·ons le terme en 
X«, x«• X"" l 2 • • • 1• • 

I~e coëfficient de ce terrne étant une fonction J)ériodique de t pourra 

1 ]):.iuR ma thèse, je n'énonce paR cette restriction et je ne Ruppose pas que la 

somu10 des ni soit plus grande quo r. Il scn1blcrait donc que Io tl16orèn1e est en défaut 

quand ou a par exemple À, = J.
1

• Il n'en est, rien. Si l'on avait 

certains coëfficient.'I du développement prendraient ln forme ~ et deviendraient infinis. 
0 

C'est pour cette raison que nous avons dO Rapposer qu'une pareille relat ion n'a pas lieu . 

0 
Si l'on av:.iit au contraire }.i = 2, ecrt:.iins co~flïcients prendraient ln forme - • 

0 
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se développer suivant les sÎnllS C't cosinus <les rnultiples clc t, on ce qui 
revient a11 même suivant les puissances positives et. négntives de e''=.. 

Nous po11rrons donc écrire 

Y ~c .e11·•x"• ,..,,.. ,..,.. 
i = L..., i.p.a1.a<J···a,.r.: ' l ..c 2· • • • ...tn • 

I.es C sont des coëfficients constants; fi est un entier positif 011 né
gatif; a, , a

2 
, ••• , a,, sont des entiers positifi:i tels qne 

a 1 + cx2 + . . . + ex,, ~ 2 • 

• T'écrira.i nussi quelquefois en suppriiunnt les indices: 

Y ~c1.e1, =i ,..a, ,..o. ,..a. 
t = .L- ~- <.( •1 tA-'2 .. • • • '"'-' rt • 

Posons maintenant.: 
• 

1., - ~ 1 G 1 .-511'::; ,.. .. , ,..a, """" 
f - L..., C:- ~' 1 •""2 • • • <A. H 

• 

et envisageons l'équation suivante: . ' 
(

1 , l'')àz (1' l r')dz + + (1 ' l '')dz 1 , l11X1 - 1 -d + 112X2 - 2 -z . • • ,,,.::r,. -- " ) __ = A1Z· z, ( :r, (IH(;ll 

D , . clz ' 1 d d ans cette cquat1on dt n ent.re p us; nous pouvons one regar er t 

comme un paramètre arbitraire et x1 , x2 , ••• , x,. comme les seules vn
rirlbles indépcndnntes. Si donc. }es quantités ;.~, ;.; , ... , ~~ satisfont aux 
conditions que nous avons énoncées plns 11aut, l'équation ( 14) (qui est 
de même forme que l'équat.ion ( 1 2.)) ndmcttl'a une intégrale holomorphe. 

Nous supposerons . • , 
À~ = À~ = ... = ;.;,. \ 

,NollS supposerons de plt1i:: ;.; 1·écl est positif. 
Cela posé soit 

,. - ~À ..Rtv::ï ,..a,,.,.a.: x"• 
/:1 - k {J.a,.42 ... a.,. e- l.(/l o.(,·2 • • • 11 

' ' 

• 

• 

ltne série satisfaisant formellement à l'équation ( 1 3). Comment pourra-t
on calculer les coëfficients À par récurrence. 

En écrivant l'équation ( 1 3) sous la forme 

dz àz · . dz ., rlz ., clz , dz 
-lt + À1 xi ~ + ... + Àn x,. d- - ;.. z = J 1 -, • + 12 -l + ... + l .. ·d-
( H~1 a'n (< .1 1 ( a't Jin 

• 

• 
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et en identifiant les deux membres on trouve: 

À~.u1a, ... a.[/9 \ - I + À1a1 + }.2a2 + .. · + }.nan - À1 ] = P[C, A], 

P[C, A] étant un polynôme entier à coëfficients positifs par rapport anx 
C et aux coëfficients A déjà calculés. 

Soit maintenant 

( 16) 

une série satisfaisant à l'équation (14). Pour calculer les coëfficients A' 
Jlous écrirons l'équation (14) sous la for1ne: 

1 , dz + 1, dz + ,, dz 1, }'' clz + } Tl rlz + + Y' dz 
"1X1 -l "2X2d- ... +J.nXnd- -''1Z = Id 2l- ··· "d-. 

C .1:1 ~, Xn .1:
1 

< .r
1 

.l:,. 

En identifiant les deux membres, nous trouverons: 

A~.a.a.: ... a.[À;a1 + .>.;a2 + ... + }.~a11 -.>.;] = P[IGI, A']. 

P[I G 1, A'] ne diffère cle P[G, A] que parce que les G sont remplacés 
par leurs modt1les et les A par les A'. 

Les ).' étant réels positifs ainsi qne les coëffici<.'nts du polynôme P, 
les A' seront aussi réels et positifs. 

Pour que l'on ait ensuite: 

il suffit que l 'on ait toujours: 

J.;a1 + J.~a2 + ... +;.;,a,. - ;.; < 1 fiv·- r + J.1a1 + J.2a~ + ... + À,.a,. - J.
1 

1 

ou 

Si l'on a. choisi;,; de façon à satisfaire à l'inégalité (17), on aura donc 

1A1 <A'. 

Or la série ( 16) converge, donc il en sera de même de la série ( 15). 
Ainsi donc pour que la série ( r 5) co1lverge, il suffit qu'on puisse 
Aria 11111lht11llllica. 13. Imprimé Io 25 octobre 1889. 27 



210 H. Poincaré. 

tronYer une quantité positive À; satisfnisnnt à l'inégalité (1 ï) pour toutes 
les valeurs entières et positives des a, et i>our tontes les valet1rs entières 

positives et négatives de p. 
Contmencons par remarquer que le second membre de l'inégalité 

( 1 7) est toujours pl us grand que: 

( I 8) 
p,/=-I + À1(a1 - 1) + ?.,ri9 + ... + Ànfin 

1 f3 1 + (a1 - I) + a~ + ... + f.(11 
• 

Il snffira donc que À~ soit plus petit que l'expression ( r 8). Or cette 
cxpressio11 (18) est le module d'une certninc quantité imaginaire repré
sentée par un certain point G. Or il est nisé de ''oir que ce point G 
n'est autre chose que le centre de gravité des 1i + 2 masses suivantes: 

1° 1i masses égales respectivement à cx1 , cx2 , ••• , a,, et situées respec

tiven1ent aux points À1 , ),2 , ••• , Àn; 

2° une masse égnle à 1 f3 I et: située soit au point + J r soit au 

point - v- 1; 
3° une masse égale à - 1 située nu point ),1• 

'fot1tcs ces masses sont positiYes ii l'exception de ]a dernière. 
Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit to11jours 

supérieure à une certaine limite .>.~. 

Composons d'abord les n + 1 premières mnsses; nous obtiendrons 

t1ne masse: 

située en un certain point G' et con1111e ces n + I prc1nières masses sont 
positives, le point G' sera située tL l'intérieur de l'un ou de l'autre des 
deux polygones convexes qt1i enveloppent, le premier les n + I points 

J.1 , .>.2 , • •• , .>.,. et + v- r , 

et le second les n, + r points 

Si nt1cun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra 
assigner à la distance OG' une li1nite infériettre /J. et écrire: 

OG' > µ. 

Il reste à co1nposer ln, masse M située r n G' et ln 1nasse - 1 située 



• 

Sur Io problème des trois corps et les équations de la dynamique. 211 

en ).1• On obtiendra ainsi une 1nusse lJl - 1 située en G. On aura 
évidc1nn1ent: 

OG > OG' - GG', 

GG' = G'J.1 OG' + O..l1 

1l!l-1<M-1 M-1' 

d'où 

OG OG' M - z O..l1 M - z OJ.1 > - >µ - . M-r M-1 ltl-1 M-1 

Si donc: · 

l'inégalité 

sera satisfaite. 

Il 11'y u donc qu'un no1nbrc fini de co1nbinaisons des nombres entiers: 

pour lesquel les l'inégalité (19) pourrait ne pas être satisfaite. 
Si pour auc:l1ne de ces corn binaisons OG n'est nul, nous serons certains 

de pouvoir assigner à OG une li1nite inférieure À
1

• 

Nous so1nmes donc conduits à la règle suiva11te: 

Pour que l' équatio1i ( 1 3) adniette u1ie i1itégrale clévelOJJJJable suiva1it les 
1Juissances des x et périodiqite par rapJJOrt à t, il sztfl'it: 

1° qu' auczt1i des deux polygones convexes circo1iscrits, le preniier aux 
JJOi1its ).1 , À2 , •• • , ).,. et + v- 1, le second aux points ).1 , À

2 
, ••• , À,. et 

- v- 1, 1ie contienne l'origi1ie, 
2° qu,' il •n'y ait e1itre les qua'nlités ). azlcune relation, de la fornie 

les a éla1it entiers positifs et fi etitier positif en' 1iégatif. 
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C'c:;t là une généralisatio11 du théorè1nc démo11tré dans ina thèse. 
Or de ce théorèrne découlaient un certair1 no1nbre de conséquences. 
Voyons si on pourra en tirer de se1nblables du tl1éorè1ne généralisé. 

Nous allons pour cela suivre absolu1nent la inêrne marche que dans 
la thèse citée. 

Considérons l'équation: 

dz dz dz clz 
dt + x1 d- + x2 d . + ... + x,, -l- = o, 

:1:1 X~ ( :!:11 

obtenue en SUJJprimant le second 1nembrc de l'équation (13). 
Considérons en outre l'équation: 

et l'équation: 

~ + X dz + X dz + ,7 clz 
dt 1 d~ 2 ,z_. · · · + ...a.n -{ = À2Z. 

w
1 

'-' w 1 ( .~·,, 

Si les ), satisfont aux conditions que nous venons d'énoncer, l'équa
tior1 (13) ad1nettra une intégrale 

1
, 

Z= 
1 

où T
1 

est ordonné suivant les puissances des x et périodique par rap
port à t. 

De mè1ne l'équatio11 (2 1) acl1nctt1'a u11e i11tégrale 

11 Z= 2 

0\1 T
2 

est de mè1nc for1ne que T1. 

On en conclut que l'équation (20) ad1net co1n1ne intégrale particulière: 

1 1 

11T.1·- ,:; 
l 2 • 

Co1n1ne on peut dans le second 1ne1nbre <le ( 1 3) remplacer successive-
111cnt À1z, par ).2 z, À3z, ... , Ànz et qu'on obtient. ainsi ti - 1 équations 
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analogues à l'équation (2 r), on peut conclure que l'équation (10) ad1net 
1i - r intégrales particulières 

1 1 1 l 1 1 

TT.. T.--x; 
1 2 ' 

T J.1 rn- l• 
i.J.s , ••• , T l1 T J.~ 

1 " 

oi1 T2 , T3 , ••• , T,. sont de même for1ne que T
1

• 

Pour avoir l'intégrale générale de (20), il faudrait posséder encore 
une n° intégrale par ticulière. Pour cela considérons l'équatior1: 

dz dz dz 
-dt + xi -1 + ... + xll -a = z. 
. t~, ~n 

Cette équation admettra corn me intégrale particulière z = e'. 
Nous e11 conclurons que l'équation (20) admet comrne intégrales 

i)articulières 
T e-l,e T e-l,t T e- l.e 

1 ' 2 , • • • , n ' 

de sorte que l'intégrale générale de cette équation (20) sera: 

En d'autres termes les équations différe11tiellcs: 

( 20') 

ucl111ett1·ont cornrne intéo-rale <Ténéralc 
0 0 

T = J'r e> .. ,e 1' = !( e> .• e 
~ l.~ ' • • . ' " 11 ' 

)(1 , ](2 , ••• , J(,. étant n constantes cl'intégratiou. 

Ce théorèrne petit être regardé con1n1e la gé11éralisation de celui que 
j'ai clé1nontré à la page 70 de 111a thèse. 

Supposons n1aintenant que 11ous chcrchio11s h détcr111incr les JJ })l'C-

1nières variables x à savoir 

en fonctions des 1i - p autres à savoir 

• 
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et <le t, ii l':Li<le des l'équations suiva11tcs: 

(23) 

• • • 

d.i; + ... +x,.d·=X2, .e,. 

• • • • • • • • • • • 

v dx,, X + ... + ..a.li d- = 1> ' x,. 

Il est aisé de voir que l'intégra.le générale des équations (23) s'écrira: 

9'1 = So2 = ... = <f p = o, 

9'1 , 502 , ••• , 9'P représentant p fonctions arbitraires de 

T e-1,1 T e-1-r T e- A.t 
1 '2 , .•. , n • 

Prenons en particulier: 

. . . ' 
I.e:'! équations (24) s'écriront: 

(24') T1 = T2 = ... = T11 = o. 

])es équations ( 2 4') on potlrra tirer x
1 

, x2 , ... , xP en fonctions de 
X1,+1 , X11+2 , ••• , x,. et t et on verra. que cc sont <les fonctions holo1norphes 
par rapport h XP+l , XP+ 2 , •.• , x11 et l)ériodiques par rapport à t. 

!)one les équations (23) î1d1nettcnt une solution développable suivant 
les puissances croissantes de xP+l , :rP+2, ... , x,. et suivant les sinus et 
cosinus des 1nultiples de t. 

Ce théorème e:'lt démontré quand les À satisfont aux conditions 
énoncées plus haut; voyons com1nent on pourra l'étendre aux cas oil ces 
conditions ne sont pas ren1plies. Je snivrai pour cela. la 1nème inarchc 
que <lans la 4 me partie de mes recherches sur les co1trbes défiriies par les 
équations différentielles (Journal de l,iouville, 4me série, T. 2, pages 
156-157). 

Proposons·nous de calculer les coëfficicnts <le l'intégrnlc holomorphe 
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des équations (23) (à supposer qne cette intégrale existe) et à cet cfl'et 
écri\·ons ces équations (23) sous la forme suivante: 

(::? 3') 

S . 
oit: 

ltne qnelconqne des fonctions Y1 , Y2 , ••• , Y,., ninsi que nous l'nvo11s 
supposé pl us ha nt, et pro1)osons-nol1s de en leu 1er l<:>s 2J fonctions 

sons la forme 

Po11r calculer les coëfficients À par récurrence, snl)stituons les séries 
(25) dans les équations (23') et identifions les deux 1nembres. Nous 
aurons pour calculer A,.,,.a,+i ... a. l'équation suivante: 

= P[C, (- C'), A], 

P[C, (- C'), A] étant un polJrnôme entier n col\fl'icients positifs par 
ra1)port. aux col\fficients G de 

a11x col\fficicnts G' de Yi changés de signe et aux coëfficients A déjà 
calculés. 

Pour qu'aucun des coëfficients A ne devienne infini nous devons donc 
<l'abord supposer qu'il n'y ait entre les ). aucune relation de la forrne: 

( 26) (3 ,1- 1 + ap+ 1 ).p+1 + ap+2).p+2 + ... + a,.).n - ).1 = 0 

où les a sont entiers positifs et (3 entier positif ou négatif. 
Cela posé soit ),' une quantité positive que nons détcr1nincrons plus 

complèt<:>1ncnt dans la suite. 

• 
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Soit ensuite: 

Y I - ~ 1 c l e'~I 1 ,,.al ,.,.n, ,,_ao 
1 - ~ i.fJ.a1a, ... a,. .,( 11 <A-'2 • • • ..c..~,. 

i>our 

et 

• pour i = 1 , 2 , ••• , p. 
li'ormons les éq11ations 

• 

(l=l,2,. . .,p) 

Cherchons à satisfaire aux équations (23") à l'aide de r:;éries de la 
forme suivante 

T,es coëfficicnts B nous seront donnés par les équations suivantes: 

B1.,9.ap~1a,+2 ... a.[À1

(ap+l + ap+2 + ... + all - r)] = JJ[I 01' 1O'1, B] 

où P[ 1 01 , 1 O' 1 , B] diffère de P[ 0, (- O') , A] en ce que les coëfficients 
C et - 0' y sont re1nplacés par leurs modules, et les coGfficients À par 
les 11 correspondants. 

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est 
plllS grand que le 1nodule du À correspondant. 

Il suffit pour cela d'une seule condition, c'est que: 

),' (a,.+1 + ar+2 + ... +an - I) < l/3 J- I + a,.+1À,.+1 + a,.+2l ,.+2 + ... + a nÀn-À; I· 
Si cette condition est remplie chacun des termes de la série (25) 

sera plus petit que le ter1ne correspondant de la série ( 2 5') et comme 
cette dernière converge, la série (25) convergera également. 

Il suffit po11r cela que l 'on puisse trot1ver 11ne qt1antité positive ),' 
assez petite pour que l'on ait toujonrs: 

• 

• 
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)..' < P v- r + tir+• Âr+i + ... + a,.)." - J.; 
fip+ 1 + . . . + fL11 - 1 

c'est li <lire, <l'nprès ce que nou~ avons vu plus haut, qu'aucun des deux 
polygoties co1iuexes circonscrits, le pre1nier a11x point.s À"+ 1 ,J.P+2 , ..• , .?.,, 

et + v- 1, le second aux points Àp 1-• , ÀJI 1-2 , •• • , À,, et - ,1- 1, ne con
tienne l'origir:c. 

Si donc rtitcu1i cle ces deu:t JJoly,r;ones co11ve1;es 11e ront ient l'ori,qine, s'il 
1i'y a entre les À aitcitne relation de la for1ne (26), les équatio11s (23) ad-
111ellro11t utie iuté,qrale 1Jarticulière <le la farine suivante: 

• • • • • • • • • • • 

les ~ étant <léveloppaùles guivant les puissances <l<' x,. ~ 1 , x,,+~ , .. . , x,, et les 
sh1us et rosinus des 1nulti11les rle t. 

<i<>ln })Osé enYisageoni; les éqnnt.ions: 

( 20") lt 
_ ilx, _ clœ~ _ _ 1la:,, 

(, -x -x - ··· - x · 
1 2 tl 

Ce:l équations sont de n1ê1ne forn1c que les équations (20'); la seule 
différence, c'est. qne les À n'ont i)as des v:1leu1·s qui satisfont anx condi
tions !Htfl'isantes énoncées plus hal1t. pour que l'éqnu,tion ( 13) ait une inté· 
grale holo1norphe. 

Nous a.lions 11ous proposer de tronvrr uon pas la solution générale 
des éqnntions (20"), 1nais une ::;olutio11 contt>nant 11 -11 constantes arbi-

• t rn,1res. 
J:>nrmi les équations (20"), je considère c11 particulier les suivantes: 

il.i;p+1 _ X 
clt - p+11 

a~p+2 X 
dt = .L P+2 ' • • • l 

Artn mathfm<rlfrn. 13. lruprlmé le 31 octobrP 188,. 

<l:rn _ , ,. 
dt - - A,,. 

28 

• 
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,J'écris en ot1tre les éq11ations: 

(i = 1, 2, ... , p) 

}C'S $(, ét<lnt les intégrales holomorphe:-; des équnfious (23) <lcfinies plus hant. 
Il est. é\·iclent que si x1 , x

2
, ••• , x,. sont 1i fonct.ions de t qui sntis

fo11t flllX éqnntions (27) et (28), c•lle:; sn.tisft•ront égn Je1nrnt flllX rqun-
t.1011s 20 . . ( ") 

})a11s les éq 11ations ( 2 7) SU hstitnonR fl, }n. l)lnce de :l\ , X~ , ••• , Xp 

leurs valeurs ( 2 8), ces éq nations dcvicncl ron t: 

. . . 

. . . ' 

Z,,+1 , Zr-t 2 , ••• , Z,, étant des séries développées suivant les puissances de 
Xr+ i , Xr + 2 , ••• , ~rn, dont tons les tcr1ncs sont clu 2 d drgrc'- nu 1noins et 
dont les coëfficients sont <les fonctions pc'riodiqncs de t. 

Ces éq?t:1tions (29) sont de ln.. mê1ne for111c <1nc les équations (20'); 
l<'tll' intégrale générale sern. donc de ln for1ne suivante: 

T l - T? , ),,21 T' = T.l· _1.1 
11+ 2 - .l'-p f 2" , • • • , ,, .11,,e .. , 

oit f{r +i, .•• , 1(,, sont des constantes <l'intégrntion, où T;,+1 , ••• , T;, sont 
d0s séries développées snivnnt. l<'S p11iss:1nc<'S des x rt. les sinus 0t cosinus 
<les 1n11lt.iples de t . 

Les éq un t.ions 
1', =-= o, 

1" = J{ e>.•' 
q q ' 

c;~ 1,2, ... ,1>> 

nous donnent donc une intégrale des éq11nt.ioni:; (:!o") dépendant des 11 - JJ 
• 

roni:;tante~ arl>itrail'eS l(r+1, J(p+2, .. . , J(n. 

t>oul' obtenir cette intégrale sons for1ne cxplirit<', il faut. résoudre 
ces équntions (30) pnr rapport à :r1 , ~r2 , ••• , ~ •• ; on tro11\·c ainsi : 

X: = <fi (t. Il,. 11 ••• ' ]{,,) , 

· x2 = 91
2 ( 1 ' f{,.-l 1 ' • · • ' 11.,,), 

• • • • • • • • 

Xn =- if1
11 (/' J{,,-l I, • • •, f{,,), 



Sur le problème des trois corps et les é<tualions de la dynamique. 219 

le:; cp éta11t des :;érics développées suiva11t les puiss:111ce8 clc 

et suivant les siuus et cosinus des 1nulti1>lcs <le t. 
Cl!s sél'Ïl!S sont convergentes, poul'vu (1u'aucu11 des deux pol)'gones 

convexes circonscrits, le pre1nier aux !)Oints ).1, 11 ,),1,1 ~, ••• , ),11 et + ,1- 1, 

et le second aux ])Oints Àp+i, )'Ji~ 2 , ••• , À,. et - y-- 1, ue contienne l'ori

gi11e et qu'il 11'y ait entre les À aucune relatio11 de la for111c (26). 

C'est doue là une nouvelle dé1r1onstratio11 <lu théorè111e fonda.111ental 
<lu § 5 ( 1 èro partie, cha1)itre Ill). 

Cette <lérnonstration· fait ressortir l'analogie de cc théorè1ne avec ceux 

c1uc j'ai énoncés dans 1n:.i, thèse et en IJarticulicr tt\'CC celui-ci : 

l)a11s le voisinage d'un IJOint singulier, les solutio11s d'une équation 

<liffércuticlle sont <léveloppubles suiva11t les puissauces <le t, t'-•, tJ., , ... , t;.· . 
J 'avais <l'abord dé1nontré ce théorèn1c (que j'ai ensuite rattaché a.ux: 

i<l(•es générales qui ont inspiré 11H1. thèse) par une \'oie asi:;cz différente 

cln11s le 45c Cahier du Journal de l'l~cole J> ol)r techniqt1e et ~1. J>1-

C.\ HO )' avait été conduit indépc11d,1111111e11t par c.l'autrcs cousi<lérations 

(Co 1111)tes lteudus 1878). 

Note F. 

Sii1• les s1tJ'/(tCet> (tSYJJlJJtotiq1ce/'J. 

,J'ai <lon11é da.us les § 2, 3 et ~ (2me p:u·tie, cl1:1pitre l) la 1na.11ière 

de tl'ouvcr l'éc1uation des surfaces asyn1ptotiqucs et <le déu1ontrer c1ue ces 

surfaces sont fcr1nécs. 

On peut apporter q uelq ucs si1n pli fica.tio11s dans les cal eu ls par lcsq ucls 

011 arrive à l'équation des surfaces asy1nptotit1ucs. !)'autre part, IJOUl' dé-
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1nontrcr c1 uc cc:; surfaces sont fcrn1éc:;, je 111c :;uis appu)'é sur les théo
rè1ncs du § 4 ( I ère partie, cha1)itrc Il). Cc:; théorè1ncs ont été présentés 
sous uuc for1r1c géo1nétriquc qui avnit it nies yeux. l'avantage de inieux 
faire co111 prendre la genèse de 1nes idées et de..: se prêter pl us facile1ncnt. 
it une généralisation t1ltérieurc. Il ne se1·a l>as inutile toutefois, au point 
de vue de certaines applications l)OSsiblcs, de donner ici une dé1nonstra
tion untLlytiq ue. 

J'adopterai les n1ê1ncs notations que (lans les paragraphes cités; 
j'écrirai donc les équations <lilfére11ticllcs sous l:L for111e suivante: 

da; 
dt 

1 cll•' - , 
d.y 1 

d!f, 1lfll 
-=--, 
<lt tl.i:, 

1lJ• . -
clt 

F' étant une fonction de x
1 

, X
2

, y
1 

et y
1

, pério<li<1uc de période 2;: par 
' rapport a. y1 et Y

2
• 

Ces équations admettent l'intégrale des forces vives 

Nous regarderons la constante 0 co1nn1c u11e donnée de la question. 
Nous snpposerons e11 outre que ]1

1 dépcud <l'un }Jara1nètrc très petit 
/J. et peut se développer i:;uiva11t les i>uii:;sanccs de cc i)ura1uèt1·e de la 
111anière suivante: 

E11fin F 0 i1e dépeu<lra tiuc <le x1 et .x:~ et sera iudépcndant de y
1 

et de Y~ · 
Ecrivo1is: 

i111agi11ons que les coëfficients de ces deux clévcloppcu1cnts soient cles fouc
tions de y1 et de y

2 
et cherchons à détcr1nincr ces coë.tlicicnts de façon 

c1uc ces équations soient cornpatiblcs avec les équations différentielles ( 1 ), 

c'est it dire qt1c l'on ait: 



• 
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(J) 

cl If' <l,,· <l /1' d.i: d 11' - _, + - -' + = o, 
cl:c, dy, cl~~ <ly. dy, 

cl 11' il.i:.. 1lli' d.i:, cl /1' 
-~+- + -= O. 
d.v, dy1 d,r ~ dy~ dy~ 

C'e:-:t lit le proülè111c t}LIC nous uous so111111cs proposé du11s le§ 2 (2œe 

l"·trtic, cliapitrc I). 
Cc problè1nc peut ètrc présenté Rous u11c n ulrc for1ue (en se pla\·ant 

uu point de vue des Vorlesu11ge1i über J)y11a111ik). 
Si x 1 et .t~ sont deux fonctio1ts de !J1 et <le.'/~ sat.isfaisa11t aux équa

tions (3), l'expression: 

devra être une différentielle exacte. Si donc 1tous poso11s: 

S :-;cra une fonction de !J1 et <le !/~ qui sera <léfi11ie par l'équation aux 

dérivées l>artiel les: 
• 

(4) '(<l.'3 cl.') ) , 
]t -l ' -l - ' IJ1 ' !/.. - c . ( y ( Il • • 

l .. 1 t 

S pourra se <lévelo1Jper suivant le::; ptti::>sanccs <le J11. et l'on aura: 

(s) 

S0 , .'l1 , ••• , 81.; , ... seront des fonctions de !f 1 et de y~ et 011 aura: 

-
cly~ 

.Je rappelle 111ainteuant quelles conditions 11011s avous i111posées dans 
Je paragraphe cité, aux fonctions .r~ et .r~; nou:; avo11s suppoôé d'abord 
que .r~ et .r~ devaient être des constantes. 011 a alors 

80 = :t~,1/1 + .r~!J~ . 

. 1 . 1 1 ] cll!'o t <ll•,o ~1 nous a1Jpe ons ensuite 1i1 et n.. es va eurs l c - c - -
<l.e. d.l'~ 

pour .r1 ----' .v~, :r1 = .r~, ces quantités n1 et 112 seront encore des constantes. 

• 



• 
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r li 
,'an:tl)'::-e qui va suivre s'applique au cas oi1 le rapport 

11
1 c:-t co111111en-
• 

su1·ahlc. l):Lns cc cas on peut toujours, co111111e 11ous l'avons vu, suppose1· 
11~ o; c'est ce que uous ferons <lésor111ais, co1nn1e nous l'avons fu,it <laus 
le in1ragraphc cité. 

Nous avons supposé c11 outre cla11s cc par:1graphe <1uc .rf et .r~ sout 
des fo11ctio11s pério<liqucs de !J1 <111i 11c changent, pas de valeur q11a11d 011 

change y1 et !/~ en yl + 27r et !/~· 

r 1 <l , clSk cl,'Jk l . · 
l résu te e la que et so11t, <es Jo11ctio11s périodiques par 

<l!f, <ly~ 

rapporl à y
1 

et. c1u'o11 peut écrire: 

(6) + ~;~' 
),! Ôtant Ulle COll~fante et. S~ une fo11ctio11 périodic1uc de !J

1
• 

Suppo,.:011s <1ue da us le })l'C111ic·1· 111c111l1rc clc l'é<J uatio11 (.+) 

1:1\ ,[,'j d.') ) 
f -l ' -l 1 !11 ' !J .. < y c Y. -

. l • -

011 rc111placc S par son dévcloppe111c11t (s); 011 verra que Ji' dcvic11dra 
développable suivaut les l)UÎssa.11ccs <le ~/i et qtt'ou aura, ainsi c1u'on l'a 
vu clans le paragraphe cité: 

fi'= Ifo + 111 \'/J. + If~tt + lls/J.v'ÏÏ + . . . ' 
les 11 étant des fonctions de !J 1' de!/~' et <les dérivées part.il!llcs de 80 '81' s~' etc. 

On voit d'ailleurs que If~ <lépc11clt'a i:;c11lc111cnt de 80 , J/1 de S1

0 et 
81 , JI~ de 80 , 81 et 82 , lia de 80 , 81 , S~ , Sa etc. 

On trouve d'ailleurs: 

]fi 
1lS

1 -1t ' 1 dy 1 

1(. 
il ,'{ + [{~, - 11

1 / 
, + t::..s

1 -
( !/, 

]fa 

• • 

= - Il d.';~ + 
1 d !11 

• 

• 

• • 

,z.11• + 
cly, 

2 t::..~c:;~ + ](a• 

• • • • 

2 Â .c.:;,, 1 + J(,. ' 
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oi1 l'on a posé pour abréger: 

C•t Oll f(,, Il<' dépend q Ile de 8
0 

, 8
1 

, ••• , j llSCJ 11'it 1..({,
1 2

• 

Cein posé, pour clétertniner par récurr<'11r<' i<'s fonrtions S,,, nous 
nurons if's équatio11s i:n1iva.ntcs: 

. . . ' Il,, = o. 

S·1 1'011 .c::11p1Jo,.a1"t l f · S ~ S f ·' "' que f'S onrt.1ons 0 , S1 , ••• , P 1 ttssent ent1ere-
1nent c·o111111es, l'équation 

H = O p 

on 

(7) 
d ,c:;,, 

'11 - = 2 /::,. 8,. 1 + /(,. 
1 <l!f. 

drter1nincrait la fonction Sr à une fonction n1·llitrairr près de y
2

• 

) [ais ce n'est }Jas tout à fait ainsi que la qn<'stion sr présente. 
S11p1losons qne l'on connaiss0 co1nplètement 

et que l'on connnissc 81,_1 à une fonction nrl>it.rnirc prèi;; de y
2

• 

J>t1r hypothèse les dérivées de so' sl ' ... ' s,,_2' s,._, sont des fonc
tions périodiques de y1 ; donc J(P et t;,.S"_1 seront <les fonctions pério-
<liqnri:; de y1 • • 

l)éi:;ignons par [U] co1n1nc nous l'avons fait clans le pnragrn1Jhe cité, 
ln vn leur 1noyenne de [T, si U est n ne f onC't ion périodique <le y

1
• 

S" doit. c"·trc de 1a for1ne ( 6); nous en concl nons q ne: 

1 . • i.p 
<oit ctrc· une constante indt~penclante de ?Ji, cl<' :'ortr que l'éqnntion 

11 . 

(7) nous donne: 

• 

• 

I 
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et cette équation déterminera co1nplètc'1nl'nt ,..<;,, 1 (si l'on su1)pose que l'on 

sr clonnc, soit n.rbitraircment, soit suivant nne loi quclconqt1e, la con

stante J.r)· 
Nous trouvons d'abord l'équation: 

Il. = 0 Oil 0 

qni nons montre que 8
1 

est. nne fo11ction nrl)it1·n.irc dr y
2

• 

Nous en rléduirons: 

2
/:l..S = - llf'l,c:;, cl .. r:;,, _Nd,'{, rlSp 

1> dy~ <ly, rly'l dy, 

(nous posons pour abréger: 

co1n1nc nous l'avons fajt clans Ir pnragrn1)hc rité). 
l/éqt1ation que nous tronyons rnsnitc rn égalant À. o la ya lenr 

mo)·ennc <l<' H
2 

est la suivante: 

Ût• 

})'autre part: 

),
2 

est une constante 

ccll<' que nons avons 
11 vient <lonr: 

!:l..S = -- N (:!li)'= 16.5' ). 1 2 cly, 1 

qui, ainsi qu'il est n.ii;é de· le voir, ei;t 
appelée -- (J

1 
dnns le pnrap;ra1)hf' r.ité. 

' . ' prrc1sc1nent 

' 

8
1 

rst ainsi entièrement déterminé à nne ronsta11te prrs; mais nous 1)011-

vons laisser cette constante de rofé, elle 11e jone en 0fl"rt aurun rôle 
puisqn<' les fonctions S 11'entrent qne par leurs dé1·ivées. 

J,'éqna.tion (8) devient ensnite: 

(9) 

• 
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Dnns le second mernbre tout est connu; 1(,, ne dépend que de 8
0

, 

S o <lS,._1 . S 1 . . • , 
1 , ••• , ~.,,,_2 ; 

/ 
est connu pu1sqne ,. 1 est. suppos~<' < ctcr1n1nee a 

( y, 

une fonction nrhitraire prcs de y
2

• 

D'antre pnrt 

clone s'écrire: 

est indépendant <le y
1

; lt> pre1nicr me1nbre }Jent 

• 

de sort.c que l'équation (9) nou;;; <lonnern. / ,z,~" 1 J en fonction de y
2

• Non;;; 
1 !I i 

connaitrons donc [ S,._1] it une eon;;;tnntc pr(•;;; <'t. c<'t.tc <'Onstnnte qui ne 
jon<' nncnn rôle pent être laissée de ctitr. 

Nous connaissons d'une part s,,_ 1 à 11nc fonction nrl>itraire p1·ès de 
Y1; d'antre part nous connn.isi:ionR 1 s,,_1] e11 fonction cl<' ?/2; donc sp- 1 est 
enticre1nent déter1ninée. 

T,a. constante 01 joue un rôle préponclérnnt. Supposons d'nbord 
qu'elle soit snpérieure à la yalenr que nous ayons nppcléc - r. <lnns 
les J)ll.rngraphes cités et par conséqne11t que [F

1 
+ ('

1 
soit toujours po· 

sitif et 'll,<;, toujours réel et je pourrai njonter tonjour·s positif parce que 
( !/~ 

je snis libre de prendre le signe + devnnt le rndicn 1 . 
• Je dis qne dans ce cas, on peut choisir n1•l)ifrn.ircrnent. les constantes 

i d,'\" dS,, d i! • • • 1· 1 1 
A C't que -1. et. l sont es Jonctions pcr1oc 1q11C'!< non gen em<'nt < e ~/ 1 , 

<·!/, ( ,!/~ 

111 niR encore de y~. ( ,9" est a101·s de la forme 

• 

À,, Ct /Lp étant des CODStantes pendant que s;,' <'St l)rriodique de période 
2;:- tant par rapport à y1 que pnr rapport h. y

2
.) 

l~n effet., supposons que cela soit vrni polir: 

• l. l . d.<;p- 1 Je eus qn<' C'e a i:iera vra1 encore pour et 
"!li 

.Aria 111a//1e11uitica. 13. Tmprlmê te :; oo.-embrc 1889. 29 
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En effet, nous avons par l1)1pothèse: • 

+ ~). 

lc8 A ot les a étant drs constantrs, 111 1 et ni~ étant des entiers. 
On aura. ensuite par définition 

+ a). 

~lais on doit avoir 

et par conséquent: 

[
dSr- 1] = Àr. 1, 

cly, n, 

),
1

, 1 étant une constante; on en conclut que: 

Ào.m., = o 

Il vient ainsi 

s = l.p - !1 + 
p-1 ?J,, y l 

pour 
• 

A - l.r- 1 
o.o - n · 

1 

~A sin (1n171 1 + 111!?/! + a) + [f::J J 
L- m,.m, -rn, P·-1 ' 

1n, et rn2 prenant toujours sous le signe L toutes les valeurs entières 

telles que 1n1 ~o. 
Ainsi, pour ql1e Sp- i soit. de la for1nc voul uc, il suffit que: 

soit une fonction périodique de J/2 • Or[dFl". 'I d'fi. }'' est c nie par equation: 
cly~ 

](" ue clépendnnt que de 8 1 , 82 , ••• , 8"_2 sern périodique c11 y2• 

• 



• 

• 
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lrl ,'{ 1 J t t i.,, 1 l 1 " est une cons .an e ; c e p us 
1ly

1 
n 1 

<liquc de y~ qlti rie s'arinule ja1nais. 

1l.<; J: • 

I 
l_ est u11c ionct1on 

( !lt 
• • pcr10-

Il ' 1 [dSp- t J 't <l' l ' . t l . t en rcsu te que cl!I, peut e rc cve 01)pe su1vu11 es sinus e 

les cosinus des inultiplcs de v~· 
011 u. ensuite: 

clS 
n1 l p = 2 (!::..SI'_,) + J<,,, (y, 

. clS,, , . d. 
cc c1u1 inontre que -l- est i)er10 ique en !J1 et !J~· 

( !f 1 

Ai11si en choisissa11t pour C
1 

une vuleur su1>él'ieu1·c tt - SC4 et eu 

choisissaut c11suite les autres constantes ).:; , J.1 , ••• d'u11c fa.ço11 arbitraire, 
a .r.; dS d , . <l . . 1 . l on trouve pour -
1 

et -d es ser1es or onnecs su1va11t es sinus et es 
c Y, Y2 

cosi11us <les 1nultiplcs de y
1 

et de y
2

• Ces séries, quoique divergentes, 
pcuvcpt rendre <les services dans certains cas, ainsi que je l'ai dit au 
§ 4 ( 2 °'0 partie, cl1apitre I). 

Passo11s 1naintenant au cas de 

L'cx1)rcssio11 

11'cst ju.u1ais néga.tive, 1nais elle <levicnt n11llc })Our une certaine valeur 
de .'/~ que nous avons a1)pclée Y)~ dans le pnl'agraphc cité. Je supposerai 
<la11s cc qui va suivre que cette valeur est 11ullc; j'ai le droit Je le 
faire, 1'01·igi11c des v~ étant restée jusqu'ici arbitraire. 

Ecrivons donc [ ]t'I J + cl sous for1ne de série trigououiétrique: 

[F1J + c1 = I: .. 1,,, si11111y-i + 2:11111 cos111y2 • 

I>our !J~ = o, cette fonction s'annule ni11si que sa dérivée, puisque 
la. fouetion étant toujours })Ositive, zéro est pour elle un 1nini1nu1n. I l 
en résulte que l'expression suivante: 

[F.J + 01 

• -> 11,. sin•· 
2 

• 



228 H. Poincaré. 

est développable suivant les sinus et cosi11us des 111ultiples de !J~; c'est 
une fonction l)ériodique de y

1 
qui ne s'annule ja.111ais et ne deYicnt 

ja1nais infinie. 
Il suit de là que l'on peut écrire: 

sin 1!.! 
v 2 

= 'LA,,. cos niy2 + 'LB,,. sin 1ny~ 
[''', I +o. 

et par conséquent: 

dS, 
dy, 

v' ') .,, 
.::_ i:; i n :....! 
N 2 

- · 
L:Am cos ?11!/, + LB"' si111ny~ 

Nous pourrons écrire n1aintenat1t l'équation (9) i:;ous la for111e sui
vante: 

(9') 
,.j2Nsi11 :· l l • J - ----- --·-- ( ·"1 l = - ). + </, ( ) 

L ,I"' cos1ny
1 

+ LB,,. siu 1ny, dy. 1
' rJ" !!2 ' 

</J" étant une fonction connue de y2 • 

Cela })Osé, je ine i)roposc de dé111ontrcr que: 

dS,, 

cly, 
et 

clS ,, 

cl y, 

sont des fonctions périodiques de y
1 

et de y'l, dont ln période est 2-;r par 
' ' ra1)port a. !J1 et 4;r par rapport a y2• 

Supposons en effet que cela soit dé111011tré i)our: 

d s, cl,'J, ds. <l.<.J. cl'"" ~ 
{ ' d1 ' dy ' <l11 ' ••• ' ,,,, Cf/1 J2 1 ·'• .1 

clS,.-2 d '"" 1 

' <lft. ' dy, 

"·",, 
1 est une fonction périodique de !f 1 et <le !J'l; d'autre part sa valeur 

cly 1 

1noyc1111e 

[
dSp-i] = t .À 

d.y n p - 1 
1 1 

est une constante indépenda11tc de y 2 • Nous pourrons donc écrire: 

• 



-
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0,. 1 (!/ 1 , !J~) étaut une fonetion 1Jério<l i(1uc de !J1 et y~ et ç_1 une fonction 
arbit1·airc <le y

1 
seule1ncnt. li vient ensuite: 

<l'oii 

et 

• cc <1u1 1nontrc c1uc 

et de !I~. 

_ dOr 1 + tZCr- 1 
- ' dy, cl!I, 

rl [S,, _,] est une fonction IJériodiquc de !/
1 ll!J, 

L'éc1uatio11 (9') 1nontre que cela. • I l <l [d ·"r-\ ] est vrai cgu. c1ncnt e / et i>ar 
( !I. 

I d clSp-1 consec1 ucnt e l 
< !ls 

(quelle que soit d'ailleurs la coustante ).r) et l'équa-

tion (7) 1no11tre que cela. est 

Cela sera donc vrai des 

<1ucl que soit l'ir1dicc p. 

. d clSr vrai c 
/ 

. 
( y 1 

fonctions: 

et. 

Il i1nportc toutefois de rc1narqucr que si ces fo11ctions sont pério
di11ues, ce r1'est pas une raison suflisante pour <1u'cllcs puissent être dé· 

veloppées suivant les sinus et cosinus des n1ultiplcs de y
1 

et de ·~". En 

effet ces fonctions ne sont pas toujours :fi11ies, sauf pour un choix parti
culier cles constantes l.1, ; il est aisé de s'en rendre co111 1Jtc, car l'équation 
(9') d'oi1 l'on doit tirer la valeur de 

[
dSp- 1 J 

dy, -

a en f~tcteur dans son pre1nier 1ne1n bre 

[ 
cl.'i,, 1 J . d 

d 
cont1e11 ra 

. y, 
• 11 

Si n ~ 
2 

au dénominateur. 

• 

• If 
Slll ' -' . 

2 
Donc l'expression de 

• 



• 
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Les dérivées des fonctions si' l)OUl'l'Ont donc devenir i11fi11ies, niais 
seule111e11t pour 

S·1n I!.!. = o ou !J 2 1
• 2 = ,, ;: . 

2 

Si y~ a u11e valeur différente <le 2k;r, ces dé1·ivées ue deviennent 
i11{i11ies po111· aucune valeur <le y 1 ; elle:-: i>euveut <loue se c1évelop1)er sui
vant les sinus et cosinus des n1ulti1>lcs de y

1
• 

Nous i>ouvous donc écrire i)ar exc1111)le: 

<l .S,,_ , = ~ l + "'""' ,, + "'""' l' . , "i• 1 4.. .LJ 111 co:; 111.111 4.. >"' s1 n 111 y 1, 
(1, ,, 11 -

• 1 1 

.A,.. et 11,,. éta11t des fonctions périodiques de .'/~ qui peuvent devenir in
finies. 

I 111agi nons 1nuintenant {1 uc les co11sta ut es ).P <l' iiulicc hn11ai1· soient 
toutes nulles; je dis {1ue 

et 

ne changeront i>as c1uand on cha11gcra !J~ c11 !J~ + 2::- toutes les fois llne 
l'indice 1> sera i)a.ir et c1u'au contraire c·cs deux fonctions ehaugcrout <le 

signe, sa11s chauger de valeur absolue c1ua11c.1 on changera !J2 e11 !J2 + 2;:, 

toutes les fois qt1e l'indice p se1·a i1npnir. 
Je suppose que le théorè1nc soit vrai pour: 

rZ.'i, cl.'), -dy, , ll!f~ 
"·"· ,1 • ..::,. ~ 

' cly~ ' ... ' dy, 
'I ji..,f,, :! 

' "!I, 

tl .<.;,, - 1 

' d !/, 

et je 111t! l>roposc <le <lé1nontrcr qu'il est vrai égalc1nc11t pour 

et 

S. cl • ..::,._ 1 1 . l' , 
i l est 1nu t1p 1c 

( !/ 1 

il en scr<\ de 1nè1nc de: 

• 

\ 

• 
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• 

Nous avons trouvé en effet 

ll.c;,._, - ..:_ i + "'A + "J> . 
l - Ap-1 L 111 COS111!}1 L J 111 Slll 111,1/1 , 
( !11 711 

et. B,,, étant des fonctions périodiq nes dL! .//~. 
~ . 

sera. 
' a ?/~. 

S. il.'ir- 1 1 . l", ( ) t 1 1 
i l est inu t1p 1e par - 1 r - qnanc !/~ a11g111ente ( e 2n, il en 

( !11 

de inême de A ,,. et B,,, et des dérivées cle ces fonctions par rapport 
I l en sera donc encore de inême de: 

Nous avons 1naintena11t à n1ontrcr que cela est vrai de 

Po111· cela il est nécessaire d'étudier <le quelle 1n.inière J{,. dépend 
des fonctions S0 , S1 , S2 , •• • , Sp- i · .Tc 1nc 1>ropose d'établ ir que l'ordre 
<le tons les ter1ncs de J(P par r~Lpport aux dérivc>es dt•s fonctions d'indice 
• • 11npa1r 

sera de Tnêmc parité que p. 
En effet, en faisant dans 

(
dS rlS ) 

F dy, , cl·y, 'Yi , y~ , 

• nous avons tronve: 

Si je change ,1µ en - vÏJ. et qu'en 1nê1nC' tC'1npi< je change S
1

, S
3

, S
5

, 

etc. en - S1 , - B:1 , - S5 etc. sans toucher n ux fonctions d'indice pair, 
l'exprc:;sion de F ne devra pas changer. 

Donr JJ,. devra se changer en (- 1 )" H,.. 
Cela 1nontre que l'ordre de tous les tc•r1nes de JI,. par rapport aux 

dé ri vécs de si ' sa ' s:' etc.' devra être de tnèrnc I)itl'i té qne 1). Il deYra 

' 



232 • II. Poincaré . 
• 

donc, co1n1ne je l'ai annoncé, en être de mê1ne des ter1nes de J{,, puisqu'on 
ol'ltient li~, en supprimant dans n,, les termes qui dépendent des,,_ , ou des,,. 

Cela posé, changeons Jl'J en ?/2 + 2;:-; les dérivécR de sq ne changeront 
pns si q est p3ir et au plus égal à p - 2; cllei< changeront de signe si 
q ri<t itnpnir et au plus égal à JJ- 2. J)onc JC,, se ch:ingern en (- 1 )PJ{11 • 

l{<'prenoni< mnintenant l'équn.tion (9) 

(9) 

Quand on change '!}
2 

en y
2 
+ 2;., 

[!(,,] se chnnp;c en (- 1)'' [/1~], 

[dS,, _1 J 
dy, 

se chnngr <'n (- •)"l,Z,I{,, 11· 
dy, 

et 

dS, se change en ilS, 
• 

rl!ft rly~ 

Nous pot1vons mêrne dire que 

),,, se chn nge en (- r )" ).". 

En effet. cela e,--t vrni pour p pnir pnrce que ).
1
, est une const<inte 

indéJ)<'nclantc de ?J
1

; ccln. est vrni cnrorc pour 11 i1npair parcfl que nous 
a.vons supposé que les ).,. d'indice i1npnir sont tous 1111ls. 

Tl résulte de la que 

et pn r conséquent 

Je dis maintenant qur 

(- 1)"- 1[d.9,,_, 1 
1/ 11. • • 

('11 ( - 1 )" 

C. Q. F. O. 

dF;,, 
dy, 

Re cl1a ngern e11 (-
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l~crivons en effet l'équation (7) 

(7) 

I~, et D..SP 1 et par conséq11cnt le second 1nc1nbre cle l'équation (7) seront 
1t1nlt.ipliéC's par (- 1 )P quand y

2 
a11g1ne11tern, de 2;:. Il devrn. donc en 

I'. 1 ' 1 . b 1 i/,f:;I' \;trc < c 1ne1ne < u i)re1n1er 1nem re et ( c -
1 

. 
( !/, 

C. Q. F. D . 

• Tc vais rnaintcnant dé1nontrcr qnc 1'011 peut choisir les constnntcs ).
1
, 

de façon que les dérivées <les fonctions S,. ne deviennent pus infinies pour 
Y2 - 2kr.. 

Supposons que l'on ait choisi les co11stuntcs ).~, )..
1

, ••• , )'P- • de 
f11ço11 que 

ris, 
Cl!f 1 

as, clsp 2 

' dyi , ••• ' d!f, 
t1 ·"p '.l 

' tl!f, 

restent finies et que les constantes ),q <l'indice impair soient nulles; je 

a 1 . d f d ,i.;p 1 11,..::,, 1ne propose e c 1ois1r }'JJ e açon q ne 
1 

et 
/ 

ne deviennent pas 
' !I ~ , !' 1 

non plus infinies. Nous verro11s en 1nè1ne ternps que )'JJ devra. être nulle 
si 1> est impair. 

Il est clni r cl'n.borcl que si 

et de 

cl ,c:;JJ- 1 

d!t 1 

r1::;stc fini<·, il en i:;ern. de 1nè1ne de: 

lleprcnons inaintenant l'équation (9'). Le coëfficient <le la qunntité 

. [rl ·"p-1 J ' l 1nconn11c di s a11nu e pour y2 = 2k;r; pour que cette quantité in-
. .1 t -

connue de1neure finie, il faut que le second 1ncn1bre g'annulc égalcn1cnt 

et que l'on ait: 

Acta t11athematic11. 13. Imprimé le 5 novembre 1889. 30 
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Comme </JP ne change pas qt1nnc1 .1/2 nug1nentc de 4ï., il suffira de 
prendre k = o et k = 1 et d'écrire 

Si JJ est. pnir, il n'y a l)HS de difficnltè, 011 n: 

et par conséquent: 

</Jp ( 0) = <fJ,) ( 2 7t), 

de sorte qu'il suffit de prendre: 

),p = <!>,,( 0 ). 

Si nn contrnire JJ est i1npair, on a: 

et 

cle r;ortc q ne les éq11ations ( r o) ne peuvent être r;n tisfnitcs qt1e si l'on a: 

Nous avons clone à. dé1nontrer qnc })Ollr JJ itnpnir, <b1,(o) est nul. 

Soit en eff'et: 

et par conr;équent 

<P,,(2;.) = - a. 

Je dis qi~e a est nicl. 
Nour; n llons nous appn)'er sur 1111 lcm1ne qui est presque évident. 

Voici l'énoncé de ce len11ne: 

Soient ~. et ç-2 deux fonctions périodiques et de période 2;:- par 
rn pport. ii y

1 
et à y,,. On r;n i t q ne si ç est une fonction périodique de 

1 1 1 l <lip t 11 On <nt11·,n clone !I,, 1)nr cxemp r, a ,.n e11r n1o)·enne c c -1 es nu c. .. .• 
( !11 

(f ,, 'f' ~ 1 ~ ch; cl1;. = o tl 1/ • 1 • 2 
• • 1 

• 
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ou 

les jntégralcs étant étendues à toutes les valeurs de !J
1 

et de y
2 

depuis 
. '' 0 JUSqt1 a 2;:. 

I l est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fonctions ~1 
et r 2 soient continues, Inai::; leurs dérivées peuvent être discontinues. Ces 
dérivées doivent seulement rester finies. 

Cela posé, nous achèverons de déter111 iner. la fonction S
1
, _

1 
non i)Ius 

par l'éqtiation (9'), 1nais par l'équation suivante: 

Elle ne diffère de l'équation (9') que i>ar ce que ;...,, à été re1n1)laeé 

a cos !/, • 
2 

par 

C . . a· b d r " . ..;;,,_, J c . • . ette cquat1on 1nontre a · or que - , est une 1onct1on per10-
c !I t 

<liq11c de y1 et de période 2ï<, Ge rappelle que }J est supposé irnpair). 
J)c plus cette fonction ne devient i>ns infinie pour y

1 
- 2k;:, pnrce que le 

second 1nc1nbrc de l'équation ( 1 r) s'annule pour y~ = o et pour y
1 

= 2;:-. 

l)osons ensuite 

.>- _ clS., + i clS, + clS, + "'1 -·- /J. /1 a,11 1 dy1 cly
1 

11 - l l" 1' 
" (.''JI l ;; . . . + /,1. • , - + /,l. • Y/' 

1 1/ • 1 

,,. tl.':3. + 4 llS, .... - - /'J. 
2 - d!f, dy, 

l . J>ll':l 

+ ( ,'j. + + ., ( ' JI 1 • 
/.1. -, • • • /1. - J ' 

l !/, 11y~ 

Y/ ser~1 une fonction de y1 , de y~ et de /,J. définie })rll' l'éq untion : 

F((.. Ç '!!1, !!1) = G. 

Il est aisé de voir q11e Ç est entièrement déter1niné puisque nous 
connaissons n1aintenant complète1nent 80 , 8

1 
, ••• , s,,_1 • On pourra donc 

tirer Y/ de l'équation (12) !'OUS la for1ne suivante: 

• 

• 

• 
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les 1Ji étnnt <les fo11ctions périodiques de .111 et de y~, d1~ période 2;: i>ar 
rap1>ort it !J1 et 4;::- par rap1>ort it !J~· 

De plus on aura: 

Nous n'avons besoin que de Y/o; or on YOit tout <le suite que r;0 c:st 
dounée l)ar l'équation suivante : 

qui ne diffère de l'équation (7) c1uc l)~tr cc c1uc l'i11conuue y est désignée 

par YJo· 
Cette équntion 1nontre que YJo est une fonction l>ériodiquc de !J1 ; il 

faut. chercher la valeur 111oyc11ne de cette fonction. Si l'on se reporte à 
la. signification de l'équation ( 1 1 ), on ·verra qu'elle cxpri1nc que la partie 

1noyenne du second ir1e1nbre de ( 13) est a co::.'J!;.. On a donc: -
fi. '' • [YJ0 ] =-COS~· 
'' • -

~ est susceptible de deux Ylllcurs différentes qui se per1nutent l'une 
<lans l'a.utrc, soit quand on change ,'ÏJ. en - ,'Ït, soit quanJ on change 
!J~ e11 !J~ + 2;::-. 

J'appellerai r
2 

la plus grande des deux valeurs de (, et <f~ la I>lus 
pcti te. 

De 1nê1ne (; est susce1)tible de deux. valeurs; j'appellerai $!\ celle 
qui correspond à r 2 et </J1 celle qui correspond à <f;2 • 

Enfin YJ est susce1)tible de deux vaJeurs; j'a1)pellerai r;' celle qui 
correspond à ç-2 et r;" celle qui correspond n <f 2; r;, est susceptible de 
cleux Yalcurs que j'appellerai de 1nême r;; et r;;'. 

I,a. fonction ç-
2 

est périodique de périoclc 2r. par rapport à y 2 ; en 
efl'ct, quand on augmente y

2 
de 2;:, les deux yaleurs de (, se permute11t 

entre elles; donc r 2 qui est toujour~ égale à la. plus grande de ces deux 
,·alcur~ ne change pas. 

P 1 . . ' ,{, , ,, , Il t d f t' our a ineme raison, r 1 , <p1 , 'f'~, r; , YJ , r;j , -r;, seron es one ions 
de période 2rr par rapport à y2 • 

Des définitions précédentes, i L résu ltc q uc 501 , ~2 , cp1 et cp2 sont des 

• 

-
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fonct io11s co11ti11 ucs, quoique les dél'ivées <le ces foucticns, tlc 111è1ne que 
YJ' et r;" i)uissent être discontinues. 

Nous so1n111cs donc clans les con<litions oit notre le1n1nc est applicable 
et nous pourrons écrire: 

PJJ{' /1.2 l{'lj (1!)\ ('!}~ 
( If., • • • JJT(cl<f, tl<f,) I l = -- - - ( !} ( !)., 

<l!f1 1ly, 1 • 
= o, 

ou encore 

ou c11fi11: 

+JJ[,l(r/ -- ~~) _ d(r/' - "Îo 1 J i d = 
d l (fjl !J2 o. 

Yi < !I. -

Cette relation devra a voir 1 ieu quel que soit /J.. 

~lais quand 11 tend Ycrs o, r;' - YJ;, 1 t YJ" - YJ;,' tc11de11t Ycrs o. 
Doue on a u1·a : 

(pour /J. = o). 

'l'ransfor1nons le premier 1ncmbre de l'égal ité ( 14). 
<l'abord c1uc ]J étant i1npair, Y/n est une fonction qui doit 
- Yio quand !J"j se change c11 y2 + 2ir. Il suffit pour 
de se reporter iL l'équation ( 1 3). Nous avo11s donc: 

Je ren1arquc 
se changer eu 
, . 

sen convaincre 

I '' L Y/o =-= - Y/o = :r: Y/o 

d'où • . ' • 
' 

• 

Il reste à voir pour quelle::; valeurs des !J nous devous faire Y/~=+ '1/o 
et pour quelles valeurs des y nous devons faire r;~ = - Y/o. 
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~i nous avons: 

,. 1 

+ 
-:;-- d .-:,. - 1 

/J. • I > o, 
' !li 

• • • 

11ou~ devrons prendre <l'u1)rès notre co11ve11tio11: 

• • • 

d~ -d8, cl~ d~ ,,, = - - . 111 - + /J. - /'J. 1/'J. + 
'f'1 cly, V dy, <l!/, V cl!f, ... 

1• - t lS + ~ ( 1•- I 

/J. cly, 

11 - 1 rlS 
+ ,, JI 1 

/L - cl !I, . 

Si au contraire le pren1ier 111e1nbrc de l'inégalité (15) est négatif, 
nous devrons prendre: 

rlS
0 

,- il ,'i, p 1 1l,<;,, + /..1 
•) 1 

cc dy, - \ /J. cly. + • 
' 2 

. . . 
dy, 

et 

_ d,<;0 + /"~ dS, + r 1 clS1,_ 1 
. 

cf.r + /1 ~ • • • 
' 1 - dy" ,, 1ly, cly. 

'fout dépend donc du signe du prc111ier 1nc1nl>rc de l'inégnlité (15). 
l~ga 1011s cc i)rcrnicr 1ne1n bre à o. nous o bticnd rons une éq un.tien: 

• • • - o. 

Cette équa,t.ion peut être regnr<léc co1111nc définissant !/
1 

eu fonction 

de !I 1 et. de /J.. 
On IJourra résoudre cette équation et écrire: 

0 bser\•ons seulement 
• pn1· 1·npport a y1 et 

on )' r~iit /J. = o. 

que 0 est une fo11ction périodique de période 2;:

que cette fonction 0 ~'nn1111le iclentiquen1ent quand 

J>,, r con:'éq uent q uarHI y
2 

variera de {J à. O + 2:.., on nura : 

17~ = + 1)0 
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et. quand y2 vnriern de 0 + 2r. à 8 + 4;:-, on nurn. 

, 
Yjo = -YJo· 

Nos intégralei:i doivent être étendues à. toutcR lci:i ''n.lcurs de y
2 

comprises entre o et 2;.. Mais co1n1nc YJ~ est une fonction de période 
2;., on n11ra: 

Oll 
2.. /lf2r.: 

= 1·<,.1/11·<,!/2 U: . 
0 Il 

Quand 11 tendra vers o, le premier me1nbrc devrn. tendre Yers o et 
cl'nilleuri:i 0 tenclrn. vers o, on a11ra donc: 

} 
.. ;· d = <ly <'1/ 1Jo = 0 

1 • 2 cl 1/ •• 
0 0 

cl'oi1 
2h 2 .. 

2;.fd[1Jo]<l11 = -ï.~1·sin?l2<ly = _4;;ri. 
d1t • 2 n 2 2 n, • t 1 

0 0 

()n n. donc 
a= o. 

C. Q. F. D. 

Il résulte de là qne i:;i l'on annule les constantei:i À" d'indice impair 
et si 1' on donne cl es vn leu ri:i convenn blci:; n nx constn ntei:i ÀP d'in<l ice pair, 

1 ~ . ,, .'>,, r7 .c::p fi . 
ci:; Jonctions -

1 
<·t -

1 
resteront nies. 

( ·''• ( !/, 
()n pourra. donc les développer sni"nnt les sinus et cosinus de~ mul-

tiples de J/
1 

et de !/,; les multiples pnirs de ?'!. l'ntreront seuls dans le 
2 2 

tléveloppr1nrnt si 1> est pair; si nn contrairr 11 <:>st i1npnir, lrs multiples 

i 1n pni rs de ?~, entreront sen ls. -
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Nous aurons alors pour les équations cle la surface asymptotique 

P="" 11 dS 
X - ~µ2 P 

1 - L- rl11 ' 
1'= 0 • t 

P-"' J!.dS 
}~ 1 X2 = /J. -d- • 
J)-o !lv 

,Te 11'ai pas à revenir sur la conve1·gcnce de ces séries; en (>ffct nu 

§ 5 ( 1 ~ro partie, chapitre III) on n, dé1nontré l'existence de ces surfaces 
asymptotiques et on a. montré quo leur équation peut se 1nettre sous la. 

f orrne sui vante: 

( I 8) 

fi et t~ étant des séries développées suivant les puissances de , 1i . On a 

vu que ces séries convergent pol1r des valeurs quelconques de y1 et de y1 

pourvt1 que /J. soit assez petit. 
De plus ces séries {

1 
et {

2 
doiYent satisfaire aux conditions suivantes: 

I. Les divers ter1nes de ces séries sont finis. 

II. Ces divers termes sont des fonctions périodiq ucs de y1 • 

III. Si l'on pose: 

(f1'' fi"' r;' fl' ne contenant plus que des puissnnces paires de vÏi) les deux 

équations: .,.,, 
fi = o, I'" 12 = 0 

seront équivalentes et les t rois équations : 

I'" 12 = 0 

cléfiniront une so}11tion périodique du l rr genre, qui })OUl' µ = 0 devra 

se ré<l uire à 

Or l'analyse qui précède dé1nontre que les séries ( I 7) sont les seules 
qui sn.tisfnssent at1x équations différentielles et nl1x conditions I, JI et II I. 

Les séries ( 17) doivent donc être identiques aux séries ( 18) et pur 

conséquent convergent. 
D'antre pnrt la forme des équntions ( 1 7) montre i1n1nédiatemcnt que 

les Sl1rfaces asymptotiq t1es sont des surfnces fer1nécs puisque les seconds 

1ne1n bres sont des fonctions périodiques. 
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Nous nvons vu qt1e la quantitr n1)peléc plus haut a est toujol1rs 
nulle. On pent donner de ce fait essentiel t1ne autre dérnonst1·ntio11. 

Posons: 
p-3 

1· = s1 + µS3 + 11.
2SL + ... + 1i. 2 

sp- 2, 

Ç = YJo + µYJ2 + /1. 
2

YJ 1 + · · · · • 

Je dis d'nhord que T est 11ne fonction périodique cle J/
1 

et de y
2

• 

D fl' t l ' . ' tl '1' d 'L' d .c • ' • 1 · J~n e e . ses c cr1vees d- et. -l sont es 1onct1011s per1oc 1ques; on 
!11 ( !!, 

a donc: 

(3 et r étant des constantes et T' étant. une fonction périodique de y, et y
2

• 

On en conclut q ne 

<lT dT' 
- = r + ' t!y2 cly,, 

dT' clT' 
- et. étnnt des séries trigonométriq nes dont le ternie tout connt1 
dy, tl!f, 
est nul. 

i\Iais les fonctions S 1 , S3 , ••• , S,. 2 étant d'indice irnpnir, leurs dé
tZT 

rivées changent de signe quand on c11a11ge y
2 

en y
2 
+ 2r.. Donc -l et 

( y, 

d
dT changent de signe quand y

2 
augmente de 2ï.. Donc les termes tout 

'!12 
conn11s (3 et r sont nuls. Donc 1' = '[' est une fonction périodique qui 
ne change pas quand y1 augmente de 2r. et qui change de signe quand 
y2 augmente <le 2;r. 

Cela. J)Osé, 11ous savons que Ci et (2 sont liés par l'Pquation: 

Il en résulte que, si les deux valeurs de ~ se confondc11t, lei:; deux 
valeurs <le ~ se confondent égrLlement. 

Ecrivons qne les deux vale11rs de ~ se confondent., il vi<'nt: 

d'l' 
-=O dy, . 

.Aet<i t1ui/hrouitiro. 13. lmprlmé le Il no..-embro 188,, 31 
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vons 

Cette équation (19) est d'ailleurs identique à. l'équation (16). Ecri-
1naintena11t que les deux valeurs de Ci se confondent, il viendra: 

d11' 1'~ 
+ .. ,. 

d
- /J. - ç =o. 

Yi 

Les équations (19) et (20) devront être équivalentes. De plus elles 
devront être éq uivalentcs à la st1ivante: 

0 ayant le 1nême sens que plus 11at1t. 
suivant les puissances croissa11tes de µ, il 

Supposons 
viendra: 

0
1 

• fJ'l, 0
3 

, ••• étant des fonctions périodiques de y1 • 

qu'on développe () 

Supposons y
2 

lié à y1 par l'équation ( 2 1); q11and y1 augmentera de 
2;r, y

2 
i1e changera pas et T qui est l)ériodiq11e ne changera pas non plus; 

on anra donc: 

Y1 =2::- f (d '1' l 'J.' ) f d1' = -l <li/1 + ~l (//fn = O, ( 1/ • ( !J • • 
Y1 = 0 • 1 t 

0 

cl '1' 
ou en rc1nplaçant et 

cly 1 

clT 
- par leurs 
dyz 

valeurs tirées des équations (19) 

et ( 20) 
JI 1 2::-

_ ,J. ?:° .f e<1y1 = o. 
0 

Si dans 

on rc111placc y
2 

par sa valeur (21) il vic11dra.: 

.. ... ,.. t c'tn. nt ço ' ;, ' '1• e c. 
On deyra avoir 

des fonctions périodiques 
quel q11e soit /J.: 

»--.. 

• • • 

,{d!f1(Ço + (LÇI + /J.
2
Ç'l + • · .) = 0 

tJ 
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et par conséquent: 

J Ço<ly1 = 2Â°[Ço] = o. 
0 

Il est clair que pour obtenir e0 , il sufl'it de faire y
2 

= o dans YJ
0

, 

or on a 
a. 1/,, 

= - COS !..!. · 
1i. 2 

Il vient clone 
2-::a 

= O 

ou 
ex = o. 

C. l{. F. D. 

Note G. 

Stt/1• la 1101i-existeiice <les i11téy 1·ales ii11 ifo1'11ies. 

Je crois devoir revenir avec plus <le détails sur la dé1nonstration 
par lnquelle j'établis que les équations que je traite n'admettent aucune 
intégrale analytique et unifor1nc, en dcl1ot·s de l'intégrale des forces vives. 

Ces équations sont: 

(1) 
cl.r, dF 
- =- , 
dt cly. 

(},a; cllJ' 
:1 ---- , 

dt dy, 
cly, 

=- ' dt d.r
1 

clf1' d11 dJ1' · '= - ~ 
clt cl.c 

11 

• 
avec l'intégrale 

Ji' étant une fonction unifor1ne et analytique de .r
1

, .r~, y1 et y
2

, pério
dique de période 2rr en y

1 
et y

2
• 

Je dis qu'il ne peut pas exister une seconde intégrale 

• 
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So étant une fonction analytique et unifor1nc et de IJlus périodique de 
l>ériodc 2rr en y1 et y2 • 

Je ne veux pas ine contenter de clé111ontrer que cette fonction So ne 
peut pas être unifor1ne pour toutes les valeurs réelles des x et des y. 

D'un autre côté, il est clair que l'on peut toujours trouver u11 do-
1nainc assez petit pour qu'une intégrale So du systè1ne ( 1) reste uniforrne 
à l'intérieur de ce domaine. 

Voici clone d'une façon plus précise cc que je rne propose d'établir. 
Je dis qu'une intégrale So ne peut pas rester analytique, uniforn1e 

et périodique dans l'intérieur d'un c101nainc, si cc clo1nainc est assez grand 
IJOur que le point mobile dont les coordonnées ;t1 , x2 , y1 , y2 varient con
for1nément aux équations ( I) ne puisse jamais en sortir. 

Cela posé, soit 

l'équation d'une surface asy1n1)toti<tue quelconque. Nous savons que 81 

et 0
2 

so11t des fonctions périocliqucs de l>ério<le 27r en ce qui concerne y1 
• et 4rr en cc qui concerne y 2 • 

Considérons maintenant les trois équations: 

Si ces trois équations sont distinctes et corn1>atibles, elles définissent 
une trajectoire, et cette trajectoire est une courbe fer1née. E11 effet nous 
pouvons partager la surface asy1r1ptotique en deux régions, celle où la 
fonction uniforme cp est plus grande que 0 1, et celle oil el le est plus petite 
c1ue 0

1
• Ces deux régions seront séparées l>nr la courbe définie l)a,r les 

équations ( 2) et cette courbe partageant la surface en deux régions sera 
une courbe fermée. 

Comme la constante 0 1 est arbitraire, il résulterait de là qu'on 
pourrait tracer sur la surface asy1nptotique u11e infinité <le trajectoires 
fern1ées et nous savons qu'il n'en est l)HS ainsi. 

Nous devons donc conclure que les équatio11s (2) ne peuvent être 
distinctes et compatibles, ou e11 <l'a utrcs tcr1nes que la fo11ction cp doit 
a.voir n1ê1nc valeur en tous les points de la su1'facc asyn11)totique. 

En d'autres ter1neg, si les équations 

F = C, s.o = 0 1 

• 
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sont considérées co1ntne représenta11t une fu1nille de surfaces, les Hurfaces 
asymptotiques devront faire partie de cette famille. 

On a vu de plus que les équations: 

xi = 01 (Y1 , Y~), 

(dont la dcrniè1·e est équivalente à 

82(Y1 , Y2 + 2n) = 02(Y1 , Y2)) 

représentent la courbe double de la surface asymptotique. 
D'après ce que nous venons de voir, on doit ayoir idcntique1nent: 

F[01 (Y1' Y2), 8~ (Y1 ' Y~)' Yi 'Y2J = G, 

sc[O.(yl' Y2)' 02(Y1 'Y2) 'Y1 'y.] = cl, 
• 

d'où e11 différentiant par rap1)ort ~" y
1 

et y
2 

(3) 

De ces équations on peut tirer en fonctions de x
1 

, x
2

, y
1 

et y
2 

les 
quatre dérivées partielles 

au, dfl, dtJ. d 01 

dy1 ' cly, ' dy1 ' dJJ, · 

Or si l'on a affaire à un point appartenant à la courbe double d'une 
surface asy111 ptotiq uc, ou a 

81 (Y1 , Y~ + 2ïr) = 01 (Yi ~ Y")' 

cl <l 
d-81Ûf 1, Y2 + 2ïr) =F -l 01(Y1 , Y2)· 

!11 ( Y1 

P , . dO. d . . d ar consequent ~n cc point -, oit pouvoir pren re 
( !11 

distinctes cc qui exige que 

dli' dlt' dF dF 
- - -

(4) d;el - d(k;, - rt11. - dy, 
dtp - di - dr; - d<p • 
- - - -
d:t1 da:1 cty

1 
dy

1 

• 

deux valeurs 

• 
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Il existe dans un domaine quelconque une infinité de surfaces asymp
totiques et de courbes doubles de ces surfaces. Dans un dornainc quel
conque il existera donc une infinité de 1>oint:; oü les relations (4) sont 
rc1n1>lies; si ln. fonction r,o est anal)1ti<itLe, ces relations (4) devront donc 
ètrc satisfaites identique111ent. 

Si les équations (4) sont ide11tiques, on en déduit: 

<p = fonction de Ji1 

c'est à dire que les deux intégrales J? = G, <p = C
1 

ne sont pas distinctes. 

sur 
On peut démontrer ce résultat d'une autre 

les principes des Vorlesit11ge1i de J ACOHI. 

llésolvons les deux équations: 

F'(x1 , x2 , 111 , .112 ) = G, 

~(.l;l' ·1'2' !11 '.'/~) = (.,'1 

• 

C. Q. F. D. 

111a11ière, en s'appuyant 

par rapport à x1 et à x2 • Je .suppose que J? et <p sont développés su i
vant les l)uissances croissantes clc /J. de telle sorte que: 

F = 11~ + 1.1.I1', + 1.1. 'l J1'2 + ... ' 
9 = SC o + /J.'f' 1 + /J. 

2 
'f' 2 + · · .' · 

Nous savons que l!~ ne dépencl (1ue de x1 et de x2 ; je dis que Soo 
11e dépendra. no11 plus qt1e de x1 et de x2 • E11 effet dans le cas deµ= o, 
c'est ~L dire quand F se réduit à 11~, l'intégrale générale des équations 
(1) s'écrit: 

. r 1 = const., x
2 

= co11st., 
clf1' 

y 1 = - t l 0 + const., 
( J;I 

t dF0 + If.. = - d const . • • X 
t 

et il 11'y a d'autre intégrale a11alytique et uniforrne que celles qui sont 
cle la for1ne suivante: 

les 

fonction arbitraire de .r1 et de .r2 = const. 

Cela. posé, ne supposons plus que µ soit nul et cherchons à résoudre 
' . equat1ons 

F = C, {f) - c 
T - l 
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par rapport ii :r1 et à x2 en développa11t x1 et x
2 

suivant les 
croissantes de /J.· 

Cela sera toujours possible, par la formule de LAGRANGE, 

les valeur::; de x
1 

et de x
2 

pour lesquelles on aurait: 

(s) 

• 

C)4"' - ' 
puissances 

sauf pour 

Si cette relation (S) n'est pas satisfaite idcntiqueme11t, nous pourrons 
supposer que nous avons cl1oisi les valeurs de 0 et de 0

1 
et pnr consé

quent celles de x1 et de x2 de fa~·on que cette relation n'ait pns lieu. 
Nous ne serions donc c1nbarrassés que si la relation (S) était une 

identité, mais alors on aurait 

Vo = 4•(Fo), 

·<f; désignant une fonction quelconque de F
0

• On pourl'nit alors consi
dérer l'intégrale suivante: 

pour /J. = o le prernier membre se réduit à 

, , D ou a zero. one 
1•( ,,,) - r 

est divisible par /J. et l'on peut écrire: 

On aura alors une autre intégrale de la fo rme suiYnnte: 

' '+ '+ t 9 = Sto /J.'f 1 ••• = cons . 

qui pourra re1nplacer l'intégrale 

5-0 = const. 

En général 9~ ne sera pas une fonction de F
0

; s'il en était ainsi on 
opére_rait sur rp' co1n1ne on n opéré sur <p et on finirait par arriver à 
une intégrale pour laquelle ln relation (S) ne serait pas satisfnite iden
tiquement. 

• 
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Supposons donc que cette relation (S) ne soit pn.s identique et qu'on 
ait choisi des valeur$ de x1 et de x

2 
pour lesquelles cette relation n'ait 

pn.s lieu. 

Nous pourrons alors appliquer la formule de LAGH~\NGE et écrire: 

o+ i+ 22+ X1 = X 1 /J.X 1 µ X1 ••• , 

les x: étnnt des fonctions périodiques de y1 et de y2 <lépe11dant en outre 
<le c et de cl . 

• .\lors 

sera une différentielle exacte, et nous pourrons poser : 

d'où 

00J1 , y2) étant une fonction périodique de y, et de y2 clépendant en outre 
de C et de 0 1 pendant que a, et a2 sont des fonctions dépendant seulc

rnent de c et de cl. 
Cela. posé, la. solution la. plus générale de nos équations différentielles 

s'écrira: 

C' da 1 + da~ + dO 
1 = Yi dO, Y2 dO dO ' 

1 1 

G' + t - da, - y, <lO 

et contiendra quntre constantes arbitraires C, (.,'1 , C' et c;. 
Com1nent devra.-t-on choisir ces constantes pour qt1e cette solution 

soit périodique? 
l)our que la solution soit périodique, il fnut et il suffit que le rap-

t d 
da 1 • da, 

Por e -'- a. --
d U dC 1 1 

soit co1nmensurablc et que l'on ait: 

(6) 
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11 1 et 11 2 étnnt deux ent.icrs prc1nicrs entre eus:. Alors qunnd y1 nug
mentera de 211 1 ï. et y2 de 211

2
ï., le tcr1ne non périodique 

ne changern. pns. La dnrée <le la. période sera d'ailleurs 

Com1nc la condition de périodicité est exprimée par l'unique équa
tion (6), on ,·oit qu'on peut, sans que la solution cesse d'être l>ériodiq ue, 
faire varier arbitraire1nent trois des q ua.tre constantes C, C1 , G' et c;. 

Cela 1nontre que trois des exposants caractéristiques <loiYent être 

nuls, et con1me ces exposants sont toujours égaux deux à deux et de 
signe contraire: il devra en être de 1nè1ne du qua.triè1nc. 

Ainsi, s'il existait u11e intégra.le analytique et unifor1nc, tous les ex
posants caractéristiques devraient être 11uls. Or nous n.vons vu dnns la 
note A qu'il n'en est l)as ainsi <laus le cas du problè111e des t1·ois corps 
que nous avons traité. 

Donc, il 1i'y a1tra pas d'intégrale ~11iifor111e. 
C. Q. F. D. 

N o t e H. 

81t1~ l es ex1JO.'lrt11ts cr1 1•acté1•i.stiq11es. 

})ans le § 4 ( I ère tJartic, chn pitre II 1) j'ai donné la. 1nn ni ère de dé
velopper les exposants caractéristiques suivant les p11issances croissantes 
de ..;µ et de cnlculer les coëfficients du dévelo1)pe1ncnt. On pourrait se 
demander si le dévcloppe1nent n.insi obtenu est convergent.; et bien que 
cette convc1·gence soit une conséquence im1nédin.tc des principes les ])lus 

connus du »calcul des lirrtites», il ne sera peut-être i>ns inutile <l'entrer à 
ce sujet dans q uelq ucs détnils. 

Àtla 111alht11111ti'"· IS. Imprimé le 13 oovon1brc ILS~. 32 

• 

• 
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.Tc donne page 65, ligne 2, l'équntion qui donne les exposants carac
téristiques. Le déterminant qui sert de prctnier me1nbre it cette équation 
est 111nnifcstcnle11t une fonction holo1norphe en a; cc sera. aussi llne fonc
tiou holornorphc <:'Tl /L. En effet les divers (•lén1C'nti! de cc <léter1ninnnt. 

sont des fonct.ions holo1norphei! en /L· 

cc 11011s sont donné>s en fonctions de /L 

• 

II résulte de li1. que 
' . pnr une equnt1on: 

(r) G(a , 11) = o 

les exposnnts 

clont le })re1nicr 1nen1l)re est clévclopp(• snivnnt l<•s l)llÎl'sanres <le a 0t cl(• 11. 

Si pour Il = 11 = o, on avait 

rlG 
- =F 0 
t{ fi. 

on en conclnrnit qne cc est cléYe}oppnl>lc scion les puissnn~es de /L· 
i\Jais il n'en est })flS ainsi clans le cns traité an § 4. Dans cc cas 

<'li effet tous les cxposnnts cnrnrt~l'istiq11cs sont nuls pour /L -- o et par 
ronséquent l'équation 

O(cc, o) = o 

:t)'nnt une racine rnnltiplc égale h, o, Pnt 1·nî11e 

<lG 
-=== 0 da. • 

:N"ons at1rions toutefois le droit de conclnre, (eu appliquant le raisonne-
1nent qui 1)er1nct de dé\·eloppcr y su ivn nt les })li issn nces fructionnn ires cle 
.r clallS le voisinngc d'un point singulier cl'11nc courbe nlgébrique) que a 

c:;t développable sui\·ant les puissances fractionnaires de /.t et que tout 
dé\'eloppe1ncnt de cette for1ne qui satisfait for1nellc1ncnt à l'équation 
(; = o est par ccln. mè1ne convergent. 

Ccln. nous suffirait pour notre objet. 
~Inis yo;·ons ltL chose d'un pen plus prt•s. 
l>osons: 
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G(z \!/J., /1.) devic11t divisiblo par une cel'tainc puissance de /J.. J)iYisons 
par cette l>Ui$sa.nce, nous obtiendrons une certnine fonction 

dé,·eloppée suivant les puissances des et de ,1µ. L'équation (1) peut 
être rc1nplacée i)ar 

G1 (s , \l/J.) = o. 

Si dans cette équation, on fait /J. = o, on obtient une équatio11 

a.(s 1 o) = 0 

qui n'est n11tre que l'équation (11 ) de la page 84 (l'inconnue a
1 

étant 
re111placéc par s). Or cette équation adn1et. deux raciucs 11ulles; 1nais eu 
dehors de ces racines nulles, elle n'a pas e11 général de rncines 1nultiplcs. 

Si doue on fait /J. = o, s = a
1 

on nura: 

dG, 
- , =I= o. 
{ t 

I,c théo1·è111c fonclu1ncntal du »calcul <le:-1 li1nites>> nous pcr1net clone de 
conclure que s et pa.r conséquent a est déYeloppable suivunt les }>t1is
sances de y/J.. 

Not e I. 

S ltJ• les soltttious ctsy1n1>totiqtles. 

Dans le § 5 ( I ère partie, chnpitre Ilf) i1ous avons étudié les équa
tions des solutions asymptotiques et 11. la i>agc 93 nous avons été conduits 
tt. exa1nincr cc qui arrive quarid les coëfficients de cc:; éc1uations dépendent 
d'un IJnra1nètrc nrbitraire /J.. 

Nous avons vu que deux cas !)Cuvent se présenter: 
1° ou bien les exposa11ts caractéristiques a, ne s'annulent 1)as avec 

/J.; il arrive alors en 'général qu'ils sont développ11blcs sui,·ant les puis
sances positives de µ et qu'il en est de 111è1nc des séries (4') <1ui donnent 
les solutions asymptotiques. 
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2° 011 bien les ai s'annulent avec /J. et d'après le § 3 ( 1"•e l)artie, 
chapitre Ill) ils sont développables suivant les puissances positives de .j1i. 
On c.loit en conclure que les séries (4') sont développables égale1nent sui
vant les puissances de ,1µ, 1nais que le développc1nent peut contenir non 
scule1ncnt les i)nissances positives, 1nais encore les l>uiasances négatives de V/L· 

Nous avons trouvé en effet (page 91) la for1nule suivante: 

L 
u ,l 'I (} l( j'. l 1 .,!.',,,1) 

r;q - · • --. - -- . 
' r .j- r + "i:.r1./I -- r1., 

Dans ln. fraction qui entre <lnns le second rnc1nbrc le nu1nérateur, de 
111è111c que le déno1nina.teur sont dévelo1)pés suivant les l)tlÎssunces de ,µ. 
~lais le clévclo1)pc1nent du déno1ninatcur i)cut co1n111enccr i)ar un tcr1ne 
e11 ,µ (si r est nul) de sorte qu'on ne peut pus être assuré que le <lé
vcloppe1ncnt. ùu quotient ne conticndrn. pas de puissances négatives <le v/i. 

Deux cas sont donc encore ~i <listingu<.'r. 
I

0
• Ou bien les puissances négatives de ,µ ne se détruisent pas et 

subsistent dans les séries (4'). 
l)ans cc cas il est clair que ces séries (4') et les solutions asy1np

totiqucs ellca-1nè111es cessent <l'exister pour 11. = o. 
2°. Ou bien les puissances 11égatives <le V,~ se détruisent et les séries 

(4') ne contiennent que des puissances positives de ,1/L· 

IL arrive alora que les solutions a:::y1nptotiqtLcs 11c ccsse11t pas d'exister 
pour 11. = o. 

C'cat le secon<l cns qui se préscutc dans la l)lupurt <les applications 
et c11 particulier dans l'étude des équations de la d)rna 1nique. Ecrivons 
en effet ces équations sous leur for1nc canonique: 

d.r; dlt' dy; dfo' 
( l) = - ' - = - - ' 1•, = J·~ + f.tl111 ' dt 1ly; dt d.t, 

Oll 11' 0 

dépend 
est une fonction dépendant des x seulc1ncnt, J)Cndant que F 1 

à la. fois des x et des y et est une fonction périodique de période 
2;;- par rapport aux y. 

Une solution asy1nptotique est i>ar définition de la for1ne auivantc: 

xi = 'f; (t, A1 e'' 11
, À 2 C""1

, ••• , Ane"'), 

y, =nit+ rp;(t, A 1ea.,t, A,ca.:', .. . , A
11
e"·1), 

oil les r. et les cp; doivent être des séries développées suivant les puis· 

• 
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snnccs croi~::iantcs <le .·I 10'' 11
, ,J~<J''", . . , .·J,,c''•1 et suivnut Je:; • sinus et co-

?-f 
sinus des 1nulti1)lcs <le -~·, . Quant uux 1ii, c'est un 1101nbre tel que 1i;T 

soit un 1nultiple de 2ï7'. Nous désignons <l'ailleurs pur T la période <le 
la solution l>ério<lique à, laquelle se rapportent les solutions usy1n1)totiqucs 
cons i <lé rées. 

'1'elle est l:L définition des solutions asy1nptotiques. Voyons si pour 11=0, 

il existe e11core des solutions des équations ( 1) satisfaisa11t à cette définition. 
On trouve pour ltL solutio1L générale de ces équations quund 11 = o: 

les .r~ et les .-11 étant des constnntes <l'intégration et 111 étant la. ''aleur 
tl fr' 

de - -, " pour Y1.: = x~. Nous 1>ouvons el1oisir les constantes x~ <le façon ( .r, 

que les n,, aient de valeurs données et par co11séquent de façon que les 
11i T soient des 1nultiple:; tle 2ï<. J,cs A1 restent encore urbitrairee. Nous 
pourrons écrire ces soltttions sous la for1ne: 

en convenant de faire 

X - ,,.o 
i - .. vi' 

a,= o. 

011 voit ainsi que ces solutions sont encore <le la. forine (:?) et rentrent 
par conséqucut dans ln définition qui précède. 

Ainsi dans le cas des équations de la dyna1niquc, les séries (4') et 
les solutions asyn1ptotiqu<:!S qu'elles représentent ne disparaissent pas pour 
11=0, ce qui prouve qu'elles ne coutiennent pa:; de puissance négative de \'tt· 

Voyons par quel rnécanis1ne cc::; puissances négatiYcS de V/J. disparais
sent. Posons: 

A c'"' = lV · 1 1 

et considérons les x et les y co1n1ne <les fonctions <les varin bics t et io. 
Il in1porte avant d'aller plus loin de faire la re1narque suivante: 

pur1ni les 2n exposants caractéristiques a, deux sont nuls et les nutrcs 
sont deux à deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons 
que 1i - 1 de ces exposants en conYenant de regarder co1n1ne nuls les 
coëfficients A, et les variables iv, qui correspondent aux 1i + 1 exposants 
rejetés. Nous rejetterons d'abord les deux exposants nuls et clans chaque 

• 
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couple cl'expos::111ts égaux et de signe <:011traire 
,·iendrons encore ~e u'cn conscr,·er qu'un. 

• qui l'<.':>tcro11t, llOUS COii-

Cela posé, les équations (1) deviennent: 

(3) 

(4) 

Cherchons, en partant <le ces équations à développer les x1 et les !J, - n;t 
suivant les puissances croissnntes de ,1µ et <les 10 <le telle faç·o11 que les 
coëtlïeie11ts soient de:; fonctious périodiques de t. 

Nous pouvons écrire: 

• • • 

car nous avons vu au § 4 (1crc i)artic, chapitre I II) con11nL•nt on peut dé
velopper les exposants caractéristiques suiva11t les })Uissances <le \fJ.· 

Ecrivons d'tiutre part: 

~r - x0 + .r1 
·,,, + ·;- i i\'" 

t 0 + 1 ' + !}; -1ii = '!}; !}; \' /J. 

,. 
. . . = L:.rr /1.:;, 

,. 
~ ,, .. 

... = L-!J1/l. - ' 

• 

les :rr et les y~ étant des fonctions de t et <les iv, périodiques 1>nr rnpport 
iL t et développables suivant les i>uissanccs <les iv. 

Si <lnns les équations (3) et (4) iious substituons ces valeurs à. la 
1>lace des a.1;, <les x, et des y,; les deux 1nc111b1·es de ces équations seront 
dévelop1)éS sui va nt les puissances de ,1,,i. 

P+ 1 

Egnlons dans les <lcux inembres des équations (3) les coëflicicnts de /J. ~ , 
I' . -

et dans les deux inem brcs des éq u:i tio11s ( 4) les coëfiïcicnts de /1. 2, nous 
obtiendrons les équations suivnntcs: 

(s) 
l i' zvt 

( 1/ i + ~ 1 ( 1/ j - ·- (] IV ~· - -
tl I t l l d U:t 

'l.,, -- ~ <l" l•'.. 1' 
1 l X, 

l Il l 0 • 
-4 ( .!', ( .l'.t 



Sur le problè1110 des trois COl'(IS ('t l<'s équations de 1:1 dyna111iquo. 2:').j 

oi1 Z!' et 'l'!' ne clépcndcnt que de 

0 1 p- 1 T, , Xi , ••• , X1 , ' 

1 
0 1 ,,_~ 

.~ i • li. ' . . . ' JJ j - • 

• 

Convcno11~, rorn rnc nous l'avons fni t pl us hn.nt, <le rcpré,-;cntrr })il r [ l '] 
la valenr inoycnne de U, si [T est une fonction périodiqn<' de t. 

Des équntions (S) nous l)Ourrons alors déduire les s11ivnntes: 

(6) 

• • 

Supposons 1naintena11t qu'un cnlcul pré-nlable nons nit f11it ronnnitre: 

0 1 /1 1 ,, [ ''] X; , X, , ••• , X1 , X 1 - X; , 

0 1 71-2 )J-1 [ p-1] Yi , Yi , · · · , J/1 , y, - Vi · 

J ... es équations 
conséq nen t ~·~ 

<léter1ni11er 

(6) vont 
<·t v~'-'. 

nous per1nettre <le en lculc1· [.r:'] <·t. [.11:'- 1
] et l)n.r 

• 
Les équations (S) nous per1ncttront ensuite (le 

xf'" 1 
- [.rf+ 1

] et !If - [yf], 

de sorte que rc procédé nous fournira par récurrence tons l<.'s coëffïcients 
des clé\'eloppements de xi et cle J/1• 

La seule difficulté est 111 <létern1ination de [x·:'J et [.1J~'- 1 ] pnr les 
équations (6). . 

I~cs fonctions [ xf] et [yi:- 1
] sont développées suivnnt les l)uissnnccs 

eroissnnt<.'s des 1v et nous allons cnlcult:r les diverses tcr1nes clc ces <lé
veloppernents en cornmençant par les terrncs <lu degré le 1noi11s élevé. 

Pour ce ln nous ::ilions reprendre les notations du § 4 ( 1 t<rc pnrtie, 
cl1npitre I II), <:'est à dire que not1s allons poser: 

et 

(po111· le::; vnlenrs nulles de iv). 
Si alor:' 11011::; nppelons Çi <·t YJ; les roëfficients de 

1l, .... 11·'"• ll'111
·-· 1 '.! • • .. u- 1 



• 

dnns 

tions 

(7) 

• 

IJ. l'vi11c:1l'6. 

[.r'.'] t•t [11!'- 1 
]. nous aurons pour détcr1ni11er ces coëAicicnts 1C's équ:i

suivantes: 
L1:baYJt - sç, = J.,, 

L..tC°t~1:- SYJ1-= /.';· 

Dang ces équntions (7) ).1 t:t /1; sont des quantités connues, parce qu'elles 
ne dépendent que de 

0 1 11-1 ,, [ JI] X; , X; , ••. , X1 , X1 - X 1 , 

ou dC's tcrn1cs de [xf] et [y~1- 1 ] dont Je degré i)nr rnpport nux iv est plus 
petit que: 

111 1 + 1117 + ... + 1n,,_1 • 

De l)]us nons ayons posé pour abréger 

S = 1111a 1 + 1112a~ + ... + 111" 1 a,._ 1 . 

Nous avons donc pour le calcul des coëfficients Ç; et Yj; un système d'équa
tions linénires. I l ne pourrait ). avoir de diftïculté que si le déter1ninant 
de ces équations était nul; or cc déterminnnt est égal à: 

Il ne pourrait s'annuler qne pour: 

s = o, 
c'egt à. dire pour 

11i1 + 1n~ + ... + 111 11 _ 1 = 0 Oil 1. 

Ou ne pourrait donc rencontrer de diITiculté quo dnns le cnlcul des ter1nes 
du degré o ou 1 l)ar rap1)ort nux w. 

~fais nous n'avons pas à revenir sur le cnlcnl cle ces ter111es; en c·ffct 
nous avons nppris à cnlcnler les ter1nes in<lépcnclnnts des 10 dnns le § 3 
( 1 •'•~ pnrtie, chapitre IIT) et les coëflïcients de 

'lV1 , 1V~ , ..• , ll',. 1 

clans le § 4 (rère part.ie, chapitre l ff). 
On ne sern. donc jn1nais arrêté en cherr hant. it clé\'elopJJCr les x, et 

lt'S J/; sni\·nnt les puissn11ces de V/Ï. et des lV. 
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