














holomorphes de g s'unnulant avee p

déterminant:

H.. Poineard.

Cela est possible a moins gue le

] r |
| 3¢y - dd, g |
1I".--!'I "'lrila |-!l T
dg,  dhy I
rf‘.-.\‘l .J"i‘__ s
dihy  de, dey,  didy
“‘n"ﬂ L FJ-"‘J L 'In‘f--' =1 "II T
ne soit nul pour g = fisr=0o

St oce déterminant etait nul, au lieu de poser arbitrairement fo=0s

on poserait par excmple § = o, et lu méthode ne serait en défaut que

gl tous les déterminants contenus dans la matrice:

gtalent nuls a la fois.

rdg,  dd, dg, d,
df,  dg, dg, dr
.'f.l.J' I'!Ill,"__ J%‘- 4 ||rql_"1
|E"‘J‘| 'llfl If";l',, dr
ddn A by dily
ag. g, dfs dr ||

(Il est & remarquer que le déterminant obtenu
en supprimant la derniére coloune de cette matrice est toujours nul pour
o= =T 0.)

Comme en eénéral tous ces déterminants ne seront pas nuls & la
fois, les éguations (1) admettront pour les petites valeurs de g, une so-
lution périodique de période 1"+ 7.

Io.

-1 ' Exposants coaractéristigues.

]_;,rl]'l'l_"fl.lill.‘-l |1_‘.- r"l|1lllﬁl”[5:




J"‘-/’ﬂ- Sur le probléme des trois corps et les déquations de la dypamique a9

et imaginons qu'elles admettent une solution périodique
xr, = !;_'Ilil"},

Formons les équations aux variations (voir Chapitre I) des équations
(1) en posant:
5= ei(t) + &

et 1||-_5:|i|,{1=.‘.m'r les carrés des i
Ces équations aux variations g'écriront:

; dg  dX; dX; . !
(2) = ;'-+”fr E 4+ ...+

at =~ dz,
Ces équations sont linéaires par rapport aux &, et leurs coffficients
dX;
rll.r'j..
de {. Nous avons donc¢ a infégrer des équations linéaires & cofficients

, (quand on y a remplacé x, par ¢,(f)) sont des fonetions périodiques

periodigues.
On sait quelle est en général la forme des intégrales de ces équa-
tions; on obtient n intégrales particuliéres de la forme suivante:

E = vy [ 1+ = &
& ey £, = &%o, R ] R
E ey gt Y E = ot B B o gl
. E =8, & =e"8,, ..., & =¢"S,,

(2)

\s
= wraf T - a7 [ ERRm W o o
= (4] I-1\|..1- i (¢ h;'u ¥ B = & Ly L& -l‘,":.

les o étant des constantes et les S, des fonctions périodiques de ¢ de
meme 1:{*1'11\1][* que les !:,{fﬁ.

Les constantes o .q':l|1]:t*.”t=nT les Exposanis r'rfr‘r:r'fr"a‘iﬂ.’iqrfr’s de la solu-
tion périodigue.

Si a est purement imaginaive de facon que son carré soit négatif,
le module de ¢ est constant et éeal a 1. Si an contraire « est riéel,
ou 8i a est complexe de telle fagon que son earré ne soit pas réel, le

module ¢

tend vers l'infini pour f= + o0 on pour f=—co. Si done
tonz les a« ont lenrs carrés réels et négatifs, les quantites &, £,,..., &,
resteront finies; je dirai alorz que la solution périodique x, = ¢[f) est

stable: dans le eas contrairve, jl' dirai que cette solution est instable.
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tit) . H. Poincaré.

Un cas particulier intéressant est celui on denx ou plusieurs des
exposants aractéristiques a sont égaux entre eux. Dans ce cas les inté-
grales des :'-||1mﬁm|: (2) ne peuvent plug se mettre sous ln forme (3).
Si par exemple

a, = oty

les équations (2) admettraient deux intégrales particulicres qui g'éeriraient

L=t 5
et
fl = fp h‘l.] ..|.d gl NL'_"

les S, et les 8, étant des fonctions périodiques de f.

Si trois des exposants caractéristiques détaient égaux entre eux, on
verrait apparaitre, non seulement {, mais encore £* en dehors des signes
triconometriques et exponentiels.

Supposons que le temps ¢ n'entre pas explicitement dans les équa-
tions (1) de telle sorte que les fonetions X, ne dépendent pas de cette
variable; supposons de plus que ces équations (1) admettent une intégrale

|\,’|: _lr"ii_i'l s Lgg vy .r'“'_:- = (7,
Il est aisé de voir que dans ce cas deux des exposants caractéristiques
gsont nuls.

On se trouve done alorz dans le cas d'exception gue nous venons
de signaler; mais il n'en résulte pas de difficulté; il est aisé en effet &

l'aide de lintégrale (4) d’abaisser d'une unité I'ordre des équations (1)
[l n'y a plus alors que # — 1 exposants caractéristiques et il n'y en &
plus qu'un qui soit nul.

Nous allons maintenant envisager un cas particulier qui est celui oir
les équations (1) ont la forme des équations de la dynamique, Ferivons-
lez done sous:la forme:

Jlr.f'l 1“‘" ‘-J'_J.ll r”’"

) - = (=18, u)

L dt  dy’ di e,

F' étant une fonetion quelconque de &, @y ooy Tus Uiy Yoy - ooy Yoy NOUS

pourrons  supposer, goit que I est illtlt'~ihL'|1L1;L1lt. de {; soit que i :id."llt‘ud
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ﬁf"?v Hur le problime des trois corps et les dquations de la dynamique. il
non seulement des x et des y, mais encore de {, et que par rapport a
cette derniére variable, c'est une fonetion ln'-]'l-uhquu de période 2.

Supposons que les équations (1°) admettent une solution périodigue
de ]'1"1'-tu+it.‘ a7
T = gi(t), Y= ¢(t)
‘et formons les équations aux variations en posant:
'rl' = Ul:fj + :.' .‘llr: — 's-‘r‘.':!l] + ::'-'
Nous avons vu dang le chapitre Il que lintégrale double:

[ (ar,dy, + drgdy, + ... + dody,)

est un invariant intégral, ou (ce qui revient an méme) que si &,z o
§ , % sont deux solutions particulitres gueleongues des équations aux
variations, on

>_E_'E y; — &im,) = const,

Je dis ||u'i| en reésulte que les exposants caractéristiques sont deux a

deux égaux et de signe contraire.

Soient en effet & et ! les valeurs initiales de & et de y, pour t =0
dans une des équations aux variations; soient & et ! les valeurs cor-
respondantes de £ et de #; pour t = 2w, Il est elair que les £ et les
7 seront des fonetions linéaires des & et des z! de telle sorte que la

aubstitution:

i GAD, BT e
1’ Wiy s Sis T‘.__I
sern une substitution linéaire.
Soit:
iy i il 5
.
'r'.'l H'.I... V- e e
|
[
a1 Mypn - R | P

le tableau des codéfficients de cette substitution linéaire.
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] i v . §
Formons l'équation en A

My, — Ay A L
thyy oy — A .« o o g
)
# . ® 3 . - . |
| fas.i PR e B — A

Les 2n racines de cette équation seront ce qu'on appelle les 2n multi-
plicateurs de la substitution linéaire 7. Mais cette substitution linéaire
T ne peut pas étre queleonque. Il faut qu'elle n'altéere pas la forme
hilinéaire:

1

(i — &)

Pour cels, I'équation en A doit étre réciproque. Si donc on pose:
;’. L I|,:E-u..-.

les quantités a devront étre deux a deux égales et de signe contraire.

G G E. D

Il y aura done en général n quantités o distinctes. Nous les ap-
pellerons les coffficients de stabilité de la solution périodique considérée.

Si ces n codfficients sont tous réels et négatifs, la solution périodique
sera stable, car les quantités & et 7 resteront inférieures a une limite
donnée.

Il ne faut pas toutefois entendre ce mot de stabilitée au sens absoln,
En effet, nous avons négligé les carrés des & et des y et rien ne prouve
qu'en tenant compte de ces carrés, le résultat ne serait pas changé. Mais
nous pouvons dire au moins gue les £ et y, sils sont originairement trés
petits resteront trés petits pendant trés longtemps. Nous pouvons ex-
primer et fait en disant que la solution périodique jouit, sinon de la
stabilité séculaire, du moins de la stabilité femporaire.

On peut se rendre compte de cette stabilité en se reportant aux
valenrs des £; on trouve en effet, pour la solution générale des cqua-
tions aux variations:

&= l'4'1I1-"-"r::r‘l"1.;.-
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les A, étant des codéfficients constants et les S, des séries tl'iu}r!lmmé—
trigues,

Or si o} est réel négatif, on trouve

¢ = cost \— af + isinf—qf,

de sorte que &

, s'exprime trigonomeétriquement.

Au contraire si un on plusieurs des coéfficients de stabilité devient
réel positif ou imaginaire, la solution périodique considérée ne jouit plus
de la stabilité temporaire.

On voit aisément en effet que & est alors représenté par une série

dont le terme général est de la forme:
Ae" cos (kE 4 mt + 1)

ol {"r’ + ’."l"}: est un des coéfficients de stabilité, ot m est un entier et {
et 4 ‘l]l'r's constantes qllt:htnlultu-s, Le défaut de stabilité se trouve ainsi
mis en évidence,

Si deux des coéfficients de stabilité deviennent :Eg;mx entre cux, ou
si 'un d'eux devient nul, on trouvera en géncral dans la série qui repré-
sente £, des termes de la formes:

Ate* cos(kt + mi + 1) ou At cos(mt + ).

En résumé, & peut dans tous les cas dtre representé par une serie
toujours convergente, Dans cette série le temps peut entrer sous le .-:i;_rnr_"
sinus ou cosinus, ou par 'exponenticlle ¢*, ou enfin en dehors des signes
trigonométriques ou exponentiels.

Si tous les cobfficients de stabilité sont réels, négatifs et distinets,
le temps n'apparaitra que sous les signes sinus et cosinus et il y nura
stabilité temporaire.

Si I'un des coefficients est positif ou imaginaive, le temps apparaitra

gous un gigne expomnentiel; si deux des coéfficients sont égaux ou que
I'un d'eux soit nul, le temps apparait en dehors de tout signe trigono-
métrique ou exponentiel,

Si dome tous les coéfficients ne sont pas réels, négatifs et distincts,

il u'}-’ a- pas en genéral de stabilité temporaire.
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Toutes les fois que F ne dt"lu.mr] pas du temps £, l'un des n coéffi-

cients de stabilité est nul; car d'une ;):11't le temps n'entre pas L'.\:!rrlt:il-t-
ment dans les équations différentielles; d’autre part ces équations ad-
mettent une intégrale

T
{

B o e nny B h Wi Wy vy ,) = const.

Nous nous trouvons done dans le cas dont nous avons |];ll'|t'.* pllh'
haut et on deux des :_-xpt]s:mts l':l.['uct(!l"lstii{llu.-, sont nuls, Mais, comme
nous l'avons dit, cela ne pent ercer une difficulte parce que l'on peut,

8 VPaide de lUintéerale connue abaisser & 21— 1 Vordre des équations (17,
[l n'y a plus alors que 2rm — 1 exposants caractéristiques; 'un d'eux est
nul et les 2rn— 2 autres, aux carrés desquels on peut conserver le nom

de cotfficients de stabilité, sont deux a deux égaux et de 51glll: contrairve,
ieprenons le déterminant que nous avons eu a envisager dans le
l}'.il':l:_':l':l[!l'l!'. IH'I".L'.E"‘(EU“I.
Nous avons dans ce paragraphe envisagé d'abord le eas ol ]l":(‘qliﬂ-
tions (1) dépendent du temps ¢ et d'un paramétre g, et admettent pour
g = o une solution p(ﬂ'iu_nlit}llt et une seule. Nous avens vu que si le

determinant fonetionnel :

les l"i|_]1:l|iﬂ1[5 admettront encore une solution EJL"]‘EU{HL'IJU penr les pul-il'.'r'
L
valeurs de .

Ce déterminant peut s'éerire:

lf;'.l =y "ri'u rll-I i i
| 43, a7, LR E
ti:’.’ JE;'J e I_ c!l-l.-' |
a‘ o ah |-i'|.;_|‘l Hlu-T,— R -'IPI-T’..
dia din diyy |

a3 iz, SELTE 13 :




Sur le probléme des trois corps et les équations de In dynamique.
Or les

exposants caractéristiques a sont donnés par 1'équation:

SRR oy diy
i3, .1'|,-;__ o3y
dy, dy, ; dy.
| da, 1 3, _—
!
”.IF-" "'I:-- ,lf;-"
d3, dg,

L

———
iy
|
Dire que A est nul, ¢'est done dire que 'un des exposants carac-
L

teristiques est nul de sorte que nous pouvens énoncer de la facon sui-
vante le premier des théorémes démontrés au paragraphe précédent.

Si les équations (1) qui dépendent d'un paramétre p admettent pour

L)
pr = 0 une solution périodique dont auwcun des exposants caractéristiques ne
soit nul, elles admettront encore une solulion périodigue pour les petiles va-
lewrs de p.

i,

8 .. Solutions périodiques des équations de la dynamique.

rh‘li]ll]i‘[lT . Cas :‘_'l'll‘llf.‘l'ili

Je prendrai, pour fixer les idées, les équations de la dynamique
avee trois degrés de liberté, mais ce que je vais dire gappliquerait dvi-

da; dF de, dF da,
‘ i -y’ Baar, it Nk
(1)
: iy, dr dy, (14
I-I'II'. RAETY uf E, i

Je supposerai ensuite que |

di de!

|
=

Ly a iy et Ty

iy,
ot

Jéerirai done mes équations sous ln forme:

S dR

dy,’

T8 a

d, !

I etant une fonetion uniforme ']““l“”]"‘l'“' des = et Jdes iy indépendante de /.

1 ¥

gont des wvariables linéaires

mais que ¥, ,y, ety sont des variables :1:I|ll_':lll|:llll"'l*:-i., e'eat a dire e F eat
une fonction periodique de y

et e

trois quantités y augmente d'un multiple de
Lol

N -

et i, avee lu période 27, de telle facon

que la " situation du ,-;].',.'hl-j.u-. ne L'il:l]llﬂl' pas quuand une on ]rill.-il'ut'.« des

Imprimé l= 2% aoldt 1580,

(CL. chapitre L)
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Je supposerai de plus que F' dépend d'un paramétre arbitraire s et
peut se développer suivant les puissances eroissantez de ce parametre de
telle sorte que l'on ait:

= F, + p B, 4 p’F, @' F, -
![1_‘1 ."-]Illil"l.-il‘["lli L"llj.||1 L.|IH." .Ir':.l ne C‘ll"lﬁl.']ll'l 1L|[l' ll['}i x et est i‘ll]l"]!l‘]l{l.’l]]t

des g de telle sorte que:

dr, _dP, . dF,.__
IJI-I'I'. r|l.r_r._I : -.F'.:l,'_ ==

Rien n'est plus simple alors que d'intégrer les équations (1) quand
1 | . V1) q

I o: elles s'éerivent en effet:
rlr.i"‘ .llrr2 JF_.--I
—t = = =0
il ol o}
dy, dF, dy, r, i e
i s i — da,’ a0 day

. et @, sont des constantes.

Ces équations montrent d'abord que x, , @,
On en conelut que
dr, | dF, dF

de, V0 de, t T dE

qui ne deépendent que de ¥, y T, et m, sonb aussi des constantes que nous

L'I]b1ll'|.l:"‘|.'nll.-= pour :lhl'{'-;_'_'l.'l‘ n oy oton, el ellli aont 1'1'!I]'I]_l]LI'1E‘II.I.l._'IIt définies

|{||:||11|_ on s¢ donne les valeurs constantes de Xy Ly el T, Il vient alors:

¥, = mit + B, Uy n,l < @, ¥, = nd + o, {
@ , @, et @, étant de nouvelles constantes d'intégration.
Quelle est la condition pour gue la solution ainsi trouvee soit peé-
riodique et de période 7', Il faut que si I'on change { en ¢t 4+ T, 9, , ¥,
et Wy, augmentent d'un mlllf-i]rll’ de 27, cest a dire ques
|
w'L,n,T et n I !
solent des Tl.il.l!l-I]l!:!r-'- de 2m.
L P
| 14
Y
| i
F .
| i ]
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Ainsi ‘pour que la solution que nous venons de trouver soit pe-
riodique, il faut et il suffit que les trois nombres n ,n, et 4, soient
ecommensurables entre eux.

Quant & la période T, ce sera le plus petit commun multiple des

trois quantités:

o Vo P

, — ot —.

Nous exelurons, aun moins pmrimiru:num de nos recherches, le cas

dF;  dr, . dF, e .
. el ne sont ]1:|$ IIN]U|1E'!|]'2-|-'IH{1'& I'une

on les troiz fonctions
qlr,fT ||f.a'I

gf,::l

de l'autre. Si on laisse ce cas de cdté, on peut toujours choisir @ , x,

, et n, aient telles valeurs que l'on veut,

an moing dans un certain domaine. 11 y aura done une infinité de choix

et =, de telle facon que n,, n

possibles pour les trois constantes @ , %, et 2, qui conduiront a des so-
lutions périodigues.

Je me propose de rechercher #'il existe encore de solutions pério-
diques de période T' lorsque p n'est pluz égal & o.

Pour_cola deevaischeseher—rartifiire aox fqoatoms (T remrtesanf > 2’77&4.- g !
cj I L 20
; o 1 2.2 ‘
Ty =ay +pr + a4 ...,
£y = 2 4 prk
=} + b + pia

3) .
TR
el
MELP)

Jans ces formules x; désignent les viMgurs constantes que jlavais
eté conduit plus

4 =0 et qui

wt & attribuer 4 =, , >, x, quand je supposais

..E Pl
dat v 11°

R S d T Y s 1
vy, ) = — My, d'.r",'! (], Thas) = —n,

Lies chiffres placds en haut et & droite des lettres w et u dans les équations (
ot des—mdices ot oD der exposants,




(] —_— 1 o
/(([‘} dat dy 2 ot r.f:ll.l‘;‘ il

0= . Poineard.

Oda de plus:

g =it -+ @

Enfin lég @), les i, les &, les y etc. sont des fonetiphs du temps qu'il
g'agira deNdéterminer et qui devront étre peériodiqued de période T,

Dans ¥, & la place des # et des p, substiffions leurs valeurs (2),

puis développgns I¥' suivant les puissances croiggintes de u de telle sorte

que l'on ait:

Il est elair e

VAE, dF, , dF,
v Us) + T ) A Ty o

s = 1 A il
(3) b = ""1_'.-"1 s Ty dx

1

ne dépend que -des 27, des/y! ‘¢t des x; que @, ne dépend que des af,

- S ——— PR P

dee o), des @), des ) et ez

; Plus généralement, Ae
:r P, =B, + «x = Lo, = H, — n,ry — 0.z — h,ry,
| 3
5 5
ol B, l]:-|:t‘l1s| sefiement

des ], des =, ... ebdes =i!
1

des ', des yi,...-¢t Nes g .

;

!‘ Je puig
anetion 1r'

iodique de période 2x. L'équation

ajouter que par rapport a yy . y\ vy la fonction A, est une

&

(3) montre que #,=F,

' C:.‘.hl./p:‘lrii? les équations différentielles penkent s'écrive, en égalant
flos |1Ii‘I.‘-ia;‘./HI|:!l!:§ de méme nhm de pu:

i di) dx ax; ; diy iy

| — = =0 —ie 1., L

| dt — dt - di ’ dt 1 di '

| On trouve ensuite:

i dx} d 1, el d dal X
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art cette {!f:ll\'t’l‘}_‘:cll&_‘l.! est une L_'UI]S(;:l'IuUIIL'L: ],H'_l"_'{‘.l_'.?_;,_‘\'llllT'(‘! t].L'! ]Il!xi_-il.l!ll{'(‘.

es salutions périediques; je préfére donc employer le mé

nent que
Nous

=y

Y, E “'.1" + m.ﬂ

h =it 4+ @,

Tes a et les @ etant constantes d'intégration, et les n des fonetic

Hes .

-.\':Ull:i aveais vu en outre que gl

n, Wemcdly i, T

:|,':J'ix:1ﬂ.{lu_._d- u_fw.n: i
Supposons Iieute gque g cesse d'étre nul, et imaginons que,

n T Yo - ; 3

dans une certaine solution, les valeurs des r et des ¥ pour F= o solent

respectivement:

- i n * 5 Y . Fa | 5
A 15T HL + ”ng 'L'.n' = fl'.‘ + I'JI'l"L. 'r';_L — fflL + f-‘ff:u
- ] — 5 — B
=& + T My = i, - i, o, =W, BE i, .

Supposons que, dans cette méme solution, les valeurs des x et des
y pour ¢ = T soient
= e ;
r, =a -+ du, + Aa,
¥, =a, + r?rr= + Aa,,
r, =, + da, 4 Aua,,
D, + n T + i@, + As,, i

Yy = ﬁu -i—- H,; /i - r.?(Tr__, -]— &(TJ?_.

y, =@, 4 n, T+ 6o, + Ad,.
La.-condition pour que cette solution soit périodique de période T c'est

que 'on ait:

~(#2) Aa = Ao, = Aa, = AB, = Ab;= A&, =0
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Les six équ:LtinnR :-i.z} ne sont pas distinctes. En effet, comme I' = const.
est une intégrale des équations (1), et que d'ailleurs J est périodique
par rapport aux y, on a:

Fla, + da,, @, + 08)) =-Fla, + dun, + Aa,, & + T 4 éo, + Ad)
= Fla, 4+ du, + A, &, + 60, + Am).

Il nows suffira donc de satisfaire a cing des équations (®2). Je suppo-
serai de plus:

- Y i
I'!:I:l =i =

Il est aisé de voir que les Aq, et les A@, sont des fonctions holomorphes
de pu, des du, et des d@, sannulant quand toutes ces variables s'annulent.
I1 gagit done de démontrer que l'on peut tirer des cing derniéres
équations [e_'} da, , da, , da, , 6o, et @, en fonctions de p.
Remarquons que quand g est nul, on a

Aa, = Aa, = Aa, = 0,

Par conséquent Aa, , Aa, ct Aa,, développés suivant les puissances de
s des dua, et des d@,, contiennent f4 en facteur. Nous :-'ultpl}riTIIL‘I'tJIJH ce
facteur p, et nous éerivons par conséquent les eing équations (12) que
nous avons a reésoudre sous la forme:

J
3 -’3” "lrl
() —2=— o Ap, = AB, = AB, = O.

an s v ——
i Tes deux premidres équations—{73) on fa
uations se ramenent aux relations (63
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EI I,-"j‘ f,n' !T{.l" ! ol cen A, .l')rrlf jlfﬁ;
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Quand on aura choisi de la sorte @, et @,, on verrs que les équations
(#3) sont satisfuites quand on y fait & la fois:

n= d®, = ém, = da, = du, — da, = O.

Nous pourrons done tirer des équations (23) les cing inconnues da,
et d@, sous la forme de fonections holomorphes de g, gannulant avec .
[1 n'y aurait d'exception que si le déterminant fonctionuel:

-

, Aa,, Aa,, -'31'7!:.)

F, 4

: (ﬁ:z- A,

T alda,, oa, , du, , 0B, , 0B,)
étaif nul. Mais pour pu= o, A®,, A®, et Aa, sont indépendants de
o, ct de dm, de sorte que ce déterminant fonctionnel est le produit

de deux autres;

— 3 (120 o A
Vo I(Aa, , ﬁm,, Am.)
¥ “3(da,, 0m) 0 a(de,,da,,00,)
A ‘[<c premier de ces déterminants est égal au hessien de ¢ par rapport A 5 i3
a @, et @, et le second au hessien de I, par rapport bz, adiet 23 By, f 6 oAE
Si done aucun de ces deux hessiens nest mul, il sera possible de - rf',,

satisfaire aux cing eéquations (§3) et par conséquent pour des valeurs
suffisamment petites de g, il existera une solution périodique de période 7.

C., Q. F D.

Noug allons maintenant chercher a déterminer, non plus seulement
les solutions périodiques de période 7', mais les solutions de période peu
différente de 7'. Nous avons pris pour point de départ les trois nombres
#, , My, #,; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres
n; , ny, ny, pourvu qu’ils soient commensurables entre eux, et nous Herio{}h
arrivés & une autre solution périodique dont la période 7" aurait cte le

2z 2x Z2¢m
plus petit commun multiple de =, —, .
i ¢ a

8i nous prenons en particulier:
n; = (14 &), ny, = myl1 + g), np = wy(1 + =)

les trois nombres n), nj,n; seront commensurables ‘entre cux puisqu’ils
sont proportionnels aux trois nombres n,, #, et n,.

[ls nous conduiront done & une solution peériodigue de periode:
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de telle fagon que nous aurens:
(x) z, =gl pn, ) Y=gty pr, £)

les ¢, et les ¢ étant des fonctions développables suivant les puissances
de g et de =, et périodiques en {, mais de facon que la période dé-
pende de =,

Si dans F nous remplagons les x, et les y, par leurs valeurs (m4),
F doit devenir une constante indépendante du temps (puisque #'= const.
st une des infégrales des équations (1)), Mais cette constante qui est
dite constante des forces vives, dépendra de p et de = et pourra -étre
développée suivant les puissances croissantes de ces variables,

Si la constante des forees vives B est une donnée de la question,
'équation

k Flu,s)= R
peut étre regardée comme une relation qui lie £ & g, Si done nous
nous deonnons arbitrairement £, il existera toujours une solution peé-
ritil]il|llil !]lu:“ﬂ que soit la valeur choisie pour cette constante, mais la
période dépendra de & et par conséquent de L

Un cas plus partieulier que celui que nous venons de traiter en
détail est celai on il ny a que deux degres de liberte. I ne dépend
alors que de quatre variables @, ¥, , @, 4, et la fonetion ¢' ne dépend
plus que d'une seule variable @,. Les relations (6) se réduisent alors a

A el
{&_\} L_ ==
rllru;
I - - \ cE:U‘ B .
et le hessien de ¢ se réduit & — 2. D'olt cette conclusion:
117{5}._.

A chacune des raci

nes simples de l'équation (@s) correspond une
solution peériodique des équations (1), qui existe pour toutes les valeurs

A Ay gubowes DAY de p suffisamment petites.

. I'{’f. e S Je pour
tpa adin A8RST - e racines dordre impair,

ais méme ajouter qu'il en est encore de méme pour chacune
| :
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Ainsgi pour que la solution que nous venons de trouver s6it pé-

n~Ct n, soient

riodiquen il faut et il suffit que les trois nombres n, ,
ommensurablgs entre eux.
Quant & ]:lWiU{IL‘ T, ce sera le plus petit commun multiple des

olg quantités:

b

”"I

wovieoirement de nos recherches, le cad

‘ dF,
T i,

u les troiz fonetions ndgont pas indépendantes 1'und

d 2, ;

de 'autre. Si on lais i?/ym: cas de cOté, on peui toujours choiste «, , 2,
et z, de telle fu:;}»n/u:[u n, o, 7y, et n, aient telles Yaleurs que l'on veut,
au |||[]i|l.“ LIH]IL': 'ﬁl {'l"l'*:ii“ lll]]lk:li]ll'* Il }' AU l}l,ﬂl"_’ 1

x, et x, qui condul

infinité de choix

nt a des so-

possibles pour les trois constantes z, ,

lutions p{"']"mqliq[ltl.'s.
J15 Je me propose de rechercher §'il existe encore de solutions™uério-

s de_périede—FJorsquerrlestplus—<gab-d0r—

Pour cela, je vais chercher a satisfaire aux équations (1) en faisant® |

£, = 23 + pny 4 ple 4+ ...,
Ty =2y 4 pry A+ pPfri 4.,
€ &, =y ey ptag o,
SR T B A S
Yo =2 + i + 1Y + ...,

yh =05+ pn + 200 A

=

=T

Dans ces formules ], o , ) désignent les valeurs constantes que j'avais

eté conduit plus haut & attribuer & 2, x, et x, quand je supposais

= 0 et qui sont telles que:

e d
i ditt

\ e S e
A
' Les ehiffres placés en haut ot & droite des lettres @ et y dans les dquations (2)

i

Flxd =l P F(xl, o3, 03) = —n,.

gont des indiees et non des exposants,
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\On a de plus:
¥ = nt + @,

Enfin les z!, les y!, les 27, les y! ete. sont des fonetions du temps qu'il
s'agira de déterminer et qui devront étre périodiques de période T. 24

Dans F, & la place des x et des y, substituons leurs valeurs (}),
puis développons F' suivant les puissances eroissantes de p de telle sorte
que l'on ait:

i D, 4 p®, + p'0, 4 ...

Il est clair gue

U {:!"f 5 n'l X .u"‘l
ne dépend que des xf; que
) i dF da 15
I:I ) Iw' — ‘,I’['rl; ¥ Ty ? JI. ¥ -"'Ifl'; 3 .H: ! .‘l;::t' '|f' "-: p'.l"l -I_ 'l:l' _I.'-_-IJ' + -r:l:ll, :’I
Al E : . : k LE 2 1 o axE,

ne dépend que. des 2f, des »{ et des x/; que @, ne dépend que des a7,
', des ! et des z} ete.

des yf, des x;
Plus généralement, je puis écrire:

LdF,
il

dFr
+ 7 ‘J.'J'I_...!" = @

_I_ "l '{P._".

“

P, =0, + a

| — N — ey — Ny,

o #, dépend seulement

et des 2t

des &, des T}, ./
des o, des yi, ... et des y’

Je }mis :l_]olitel' que par rapport i b e la fonetion &, est une
fonetion périndisjlu: de période

A
==

L'équation (}) montre que 8 = I,
Cela posé les équations différentielles peuvent g'¢erire, en égalant

les lllli:i::ilTlf:{’!i de méme nom de p;

rjl_ﬁl o o - oy e |el_|,'I R |{_|.l!_: E J_n',r'_; :
R TR eI b el ey TN
On trouve ensuite:
g\ & dF, dzt  dF. dat  dF,
(\-' lrll.f:- 5 ||"l|g'1' : H}.f r.l'_-'."_: : ;I"fl T rl’j.l,
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ot

_:—j iy o i, iy d dy! dd,

$] |-!'l|’- T dlay 2 1‘-'|l T iy : A i == ol !

et plus généralement:
a.f
Ly

i, o iy
il ‘F_J.".:

et:
g

du; o iy 46, o 2,
2l o ot il i .!II'; |rJ'i|ll.l'|

Intégrons d'abord les équations (ﬁ Dans ¥, nous remplacerons

¥y ., o par leurs valeurs:
it -+ @, nt 4 @, ngt + @,

|'Ia\-i-HIPL--i.I‘ﬂLL\':fJ'H-t- d'nilleurs-towjonrs choisir origine des temps de telle/
Facon ‘quel-@soit—nuk.  Alors les seconds membres des cquations {4) sont
des fonctions périodiques de ¢ de périodedl’; ces seconds membres peuvent
done étre développés en séries procédarft{suivant les sinus et les cosinus
-
équations (Y) soient des fonetions périodiques de ¢, il faut et il suthit que

L

1

des multiples de Pour que les valeurs de a},a; et x; tirées ded

¢es séries ne contienment pas de termes fout connus.
Je puis écrire en effet
F, = X A sin(my] + moys + myyy + b,

ol iy My, iy sont des entiers !h".-?'H'If.ﬂ 01l |1|.'-;_r:|!1f.-a et ou A et h sont

i

des fonctions de ), 3, x). Jécrirai pour abréger:
F, = ZXdsinw

en posant

o = i 4 mayn S+ w4 k.

Je trouverai alors

al
= - 2 Am, cosw,
cf_r,r, L

dF,
d :'a"_:.

dr,

= ¥ Am, cosw, —.
% I‘l_".'l:l

——r Am, cosmw
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et
w = tmu, + wn, + mn) 4 b4+ md, 4+ ma,.

Parmi les termes de ces séries, je distinguerai eeux pour lesquels

. -4 mn, - mn, = 0

L1
=

. » » - . L
et gui sont |11~'|L‘pu||-.hm1:: de ¢, Cez termes existent pulsque nous avons

gupposé que les trois nombres ny o u, et n, sont commensurables entre eux.
Je poserai alors

{(-" —— Si BLI id {mlul Ffigrly A g, =0 = e ety + 100 tig )

Ia sommation représentée par le signe S s'étendant i tous les termes de
I, pour lesquels le coéfficient dé ¢ est nul. Nous aurons alors:

|!’L" IJIL"
.j'_ﬁ,_ — S,-Im? COS @, r-fm, S.Im; cosw,
S1 done on a:
L e iR 1 1y
) o g o
Fl[l‘J-J‘ rllu'a_I 3
1
/ il viendra: /
% x
- A= S , g ] S e,
( ) Am, cosew = 0, A, cosm = 0, Am, cossn =

La premiére des équations -!:q'] est en effet une conséquence des deux
autres, puisque en vertn de la relation mn, 4 mn, 4+ mn, = o, on a
‘lt]l-rﬁlulutuu-nf

Hls.ilm] COB @ -+ u_jS.Im,,:-.-.x_- w - H_LLSJIJ”:I COsSm = 0.
e u . =M T n -
— 8i donc les relations { )\ sont satisfaites, les séries z {1, cO2¢en nE con-

tiendront pas de terme tout connu, et les équations (i) nous donneront:

o

- Am, gin e = = Am, sin w

™ ( L] -r-lu == — '”..
Lot PR R, Rl B + 1 2 3 -+ L._

et | TE LS o H RS

1 —, A, sinw o
= i S
_— o, o,

€7, 05 et € étant trois nouvelles constantes d'intégration.
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Il me reste & démontrer que l'on peut choisir Jes constantes @, et
@, de fagon & satisfaire aux relations {ij La fonetion ¢ est une fone-
tion périodique de @, et de @, qui ne change pas quand l'une de ces
deux variables angmente de 27. De plus elle est finie, elle aura done
au moing un maximom et un minimum. I ¥ a done au moins deux
maniéres de choisir @, et @, de fagon a satisfaire aux relations (

Je 'iw:-urru.i:-a maéme :‘le:llirjl' :]ulil[ Y en i au moins ({ll:lir{’_. 8aNS ponvolr
toutefois affirmer qu'il en est encore de méme guand le nombre de degrés
de liberté est supérieur a trois, g

Je vais maintenant chercher & déterminer & l'nide des éguations (\)
les trois fonctions g} ef les trois comstantes (845

Nous pouvens rngm‘ricr comme connus les 2 ct les yi; les x] sont
connus également aux constantes pres €. Je puis done ¢
tions y'} sous la forme suivante:

ire les équa-

it de’de 2t dc it At

’L 1 LR Al 0 q
(‘) due _ H— L s U, e L

o les T, représentent des fonctions entiérement connues développdes en

géries suivant les sinus et cosinus des multiples de . Les eoefficients

rll
de €}, C! et € sont des constantes gque 'on peut regarder comme connues.

Pour que la valeur de y tirée de cette équation soit une fonetion
périodique de ¢, il faut et il suffit que dans le second membre le terme
tout eonnu soit nul, Si donc Hf désigne le terme tout connu de la

série trizonométrique I, je devrai avoir:

() Wit T 82 ST = H.

ey daf i -l’.r;.r-f.r:' ¥ :IF.r;; -f.r:'_'

78— diF, DF, AP,

Les trois équations linéaires (9) déterminent les trois constantes €}, C; et €7,
Il n'}-' aurait il'l:xu‘.llﬁun fque gi' le déterminant de ces trois équa-

tions était nul; cest & dire si le hessien de F, par rapport a xy, 2% et

28 était nul; nons exclurons ce cas,

Lea équations (8) me denneront done:
1 ]

vi=nth, sn=mt+h H=nthk
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les # étant des fonetions ll(lriﬂd]quee-t de ¢ entiérement uemlllwstl:t les
ki étant trois nouvelles constantgs d'intégration.

Venons maintenant aux équations (§) en y faisunt b=z eti=1, 2,3
et cherchons & déterminer & l'aide des trois équations ainsi obtenues, les

trois fonctions a7 et les troiz constantes .

Il eat aizé de woir fque nous avons:

L A, L

a v e s
! L

I'{!Irl
8, = &, 4 s -+ ¥,
] llll’.|
"
op O dépend seulement des af, des i et des ) et on l'on a, comme
plus haut:
i I" —
= XA cos .

rl’lu:I

Les éguations '3’11 gécrivent alors:

‘l"--"l._. of 24 i— ‘-‘1 . e Fu .-:l‘
m e T ;
dt Hr_",: Ay |lllr“_-'!_r,l, /

ol

LI@:I ::;' = I — J".':E:;Imlml §in @ — kL2 Auiy i, sin @ — s'.':-f_EJ.rr.r:;r.'.l, &1 @
H; étant une fonction périodique de {, que l'on peut regarder comme
enticrement connue. Pour que l'on puisse tirer de cette équation xf sous
ln forme d'une fonetion périodique, il faut et il suffit que les seconds
membres des équations (¥, glq'l.!;i_:]u:]rpﬁ'.u en séries trigconométriques, ne
possédent pas de termes fout connus. Nous devonz done disposer des
quantités &} de maniére b annuler ces termes tout connus. Nous geridils

ainsi conduits & trois equations linéaires entre les trois quantites .‘.',': s

comme le déterminant de ces troiz équations est pul, il y a une petite

difficultd et j.- auiz foree d'entrer duns 1|nt-l:||u'.-e déta

Fn_ns o dwbord 51|]=1m.~=ﬂ-'!"‘,-!'
M=aqa;

nous n'aurons plus alors que deux inconnues ki et & et trois équations
a satisfuire: munis ces trois l:'rillilli:llll.-'\ ne sont pas distinctes comme nous

allons le voir.
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Appelons en effet E, le terme tﬂ‘l\lt connu de M, ces trois équa-
tions s'écriront: )
b
Ve = k) S,alm._. My 8in @ v‘.'jS,Amd M, BNy
(rr) B =k SA mising 4 L‘LS;I 1, 8N,
E, = K\ SAmym, sinw + BS4m! sin @,
en conservant au signe de sommation S le méme sens que plus_haut.
Je ne considérerai d'gbord que lt*i deux derni¢res des équations () que
j'{':::r‘ll':ﬁ: ' H
i ey P + I d* L
- ¥ utlre'fp:: “rquTj:JhTrl
L T B o
. l‘ilr:'ﬁlerﬁﬂ =4!ll'f-l'f
De ces demx équations on peut tirer k et k}, & moins que le hessien
ede ¢ par rapport a @, et @, ne soit nul. Si l'on donne aux &} les
raleurs ainsi obtenues, les deux derniéres équations (1) nous donneront
2 et 2} sous la forme suivante:
| =4 ¢,
les & étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connupes et les

€7 étant de nouvelles constantes (I'inh?gr.-].ti.m‘

Pour trouver #} nous pouvons, au lieu d'employer la premicre des
é[]l!'.lti:ms l:[ ] nous servir des considérations snivantes:

Les équations (1) admettent une intégrale:

Sl

B étant une constante d'intégration que je supposerai développée suivant
les puissances de g en écrivant: By

B = Hh_ -f- f“”l - .re_uﬁu, L

de zorte que l'on a:

B midlne. Qe B o s B

B,, B, , B, ete. étant autant de eonstantes différentes,

Actg mcthemaficg. 10, Tmprimé le $5 aodt 1HED, 10

K
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Le premier membre de 'équation:
|

1 s ]

d:'-': e h:-

dépend des af, des o, des «}, des yi, de 23 et de 2 qui sont des fonc-
. C] ) . 5
tions connues de ¢ et de 27 que nous n'avons pas encore calenlé. De

cette équation, nous pourrons done tirer @ sous la forme suivante:

L P Bl <]
T = &y = L5

®
£ sera une fonction périodigue de ¢ entierement déterminée et €7 est

une constante qui t]:f'pc'.m] de B,, de €] et de (€75, i

Nous pouvons econclure de la que la ]J]'L'l]ﬁ("l'[‘ des équations (15"}
doit é¢tre satisfuite et par conséquent que ces trois équations [If} ne sont
pas distinctes.

2; nous ob-
tiendrons trois éguations qui nons permettront de déterminer les con-

Prenons maintenant les équations (g°) et faisons-y &
stantes €1, €7 et. €7 et d'out 'on tirera en outre lez yf sous la forme:

= + i, =7 + &% v =+ K,

les 7 étant des fonetions ]n'lr]l):liqu[*.-t de ¢ entiérement connues et les k
étant trois nouvelles constantes d'illtf'gl':ltiml.

Reprenons ensuite les équations (9’1 en y faisant k = 3; si nous
supposons k{ = o, nous pourrons tirer des trois équations ainsi obtenues,
d'abord les deux constantes & et A%, puis les af sous la forme:

o= & + &,

les & étant des fonetions périodiques conmues de { et les €7 étant trois
nouvelles constantes d'intégration.

Et" ainsi de suite.

Voilh un procédé pour trouver des séries ordonnées suivant les puis-
gances de p, périodiques de période T par rapport au femps et satisfai-
sant aux équations (1).  Ce procédé ne serait en défaut que si le hessien
de F, par vappori auwx x} élait nul ow si le hessien de o par rapport
o, el ®, ftait nul,

1
% % 1 ;o
""717“.- ' wirrait démontrer—directermemt—lrTomye gence —r{-v.— TS E RS }'-'1—1-‘-1
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Ce que nous venons de dire sapplique en particulier & une équation

’ P I = ¥ -
que Lon - rencontre quelquefois en Mécanique Céleste et dont plusieurs
geometres se sont déja occupés. Cette équation est la suivante;

%

{16 =
o) di?

4

+ wip 4 mp" = uRip, 1)

n et m sont des constantes, pu est un paramétre trés petit et R est une
fonction de p et de ¢, développée suivant les puissances ervoissantes de p
et periodique par rapport i f.

Pour bien nous en rendre compte, il faut d'abord ramener I'équa-
tion (16) & la forme canonique des équations de la dynamique. Cela se
fera en posant:

1

rj'h i
Lo T, T i e
a

di

%
n 1” & FN’IH

O 7 ]f‘;‘?['l,r.- ] E}rlf.r.- -+ 7,

:T'fl 2

§ ety étant deux nouvelles variables auxiliaires et Uintégrale [ R(p, &)dp

étant calenlée en 1‘1}{;:”';]“"1 £ comme une constante, On trouve alors:

dp  dF da dF a8 dF

'!rl'T) -— —_ = = v —_— e,

. dt e il dp dat dy

auxquelles nous pourrons adjoindre (3 étant restée jusqu'ici complétement
arbitraire) l'équation suivante:

. ||il:|-' llr".
:._I T:I ;.i'; —_— 1z

qui compléte un systéme canonique.
Quand g = o lintégrale générale de 1'équation (16) s'éerit

(18) p = han(gf + @), g = hgen(gt 4+ &)dn (gt + @)

ou g et @ sont deux constantes d'intégration et on kb, ainsi que le mo-

dule du sinus amplitude sont deux fonctions de g faciles i déterminer.
anla’i {\I].!HI:‘: l']l:lt]gi}l' lf]l," 'i,':l.'l.'i:l.hll:‘.':; o= 1_irl.,"|]l]|'”]|.3 fnl ]il,‘“ l][' -‘:1 ?;,'.Jﬂ

et o, quatre variables x, , ¥, , @, , ¥,, définies comme il suit. Nous aurons

d'abord:

T, =7, Yy = <

Des équations (18) qui donnent p et « en fonctions de g et de gf + @
ponr g =0, on peut tirer g et gt 4 @ en fonetions de p et de o. 1l
vient:

9=yp:sa. gt+&=ylp,a)
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Nous prendrons alors pour x, une certaine fonction de (o, a) et pour y,

1= 3= 15 1 9
k désignant la période réelle de sn(zx).

Si alors #, a été convenablement choisi en fonction de y, les équa-

tions conserveront leur forme canonique

:_f__r_;l_ __daF dy, . dF de, dF ey, dF

ar = t-fTJ’ ar uf.c_l' df —n?‘slr; R _“r'ﬂ-: '
Il est clair d'ailleurs que pour g = o, F' ne dépend que de z, et de z,
et non de y, et de y.

Nous nous trouvens done bien dans les conditions énoneées au débnt
de ece paragraphe.

L'équation (16) a surtout été étudiée par les géométres dans le cas
ol m = o3 il semble au premier abord qu'elle est alors heaucoup plus
simple. Ce n'est qu'une illusion; en effet, si I'on suppose m = o, on se
trouve dans le cas o le hessien de F, est nul et ce que nous ayons dit
dans ce paragraphe n'est plus applicable sans odification.

Ce n'est pas que les particularités que présente I'équation (16) dans
le cas général ne soient encore vraies pour m = 0, toutes les fois du
moins que g n'est pas nul. La seule différence, c'est qu'on ne peut les
mettre en évidence par un développement suivant les puissances de p.
[ apparente simplification qu'a regue ainsi I'équation (16) n'a fait qu'aug-
menter les difficultés. Il est vrai qu'on est conduit quand m = o, a des
séries beauncoup plus simples que dans le cas général, mais ces séries ne
convergent pas comme nous le verrons dans la suite.

— T
W.’mr! des exrpoOSTTTR t'rm
Reprenons les équations

‘fi'p-_/’ﬂ 3 iy
e oy, ! dt e, =

weagraphe précédent
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5{ Calenl des exposants caractévistigues.

Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent

[’) |J'.J', iFf rll_.ll.l, .Fr"
= - = — - =1,%1
i dy, it il

Supposons quon at trouve une solution périodique de ces équations:

xy = ¢l t), =g (1)

of [11'r||:1r:_-'\:|[|,-:-;|.:u|_-r. ||(' r]flf:lf‘|||i|];"[' l:‘.-: --:\;|rc'l-';llll.-' f'.'l.I'il':'f(l']"l-'tiilltf‘ﬂ f|1‘ cette
solution,

Pour eecla nous poseroms:

ro=-—et) + &  h=g) F 70

I

puis nous formerons les équations aux variations des équations (1} que

nous lI""E'I"I rones:

';$_| -%-q n”f" g + %:- .'ir"J" o

o Fa— -J'I-,-,u' I i e "'Illn'.”l,'n': £
(2) G )

S e TG T

e [y Vi

dt e i il _ "r"f‘!_":."" ! [ i e
ct nous chercherons a intégrer ces équations en faisant: -
(3) : £ =8, 3 =1,

Sioet T
en général six solutions particuliéres de cefte forme (les equations li-

. étant des fonefions périodiques de £, Nous savons 1||1"a| oxiste
néaires (2) étant du sixiéme ordre). Maig il importe d'observer, que dang
lo cas particulier qui nous occupe, il n'y a plus que quatre solutions
particuliéres qui conservent cette forme, parce que deunx des exposants
caractéristiques sont nuls, et qu'il y a par conséquent deux solutions
particuliéres d'une forme dégénérescente.

Cela posé, supposons d'abord p = o, alors I' se véduit & I, comme

nous lavons vu dans le paragraphe précédent et ne dépend plus que de

priis ok

T

Alors les équations (2) se rédnisent a:

qa Iz iy
=0 T Sie
" il ol b i) et

Les cotfficients ‘'de & dans la seconde équation (27) sont des constantes,
Nous prendrons comme solutions des équations (2')

- = = (i} P ) ] e s |
S —% = Ay =t M= o Ty = Huy s iy

5", 7t et x5 étant trois constantes d'intégration.
Cette solution n'est pas la plus générale puisqu'elle ne contient que
trois constantes arbitraires; mais cest la plus générale parmi celles que

Aeta aaibean’ Lo 11 Tmeprimd fe 16 sepiemlse BRED. 11
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I'on peut ramener A ln forme (3). Nous vovons ainsi que pour fr = 0,
les six exposants caractéristiques sont nuls.

Ne supposons, plus® maintenant que g soit nul. Nous allons main-
tenant chercher i développer a, §; et T, non pas suivant les puissances
croissantes de g, mais suivant les puissances de \fu en écrivant:

- T S TR o T TR e

1 Tilk w s 1 ]

S =84+ 8S0w4+ Sn+ Siuge 4+ ...,
Y 0 FrFl g 4 i S
Li=1"+Tlyu+ Tip+ Tlpdn + ...

flw-.._.uu_ e e ——— == —

£ em Tl 7 X
oy - .\I,“r; -|— A

PhT s k)

417 dr
T + i

4+ ...
i

|+ aSt ey 4 e+ aya Tt ..

Nous l[\l‘\'i"[l'l]bi}f‘]'llTl" d'autreSpart les dérivées secondes de F i

itrent comnme coéfficients dans

uations (2) en écrivant:

J

v 1
rLAES

e + pBy 4 pf B £

1 rfr,-';.

0 L
g el

- {-'I.\: 4+ .“r'l.?l + .-"-'-:'r'-LJ e

a' : q "
e _Ii' 3 Il = '”-1 + .” "”‘n‘.‘ + .”-- '”llu' + e
ChEy i lI.l'.-

es deéveloppements ne contiennent que des puissances entidres™de p

-

ne lm:;ru'-qh'ni. pas comme les {E:"','u'lr:]riwmf'l:ll'.-: (4) des termes r]q'-i'mnr];:m,q |

i ’___._____,_.__—)—————-___________*_‘_____.___________ ]
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Ta 4 77 7_'1 = — L

4 = . .
5:.,..,2'4" @rmer g;unfie /jé'tfd—(f_'_cﬂ pé S CA::W ]
FAFA? alfeno 54{2_4.@4{1_.#- o Lo ;é;_,_,;,,,,,w;.._,@i, é?__d g 1
(4‘-7/(/; crn s 2
1 vAad oavond . |
\ S

H:I. - 0, ?r:-. = i:,':l

(14 -

= (S 4 SA+ ) = (T TR+

! (4) s . fH‘ I Uy m"
{ a5 { ot ot e ] WPER L i) o T je + sl e
f s v r:l dbs ot ! i.
! + GSI"-E—J:C\.;L."{'-i—...[ |+al",.r'-E—|:a:\lr_¢Tl.'+,
| ) : o e e i
\ Nons développerons d'antre part les dériviées secondes de F qui
i entrent comme coéfficients dans les équations (2) en éerivant:
]
) d*F
'.] -W-?u A+ pdly, 4 p2dly 4 000y
!
1 & 5

| = BB B

oy ey f :
J (=) Lk
¥ ..-‘.'
'i 4 _fnl"f.' = I""'" + !r'u . ”ﬂ('rl +
. dwidz it e (e SR
! |
] dUp 4 |
i di"r'!rl.f "D“+"u“m+!””h+""
Ces développements ne contienment que des puissances entiéres de p
! et ne possedent pas comme les développements (4) des termes dépendants

e -,.".;.




.fj.“‘z_, Sur le probléme des trois eorps ot les dquations de la dynamique. i
On observera que:
A = B = Ph—e)

CGp=0Cn  Ba=By AMi=—Dp -

{1k

Nous substituons dans leg équations (2) les valeurs (4) et (5) a ln place
deg &, des », de leurs dérivées et des dériveées secondes de F. Dans les
expressions (4) je suppose que a soit développé suivant les puissances de
Vi sauf lorsque cette quantité z entre dans un factéur exponentiel ¢,

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables de
Vi et nous obtiendrons ainsi une séric d'équations qui permettent de de-

{erminer successivement:
Oy %5 Gyy BLC, el g e e e
Je n'éerirai que led ]r:'ulls'll'-]'l:s de ecs équations obtenues en 1".galil!|t
succeszivement les termes tout connus, lez termes en \'."-- les termes en

noete. Je fuis dailleurs disparaitre le facteur € qui se trouve partouf.

Egalons d'abord les termes en yju, il vient:

49! - s iy
dt 4.0, S = 2,455} + Z, B, T},

rll|'l.:'l- + %€y J'" ¥ Z;(”-Il "’.I + E\.' ‘“l-: 'f-:

Egalons les termes en p, il vient:

i'\h-' di + ql'\: o, oy = z;'-‘[IJ g | AL 8 H.Is 'rn i '“u 1 .'H: MR R
d77
di
Si l'on tient compte ]|l";i||.|u1L:LlLl des relations {Ilj}, les 1".4|ltul'lf}tl_~' (7)

outre trois équations analogues donnant les

deviennent:

| ml
|II‘:. k) J:I + ot = .00 8L,

La premiére de ces équations montre que S}, 8, et 8} sont des con-



a4 I Puiseard. éfz__
: L e :
stantes.  Quant o la seconde; elle montre gque — ¢st une constante: mais
o
comme T doit étre une fonetion périodique, cette constante doit étre
nulle, M sorte ||L|'u||. i:

(9) iyt = O3 8L + CLS) + CL8L,

ce qui établit” trois relations entre les trois constantes iy les trois con-
stantes S et la quantité inconnue «,.
De gon cote l':'-:|1|.'|l:.u|| (o) 8 eerira:

i

-~ + a S 2- I".'I.'?;I-'

ol

Les 13

sont des foretions periediques de ¢ tJu:-i.'i-]n]u[mns-I-_-.-; l'l.,'LEH'!I‘:’-\ Ia

il
formule de Founitr et soit d,-le terme tout connu de B, Il viendra:
s = E\!’al_:r"_"
ou en tenant compte des équations (9), il viendra:
L] 1

(10} al 8] = Z b, (00,8 4+ (. & 4 €5, S5,

\ Pl | i1 1

En faisant duns cette équation (1o} i=1,2 et 3, nous aurons trois .
relations linénires et homogénes entre les trois constantes S'. En élimi-

nant ces trois constantes, nous aurons alors une équation du 3™ degré

qui déterminera o,

Si nous posons pour abréger
Cp = ":’-lrl:l¢ = 'IIJ-.'F-;-.' o "r".:(r:lu*

I'équation due 4 cette élimination s'éerira:
&y — 8 é

(11) [ e Gy — o) o,
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me des Lrois corps et les ¢quations de a dynamiqne, bt

Elle peut encore s'éerire:

— o (o) 4 [ (&8 i

W ¥l |

(&) o, i E5) ( G |
(8] (@) [r f.-‘_‘lll { ‘_I:: l‘_‘"

Q.

| by b, b, — O o
|",_| rr-'..._. .",___: (8] === o

."'J_:_ !"J_: 5 ||IJl g (] (8] —_— |

La détermination de a, est la seule partie du caleul qui présente quelque
difficulté.

Les équations analogues & (7) et & (8) forinées en égalant dans les
l:'ﬁ|1ln'liiflll.'§ 'r‘] les 'i"“':fi_lt:;L']LI.-' des ]Itliiﬁn:l(!l:_'-: semblables t]'.._! \.’”! ||l._'|'|:|]1-1[|-n[
ensuite de déterniner sans peine les &, les 8™ et les ™. Nous POUYOLSE

done énoncer le résultat suivant:

f.l‘,’-'f (f.e‘lJﬂr.'.\'rHif.ﬁ t'{-'i'rn'fJ:.l'n'l"!'ilrffff'.‘i o Sonid n’.*i!'rl'l-"‘r.rf.ll..'-'r-l'ld 5 seivant -I'll','.‘f lI?In'-‘.".s'.wl‘.'n':".f.'1
crotssantes de \ J<\_

Concentrant done toute notre attention sar la détermination de 4,
nous allons étudier spécialement I'équation (r1). Nous devons chercher
d'abord 4 déterminer les quantités € et [,

Un a évidemment:

d*lF,
0
: ey el
et
; =4
Ir;"* 5 i I-:
I.ll.l'l |J'-_,':
QO
I, = — }.,.h.'.«.r.«.f1 <i11ew (o myp g wiat b
1
by = — B.Iurlm\. 811 e,

lJ'.'l:rl'i"s les conventions faites duns le paragraphe précédent, la somma-

tion représentée par le signe X g'étend & tous les termes, quelles que

Air Mol T
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soient les valeurs entieres attribuecs o m, , m, et o, La sommation res

présentée par le signe S s'étend seulement aux termes tels que
mo, < wgm, - f, = 0.

Sous le signe S nous uvous par conséquent:
w = N, -+ N, m, -+ .

Cela nous permet d'éerire

by = --':-‘.-{.-l.-;'lr?a.- (pour i et &k =2 ou 3).
LY
Si un ou deux des indices § et & sont égaux & 1, b, sera defini par la
relation
fy 0 gl + gy = o,
]
Nous allons & laide de cette derniére relation, transformer l'équa- '
tion (11) de fugon & mettre en évidence l'existence de deux racines nulles !
%t & réduire I'équation su quatriéme degre. 5

Je trouve cn effet par une simple transformation de déterminant et

en divisant par g:

i, [ My (a] (5] O
O — 7 0 b {134 0
Q (a] —_— i Ui (6}

2
lIrI|I:| '-rl:_: = - 1] O i
s Oy Gl O & 1y
Gl S0y S Fa R S

Dans le cas E1:11~rit'||.'|i.L"1' ou len n'a 1-]11.-: que deux degrés de ]'I]n'l'li"_.

cotte l:illlill'-lﬂll g'éerit:

mn, n, h [#]
d
Q x L (o]
. da
: e
(B Cyy — @ iy
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j/z_ - Sur le probléme des trois corps o los dquations de Ta dynamique.

ou:

[

- ¥ ‘[.-I L i ) » L]
nlal = —C (0% — 2,1, C% + niC).
dmi i = : ’
"

. ] o fl_ ; .&‘ - . T i
L'expression ujC’3, — 2n,n,C}, + n;C3, ne dépend que ‘de 2} ‘et 22 on si

Pon veut de n, et de n,, Quand nous nous, serons donné les deux

nombres i, et a, dont le rapport doit étre commensurable, nous pour-

rons regarder w09 — 20, 0,4 03C?, comme wmne constante donnée.
. i v . rIHLr'

Alors le signe de a; dépend seulement de celui de T 3
LEH [T

Quand on &est donné ®, et %, on forme ]':"||1|:1ﬁr:n:
r ”'t'.._',’
qui est l'équation &y du paragraphe préeédent. Nous avons vu dans
ce paragraphe qu'a chaque racine de cette équation correspond une so-
lution périodique. /

Considérons le cas général on I'équation ’-E:- n'n que des racines
simples; chacune de ces racines correspond alors 4 un maximum ou & un
minimum de ¢¢. Mais la fonction ¢¢ étant périodique présente dans chaque
période au moing un maximum et un minimum et précisément antant
de maxima que de minima.

d
:
o @i

positif; pour les valeurs correspondant & un maximum, cette dérivée est

Or pour les valeurs de @,

. correspondant & un minimum,

oaf

nécative,

Done 1'équation (mey aura précisément autant de racines pour les-
quelles cette dérivée sera positive, que de racines pour lesquelles cette
dérivée sera négative, et par conséquent autant de racines pour lesquelles
aj sera positif que de racines pour lesquelles af sera négatif.

Cela revient & dire qu'il y aura précisément autant de solutions
périodiques stables que de solutions instables, en donnant 4 ce mot le
méme sens que dans le paragraphe 2 de ce chapitre.

Ainsi, f.’s:’. p—est—suffisamment pelit] i chaque systéme de valeurs de n,

= ' o B -
el de n,, correspondront aw moins wde solution périodique slable et une so-
lution périodique instable et précisément autant de solutions stabies que e

solufions instalbles. /

—
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Je n'examinerai a8 ici ecomment ces

on 'équation (15) aurait des racines multiples,

.
& ‘ Solutions asymptotigues.

- Solent :

d »
: X (i=1,3;...,m)

(1) dt '

n équations différenticlles simultanées. Les X sont des fonetions des x
et de f.

Par rapport aux x elles peuvent ttre 1[(%'1:]0!}1:1"['5 en series de [ll]i.-:-
BANCES,

Par rapport & ¢, clles sont périodiques de périede 27,
Soit:

une solution partienliére périodique de ces équations.  Les @) seront des

fonctions de ¢ périodiques de période 27.  Posons:
ro= 4 45

[l viendra:

diy &

{2} BT i

Les = seront des fonctions des £ et de f, périodiques par rapport a / et

développées suivant les puissances des &; mais il n'y aura plus de termes
1]|1h'-1wt|r!:nli.~'- des £.

Sioles £

£ sont trés petits et qu'on néglige leurs carrés, les équations

se. réduisent

dX; dX5s
S ORIy S

il g e,

. dE _ ax,
L3) T -J'.-'.:

L

.

qui sont lez équations aux varintions des équations (1
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9.’3 Sur le problime des trois ecorps et les dquations de la dynamique. g4
Elles sont linéaires et & coefficients périodiques.  On connait la forme
de leur intégrale générale, on trouve:

113
L
il
5
3]
1
les K
.
=N
=
=

R Nt R S R S o S

les A sont des constantes d'intégration, les a des constanfes fixes qu'on
;:p]u*]lu* exposants 1-:1r:]r_'l:lri:-atir:lulfs, les & des fonetions 'Eu'-ri:ni't:lm's de ¢,

Si alors nous posons:

& i€ =} Hulm o I e HnFuls
= 06 T e+ e T s

& = TP = o T T+ s
les équations (2) deviendront:

iy
2™ L= M,
(-" ! it
oit-les I, sont des fonetions de ¢ et des y» de méme forme que les Z.

Nous pourrons daillenrs éerire

(2) - s L B SR W e

I représente ensemble des termes de I, qui sont de degré p par rap-
port aux .
Quant aux équations (3), elles deviennent:

[t a0 _ e
& iy H = g5

Cherchons maintenant la forme des solutions générales des équations

(2) et (2').

Acta mathkematicn, AN Tmprimé le 10 aepiembee TEEI. 12




