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Premiére partie.

Généralités.

CHAPITRE I
la"—— = —r‘ f';i'- F.’:ﬂr&:’ f’ﬂ‘l-ﬂ "’M-J};J r’d:":'f

rfﬁrnz Eoris a%éhrf etietieg
- 7

I] 4 ﬁ:ﬁ' c %/far:’;m,f Fﬂ: d‘fﬂ'{.
ax il .”- (-‘_-
= X, o S X Ly i{l--—!rfmJ‘

ot . dat A et A

Considérons un systénie d'équations différentielles:

dx,

ot ¢ représente la variable indépendante que nous appellerons le temps,
Ty ¥35 ..., %, les fonctions inconnues, ou enfin X, X,,..., X, sont des

fonctions données de @, 4y, ..., #,. Nous supposons en général que les

fonetions X, , X,,..., X, sont analytiques et uniformes pour toutes les
valeurs réelles de x,, 2,, ..

ooy ge
Si T'on savait intégrer les équations (1), on pourrait mettre le résultat

de lintégration sous deux formes différentes; on pourrait éerire:

(2) o = elt, €1y Coyonny )

LR

z, = e.(t, C, C.

1tﬂ*sig!|zinh les constantes I.l.iIIT.i:‘.gl':l,t-i:[J]j_

”L ] (‘I-H_ vy r-".

ull ]t’l“']‘:lit Jfll_‘l"ll't_' encore, €n rﬂ:‘['ﬁ]\';lﬂt AT rapport .':l ces L'[)]]ﬁt:lntﬂs‘_
I b
¢, = ‘,'1':."I y Ty gy Tgpueny 'rn::'
y \ Sy
Cy = Fyll, Ty @iy oonp B

Ce Fll o, 0 2l

detn mathesatios. 13, Imprimé le 28 avril 1889,




10 . Poinoasé F,

Pour éviter toute confusion, nous dirons gue les équations (2) repre-
gentent la solution générale des équations (1) si les constantes € y restent
arbitraires et qu'elles représentent une solution particuliére si on y donne
aux ¢ des valeurs numériques. Nous dirons d'autre part que dans les
équations (3), F,, F,, ..., I, sont n intégrales particuliéres des équations
(1). Le sens des mots solution ot infégrale se trouve ainsi entierement fixe.

Supposons que l'on connaisse une solution particuliére des équations
(1) qui s'écrira:

[4\!' AN '1": e 'I"F-.'{'f} H) Ty = i’ﬁn{ﬂ

On peut se proposer d'étudier les solutions particuliéres de (1) qui
différent peu de la solution (4). Pour cela posons:

z = ¢, + Ty = vy By=gu+ &,

] 11 E - )

et prenons pour nouvelles fonetions incomnues &, &, ,...,§,. Si la so-

lution que l'on veut étudier différe peu de la solution (4), les £ sont
trés petits et nous en pouvons négliger les carrés. Les équations (1)
deviennent alors, en négligeant les puissances supérieurves des £:

Yy A& "{r'-\"l = + l'JI--‘A"l EoL _| dX; .
l"""l dt 1Ir,rL *1 rJ'.f':. e elr.rﬂ, PEAY

X = . "
, les quantités =, , ..., 2; deivent étre rem-

Dans les dérivées —
fE.e'L

placées par ¢ (1), ¢,(t) g, (1), de sorte que ces dérivées penvent
étre recardées comme des fonetions connues du temps.

Les éguations (5) sappelleront les équations awr variations des équa-
tions (1), On voit que les équations aux variations sont linéaires,

Les équations (1) sont dites canonigues lorsque les variables x sont

en nombre pair n = 2p, se répartissant en deux séries

I A £
et que les equations (1) peuvent sécrire:

rf.n Il“‘II l.-g]h o e rj.f'l

at  dy di de,




51, Sur le problome des trois corps ot les équations de la dynamique. 11

Elles ont alors la forme des équations de la dynamique et nous dirons,
a lexemple des Anglais, que le systéme d'équations (6) comporte p
deqrés de liberté.

On sait qué ce systéme (6) admet une intégrale dite des forces vives:

F = const.

et que si l'on en conmait p — 1 autres, on peut considérer les équations
L::Lunlli{lue:'- comme cu_luplﬂtctllent- intégl‘ée& =

Considérons en particulier le eas de # = 3; nous pourrons alors
5 s &, et x, comme les coordonnées d'un point P dans l'espace.
Les équations:

regarder a

dae, da, = de,
(1) el (TR i TR

définissent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonnées.
Considérons, une solution particuliére des équations (1)

:r'l = S‘H]{fj' 'n'i e }FHI‘\I')' 'r.'.i = F'.:ll".lf."l'

Lorsque nous ferons varier le temps ¢, le point P décrira une certaine
courbe dans l'espace; nous l'appellerons une #rajecloive. A chague so-
lution particuliére des équations (1) correspond done une trajectoire et
réciproguement. :

Si les fonctions Xl , A, et X, sont uniformes, par chaque !mint de
I'espace passe une trajectoire et une seule. Il n'y a d'exception que si
I'une de ces trois fonetions devient infinie ou si elles gannulent toutes
les trois, © Les points ol ces eas d'exception se présenteraient s'appelleraient
points singuliers.

Considérons une courbe gauche quelecongue. Par chacun des points
de cette courbe passe une trajectoire; l'emsemblé de ces trajectoires con-
gtitue une surface que jappellerai swrface-irajectoire.

Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point
singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en auncun point singulier
ne peut étre coupée par aucune trajectoire,

Nous aurons fréquemment dans la suite & nous occuper de la question

de la stabilité. Il y aura stabilité, si les trois quantites x,,x,,, restent




12 H. Poincaré. _§ p‘r

inférieures a certaines limites quand le temps ¢ varie depuis — 00 jusqu'a
4 oo; ou en d'autres termes, si le trajectoire du point P reste tout
entiére dans une région limitée de 'espace.

Suppesons qu'il existe une surface-trajectoire fermée S; cette surface
partagera l'espace en deux régions, l'une intérieure, 'autre extérieure,
et aucune trajectoire ne pourra passer d'une de ces régions dans 'autre.
Si done la position initiale du point P est dans la régioh intérieure, ce
point y restera éternellement; sa trajectoire sera toute entiére a l'inte-
rieur de §. Il y aure® done stabilite. .

Ainsi la question de stabilité se raméne & la recherche des surfaces
trajectoires fermées.

Un peut varier ce mode de représentation géométrique; supposons
par exemple que l'on pose:

S
Ty = ¢l s By 3:|:|'
TR b =
2, = (2,8, 2)
R o
dHy = "r;t'*l‘ :x"?:}-‘

les ¢ étant des fonctions de 2 qui sont uniformes pour toutes les valeurs
réelles des 2. Nouzs pourrons considérer non plus T,y By Ty MAIS
2, 2,,% comme les coordonnées d'un point dans l'espace. Quand on
connaifra la position de ce point, on connaitra z,,z,,2 et par consé.
quent z,, #,, x,. Tout ce que nons avons dit plus haut reste exact.

Il suffit méme que les trois fonections ¢ restent uniformes dans un
certain domaing, pourvu qu'on ne sorte paz de ce domaine.

Si n > 3, ce mode de représentation ne peut plus étre employé en
geénéral, & moins qu'on ne se résigne A envisager 'espace & plus de trois
dimensions. Il est pourtant un cas ot la difficulté peut étre tournée.

Supposons par exemple que n = 4 et qu'on connaisse une des inté-
grales des équations (1). Soit:

E” Flag, ,x,,2,,5)=0C

1
cette intégrale. Nous regarderons la constante d'intégration C comme
une donnée de la question, Nous pourrons alors tirer de 1'équation (7)
une des quatre quantités x,, x,,#,, 2z, en fonction des trois autres, ou



}i Sur la probléme des trois corps et les éguations de la dynamique. 13
L
bien encore trouver trois variables auxilisires z,, 2,, 2, telles qu'en
faizant:

SR, = U ik

&= L'\zl’zaﬁ-'""n:]' Ty = \E 2 S0 B

B s ol = » — vl T

G s 5’2("":!"2"”)‘ By = 5"'1(’;1 ’zl"zﬂ:]’

on satisfasse & l'équation (7) quelles que soient les valeurs de z,, 2, 2,
[1 arrivera souvent qu'on powrra choisir ces variables auxiliaires z de
fagon que les quatre fonctions ¢0 soient uniformes, sinon pour toutes les
valeurs réelles des 2, au moins dans un domaine d’oli on n'aura pas 4 sortir.

On pourra alors représenter la sitmation du systéme par un point
dont les coordonnées dans l'espace seront z , 2z, et z,.

Supposons par exemple que l'on ait des équations canoniques avee
deux degrés de liberté:

di, _ ar da, dF

dé.  dy, ' dt  dy,’
dy, Ty dF dy, dby
F e s A T T

Nous aurons quatre variables x,, «,,y,, #,, mais ces variables seront
liées par l'équation des forces vives:

de sorte que si nous regardons la constante des forces vives €' comme
connue, il ||';v sura plus que trois variables indépendantes et que la re-
présentation géométrique sera possible.

Nous distinguerons parmi les variables z, , x #,, lez variables

g1 = 03

lindmires et les variables amgulaires. 11 pourra arriver que les fonctions
X, X,, ..., X, solent toutes périodiques par rapport a 'une des variables
x, et ne changent pas quand cette variable augmente de 2z. La variable
x, et celles qui jouissent de la méme propriété seront alors angulaires;
les autres seront lindaires.

Je dirai que la situation du systéme n'a pas changé si toutes les
variables angulaires ont augmenté d'un multiple de 2z et si toutes les

variables linéaires ont repris leurs valeurs primitives.
Nous adopterons alors un mode de représentation tel que le point
représentatif P revienne au méme point de l'espace quand une on plu-
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gieurs des varinbles angulaives anrva auginenté de 27z, Nous en verrons
des exemples daps la suite,

I_).'I.'I.'I'Ili ][‘5 P‘LE!IHT‘[I’JI]!'F I"P:I.'I'rl{'lllif:‘]'!_‘..\' Lil'.‘{ i_"rlll.}ltiﬂll}: ([), 1Hous diﬁti]]g'l]f"l'l}h!_:
lea solutions périodiques.  Soit

n=wlt) H=gll), .., f=pal)

une solution particuliére des équations (1). Supposons quil existe une g

quantité i telle que:
gilt + 1) = ei(t)

quand &z, est une variable linéaire et:

et + B = ¢,(t) + 2km, (k étant entier)

quand z, est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution
considérée est périodigue et que h est la peériode.

Si T'on adopte un mode de représentation géometrique tel que le
point représentatif reste le méme quand une des variables angulaires

it |

Jjectoire fermée,

augmente de 27, toute solution périodique sera représentée par une tra-

CHAPITRE IL

éorie des invariants intégra

iverses des équetfons de la dynamique,

1we_datible série de wvariables:

§ 1. Propriétés

Soit # une fonetion d

et du temps f~
Su]ruus’nns que 'on ait les équations Mifférentielles:

-~

e oy d I’ iy a b’

-"{'I,J dt ki .:f!,lll 1 T
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et i limite (pour o, = &)

Sur le problime des trois corpa et los éqnations de la dyvamigque.

#

& = Cie™ A, + Cie™'[td; + hm X(8)]- /’/J
i X o e
la limite de X(t) pour a, = a, g8t encore une série
trizonométrigue absohyment et nniformément conv
Ainsi leffet de la
a été d'introduire dans la &

On verrait g
;;e'-l:h:.
esence d'une raeine «
ition des terme

fible dans 1'équation (5)
de la forme suivante:

A(t) étant une série trigonométrique

{On werrait sans lln:"lm- |4|1'|1m\ Tacine e introduirait des termes de

la forme:

et ainsi de suite.

Je n'insiste pas-fur tous ces points de détail. s resultats sont

bien connnis par
STIELTIES ot

es travaux de MM, Froquer, Cannaxphgau, Bruxs,

jai donné ici la démonstration in extenso powg le cas

général, cef que son extréme simplicité me permettait de la fa

e
tllIL’.llill mots.
—~Neete—H=—
é’ :
.55 9 Swsle balcul des limites.

T
L'une des plus belles découvertes de Caveny (Comptes T(um]tl.:.
tome 14, page 1020), quoiqu'elle ait ét¢ peut-étre pen remarquee de son
temps, est celle qu'il a appelée le caleul des limites et a laquelle nous
conserverons ce nom, quelque mal justifié qu'il puisse étre.
Congidérons un systéme d'équations différentielles

I'Illf =
. =h{%,¥,2),
(1
1) ez
o = (2, 4, 8).
Aete mathematica. 13, Imprimd le T octolire 1RAS. i



194 H. Poineard. Ba

St f, et f, peuvent étre développeés suivant les puissances croissantes de

T, et £3: CEB ll".i'llc'l.[]f'lll.‘-'u Il{llll(‘.”'['lll!l une .‘-:f!]ll[itl]l tll' ]!l rlﬁl']rll_‘ ,-il]i‘\':l'llll':

y=p,2) &=p,)

¢, et ¢, otant des séries développées suivant les puoissances croissantes
de x ot sannulant avee . _

Pour le démontrer, Caveny rvemplace”les denx fonetions f et f,
par une expression de la forme: .

AR

’ o
", 4 8) = = : :
"r'~ 1 Y } {1 axjil Ay ¥2)

en choisissant M, a, 8, p-de fagon que chaque terme de f* ait un plus
If_ft':u:nt coifficient {Pll vileur :Lh.-tnlln-] que le terme rur:'(-.:punuhu|t de I{'l
par f', on augmente les coiffi-

et de f,. En remplagant ainsi £, et f,

l;'.ll,"'[iT‘: I!iL -5_'] et ‘.IL‘ ‘C’T ot comimme Ces l]l"llx Fl‘"l'it!.“ R(JI]‘ ['I!H".—'(‘l'_[_;[:‘ﬂl{'ﬁ :|]!['|:'-:
ce changement, elles devaient 1'dtre également avant ce changement,

Tel est le principe fondamental du ealeul des limites dont Caveny
a fait d'ailleurs ]:u:ll:t:m:p d'autres .'1|11|]i1‘:‘11iu|1.~_; ct que plugienrs géomeétres
ont notablement perfectionné depuis,

Le plus grand de ces perfectionnements est dia a M. Weiersthass
qui a remplacé la fonction f(z,y,z) de Caveny par une antre plus
simple qui peut -jouer le méme role.

I".l‘l‘i".'ﬂﬂ.‘i h'.'-' t”'|||l!l|-‘|{!l!.\§ I:i:l =18 1:] {‘l]]'IIIE'f

ely
=y, 2
. dam .
e el o =4
(1) 3= he v, 9)
dix

— = f(x ) ==
a=@,y,9=1

T{(-!n]nluc_-rln.-:-:.' ensuite [, f, et [y par la fonetien de M, WEIRRSTRASS

M

i,y 2) = T N ’

f'lli"" I-h"-'.li‘lil.]I'LlI”:
dz  dy  ds M

) 2 dt dt o l—awFvED
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ﬁ?,l Sur le problime des trois corps et les dquations de la dynamique.
Les équations. (1) sont satisfuites formellement par des séries:
g=pll=16 =g = 2=pit

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et Sannulant avee £.
De méme les équations (2) seront satisfaites par des séries

a=¢'(t), y=e) 2=gnl)

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et annulant avec £,
(On voit facilement d'sillears que ¢'(f) = gi(t) = wilf).)

8i M et a sont convenablement choisis, les coiéfficients des séries ¢
sont plus grands que ceux des séries ¢; or les séries ¢' convergent; done
les séries ¢ convergent également.

C Q. F D

Je n'insiste pas sur ces démonsirations qui sont devenues tout & fait
classiques et qui se trouvent développées duns tous les traités un peu
complets d’Analyse, par exemple dans le Cours d'Analyse de M. Jorpax
(tome 3, page 87).

ﬂ}.luis on peut aller plus loin.
p—+ [maginons que les fonctions f; et f, dépendent, non seulement de
®,y et 2, mais d'un certain paramétre arbitraire p et qu'elles puissent
se développer suivant les puissances croissantes de z,y, 7 et p. Ecrivons
alors les équations (1) sous la forme:

{ ;
o fE 92 =1,
: oy :
(1”) ] ;ll'r|l:-"t.f-l'1--':f.t}r

iz A
=Ly, p)

On peut frouver trois séries
T = F(“' s fy Ty Wy ) = "I"!" Ly W= 'i-’L('t.' s Lys Yos "-L‘}‘

3= gt 1ty Ty Y2 %)

qui satisfassent formellement aux équations (1”), qui soient développées

bt T biriva 1
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suivant les puissanees eroissautes de ¢, de g et de trois constantes d'inté-
gration x_, ¥, , 2, et qui enfin se réduisent ruslu:r!'l\‘t::::krllt & T a0, €l g
pour £ = 0.

Je dis que ces géries convergent pourvu quet, p, x, , ¥y, ct z, soient
suffisannent lii.-!if.-:.

En effet remplagons f, f; et £, par la fonction:

. ) M
&Lyl B ) = = = - - -
Foll s/ (T— Aut — alx + y + 2)]

Cette fonction f* peut étre développée snivant les puissances de =z,
ys2 et p. On peut prendre M, a ef 4 assez grands pour que chague
terme de /7 soit plus grand que le terme correspondant de f, de f
et de f,.

Nous obtiendrons ainsi les équations

.z dy s iz M

di — di At [1— @) —a@+y + 2
On peut trouver trois séries
== (B s s Yo Al ="y i %o s Yo 1 Bl
#=gylt, 1, %o, Yoy %)

1]c't\,'l:in|1]n:{:é= suivant les lntli.:-'.-i:nu,'.u.-: de .z"“u g Xy g Yo v By satisfaisant aux
équations (2) et se réduisant respectivement & x,,y,, 2, pour ¢ = o.

En raisonmant comme le faisait Cavcny, on démontrerait que :_'hut{mz
terme des séries ¢’ est plus grand que.le terme correspondant des séries
g Or les séries ¢’ convergent, &l byfry &y, 4, e #, sont assez petits.
Done les séries ¢ convergent également.

C. Q. F. D.

On peut tirer de la diverses conséquences,
v=A Notf venons de voir que @,y et z peuvent dtre développés suivant
les puissances de by poy@,y, et 2 pourva que ces cing variables, ¥
compris £, soient suffisamment petites.

Je dis que z,y et 2 pourront encore étre développées suivant les
ihll'l.-':':mu::s des guatre varinbles s Ty B, g, [||.lL'l:]lll_' ;:!':Illt] que soit £,
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Iertl“."ll ll!li._‘ !L!.\-i IIII:lT!'l.! \-'iLl'iH}JlC'!'i L 3'-'“.,.3,!'&

y & toutefois un cas d'exception sur lequel je reviendrai.

et z, soient assez petites, 1l

En effet nous trouvens d'abord trois sérics

=gt %, Yy %) Y=t p, %, U %h
: &= ,LF::-:IH ¥ r” i 'Jlll L] .”n ' ‘:"L'-:I

;|t|i définissent #, y et 2 pour les valeurs suffisamment petites de p, 2,
¥, , 2, ct quand

fa)

| " I { l'”‘

p ctant le rayon de convergence de ces séries.  Sidone ¢, est un point
intérieur au cercle de convergence et si Ty My ot & sont les valewrs de
&,y et 2 pour G {], on voit que &, , ¥, et 7, sont des fonetions holo-
morphes de u, 7, ,y, et &, cest & dire développables suivant les puis-
gances de ces variables g elles sont assez ]n.'ﬁtt'.-i.

Soient ensuite ), yf et 2 les valeurs de.x , 3, et 5 pour
4“ Th ;l'.:" 2 1 yﬂ — :-:I =

Cela |H:J.<(u, on aurg dans le 1‘1ri:—'in:|gt‘. du ]H}'Iljt- t =t

=gt —b,p, 5 — 00— Y3 i)
(3) Y=gl =&y py @ — T, ¥ — iy 5 — &),
= FJ{'{ e fl sy Fy — :"Ill = .‘1"I|.J.~ - P ':II‘_;"

_#

Les séries ¢, ¢ et ¢f, tout & fuit analogues aux séries ¢, ¢, et ¢, sont
définies comme il suit.

Elles satisfont aux équations différentielles; elles sont développées
suivant les puissances de ¢t — ¢, , p, x, — o}, 3 — ¥ et & —z1; elles se
réduisent &

@, .y, ob 2 pour ¥ =1{.

Elles convergeront si g, x, — @7, ¥, — ¥y , 3 — 2 sont assez petits et si

p, ¢tant le rayon du nouveau cerele de convergence C).
" Si ¢ est un point intérieur & ce mouveaun cercle de convergence €,

on voit que x,y et 2 seront fonetions holomorphes de p,x,—af, 1y — 1
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et 5 —a. Mais x —a), y,—u}, 3 —2 sont déja fonetions holo-
morphes de g, @, ,¥,,35- Done, pour tout point ¢ intéricur au cercle
C,, les trois quantités 2,y et 2 sont des fonctions holomorphes.de g, x,,
¥o» 2, deéveloppables selon les puissances de ces variables si elles sont
assez petites.

Supposons maintenant que le point ¢ soit extérieur au cercle €, le
théoréme sera encore vrai; il est clair en effet qu'il suffit pour le dé-
montrer pour une valeur quelconque de ¢, de répéter le raisonnement
precedent un nombre suffisant de fois.

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de ¢
infeéricure i tys 1E15L:][|ut_~. grund que g0t P

On ne serait arrété que dans un cas.

Le théoreme de Caveny cesse d'étre vrai si les fonctions f, et f; ne
sont plus holomorphes en #,y,#; par excmple si elles deviennent in-
finies, ou cessent d'étre uniformes,

Si on ne peut pas développer les fonctions f, f, et f, suivant les

issantes de p, de # — 2}, y—ui, 2 — 2], il n'existera pas

puissances cr
sn général trols séries o' o £ deTa Bor (7Y satisfaizant s s
en général trois séries ¢', ¢} et ¢f de la forme (3) satisfaisant aux équa-
tions différenticlles.

On dit alors que le point
L = Xy, ¥ = § =5

eet un point singulier.

Si done, en faisant varier ¢, on voyait le point mobile (x, ¥y, 2)
passer par un point singulier, notre théoréme serait en défaut. Si ¢
variant depuis § = o jusqua ¢ =1, le point mobile (x,y, ) ne passe
par asucun point singulier, les trois fonctions o, ¥, 2 seront développables
suivant les puissances de g, %, ¥, , 2, pour toute valeur . de ¢ inférieure
v s

singulier, le théoréme cessern d'étre vrai pour les valeurs de ¢ supé-

Mais si pour ¢ ={, le point (¥, y, 2 se confond avec un point

ricures & f,.
Notre théoréme comporte done un cas d'exception. Mais ce cas ne
se présentera pas dans le probléme des trois corps et nous n'avons pas

& nous en inquiéter. Soient en effet:

i fd

(s Wys 2) s (B U0 2)) s (B0 Wy 2
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les coordonnées des trois COTPS, ¥y Fygy Fye lEUE distances mutuelles, My,
m, et m, leurs masses. Les équations du probléme seront de la forme
suivante: g

nf"'.."-J o ﬂ,& J'I} s, (e, = ;r'l} !

AR e e

Tia T

Le second membre de cette équation ne pourrait cesser d'étre holo-
morphe en @, , ¥, &, T, Yys &y T4 ¥y 5 2 que si Pune des trois distances
¥yas ¥ig9 7y, Venait & sgannuler, c'est 4 dire si deux corps venaient i ce
choquer. Or mous n'appliquerons jamais notre théoréme que quand on
sera cerfain qu'un pareil choe ne peut ge produire,

@ Loreme—jotic un  graTiE T01C dans 16 Proesertme

Dans le § 5 (1 partie, chapitre 11} nous démontrons que gertai
gotations pXticulicres du probléme, que nous appelons solp#Gns asymp-
otigues, sont e la forme suivante.

Les quantités inconnues x,, #,, ..., z, péuventfour des valeurs de
| nératives et trésSgrandes dtre développées suprnt les ;}tllls.-'-'.:tm'u_-‘. d'm
dertain parametre (Nt d'une certaine expopCnticlle ¢, les eocfficient
¢tant des fonetions 11:}.:‘&; lques de £,

Nous en concluons quéNgi ¢, cst upe quantité négative suffisamment

gtande en valeur absolue, lesNgunantitts @, ,x,, ..., #, peuvent -étre dq
v¢loppées suivant les puissances dwed — ¢t et de (.

Si nous appliquons maintepant ¥¢ théoréme que nous venons de d
npontrer, nous verrgns que, defis une sNgtion asymptotique, les quantitds
4y 5 ¥y 5 ..., %, sont développables suivantNes puissances de \ju, powr toulds
les valewrs de f.

Ce méme théorépe pent servir égalemenX pour l'étude de ce 1|||L‘
s avons nomméde conséquent d'un point donyeé.

Soit: )

=g,y

I'équatiop” d'une aurface § que nous supposerons passer pgr lorigine O

"ar Ugigine O passe une trajectoire; imaginons que quandNyg = o cetiy
e Ao . 3 5 3 .

trgjectoire vienne au .temps ! = 7 recouper la surface S en n point 1

dot_ les eoordonnées zeront:
-
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D'aprés la terminologie que nous avons adopté, le point P sera

n suppose p = o le conséquent du point O.

Supposons de plus que dans le voisinage du point O, ¢(z, y)/soit

ill:l"i'l.:llllliri.l Blﬁ\'LI.HT- Il_‘h ]rlili!'i.ﬁ:“"‘l.!ﬂ t]i..' * et .-‘.-'- et tt:l.ll.-u' Ii.'. I’llll.ﬁitl' __:1.' l].lli

point P suivapt les puissances de x —a et y — b,

Soit maintpant Ty Yy s 8 UD [:ﬂim‘ A trés voisin de O/t apparte-

nant & la surfaceNS.  Si l'on fait passer par ce point A yhe trajectoire,

gl on BUppose (ue g\ cesse d'étre nll], mais reste tres peMt, on verra que
cette trajectoire viend
la surface 8§ en un poin

Ce point B dont japgellerai les coordonnées
ent du point A.

i une époque f tres pen diffgfente de r couper

B trés voisin de P.

T, , 4, & sera daprés

notre terminologie le conséqi

démontrer,

-

Ce que je me propose fest que @, , ¥, %, peuvent

se développer suivant les puissariges es de x,, 4,, 8 et .

croissat .
s '«-‘t.‘illr;-lﬂ--aift';I:Lb]i?{ Si &,4,8
i trajectoire

7 En effet, d'aprés le théortme

sont les coordonnées au temps ¢ du t mobile qui déerit

issue du E)-:-hll. A, s de ]:].u:-_; Ty UMAZ, o et [ — 7 sont suffisnmment
pvtits. Of A

L= ‘.[lrrl{’ T

(4) =l

¢, ¢, et ¢ étant des

M Jln L] .ulﬂ P *o"
Ces séries se re

uiront respectivement a a, b, ¢ Rour

femt=p=18 =1,

Comme @ ;-:!,_r,.r) eat nh'-\'c:lnmuihlu: guivant les le # — a et

y—b, a et y — b sont assez petits, nous aurons égald

¢ ':.i" y .”:I sl i'r':U == Ty Ty Mas H)s

t* une série de méme forme que ¢, ¢, et ..
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202 : H. Poincard,
T T . - et thepipme ; L T pht
[hi!] ll:l. :
Nows_avons encore fait usage du méme théoréme, pouplémontrer
'existence dwg solutions périodiques dang le § 1 (1*™ partief chapitre 111)
A la fin de ec™paragraphe, par exemple, nous considépdns le eas on les
Euations différentie ne contiennent pas Oxili'u'ilf‘ tnt le temps ¢.
Pour p =0, nous fwgns supposé qu'il existgune solution périodique
e période T:

I = ';-fl{fjl Ty = & pp e a g T T f—w[f)'

Nous avons appelé ensuite (enEdppososant que p reste trés petit,

nais cesse d'étre nul) l:_-".[ﬂ] + . An valeuh initiale de =, pour { = o et
ri(0) + Fo+ oy 1o valeur de z/pour £ = T -Pg.

l)':ill['{"s le théoreme que” nons venons de detwpntrer, .;’rl cat nne fone-

ion d{ﬂ.':*lnp]:;lhl:- suivanples puissances croissantes &¢ g, de 7 et des Bis
4 rces :]ll;l]ltitﬁq sont Asser |J(zi'|h-.q et 1l est évident Rgillenrs que cette
metion gannule pefr ”

| p=t=p =f =...=f =o.

_'|I '-_‘-{_.'FPT M e I‘l’!ﬂllt:lt 1[1[{‘ NOUus oS 20mines !II]EJU-‘}';‘,‘: I].‘-l]'l,q ][' LT
| ] . 5 a
jerapheAue je viens de citer. |

Maiz dans ce méme iml':au‘!‘nl:ht', nons avons encore appliguné up aute

ATTTIT
Voiel quel est ce théoréme:
Sion o n4p guantités 4, .00 Y, T, 2

1o, entre leaqguelles

ont lieu » relations:
f;l{.’"l s Map ey M Ty, By e oy -",.-:l = 0

Tl s iy y ooy

a - AR LR
1y By gy EL) = Ay

f;:[.”: s Map cv g Mas Ty May oy :""f) = Q5

g les [ sont l11‘!‘.'L‘!].I'FI1]'P5I]!]{‘:-‘1 suivant les plli:‘e}.‘tlu'l‘.ﬂ des = et des i et
gannulent avee ces n 4+ p variables;

si enfin le déterminant fonctionnel des f par rapport aux » n'est
pas nul quand les x et les y sannulent & la fois;
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=ur h |_:||'u.|pl:{'-|||u |t|_'-g 1I'I.Ji:- corps el |\.'E~ |_'1|u:|[in!:|.-= de la III}A':IJ:III:Il!lI.-\:- :_F”;;
on pourra tirer desg équations (7) les » inconmues y sous
de séries développées suivant les puissinces croissantes deix, sy ol itmgs
Congidérons en effet x;, comme la seule variabl '|1||]|'-]ru|||f::u['t;, .
comme des parametres arbitraires, nous pourrons remplacer

es équations (7) par les # équations différentielles:

la' forme

Bygiae iy @y

i rf..ll ey, du
! - l i L L
-{:'-'.I .-|r_i'| I "l.r'r'.' "I": |_

Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous vénons de nous occuper.
En partienlier: si f{y, @, 2,, ..., %,) et une fouection développable
suitvant les ||1|'|s-';||u,-.x'.~' de Y, T

X,
nulant & la fois on a:

e T T e gquand les @ et y & an-

s " Y g
sl eI oy est chefin rair

y sera développable suivant les puissances des

Coat—bis—pie—hetelo—guaraergplie eité (8 a-—oirpitre 101,

¢tabli que 'on peut résoudre les n équations

L'existence des solutions ieg une fois ‘démontrée, il reste o
fuire woir que ecs solutions ayelopper suivant les puissances
de o oet géerire:

1y el atant des fonctions ]rt"l‘i:lt“lillt‘ﬁ- de ¢ déve

et cosinus des multiples de:
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§i Sur-le probléme des trois corps et les dquations de la dynamique. 205

T0Cs de Ji, O pout—eesiee
s I

LA H.| [ H, - ete,

dque #., ne ul!zmgl' pas

Tntité (IU) montre alork
boen'd T, Done &, es
yne fonetion périodique et pe elopper suivant les sinus et cosinus

es multiples de

$3 ppflicaZirnd
ot calbcal bov

Cavcay avail 1|='.-j."! :L[:]rliqlll:'- le procédé du caleul des limites aux
équations aux  dérivées partielles.” Madame Kowarevskr a considérable-
ment simplifié¢ la démonstration de Caveny et a donné au théoréme sa
forme definitive.

Voici en quoi consiste le théoréme de Madame Kowarsvsir (Jour-
nal de Crelle, tome 8o).

Considérons un systeme d'équations aux dérivées particlles définis-
sunt ® ineonnues 2, ,4,, ..., 2, €n fonctions de p variables indépendantes.

Supposons que ce systéme s'éerives

ds, b T Jds day iz
|il.|" .Ir| "-,I[I g Py g wnny -rj. ] |||I|J'_‘ 1 fll.l.‘_ FRCRCR ffl',_J‘
“f dz, Ay dz;  odey by
- =2 =y e B j '
{"j J.-'I P = ! rf.|‘= 1|r.e'_I JF.;'J,-
ds, . . e dsy  day ey
|4',|-1 = [ ‘l._Jll " .I_P, g ove eyl y 4!'.1.:‘ 5 r.f.r_: g% i r.{,r""_\.]'

FonFen ne ey e GRRHE développés suivant les puissances de

(¢ prend les valeurs 1,2 ,...,%; & les valeurs 2, 3,...,p; enfin les
a, sont des constantes quelcongues).
Soit maintenant

i e . 'y ht . f . . -
G e Rt R VSR R R R ok T I S R e L',I{.J?,J_:.| ---*-’..)

-

il A
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# fonctions données quelconques, développées suivant les puissances crois-
santes de Loy Ly y ssay By BL telles (e

'-'.i'l',

L+
i o

pour

Il existera n.fonetions

"1 'l':-l'tll""

nl"r'r‘f'fuwurrf:."r'w suivant les puissances de x, ,%,,..:, %, quei satisferont aue

13
Crpaeeetions (1 j} et qui se réduiront respectivement ‘-.r.l 2 :I,'-,__ j ey powr =ity

J'ai moi-méme cherché i étendre les résultats obtenus par Madame
Kowargvsir (Thése inqugurale, Parig, '::':ILllh'ln‘-"\'_'t[]:l]'h;‘, 1879) et )'ni étudié
en détail les ens que la savante mathémnaticienne avait laissés de coté

Je me suis attaché en particulier a !'q'w;u;néun:

d: = dz

ki ) X, ,.,ll,l.l + X, ,.f:-_l g T ‘\"-.L-_I =

ol .\'I M. TRESIR S T || d!l-‘\'{']HEI]'l".ﬁ suivant les lm':.-'.-'.l]ln:'t'rc de

je suppose de plus que dans le développement de X, X,
n'yv ail pas de terme tout connu et que les termes du 1% degré se re-
duisent respectivement & Aw , 4,5, ..., A0, de telle sorte que

L

X i T

.
. désignant une suite de termes du-.2® degré au moins par rapport a

Jai démontré qu's certaines conditions cette l"rluzlfi-lll admet une

"IILII":\_'_'t';lIe' ]|u]t+]nr_]]‘[_|]|a_' rh’:\'ulu[:]mhlu suivant les II-EJI!H.‘-':l[iL'l"\' de By By ye vy By

Pour que cette intégrale existe, il suffit:

a

1° que le polyoone convexe qui contient les w points 4, 4, ..., 4
1 ['EIIITE('H[H! s |-15|Li_'_"'.|[]|.'.
+ ]

2® que l'on n'ait sueune relation de la forme

7| B
my A,
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o les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande

que 1,'
Je vais chercher & généraliser le résultat obtenu dans ma thése.
Au licu de T'équation fg2) envisageons I'équation snivante:

. iz - e . de . dz S
.__*;_1 at Xt X ek X =2,

NUEI.‘: MVOals encore

X =dr.— ¥

¥, désignant une fonetion développée suivant les puissances de =z, S i
et. ne comprenant que des termes du 2" degré au moing par rapport a
ces n variables. Mais ¥, ne dépend pas senlement des z, il dépend aussi
de ¢, de sorte gue les codfficients du développement de ¥, suivant les
puissances des # sont des fonctions de ¢, Nous SUpposgrons que ce sont
des fonctions périodiques de ¢ de période 27 développées suivant les sinus
et cosinug des multiples de .

Je me propose de chercher dans- :luul Cis l'{'\-alunri(m {g‘-jj admetira

une intégrale holomorphe développée suivant les puissances de #,,2,,..., 2,
et telle que les coéfficients du développement soient des fonetions perio-
diques de .

Yoyons d'abord quelle wva étre la forme de ¥,. Nous allons dé-
velopper ¥, suivant les puissances croissantes de = ,7,, ..., x,; con-
gidérens le terme en

ol T

n

Le cofficient de ce terme étant une fonetion [H"]‘i::[][:ilw de ¢ pourra

! Daps ma thise, je n'énonce pas eette restrietion ot jo ne suppose pas que la

somme des i soit plus grande que 1. Tl semblerait dond que le théoréme est en difaut

quand on a par exemple &4 = 4,. Il nen est rien.  8i 'on avait

mdy, + oo mpda =4 m, +m, w0

: A A
eertaing  eofifficients du  développement  prendeaient Ia forme — ot deviendraient infinis.
Q

est pour ectte raison que mous avons il suppesor qu'une pareille relation n'a pas liew.
f I 1 I

¥ » 3 - 0l » . l“’
Si lon avait an conteaire 4, — 4, corlaing eoiifficients prondraiont Ta forme - .
(8]
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se développer suivant les sinus et cosinus des multiples de f, on ce gui
revient au méme suivant les puissances positives et négatives de %=,
Nous pourrons donec éerire
}-l ] E{-r l"-lll “',I'f'l'_i"'-._:' w v .'r'”'.

002y i 1

Les €' sont des coifficients constants; § est un entier positif on né-

qatif; a,, 2, ..., a, sont des entiers positifs tels que
o, + a4+ ..o+ =2
Jéeriral aussi :lm_-lr||w.|'t:-i.u en ﬁlllb!]l‘ill]ﬂﬂr les indices:
¥, = YA i o R
Posons maintenant:
Vi= X | ettt age. ol
et envisageons I'équation suivante:

dz dz iz

(®2) (Mo — V) + (e — VI + o+ (o, — V)3 = Xz

i * da,

. . u’z ]
Dans eette r!t{llilf]u!i Fr‘ n entre pll[.t‘._; nous pouvons done I'If_‘g:ll'tltl' {
149 .

comme un paramétre arbitraire et z,, 2,, ..., s, comme les seules va-

riables i]uln'-}n_:n:!:lul,q:.u. Si done les gquantités A, A, ..., 4 satisfont anx

conditions que nous avons énoncées plus haut, l'équation (mq) (qui est

de méme forme que ]'1'-r|nu!.iun {£2)) admettra une intégrale ]ualmllurinh[h
Nﬂlli F't'll]'l'i}t':lﬁl?r'ﬂ“:: i

e e e

Nous RUPPOSETONS de plus 4 réel est ]ruﬁi!if.

Cela posé soit
(w5) 8=ZTAy, . P

une série satisfaisant formellement & 'équation (&3). Comment pourra-t-

on calculer les coéfficients A par récurrence.
En éerivant l'équation (23) sous la forme

dz 4 dz . da e . e . 2 , dz
T -1 Ay .L_] + .. T F'“j"’rf-..f-,,_ nE == }'E —|— }”|.Il_l'_. —|— R + Y,

",
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et en identifiant les denx membres on trouve:

Ay fBU=F kg boho b i T PO AT,

P[C, A] étant un polyndme entier & coéfficients positifs par rapport aux
(' et aux coéfficients 4 déja ecaleulés,
Soit maintenant

(R6) g 2 A

Fd B Bl aadly .
.T-""L“:---"'-ﬁ U ER PP

pow '..‘ " 5 i & 1 1
une serie satisfaisant & I'équation (). Pour calculer les cocfficients A’
nous écrirons l'équation (24) sous la forme:
dz 2 dz

ot e o ; ol Tk il dz
A : g &4 ot A, — — b= ¥ — 3 3 s
1% r-f.-l‘.l + s aﬂ){i.‘-" + T Anly rf.a'N ,' ] t(i.r, + } 'J:f.ri + iy + }

*dx, i
En identifiant les deux membres, nous trouverons:
‘.I.:'.lc._r;_....o:..['}‘JI':'l + ‘;':.'g‘.‘ + BB + ':"Illgru ™ ‘J‘I] = I.T_I r:| ' "J'I'-I'

P[IC|, 4] ne differe de P[C, A] que parce que les C sont remplacés
par leurs modules et les 4 par les A"

Les X' étant réels positifs ainsi- que les coéfficients du polynime P,
les A’ seront aussi réels et positifs.

Pour que l'on ait ensuite:

| po T P

{ A’-.a g.iatln ¥

il suffit que l'on ait toujours:

hey 4+ May 4+ ...+ ha,— A <|fV—1 4+ de, + Ao, + ... + La, — 4, |

01l

- i ..i'\.'-— I 4 .*-l,l_'-u'_I — 1) 4 j_'.-,:J = E e o)
E ij "“'I | r———— =l ria. AT :
- | ':({|_1]+“-J+--.+fl,|

Si l'on a choisi 4] de fagon & satisfaire & l'inégalité (-_L;}, on aura dong

L]

I;‘Jl{: A

Or la série (86) converge, done il en gera de méme de la série (R5)-
Ainsi done pour que la série () converge, il suffit qu'on puisse

Aol walheimalict. 13, Tmprimé e 25 octobre 1889, aT
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trouver une quantité positive A] satisfaisant a l'inégalité (&7) pour toutes
les valeurs entiéres et positives des a«, et pour toutes les valeurs enticres
positives et négatives de f. ¢

Commencons par remarquer que le second membre de linégalité

(%7) est toujours plus grand que:

8 T
(‘.) ||.:'|+|;er— | BED o  R

[1 suffira done que 2] soit plus petit que l'expression (@8). Or cette
expression (88) est le module d'une. cerfaine quantité imaginaire repré-
sentée par un certain point . Or il est aisé de voir que ce point G
n'est autre chose que le centre de gravité des m 4 2 masses suivantes:

1° n masses égales respectivement & @, , o,, ..., a, et situées respec-

S e

13

tivement aux points 4, 4,, ..

2° une masse égale & || et située soit au point 4 /i soit au

point — J— 13

3° une masze égale & 1 située au point 4.

Toutes ces masses sont positives i 'exception de la derniére.

Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours
supérieure # une certaine limite A.

Composons d'abord les # 4 1 premiéres masses; nous obtiendrons
une masse:

M=o +a+...4+a +|5]

située en un certain point G' et comme ces # 4 1 premiéres masses sont
positives, le point G’ sera située & lintérienr de l'un ou de l'autre des

deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les # + 1 points
1"-.]_.’..11---n}1“, et +'\_'"’

et le second les # 4 1 points
il,.?._‘....,;"‘_‘ et — \J—1.

Si aueun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra
assigner & la distance OG' une limite inférienre p et écrire:

f}(r" ::-‘ ‘ff.

I1 reste & composer la masse M située en F et ln masse — 1 située
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3%
en A, (On obtiendra ainsi une masse M — 1 située en &¢. On aura

évidemment:
0G = 06" — G&,

G2 oG ”,.]_I

T = =

(e

d'on o)
- L |

- g ol —"2 M—2 ; "

0G > 06" M (¥ I_ 04, : E

P (RS
M—1 M—1"

S done: =

M > 3 + 204,

44

I'inégalité
(®9) oG ==

gera satisfaite,
Il n'y a done qu'un nombre fini de combinaisons des nombres entiers:

o A

pour lesquelles l'inégalité (#9) pourrait ne pas étre satisfaite.

Si pour aucune de ces combinaisons O n'est nul, nous serons certaing
de pouvoeir assigner a OG une limite inférieure 1.

Nous sommes done conduits & la végle suivante:

Pour que U'équation (x3) admetle une intégrale développable swivant les
puissances des x el piriodique par rapport & ¢, il suffit:

1° qu'aucun des deur polygones converes circonscrils, le premier auy
points A, A, ..., 4 e 4+ J—1, le seccond aux points A, A ,...; A, &
— =1, ne contienne Uorigine,
2° qu'il w'y ait enfre les gquantités 3 awcune velation de la forme

ﬂ\. —1 4+ o4, + -:xg.r’.2 + ...+ ad, =4,

les o élant entiers posilifs et [ entier positif ou négatif.




H. Poincard. £ 1_ .?_l,.
(:lt‘.“t !I. une gé‘]l[;l'il“:":ll.llli]]l dll. 1}['."':'!'(“”“.‘ 11Ll'|[lf'|i|“'(l‘- (L'I.[I.‘: 1Tl H.U.".‘\".L
OUr de ce théoreme deécoulalent un certain nombre de c:rms{'!c!lw.m'i}s,
Voyons &i on pourra en tirer de semblables du théoréme généralisé.
Nous allong pour cela suivre absolument la méme marche que dang
la thése citée,
Considérons 1'équation:

7 _ de

o II: . 02 o, | .
({,;, =+ X, d, - ,‘\,ch‘_ + o J\HJJ_" = 0,

obtenue en supprimant le gecond membre de l'équation (23).
Considérons en outre ]"l"till:Ltit)n:

dz '!ri B iz

] 2 . 8 >
(x3) Xt gt A =As
et 1'équation:

n( dg = Ijl-':' = r.;l:I_' S 5

i 1 1

I‘ﬁ'} |“ + = 1 -:-F--eJ A :‘;: :E.J'; R R ‘\"(Ir.."b = 'J‘“':‘

Si les A satisfont aux conditions que nous venons d'énoncer, I'égqua-

tion (z23) admettra une intégrale

ou 7 est ordonné suivant les puissances des » et périodique par rap-
port a t. It
De méme ]‘[’!f]llzlril_m {ﬁ—_‘,\’ admettra une 'li|t{:!f_ft':llt‘.
= T
o T, est de méme forme que T,.
On en conclut que I'équation (ae) admet comme intégrale El:il'til,"llli{"l'U:

1 1

T, ™,

Comme on peut dans le second membre de (x3) remplacer successive-
ment ,.'-.AJ;, par iu.?, Rl .,).,I:. et qll':m obtient ainsi » — 1 qjtilmlimlﬁ
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i s el S i iy B
analogues a l'équation (@), on peut conclure que l'équation fee) admet
n— 1 intégrales particuliéres

1 1 1 1

1 1
L TN A PR T T TIES L
Ty =, Iy Ty =y .., 10 T,

‘

ou 1, T,,..., T, sont de méme forme que T. sone
Pour avoir lintégrale générale de (4&@3, il faudrait posséder encore

une n° intégrale particuliére. Pour cela considérons 1'équation:

dz _ sz ds
‘é’ ' di ljri'.r=+"++x"n’.r;,_""

Cette équation admettra comme intégrale particuliére z = ¢'.
Nous en conclurons que I'équation (:fg’; admet comme intégrales
particuliéres

£

Te ¢, Toe=, ..., T ™, .
oAl e L
de sorte que l'intégrale générale de cette équation (26} sera:

z = fonction arbitraire de (T,e™, T,e™,..., T .e™)

En d'autres termes les équations différentielles:

!
f"’ i
e, rf4:1 (L
{4!6—}"’ it — 14 = 1.,' = L= X,
admettront comme intégrale générale
T[ = ﬁ'lﬂ.i,l, T’] e f'l',‘,l‘f""" : s .T,, k2 !rnci.r,

KR ONE

1.3 2
Ce théoréme peut étre regardé comme la généralisation de celui que

étant n constantes d'intézration.

jai démontré a la page 70 de ma thése,
Supposons maintenant que nous cherchions & déterminer les p pre-
miéres variables x a savoir

.'I:l,'.ff.j..-.n-f-,.

en fonetions des # — p autres & savoir

Fps1r Lpggg ooy Ty
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et de £, d=laide des i'u'alili:dinns saivantes:

da, 5 de
X, !
it T A de,

iz

a T Xng

S e el
.+ X,32=X,.

|{.f‘,. ]

aisé de voir que l'intégrale ménérale des équations £33) 8'écrira:

;'_I:i_‘.-:_ '_".:";'_'D'

.y ¢, représentant p fonctions arbitraires de

:I'. é -3y f : :I;H..'-_..-, wd

1
Prenons en particulier:

o, = '.If_li{' j".| g, = T;r‘f At
N = Hnliey 1
Les equations (44 s ecriront:
1!
i e
ESy
El L e T . s b
Des equations (245~ on pourra tiver &, , &, ..., T, en fonctions de
Ty s & , X et f et on verra que ce gont dez fonetions hnlli]llfJ!'pil{‘i

par Tapport & &, Topa, FRE x, et périodiques par rapport & £

Done les équations (243 admettent une solution développable suivant
les puissances croissantes de @,.,,®,.,,..., %, et suivant les sinus et
cosinus des multiples de f.

Ce théoréme est démontré -in:unl les A satisfont aux conditions
¢noncées plus haut; voyons comment on pourra=I'étendre aux ecas on ces
conditions ne sont pas remplies. Je suivral pour cela la méme marche

que dans la 4™ partie de mes recherches sur les courbes définies par les

équations difféventiclles (Journal de Liouville, 4™ série, T. 2, pages

156—157)

PJ.‘UIJLI.-clll.'i-ll'rll.-a de caleuler les coBficients de J‘i.]l!l:'gl':lll.' holomorphe
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; : 13 ; : :
des equations (Fa-ﬁ.:l {:l supposer que cette intégdrale existe) et & cet effet
écrivons ces équations {A_{',H sous la forme suivante:

#
"ré,‘. d; J b8 iy .
l’—-‘:}-’f‘ T + 'J + )j\-'-l 2 ‘ o .__ + + 'Jn'l'l:ﬂl rll.l'_ — Ny

e : da iy _
JI-LH!].J.'J; o = J-+»NI_I_J.HE F + l|.-“|1J_ }|- fh=1,2,5 2
Soit:
} = Er.._;-_,.L._-_,.__..-.."-{r':l :.'.'?"irl ;T'.i;" B8 ;I.-I.Ir.

T anr-l:mnlllv des fonetions }'I_, }’"_ onin Ly BHINEL que nous l.n,mlq

supposé plus haut, et proposons-nous de caleuler les p fonetions

gous la forme

f_g-il—}-s L I A T april pilp 2 il
e % ttph tippin € Lop1Lpgg = v Ly s

Pour caleuler les cot ﬂ:mutt-‘ A par récurrence, substituons les séries
._g}; dans les eéquations & et identifions les deux membres. *Nous
aurons pour calculer .»f,-,__,-.,.,_.,__._._ I'éguation suivante:

A

ctaprapiacasl PV— 1 F Cpsrdpsr F Gpadige o os F @, — 4)
o 510, (= 0), 4],

P[C,(— (), A] étant un polyndme entier & eoffficients positifs par
rapport aux coéfficients € de
Y ¥

P4l 3 pEEy =y n

aux codfficients €" de Y, changés de signe et aux codfficients 4 déja
caleulés.

Pour qu'aucun des coffficients A ne devienne infini nous devons done
d'abord supposer qu'il n'y ait entre les 1 ancune relation de la forme:

A8 VB sl \ L
E'H"':' J PV—1 + b + Gpbir + o Fad, — 4L =0

ol les « sont entiers positifs et 7 entier positif ou négatif.

Cela posé soit X' une quantité positive que mous déterminerons plus
l'ﬂllli]lll'[{']'ll,t’lﬂ I]IIIIH ]i'l_ Pﬂ]i[l!,




H. Poincaré.

Soit ensuite:

pour

et

‘l Pl '.J'T'.i";"‘ e

PoRT i — T, 2. ...
Formons les équations
L4
(}j{j”’} 9 du, o i o iy i
o T = Al + ...+ Az, — A
1 L i

A g lpsa iz,

¥

; da, ; da -, -
= . — ¥ oy F il
P “u‘f.rl,, 1 g2 R - + ¥, i, s
#
Cherchons a satisfaire aux |Elitl:liir,|]|:-=,.l:-?-3“]_‘."1 I'aide de séries de Ia
forme suivante
Vind
L2545 %= LB PILMRTEII, el sl s BECRR o0

P4

Les coffficients B nous seront donnés par les g_"(lu:l.ti:m# enivantes:
B, sy irapisnca X (i1 + Oppa + oo + &, — 1)] = P[|C|, |C], B}

ou P[|C|,|C|, B] différe de P[C, (— €'), 4] en ce que les coéfficients
' et — €' y sont remplacés par leurs modules, et les coéfficients A4 par
les B correspondants.

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est
plus grand que le module du 4 correspendant.

Il suffit pour cela d'une seule condition, c'est que:

A I:'Ir'-i—l o e o o Py '} < ;;'?‘»"“ L TR R, L ST WL, R ﬁr:‘;'n_":"nl'

7 e ; L
Si cette condition est remplie chacun des termes t’t(:u_[a gérie (25)
sera plus petit que le terme correspondant de la série (255 et comme

iy §a 4 i
cette derniére converge, la série (23) eonvergera également.

11 suffit pour cela que l'on puisse trouver une guantité positive A
assez petite pour que l'on ait toujours:




§3. Sur le problime des trois corps ot les éqnations de la dynamique. 217
f < |BV Ttk b k=
| sy — |

clest & dire, d'aprés ce que nous avons vu plus haut, qu'aneun des denx
poliygones  converes circonserits, le premigr anx ,pr:inh: ¥ i ie Bl Rt

et 4 y—1, le second aux lnﬁnh& Rppt s dadds simsy A, et — — ls.NE COm-
tienne 'origine.

Si done aucun de ces deux polygones convexes we contient Uorigine, s'il
w'y a entre les ) awcune velation de la forme (26), les équations (25) ad-

meltront une ntégrale particuliére de la forme swivanie:

. g N - o . L1
B =g g Wy L,
T =l ¥ A
Ty Collni s Lppa gy Bug )
T = Pul®hir s Tppay ens s Tua i,

les ¢ étant développalies suivant les puissanices de @, 4, Fpay 000y &, 0f les
sinus ef cosinus des multiples de (.

{‘!I‘IH l'hcl.‘i(l‘ I'JI\';FH_L'_’!'H]]": 1!.‘:: tl'1||liIHﬂT15:

IF_J'I il “I'.‘-! g !"--"
X e

(309 o =

Ces équations sont de méme forme que les équations (207); la seule
différence, cest que les A n'ont pas des valeurs qui satisfont aux condi-
tions suffisantes énoncées plus haut pour que I'équation (13) 2it une inté.
arale holomorphe,

Nous allons pous proposer de trouver mon pas la solution générale
des équations (28"), mais une solution contenant n — p constantes arhi-
traires. 't

Parmi les équations (20, je congidére en particulier les suivantes:

[ r 4 3
; d

! " = i,
(a7 i B Rt SN el

dt pElr dt pid ¥ CHACE Chel di = ;\‘--.-

Acta malhematica, 15, Tmprimd le 31 ostobre 1EER a3
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J'éeris en outre les cquations;

%4 .. :
Loty By = BTty Tppay vnsy Ty D)

lea L étant les intégrales holomor pl:c-n des é guations (23) definies llILi.-'- haut.

Il est évident que s ;4 ., &, sont n fonctions de ¢ qui satis-
- ” e U
font aux cquations (=9 ot ﬂ'ﬁ"' t]]c" satisferont également anx équa-
lox

tions (28], /
Dans les ;’i}n:niuns (#5) substituons a4 la place. de . EPN
(

L . g 4
leurs valeurs W, e equations deviendront;

da

P ¥ u.,,_u
= A

ot 4144 f dl

doty o :
B = e 4 A

=444

jag3 ey 4, ctant des séries développées snivant les puissances de

vy T,y dont tous les termes sont du 29 degré au moins et
dont les cocéfficients sont des fonetions périodiques de ¢, 1ot
Ces équations (26} sont de la méme forme que les équations (2efr

leur intégrale générale sera done de la forme suivante:
Iy = R B T = I, e

on K,.,,..., K, sont des constantes d’intéeration, ot T ey Eon
séries développées snivant les puissances des ¢ et les sinus et cosinus
multiples de f,
Les x'~ql1:LT5u11£
7, T, = o,
&er ) T — K e,
‘{‘,-..If!
nous domnent done une intégrale des équations (202 dépenidant des
constantes arbitraives K ., K, ..,..., K,.
Pour obtenir cette intégrale sous forme explicite, il fant résoudre
. ' a4 ] : apoa
(Rl :‘illl:ﬂlﬂl].-l ':‘;Q:I- 1::1]‘ I:'!Iirlml'l '+ W [ oy L O trouve ainsi:
o (t, K,

A h‘l
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les ¢ étant des séries développées suivant les puissances de
.
] i hpprt I
K ettt K eest g L Ke
et suivant les sinus et cosinug des multiples de ¢,
Ces séries sont convergentes, pourvan qu'aucun des deux polygones
convexes circonscrits, le premier aux points 4., 4 0,0 d o6 - 1,
ne V'ori-

et le second aux points A, }.f fogiviealy Ay 8 =1, TE cont
gine et qu'il n'y ait entre les } aucune relation de la forme (5%

(C'est done 14 une nouvelle démonstration du théoréme fondamental
da & 5 (1*™ partie, chapitre II1).

Cette démonstration fait ressortir l'analogie de ce théoréme avee ceux

(que jai énoncés dans ma thése et en particulier avee celui-ci:
Dans le voisinage d'un point singulier, les solutions d'une équation
diftérenticlle sont développables suivant les puissances de &, ", t*=, ..., t".
J'avais d’abord démontré ce théoréme (que j'ai ensuite rattaché aux
idées générales qui ont inspiré ma theése) ]uu;/lﬁw voie asses différente

dans*le 45* Cahier du Journal de 1'Ecole Polytechnique et M. P

1=

CARD v avait &té conduit ]Ildl"i}t'JIl,f':l!]l]lll_'l]t par d'autres considérations
J -
(Comptes Kendus 1878).
S

: les surfaces

wifni ptotiqees.,

(2™ partie, chapitre I) la maniér

5 surfaces asymp ues et de démontrer que efs

3187 ii]FiHiT't{'!I' ll!lL’}f{llL'ﬁ !-'illi}ll“il‘ﬁrullh: CL'I.II:'C Il_‘h’ L VT Il,‘.quH ']H

Trrive 4 1'é Firpes—me T




H. Poinearé.

3 f dT |e'J.' a7 rli'lu IIJ'LIEII'I
( th rlln: tf.';,-lrln da  do i

théoréme des fonetions homogines

v d'aprés la défifition de C, et €, on a

—J‘rff" = k{ff -+ d N

af
i

4 Tlgalion dos e

Srer—tas équations linéaives & colfficients périodiques.

On sait qu'une fonction de = périodique et de période 2z peut se
développer en une série de la forme suivante

;./} Hr] - ..‘]LI -+ ;l, cos e -4 .-l_J cos2x + ...+ A, cosnx ..
+ B sinz 4 B, sin2x 4 ... 4 B, sinng 4 ...

J'ui montré dans le Bulletin '.l::f.|'{_:1|_|||||irl||(- El|ﬂ\'|!1||,|'_:|'g_- |Shr_~|‘| que
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gi.ln fonetion f(x) est finie et continue ainsi que ses p— 2 premiéres
dériviées et si sa p— 1° dérivée est finie, mais peut devenir discontinue
en un nombre limité de points, on peut trouver un nombre positif K tel
que l'on ait, quelque grand que soit =,
|n*d, | < K, [n*B,| < K.
Si f(z) est une fonetion analytique, elle sera finic et continue ainsi
que toutes ses dérivées. On pourra done trouver un nombre X tel que:
|nd, | < K, |n*B, | < K.

Il resulte de la que la série

ERE S P A R W SRS . W
+ |B, |+ |B |+ ...+ |B,]|+ ...
converge et par conséquent que la série (1) est absolument et uniformeé-
ment convergente,
Cela posé, considérons un systéme d'équations différentielles lindaires:
lEJ:

ef:‘l = gt + $raty + o i T

din,

(2) Y L Y + Gray + o0t Fraa

d,

IET =5 Fll.l'nl + S'AI“.'_.":\: + e + ;’JI_II 'r:.l|'
Les n* corfficients ¢.. sont des fonctions de ¢ périodiques et de
période 2.
Les équations (2) ne changent donc pas quand on change ¢ en
t + 2z. Cela posé soient:
&= ?-"L.I“): &y = i-r'L.u{!) T ||'::'|':I'|
(3) &y = '5"’1.1{"}r Ty=huall) , -0 my= &y, (1)

‘E:J - {fﬁl-](fj' ;I!,‘. = ‘rrlll.'i('tj r Bgs e .J'“ g ‘rﬁu.u('ll:l

n solutions, linéanirement indépendantes, des équations (z).
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la‘.‘."\ ll'lillili.-illll.-' na l‘-]li!H"__':t'll[ ]I:L:"\ LJII.‘L!Id 0T I‘IIIII'I."__{V t en ¢ -'i- 2w el ].L!S

i solutions deviendront:
v, = .t + 27 eo= o (8 4 27
iy il 27 4 .os e Xy rm =iy

k (; £ 1155, 4 4l f Py |
o= (b 27 , .. x, = ¢, (8 + 2m),

T :}"ﬁ_l-:f e IS S (¢ + am).

l“.l[[‘h— l].k"r'l'ﬂ[i‘.. 1|.rJ]Il' ll‘II'L} l!{::-'\ L'(]Illl].li'l:ldlril}llbi IETHJ:iLIII'L‘.H L!i'.:-'- n :-'\Ulllilillll:-?

(3) de sorte gqu'on aura:
‘;’r’l.:::f + 27) = A () + fl:.:‘,-r'-z.ll.r"'::‘ s Ul (),

Eﬁ'.'.l{'f 25 A:'-:l — *I'_"-Eﬂl.l';"_) = "I:.'.‘fr'r'_*i:.:#_.:' bt o, Er'r_...l{'f}'

E'F'--‘::" -i- :‘-‘:‘ iz “i.'.-.l‘,'rl'..ll:-_!:) + ‘rla\... E MY e + "rln.u ﬁFlul.J::'r:I'

les 4 étant.des coéfficients constants,
On aura d'ailleurs de mémé (avee les mémes :_'t;uﬁ'ﬁlitrivnl:-':l

= A, s () + dyadhia(6) + -

Cela posé formons 'équation en §:
4, — 8 Ay,

A,

|
T
[ AL L., Anieg

Soit &, l'une des vacines de cette équation. D'aprés la: théorie des
substitutiong linéaires, il existera ['uujullr':-' n cotilicients constants

tels que si Lon pose:

t, (8)

L1y
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et de méme:
HI |{"r:: — HI‘;,IJ”} + “-.-S-L;'.-{” et e ”..(,"...l:"r.\-'

on ait:
0., (t + 27) = 8,0,,(t)
et de méme:
Bt + 2x) = S, 0,.(1).
Pogons:

e =
il viendra:
e—rirksmg, (14 r_r;:} = S e nig (1) = e i (),
Cette équation (13{1‘:1*i|11r1 que:

e, 1[")

est une fonetion périodique que nous pourrons développer en une gérie
trigonométrique: :
-‘"I.l':_'r‘:l‘

Si les fonetions périodiques ¢,,(f) sont analytiques, il en sera de
méme des solutions des équations différentielles (2) et de 4,(¢). lLa
série AI.:{;‘} sera done absolument et uniformément convergente,

De méme

e, (1)

sers une fonetion |:|r_'-]"lm]-|r|tll'~ qu'on pourra representer par une gérie tri-

gonometrique:
b I
""I-.ll'\lf}‘

Nous avons done une solution particuliére des équations (2) qui 8'écrit:
W24
) wom Y By AR ey By RO

A chague racine de l'équation (5) correspond une solution de la

forme (6).
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Si I'équation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons n solu-
tions de cette forme linéairement indépendantes et la solution générale
!‘i.{"l.' I"-| Tii:

By = r'ljﬂﬂlr-'l'-l.lt'f:." + ‘“-_-'f-ﬂ" -'l-a ||:"} + ... +If'1~'”'wl'lt...1|: .1!1

2, = O, ) s (8) 4 O hs(8) + 2 + C.e™4,.(8),

o, = CreMd O0) + Coe () o+ Coe™ A, (E).

l.es €' sont des constantes l]“llllil‘é_"]‘:l.ﬂﬂlh les & sont. des constantes et les
A sont des séries trigonométriques absolument et uniformément con-
vergentes,

Voyons maintenant ce qui arrive quand 1'équation (5) a une racine
double, par exemple quand a, =a,. Reprenons la formule (7), fui.-h':lhl-}'

et faisons-y tendre @, vers a,. Il vient:

oy 5 "'-I'I[{'Ii)‘HU:' o (‘Iu'"'l'.l"_.l'"""t.vlt'i}]

o1 en pu.-::ml
T " T
l':'] & o l':’I E‘:r

il viendra:
q (o g—uny T
y 0 S f“f,_, 1) — L (D)
T = c"'“l Cid (8 + G H lealt) — Al

ity iz,

Il est elair gque la différence

A1 (£) — ()

s'annulera pour a, = «,. Nous pourrons done poser:

“]*:.tl:"l} = iul:f':' 7 ('I:z = 'Ilj';l‘":f:l'

11 vient ainsi:
J{nt1—-r.-|'|r

ot a2 ol "oy O P
P sy B I i — 4 A () e
r‘i_‘ f.i‘




’P/{_ n'.':tll' ]l' ]||'I51lll;‘|||l' lil'.'\- ||'||i-= vorps ol l<‘pi |J'|t||:;|ri_u||:-; -]n |,-| |i_\'||:|,n;.i||||_|-_ .i‘,‘.'{

et a la limite (pour a, = a,);

= (g™, + O [P, + lim X (1))

On verrait que la limite de #(f) pour @, = &, est encore une série
trigonométrique absolument et uniformément convergente.

Ainzi leffet de la lH'l".‘iﬂ.‘lil.'l.' d'une racine double danz ]':'-clll;ul]nu (5)
a ¢té dlintroduire dans la solution des termes de la forme suivante:

rr"".i,i,f:!"l_

A(l) étant une série trigonométrique.

On verrait gans lw'ma- 1[|L"|llu' racine ll'ip]l- introduirait des termes de
EH fl-.l]'tlll':

0
et ainsi de suite.

Je nlinsiste pas sur tous ces points de détail.  Ces résnltats sont
bien connus par les teavaux de MM. Froguer, Catnaxpreau, Bruss,
StieLties et si jai donné ici la démonstration in extenso pour le cas
geénéral, c'est que son extréme simplicite me permettait de lan faire en
gquelques mots.

CHAPITRE 1L

Théorie des invariants integraux.

i

8 ‘ Propriétés diverses des équations de la dynamigue.
Soit F une fonction d'une double série de variables:
S e s ol

0oy o B
et du temps [.
Supposons que I'on ait les équations différentielles:

dy dF iy dF

(1) at -~ dy,’ dt ~ dmy
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1
de a
Pour le

1

(1 — ax)(1

en choisissant M, a, 7, r Ne fagon que chgplque terme de / ait un plus
f_l;r':l:hl coifficient {f‘ll valeur /le terme f\nrruspemd;mt de I."I
et de f,. En remplagant ainsi
cientz de ¢, et de ¢, et comme fux séries sont convergentes apres
ce changement, elles devaient l'étre\également avant ce changement.
Tel est le principe fondamentgNdu caleul des limites dont Caveny
ations et que plusicurs géométres

Le plus grand de ces petfectionnemdpts est dit & M. Wrirrsriass

qui a remplacé la fonetion/f(x, v, 2) de\Caveny par une autre plus

ﬁ]TIIiP!l! f'l]i I'If_"l” Iil"l”i'!. lf' mEane I'r‘Jl('.
Ecrivons les équationd (1) sous la forme:
dy

dz 35
= lrui.'i“: K .:},
e - Sl
= [(x,9,4) = 1.

Remplagons-y/ensuite f, f; et £, par la fonction de M. Wemmigrnass

oy, ® - ;
L. y i s -[—-'llll-l"f"‘.'_f -l-—z_‘_l'

eviendrant:
-';.I'! - -l’?# & ,1!

di — di 3 I-—ale + ¥ -l_- ) :
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Considérons deux solutions infiniment voigines de ces g}ilu-.liiun.-:;

&
Ty Wyg vnny Buy sl ens Wy
'r|_ + ‘E'.‘ .F':.. + E‘j' g e 'ru + E.u.'.‘l.'r| + -"';;-_"r'lu + T;u~ "".'I.'rn + ?:l'n-

les £ ot les y étant assez petits pour qu'on puisse négliger leurs carrés.

Les ¢ et les y satisferont alors aux équations différentielles linéaires

dé L R o da'F
[2) dt Ly dyday T Ly dydy,
(2 ;
dyi I ~ @'
i _ Ny it e e B

lllf i _":-"L |.Il.r'_-lll.t'g -"—r,, |.ll-,rl|f.:|rl

qui sont les équations aux variations des équations (1),
Soit £, »; une autre solution de ces C'qu-.ll'unm linéaires de sorte que:

i
4.'11,:,' v'\"t il w-\*\ aty L
dt = ity iy L PR T Ty
(2 Hodl!
R o S e i S
dt i, iy ™t ey daydy, e
Multiplions les équations (2) et (2') respectivement par 5/, — &, — %, &
et faisons la somme de toutes ces équations, il viendra:
—. (. dE dn dE dn
"ﬂ. ! ool S ey 1 SN o, el L I
:_.,U' T R "'m_]
w Pt i d*' K d*F
e ety el AR IO PR B e :
0 AR '_,{[“ Ty des o i T =5 L + s de dyy )
. ! I d*F d i d*F
_\-\ \"- 7 = ¥ il :. | e el = _____.)
oy ."_.rlL""“ dy; iy = % '“-Jf-J_flef.r“. 5”*:4’.--,4-"4';. o2 ‘J?‘:‘4f.r"ti’!;¢.r
on
S
Lo s — il = 9
ou enfin
(3)  7ibi— &+ & —&n + ... + 7.6 — &, = constante.
Voila une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques des

equations linéaires (2).
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Il est aisé de trouver d'autres relations ::rm]uguus.

Considérons quatre solutions des équations (2)

' "
Tis Wiy Gia 7

Considérons ensuite la somme déterminants:

Eir |
&i |

e |
— ] i N |
E t |
| ' ree
i i - b L

e e

ou les indices i et & varient depuis 1 jusqu'n n. On vérifierait sans
peine que cette somme est encore une constante,

Plus généralement si l'on forme  T'aide de 2p solutions des équa-
tions (2) la somme de déterminants:

2

A .

cette somme sera une constante.
En particulier, le déterminant formé par les valeurs des 2n quantités
§ et 3 dans 2n solutions des équations (2) sera une constante.

Ces considérations permettent de trouver une solution des équations

(2) quand on en connait une intégrale et réciproguement.
Supposons en effet que

§ = @&,

soit une solution particuliére des équations (2) et désignons par & et ¥,
une selution quelcongue de ces mémes équations. On devra avoir:

A

258 — w0, = const.

ce qui sera une intégrale des équations (2).
Réciproquement soit

TAE+ EL’,:;-, = const,
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une intégrale des équations (2), on devra avoir:

"*r.i'-, ~, 7 - ol AR —=, a'F
g A | g rffj,%_s_% ATSS AT o xS

g M g
| ey gy ey X =il

e el f

=y JUR ‘ FET
Nl e i e

—N B -
.'_pIH' e il gy ! e il iy e i
d'onn en identifiant
|.f.'1-| \1 ufuf" \-\ u'=f'l ]
i L e < o L
d B, T A S L
= —% Ay 1348

i e | |||'IJ||L.'FI.-_,-I i il |||l:l.lI

ce qui montre que:

‘:-. T Jf". M T=— Jf.

est nne solution particuliére des équations (2).

St maintenant:
®(x, , y, , 1) = const.

est une intégrale des équations (1),

g"l r;rn'!‘ = + ‘-‘. rird:‘

Py vl 2 %, = eonst.

sera une intégrale des équafions (2), et par conséquent:

o dd

1= n’_rlr,’ s _rf.r,

Iy

gera une solution particulicre de ces équations.
Si @ = const.,, ¢, = const. sont deux intégrales des équations (1),
on auri
o .'n’rf.'rfrﬁl rl’t.r'hi-&ﬂl'-

) - — const,
e _rll.ilalf_ilrl r{_rhnf.r', ] 4

C'est le théoréme de Poissos.

Consgidérons le eas particulier on les x désionent les coordonnées
rectangulaires de # points dans 'espace; nous les désignerons par la no-
tation a double indice:

Lyi 5 Ty o Tiigy

At wathemeatice. 10 Imprimé e 13 juln 1820, 1
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le premier indice se rapportant aux trois axes rectangulaires de coor-
données et le second indice aux » points matériels. Soit m; la masse du
i* point matériel. On aura alors:

d%azy d¥V
/3

w == "
S r.ll.l'_‘l

¥ étant la fonction des forces.
On aura alors pour 'équation des forces vives:
- ~ ey Lol ® -
. F=Y { = V' = const.
d y

!"H:‘;I!ll.-} i_‘.ll::l]irl':

J,J' L

In = "‘”‘."'f":'!
d'on
& %
ne, St S T R
'-.‘.] I iy const.
et
(1) iz . dr : rlrl.',-'.,, ! i.i'_.f: :
E) it~ dyn T da;

Soit:

4 :
) Tn = pu(t) Yo = mpu(l)

une solution de ces équations (17), une autre solution sera:

oy = pult + &), Yy = myen(t 40,

oy

f étant une constante quelcongue.

En regardant /i comme infiniment petit, on obtiendra une solution
des équations (2°) qui correspondent a (1) comme les équations (2) cor-
l"{!_-:E]{‘r[lLll_'rlt # [:11}:

- ] i 3 rlrjl Py ‘J‘l'

£ = hel () y, Tt P = M e(t) = h

ki E'J..-, ity ik ,':- iy I “1_'_“

k désignant un facteur constant trés petit que l'on pent supprimer quand

on ne considére que les équations linéaires (2').



/
_J,.i - -["Ill." It‘. III‘HE]'E"I]I" d-'*— troas chirps ot Il_'.-i l:llllﬂiilrlm Iil,‘ |,'|, I.I‘\-[|;]|'||lll'||l_'_ i'.'J
Connaissant une solution:
AT AV
&= ) ) =
L ! -|'l-"

de ces équations, on peut déduire une intéprale:

— U5 -~ d ¥
b, i S, T £ = congt,

i 1} i
Maiz cette méme iniégt‘:l]u gobtient trés aisément en différentiant I'r'-q|1u|,-
tion des forces vives (Y).
Si les points matériels gont goustraits a toute action extérieure, on

peut déduire de la solution r"fv,;l une autre solution:

Ty = ¢ (f) + h + K, Wiy ' mey (L) + mk,

Ty = gu(t), Yoo = Mg, (1),
T =gl Ya = (),

h et k étant des constantes quelcongues, En regardant ces constantes
comime infiniment petites, on obtient deux solutions des équations (27)

=y, = . = U-.,

2
|
e
-
L]
I
iy
£
|
=4
&
[
<
=)
|
2
o
Il
=

On obtient ainsi deux intégrales de (27)
2;1;“ = const.,
E?}h"' -— Em__,'—'l, = const. -

On peut obtenir ces iutégm!ug en différentiant les équations du .

mouvement du centre de gravité:

2oma, =12y, -+ const.,

E_!.',, — const.
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Si Ton fait tourner la solution |_‘J'| d'un ansle @ autour de l'axe
des 2, on ebtient une autre solution:

¢ COS @ — ¢, SN, — = (£, COS @ — ¢y, SN W,

o <171 fob - Oy COS 1), = o= _U;. SN @ -+ ‘S'_;l COS G,

En !'Ug:]]‘&lamt

de (29

d'oit l'intéerale d (2)

}—-'-."'1»}.- — Yitea — T+ Yuulhi) = const,

que l'on pouvait obtenir aussi en différentiant Iintégrale des aires de (1)
Z._.f-,_.a;._., — Zy;ify) = const.

Supposons maintenant que la fonction ¥ goit homogéne et de degré
— 1 par i';llrput't aux. r ce tilli est le cas de la nature

Les équations (1) ne changeront pas quand on multipliera ¢ par 4%,

It'.‘\'v 2 [];!I' r:.2

ct les y par 7', A étant une constante queleonque. De la
solution (4) on déduira done la solution suivante:

. A AL
Yoo = 2 "igp | 5 )
rH i

Si l'on regarde A comme trés voisin de I'unité, on obtiendra comme
solution des 1'1|in:|tir::|1.~,; -,'\2'}

e
W= 2¢,

i — 3¢y, = — 3mleil

ay

1
l:-lr.f‘,

3t
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d'ou lintégrale suivante des équations (27, laquelle, & la différence de
celles que nous avons envisagées jusqu'ici, ne peut étre obtenue en diffé-

rentlant une inlt";_:l'ul(‘. connue des (1(|||:1t14_1.h.-,' lil’}:

P o ~ (Wi T .I'I",_"
Z'.E-"J.-V;u + .’-"1.:..\,-' S ‘_3,1' l{ b o T ':n_] ‘ -|— const,

(T

&

8 g Définition des invariants t'uf.*.";,n’:m:}r.‘l"‘

Conzidérons un systéme fl'{-qiuili'u_rn.d différentielles:

|||l.r'i =
= X

X, ¢tant une fonction donnée de Tova B e st i) I'on a:

T, i == eomitk:,

1 F 1 ¥
cette relation sappelle une intégrale des cquations données, Le premier
membre de cette relation prent F.:lirllt‘.ll']‘ un invariant }J!lir&:iu'il 1 esl pas

altéra !il[:!ll[] on augiente les =

, d'uceroissements infiniment petits dir,
compatibles avee les équations différentielles.
Soit maintenant

v ] a

e e et

une autre solution des mémes é:|u:l[iu]|5 différenticlles, de telle facon que

I'on ait:

di :
- = X7,
ot e

X! étant une fonction formée avee #), 25, ..., 2. comme X, I'était avec

1 ‘o (H
) | P SN

Il pourra se faire qu'on ait entre les 2r quantités @ et o', une
relation:

TSy Byl oty g Doty g yoreseyeny J) = ONIBE:

Le premier membre I, pourra encore s'appeler un invariant de nos équa-
tions différentielles, mais au lieu de dépendre d'une seule solution de ces
équations, il dépendra de deux solutions.

— ZLoR LR
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Un peut supposer que »,, @, , ..., représentent les coordonnées
d'un point dans ijl::-'ui)i'lt.'l.' a n dimensions et que les équations différentielles
données définissent la loi du mouvement de ce point. Si l'on considére
deux solutions de ces équations, on aura deux points mobiles différents,
s¢ mouvant d’aprés une méme loi définie par nos équations différentielles.
L'invariant F, sera alors une fouetion des coordonnées de ces deux points,
qui dans le mouvement de ces deux points conservera sa valeur initiale.

On pourrait évidemment de méme, au lien de deux points mobiles,
en envisager trois ou méme un plus grand nombre.

Supposong maintenant que l'on considére une infinité de points mo-
biles et que les positions initiales de ces |]ui[|i5 forment un certain arce
de courbe €' dans I'espace a n dimensions.

Quand on se donne la position initiale d'un point mobile et les
équations différentielles qui définissent la loi de son mouvement, la po-
sifion du point & un instant quelconque se trouve entiérement déterminé

Si denc nous savens que nos points mobiles, en nombre infini, forment
a lorigine des temps un are €, nous connaitrons leurs positions & un
instant ¢ guelconque et nous verrons que les points mobiles & l'instant ¢
forment dans I'espace & # dimensions un nouvel are de courbe €', Nous
sommes done en présence d'un arc de courbe qui se déplace en se dé-
formant, parce que ses différents points se meuvent conformément i la
loi definie par les équations différentielles données.

Supposons maintenant que dans ce déplacement et cette déformation
lintégrale suivante:

J(¥,de, + Y,dz, + ... + Y,dz) = [Z¥dz,

(ou les ¥ sont des fonctions données des x et qui est étendue i tout
l'arc de courbe) me change pas de valeur. Cette intégrale sera encore
pour nos équations différentielles un invariant, dépendant non plus d'un,
de deux ou de trois, mais d'une infinité de points mobiles. Pour indiquer
quelle en est la forme, je l'appellerai un invariant intégral.

De méme on pourrait imaginer gu'une intégrale de la forme:

.l \ 2z Y dadr,,




-
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o

étendue & tout Pare de courbe, demeunre invariable; ce serait encore un
invariant intégral.

On peut imaginer eégalement des invariants intéoraux qui soient
definis par des irl.t:'!;__ﬂl".lluz-: doubles ou multiples.

Imaginons qu'on considére un fluide en mouvement permanent ct
de telle sorte que les trois composantes X, ¥, Z de la wvitesse d'une
molécule queleonque soient des fonetions données des trois coordonndes
#,4, % de cette molécule. Alors on pourra dire que la loi du mouve-
ment d'une quelconque des molécules du fluide est définie par les équa-
tions différentielles:

i

ey ‘ 2 »
it =4

_Ji' W i - l”._

On sait que |'{':r]llﬂ1’.irm anx dérivées |1'.lrf-il:|[l'.-4

X ad¥ ¥
s g i sy b

Clr'l'
exprime que le fluide est incompressible. Supposons done que les fone-
tions X, ¥, Z satisfassent & cette équation et considérons un ensemble
de molécules occupant a lorigine des temps un certain volume. Les
molécules se rl.{‘ial:icl_’rtznt, mais, en vertu de 1'incum|‘u‘n&-‘.iiﬁlih’: du fluide,
le volume qu'elles occuperont demeurera invariable, En d'antres termesg
le volume, e'est & dire lrim‘e'egi'n,le trlplu:

.Hf" laefy ez

sera un invariant intégral. Plus généralement si I'on envisage les équations:

Le ;
:rr' - o G300 )

et que l'on ait la relation:
N dX,
b =

- il

intégrale d'ordre n
| dz,dx, . .. dz,

gue je continuerai a appeler le volume, sera un invariant intégral,




H. Poincard.

Ceat ce 1|11i ATTPIVErL en ]n.-l['ih-1||i4-|' pour les a'—uluuri--n; eenérales de
L= b

la dynamique; car si 'on considére ces équations:

A iy d
iy i il

il eat aizé de wvoir (ue
i |

Sd {
——ly, if [t_lq’_..l,:l —— n’l:. .J'l',l
b5 g T T
Mais en ee qui concerne ces équations générales de la dynamigue, il y a
outre le volume, un autre invariant intégral (ui nous sera encore plus
utile. Nous avons vu en effet que:

)3 (Eyi — &m) = comst

Cela tradunit dang notre nouvean langnee signifie que Uintégrale double
A Z dxdy,
est. un invariant 'n|h"~.|_:r:1|,\

Pour exprimer ce résultat d'une autre maniére, prenons le eas du
probléme des n corps.

Nous représenterons la situation du systéme des n corps par la po-
gition de 3n points dans un plan. Le premier point aura pour abseisse
I'# du premier corps et pour ordonnée la prajection sur laxe des x de
la quantité de mouvement de ce corps; le second point aura pour abscisse
'y de ce méme corps et pour ordonnée la projection sur I'axe des y de
ga quantité de meuvement et ainsi de suite.

Imaginons une double infinité de sitnationz initinles du systeme,
A chacune d'elles correspond une position de nos 3r points et si l'on
considiére 'ensemble de ces situntions, on verra que ces 3n points rem-
plissent 3n aires planes,

Si maintenant le systéme se déplace conformément i la loi de l'at-
traction, les 3n lmint.-; |il|1 'E‘I'lll,'l".-:*.'[l."l"||l;. en situation vont aussi se « r'-plul_-l'l':
les an aires [l]uhl"ﬁ que j!" viens de définiv vont- done se défermer, mais
lewr somme demenrera constanie.

Le théoréme sur la conservation du velume n'est qu'une conséquence

de celui IiHI'! 'll['l"l'll'lif".
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Il Y8 dans le cas du probléme des # corps, un autre invariant
I!Jttigrzll sur lequel je veux attirer l'attention.
Considérons une simple infinité de positions initiales du S}';ti:’]l](!
formant un arc de courbe dans l'espace & 6n dimensions. Soient €, et
€, les waleurs de la constante des forces vives aux deux extrémités de

cet arc. ltl-.-e\:pr{‘mmu/' K Ye' el i o
e

f Z(2z,dy, + ydx,) + 30, — O g i

(o1 lLJlll.-"l‘Ll'L est étendue i l'are de courbe tout entier et ou le temnps
n'entre plus si € =€) est encore un invariant intégral; on peut
d'ailleurs en déduire aisément les autres invariants imr_'-.gru,ux dont il
été question plus haut.

Nous dirons qu'un invariant intégral est du 1 ordre, du 2° ordre,

ou du »* ordre selon qu'il sera une intégrale simple, double, ... .
ou d'ordre '

Parmi les invariants intégraux nous distinguerons les invariants Po-
sitifs que nous définirons comme il suit.

L'invariant intégral d'ordre

e :
> j' a"!'f.tr'.r']re':r.'_, P u’_.-'”,
e .
sera un invariant positif dans un certain domaine, si M est une fonction
de | i et v, qui reste positive, finie et uuii’uum- dans ce domaine,

.7' ; fg:" r\ i‘/! i 4 4‘ 2 = .f--:-/f_-;’—’::f_ -
p/ ?ﬂj;:f.f'r ﬂ/é?i; . )2;1;;4{;_ .cst f}br"} a./ /I_’ ﬂ,[ L —
%f /mf fen (Ca fcc W

ef Wlm l'on ait

d(MX) d(MX )

leto mathematicn. 15 TImpriméd e 25 join 1589 4
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qle‘N:_- gorte que l'im:"gl'ulu d'ordre n £

J = [Mdz,dx, ...

Hr_'?'_l

soit un invaxiant integral.

¢+ Changeony, de variables en posant:

et appelons A le déterminant
anx # variables z.
Nous aurons aprés le change

J = [ M&d:

o

Aigement de variables, 1l restera
goit toujours positif, fini et
uniforme.

Comme en

A, il nous zuffira de
qu’il ne fannule jam;
hangement de variables (3

Cela arrivera si le
clest o dire si da le domaine c'i:n.-:'uh'uu'- lea & gont Yonetions uniformes
deg 2z et les = fghctions uniformes des x.
Ainsi .'|.||1"' un changement de wvariables doublemeit 1|I1i\'s|r]||.|.'. les
invariants pog \
"|-|'i.|'i

.‘"‘\up[llyilu1|.~'- gue l'on connaisse une intégrale des équations

tifs restent positifs.
i

n Ccas p:n'Tir.'ILl'll'l' nteressant:

y i O e . 20 L
Prenghis pour variables nouvelles 2z, = (' d'une part et d'autre part # 1
I
autrés variables z,,2,,...,2,,. [l arrivera souvent qu'on pourra cholir
.'l = - "
g S 2. de telle sorfe que ce changement de variables soit double

BRI &
m{m univogque dans le domaine considéré.
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. iber e prohilesy
e
Ba_peut raisonner de la méine maniére sur @ et e ot TR
quent, on powd dire:
Le grand afa (et il en est de 'mf.lm{' de Dexcen 1'itﬁlr'l} varie enlre
feur limites et la diffPwepce entre la limite supipiefive et Ta limite inférieure
gst du méme ordre de grafigur que .

Note C.

Soit:

i rb'l > n’_a-_. - der, 5
(1) & = e pigi Kauic vt 0 g S
un systeme d'équations différentielles on X, X, ..., X, sont des fone-
tions de @, , @, , ..., 7, telles que:

aX ax dX,

(2 MR £ B D
'\"‘I an_.-'l + ur.a'_‘ + _‘i ey

Soit une solution de ce systéme d'équations dépendant de n constantes
arbitraires:
Gy Ao g el o ey

Cette solution sécrira

"llJ = ;‘FIU ? "xl ? a'J  NLELSLSE ) q"}.
o, =l et ey G
AR SR SRR

1 .-:'::j_fil de démontrer qne !“III""IQI‘HII'

O = J‘If.-’_.«'lrf,a'u o (T -'—Jl.ﬂfhlrfu? A o
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¢ eab e constante,
On a en effet:

A
T rl"-:tlffu,‘, o

T A . U g Ay

A, étant le déterminant A dans la E° colonne duquel on a remplace:

il Ty JEJ': !L“J
r.ll.ql . i,
l\:] T
e dxy o Yag

e ol d ll"r-;:]li'F T nf;fr,,nff :

Mais on a
g -
a — o
tl"--h:
a*y Jf.-'\ri I?I'L dX,dx dX, JF'.I'.,
o +:F'.-* 1+"'+rf_.-..‘4r-; :

1!'..:;'.1!'.' = Ifll'l n'r.t, : n"a,r,

On déduit de la:
N NG T
b lll.l';
&2

= = [(A, + A, + .-+ A)dnda, ... da,

iz I ax, dx, d X,

= B 'J&rr’qlrf&?...:n"xx—o.

C. Q. F. D,

\.-Il,fa 3 |!‘I.|':I .F‘ ef-"n




f‘d‘ Sur le probléme des trois eorps ot les dquations de la dynamigue 18h

Supposong maintenant qu'an licu de la relation (2) nous ayons:

: dMX, d'lr\ dMX,
] dn = b - gt

M étant une fonetion 'lll]t"lt‘.(}lll_l'ill,'. deis & e

bl B T n*
Je diz que

i J = [Mie,dx,...dz, = [MAda,da, .. . da,
! ezt une constante.
On a en effet;
:;f =l(b rfF:I - f'l.f'{;& }|H’q fda, . .. da,s
|' Il faut montrer que:
*'I ABY it

JH f“
On a en effet (en vertu des équations (1))

aM . dM . M - dM
TR 1' da, i }‘“u".t, to+ X

: " i
(d'aprés ce que nous venons de voir):
dA dX, . dX, dX,\
P (r o R s |
Il vient done;
rI M d:ﬁ IMX 1MX, dMX,
A = e M i‘ "+'¢ e e e s '):U

Passons maintenant aux équations de la dynamique,
Soient les équations

= de; _ dF ity _ dar

W1 ) it _J_J,l,l dé . dg

(=12, ..%)

drfn marhemurice

. Imprime le § ootobre 1BE3, 04
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Seit une solution contenant deux econstantes arbitraires ¢ et § et
g'éerivant:
T — {_’_[.f - By ﬁ’_",

Y=t a, f).
Je diz que:

. 4 =y @, d i e o A
J= f I:ff_a'lif_f;l - rF,J'uri".J,f_: + ...+ ‘f-l'n.”rﬂ.._f' — {}_ {!I bt e, I-”' '|”‘q;ff51
w i)

.\r-{llll .n".'f = rf...i et [/
est une constante,
Il vient en effet:

aJ e J"_‘ri r}:l“ ff:ﬂuff 4;.4} Jg_rl ‘f_".l‘. '-il."l‘.h (LQ
dt [ (.n.':,;_r ag T )r;mf?,

-
I1 vient ensuite:

rj_lt,a'l- f!‘;‘. -’!.?"J l’i’j’.ﬁ" 'Hr_F"]

didua o dyidey da T iy dyidyy da |

o - A — d'F dy,

|}-F.;:I’|.? G e | ;I_ll,llci:rl rfj- e rjf_r;, r.ﬁ_.'.r_,_ El.?- 4

d a*F dey = d'F dy,

r”rfn: s — -I!.'-l.’,-lf‘--"-[- e = ety Ir;'.-rlue'ﬂf; et !
My g Z AP daxy Z d'F  dy,
didg g daeg g A pdayidyy A5

On conclut de la que:

= ey dyy ity g
P (t”rfr& A3 didadd)

u 1 -1}-—- ( A*F doy d* i dy dyy =t d*F  dey dg A'F dady,
o i Ny day de df dyedyy de df ' .if_-;',r}._l)l‘_ .r-l".i' da /'

Le second membre ne change pas quand on permute « et g, on a done:

-, "ilif".a‘.. r-?;{, ri"_ij, ey - 'rfz.r., 1I|‘-_ilf| r!’:ll,l,- J.r.
2| =3 )

\J.f:]lr,: rf‘.;\’ =1 .r..iifu.i'u: ;fJ-'.f JE— er-fl,f Iﬂ;n-',: g |j'f||'|,-_f r_f.-*.r
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Cette égalité exprime que la quantité sous le signe JI' dans l'ex-

. iJ
pression de :It est nulle et par conséquent que

af

i o

6.-Q. E D.

I me reste & envisager le dernier des invariants intégraux qui se
présente dans le cas du probléme des n corps.

Reprenons les équations de la dynamique, mais en posant:
F =7 1T,

T' ne dependant que des y et U des 2 sculement. De plus 7" est homogéne
de degré 2 et U homogéne de degré — 1.
Prenons une solution

&y = Fe{" ’ 5'::!'1 W= ";'—'ll'nl:"r @)

ne dépendant que d'une seule constante arbitraire a,
Considérons l'intégrale simple:

¥ - .’.:llfl I-Lrlj' 2 ] )
T = | X(angy + vigz)ia + 3(6,— G,

C, et ¢ étant les valeurs constantes de ld fonction F aux extrémités
de l'arc le long duquel on intégre, =
Il vient:

&T ) J.r,gf_plrl ‘th u!'.r_:J ’ nlulll gf“,:, e :
& =.f Y t d Tt gyt et 30— O)

Il vient:

day  dF 4l dyi _‘.”:

dai. — diyy dy, 4 R dix; '
oty BEL. d'T dy, 'y - AU iy
dide lt ;.t‘”,,li‘:'j} da '’ dide P T T
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l:l.'){l
aJ Yo T dyy &P dyy  dedl a2 day 13

A5  Rren . ) 2t et b o la4 300 — 0.0
df { 2-- }- L- 1E'_r,r,rfr.-' y 'elrlar,uli_r,rl da da day r'u'.-n:f.l‘g. e -’l a3ty 2

Mais en vertu du théoréme des fonctions homogines on a:

—. d*T _ﬂ. ) L ol —_ 1t.“.I:r
L;m m!’,‘;’_t ; r!'-.lfl' iy " day’
d'on
dJ ‘\q { dT dy d T de !
e - e L —_— 20—
7= Y (3 s+ 3z 2g) B + 36— €)
ol
dJ A ; o 'y
a = 3J @7+ aU) + 3(C, — ).

Or d'aprés la définition de € et €, on a

C, — €, = [dF = [(dT + dU).

1 vient done

df
TR

Note ). —— S
Sur Tes~équations linéaives & coiéfficients périodiques.
Jl_\ -
. . X . = i . P
On sait qu'une fonetivn-de #~périodique et de période 27 peut 56
développer en une série de la forme-suivante \
~ e
flz) =4, _,L_""dl cosx + A, cos2z . Tk d, cosne + ..., ﬁ

el h B, sinz + B, sin 2z 4+ ... 4 B, sin
o dons le Bulletinasteonomi



rd v
7‘-
r
4
4 |
\ Bur le probléme des trois corps ot les dquations de la dyvoamique:
L)
4 e ¥y £ L L ‘
intégral sur lequel je veux attirer
Considdrons une gimple infinité de positions initiales du systém
formant un ¢ de courbe dans l'espace a 6r dimensions.~ Soient C e
!”] 1'.3.“ \r'i\]‘.!'lll'i"- = I:I. i'llllh"T.'!-lnLl-! lll:':"\ f‘ﬂ]'l'('l‘_'- \'i\'i'}'\ Hux |/I('.|]x :-Nl'l‘l"lllllftl‘..-; d'
cet. arc, I.'uxprv:‘-a n, . : <
% |

R P

Xz, + ) + 3(G Ot
f'l

4@_"‘: tont i’ll'.]lﬁl' et EJ;I !l‘. fl?]l11l.

t‘:ll'{'. ih'_! C

(ou lintégrale est étendue

J-’b ventre plus 8 €, = ) esh\ encopé un invariant intégral; on penf
f l'ailleurs en dédunire aisément Mg autres invariants intégraux dont il 4
té question plus hant. /
Nous dirons qu'un invsfiant intdgral est du 1" ordre, du 2° ordre
e ... ou du »° ordre :-tol_pf{ qu'il sera wwe intégrale simple, double,
1 vu d'ordre . 7
Parmi les invariantz intégraux mnous diXjnguerons les invarianis po
sitifs que nous définirons comme il suit.
L'invariant/intégral d'ordre n
5
[ Mdz dz, .. . ds,.
.,__3 12 fonetioh

Hr.l' Il’.-l.' r.i'.i'
( b= X . Z R e T e R 2 X
(1) il 2 T 2 B s
et gupposons que l'on ait
4 r{l_‘_{,,l’l |Il|:__”_'\-,l_:| F
(2) e - T

tofa wiathemurfiea, 13, Tmprimé 1o 25 juin 1888
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de telle sorte que l'intégrale d'ordre n

J = ||I ;1f{fl_?‘|rtf,d'.. e .'lr,r'II
goit un invariant integral.
Changeons de variables en posant:
i | 3 =
i File1 1 239 » %)
(=h €T Bol 3 g 2y
L3 2 g nJ
Ly = Bars : ,EJ.IJI.

¢t :'L'[:ujl-n‘l:hnﬁ A le déterminant fonctionnel des n fonetions o par rapport
aux # variables z.
Nous aurons apres le changement de variables:

J = [[MAdzdz, ... dz,.

S Uinvariant J était ]m:-ailii' avant le changement de variables, il restera
positif aprés ce changement, pourva que A soit toujours positif, fini et
uniforme,

Comme en permutant deux des variables 2, on change le signe de
A, il nous suffira de supposer que A est toujours de méme signe ou
quil ne.gannule jamais. Il devra de plus étre toujours fini et uniforme,
Cela arrivera si le changement de variables (3) est doublement univoque,
cest a dire si dans le domaine considéré les @ sont fonctions uniformes
des z et les # fonctions uniformes des 2.

Ainsi apreés un changement de variables doublement univogque, les
invariants pesitifs restent positifs.

Voiei un cas particulier intéressant:

Supposons que l'on connaizsse une intégrale des équations (1)

."'::.-' RV N I [

T af

Prenons pour wvariables nouvelles g5, = d’une part et d'autre part n— 1

antres variables z,,2,,..., 4. Il arrivera souvent qu’on pourra choisir
3y 8y 4 ey fqy de telle sorte que ce changement de variables goit double-

ment univoque dans le domaine considére.



;
f 4
F4
Ly &) - - P - " I Lrd -
lﬁf _,"f. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dypamique. LY
Aprés le changement de variables, les équations (1) deviendront:
5 n’i;ll P r1r.?, o rJr.:" 1 - |FI__'" .
[ e S 1 7 b R i e S "= Z =o
AT 1 dt s it ned dt n ’
£, Z ..., 2, étant des fonctions connues de 2z, ,2,,...;,4. Si l'on
recarde la constante f = 2z, comme une donnée de la question, les équa-
B n 1 3 |

tions sont réduites a lordre # — 1 et s'écrivent:

dz, dz,

Iq-l) i = zl 4 fren, 2o dt —y z'-"“

les fonctions Z ne dépendant plus que de 2, ,2,,..., 2., puisque z, ¥

a été remplace par sa valeur numérique.
5i les équations (1) admettent un invariant positif

f_”ﬂ'.r'llf.r'.. e Lo
les equations (4) admettront également un invarviant positif:*
P | —.f pdz dz, .. de, . de,.

Je dis maintenant que les dquations (4') qui sont d'ordre 1
admettent également un invariant intégral positif qui devra étre d'ordre
H—1.

En effet, dire que J est un invariant intégral c'est dire que

|e'ﬂ|.rtx”'| . rff:f?f‘! i ¢€|qu.,'- 47,

e e B
u':l efz] iz,

ou puisque Z, est nul,

J[rtx:} u’l:n?:ﬂl d (1)
i et it e - = = 0,
oz, £ da, ¥ ik w1y "
ce qui prouve que II'-Illti:-‘:ic["l‘lLll_‘. d'ordre n — 1

j.‘u.-f,:']r g ... 002

fq = i—1

est un invariant pour les équations (4).
Jusqu'ici nous avons fait porter les changements de variables sur

les fonctions inconnues Ty Xyy ooy @, Mais nous avons conservé le temps
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f -'{1]'! est notre variable iu.di'-i-:'lulu!]!l-. Nous allons gupposer maintenant
que l'on pose:
P __I' A
= gll)
et que nous prenions £, comme nouvelle variable indépendante.
Les équations (1) deviennent alors:

rllu';
di

1 SR L LG

dt, 5
Si les équations (1) ont un invariant intégral d'ordre n
[ Mdz,dz, . .. dx,
on devra avoir

S 2 (MX) =0,

ceé qui peut géerire

Cela montre que

I M rHl tx, de, ... dr,

,

est un invariant intégral pour les équations (35).
Pour que cette transformation puisse étre ufile, il faut que ¢ et ¢

:: e it = & : -, .
soient liés de telle sorte que ”L puisse étre regardé comme une fonetion
= -

connue, finie, continue et uniforme de 2, ,2,,...,a,.
5§|111]_]:J.-:u_r115 par exemple que nous prenions pour nouvelle variable

indépendante:

[1 vient alors

et les équations (5) s'écrivent

|ll_|'L Fi- -L rl'.?" _\rl_.

= 5 -

dt 0. 54 T S

|




£/

T - - = 3 "
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et elles admettent comme invariant iun'-.gr:l[:

[(MX, dx dz, . ..dx

De méme si nous prenons pour nouvelle variable i..df-]:r*m];mtp;

o= Oy By iy iF

A étant une fonetion queleonque de Tyy Tyyo..y B,y le nouvel invariant
intégral s'éerira:

fdE de id &

’ _HIl: "{] 4 - — ,\',_, + ...+ y .-"l:" |r|r,r'_‘r|lr.t'=. rls .rJ'i'l_._
._rlr.rl -'.f.r 1 ||"J 5

Il est & remarquer que la forme et la signification d'un invariant intégral
st ]'II:".l'l]l'-H!lil plus |J|‘='nfm||.1|'-till"l]t modifiée quand on change la variable

] indépendante appelée temps que quand le changement de variables porte
senlement sur les fonetions inconnues Bys @y onve Xuy BT alors les lois
du mouvement du point :'n’.1||‘f_".~at,'1mlfii' L' ge trouvent complétement trans-
formées,

Supposons n = 3 et regardons x,,x,,s, comme les coordonnées
d'un point P dans l'espace. [L'équation:

'3
H:\."-I P _r'__l S e (%]

a3
représentera une surface. Considérons une portion guelconque de cette
surface et appelons 8 cette portion de surface.
Je SLIla[)nSt-l‘:li iitl'l,‘ll tous les lu}inrs de S on a

d &
n-'.--l =

Il en résulte que la portion de surface S n'est tansente & aucune tra-
jL‘CTn‘I!‘t.‘. Je dirai alors que S est une surface sans contact.

Soit P, un point de §; par ce point passe une trajectoire. Si cette
trajectoire prolongée vient recouper S en un point P, je dirai que P,
est le eomséquent de P,. A son tour P, peut aveir un conséquent P,
que jappellerai le second conséquent de P, et ainsi de suite.

Si on considérée une éourbe O tracée sur S, les n* conséquents des

l]i‘q'l‘['.‘.; I?i.!i.l'lf.‘\: ll‘.f cette ['Hl.ll‘hi‘ f':)l"l]](‘.]'fl-]’Ll. une autre G_'IZJ[]]'E)!_‘ (

que-jappel-
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lerai ln n® conséquente de €. On définirait de la méme fagon 'aire qui
est n' conséquente d'une aire donmée faisant partie de S.
Je-ne-moccuperai que du_cas on H n'est pas une fonction uniforme
de T, , T, et F5-mais une fonction susceptible d'une infinité de walenrs
dont la différence est un 1r|.ltltipll_' de—% Je |H't-m]t'.'tl par e*.\;t-rnph':

Cela *posé, soit une portion de surface sans contact S ayant pour équation
# =o0; soit € une courbe fermée tracée sur cette surface et limitant
une aire A; soient ¢ et A’ les premiéres consequentes, €" et A" les n™
- conséquentes de € et de A.
Par chacun des pninr.-é de passe une trajectoire que je prolonge
depuis sa rencontre avec € jusqu'a sa rencontre avec €". L'ensemble de
ces trajectoires formera une surface trajectoire 7.
Je considére le volume ¥ limité par la surface trajectoire I et par :

les deux alres 4 et A" :'w'up]mmns 1[11'i| y ait un invariant positif :

J = [ Mz, dv,dz.

H
I’ T : iy F S
J'étends cet invariant au volume ¥ et jécris que ” est nul.

Soit dw un élément de la surface §. Menons la normale & cet
éléement, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite dn.

e : ol N e et
Soit H"‘ﬁ;ﬂ dn la valeur de A & l'extrémité de cette longueur. Si l'on

a mene ].ll ]l“l."l]L';llL‘! (llil].‘\' 1[' BENS L].l‘.l'_: “ l_'I'LJiS.‘:':I[ItS} o1 aurs

N "
o,
|!’|g ot
Posons:
d8 i e
el P X X
il SR e T
' ;H = H,
Ielll
on aura alors
.S o ;
o J' MHdw — | MHdew,
A 1

la premiére intégrale étant étendue & 'aire 4’ et la seconde a I'aire 4.
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I inte}ga'nh*

| MHiw

conserve la méme waleur qir'on I'étende a l'aire A, ou a A", on par
conséquent 4 A". Clest done un invariant intégral d'une nature parti-
culiére qui conserve la méme valeur pour une aire queleongue ou pour
I'nne de ses conséquentes,

Cet invariant est d'ailleurs positif, car par hypothése, M, H et par
conséquent MH sont positifs,

ﬁi. Usage des inveriants intégra,

Ce qui fait lintérét des invariants inff&gl'.:ln.\;, ce sont les théorémes
suivants dont nous ferons un fréquent usage.

Nous avons deéfini pluR haut la stabilité en disant que le point
mobile P doit rester & distance finie; on lentend guelquefois dans un
autre sens. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que le point P revienne
aun bout d'un temps suttisamment ftmg simon & 84 [anﬁiﬁml initiale, du
moins dans une position aussi voisine que l'on veut de cette position
initiale,

T :

ens<lu mot entraine la stabilité dans le second sens du mot,

wour  tot les trajectoires, mais pour une infinité d'en

e cette propriéte

pourrais méme~gjouter que les trajectoires qui jonissen

zont plus généraledgue celles qui n'en jonissent paS, précisément autant

jue les nombres incomMgnsurables sont plus-généraux que les nombres
ommensurables.

Supposons n = 3 et imaginopxque », , 7, , ¥, représentent les coor-
lonmées d'un '||:f||1l P dans 1

Théoréme 1. Supp

le volume | 'n".:'. dr.

yhas que le point seste & distance finie, et que

‘on considere une

onque, quelque petite que soit cette régi il ¥ aura

qui la traverseront une infinité de fois.

et le point P restant i distance finie, ne sortira jamais

£ f—pioion I
£ .,_ T

L | 1
te——ter—voiumme—e—cet




H. Poincaré

Imaginons maintenant une région trés petite r,, appelle v le volufe

K.I.L! cette ]‘f";_{inn. I’til‘ {'.iltil"]ll] [il‘r'- ]illil”’ﬁ l:{l.: J'“ !JIIEP}L‘ e t-].'i'jl'i.'i."Ll" 1.||.|E'
I'an peut l'l_'_s;'ul'c]i.‘l‘ COIMIME PaATCouTue par un |mint mobile supdfint la loi
definie par nos équations différentielles. Considérons done e infinité de
pointg mobiles remplissant au temps o la région », efSe mouvant en-
suite edgformeément a cette loi.  Au temps ¢ ils rempfliront une certaine
région rppNan temps 27 une région r,, ete. au tepfps nr une région N
Le voliwe étant un invariant intégral, cgs diverses régions r, rl',\
cewy ¥, auront wéme volume v. Si ces réglons n'avaient ancun point
commun, le voluhg total serait plus grafd que wnw; mais d'autre part
toutes ces regions sowf intérieures & B 'le volume total est done plus

_]n.'tii que F. Si done oy a:

il fant que deux au moins ¢\pos régions aient une partie commune.
Soient r, et r, ces deux egioni\(¢y > p). Si r, et r, ont une partie
commune, il est clair ques, et ¥, Nevront avoir une partie commune,

Plus généralement,/si on ne pouvwit trouver k régions ayant une
l'l-'”'t-ll: COIMITEATe, fsucpn lJUiIlt ﬁlL' 1’1:'3{)“"{? e '!'Il]ll,]']':jllt [ll'l'l:l',“"tl,_‘!]i]' ,'II. '[]1“5
de & 1 des régidns v, v, ...7,. Le vwlume total occupé par eces

AL i ny
régions serait dgde plus grand que ;- Ol Ync on a

=

il faut que l'on puisse trouver k régions ayant une pixtie comunune.

Soients

cey/ régions.  Alors

¥ r

FasTpempm 2 Varpoy e e T

auront aussi une pm‘ﬁe commune, " i
‘i [-.u'] [ -."tl'.d-?;,pr

whCe B vamp ol

Muis reprenons la question & un autre point de vue. lg—.?mu- en
plu\'.ur:..lﬂ.'.a.-— &riq'*ﬁHmWMu_u{ﬂ:_.quu dan.n:--l-i' i_};l,]‘u;._rl'|'u’-|]-uz l}l‘t:?t.'il‘ et nous

—Ag Mireny que la région r, est la #° conséquente de r, et que r, est la »°

...;'l-‘n.--a—w-—-.---— B =g W L

antécédente de »,.
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[ MHdw

'
;
méme valeur qu'on l'étende a laire A4, ou 374’ ou par
Cest done un invariant intégral d'une nature parti-

d'ailleurs positif, car par hypothése, M, H et pa

7

5 Cet invariant e
i conséquent MH sont p
|

Mgitifs,

§ 4.

Ce qui fait l'intérét des i
suivants dont nous ferons un

Nous avons défini plus |
mobile P doit rester a distgs
autre sens. Pour qu'il y At stabilité, il
fisamment long sind

Useayye

usage.
tabilité en disant que le poirft
I'entend quelquefois dans un

g

aut que le point P revienne

ce finie; o

au bout dun temps s a sn position initiale, du

moins dans une posifon aussi voisine que ') veut de cette positign

initinle.

Je dis que &l y a un invariant positif, la stal\]ité dans le premipr

mtraine la stabilité dans le second seng

ens du mot lu mot, non s

1[4

us générales que celles qui n'en jouissent pas, précisémd
les mombres incommensurables sont plus généraux que les

Supposens n = 3 et imaginons que z,, x,, 2, représentent les coor-
données d’un point P dans l'espace.

Théoréme I. Supposons que le point P reste & distance finie, et que
le volume [dx,dr,dr, soit un invariant intégral; si 'on considére une

région #, queleconque, quelque petite que soit cette région, il y aura
des trajectoires qui la traverseront une infinité de fois.
\ En effet le point P restant o distance finie, ne sortira jamais d'une

région limitée R, Jappelle V le volume de cette région R.




-

32 H. Poincaré. AP,

Imaginons maintenant une région trés petite »,, j'appelle v le volume
de cette région. Par chacun des points de », passe une trajectoire que
T'on peut regarder comme parcourue par un point mobile suivant la loi
définie par nos équations différentielles. Considérons donc une infinite de
points mobiles remplissant au temps o la région r, et se mouvant cn-
suite conformément a cette loi. Au temps 7 ils rempliront une certaine
région r,, an temps 27 une région r,, ete. au temps nr une région 7,

 Le volume étant un invariant intégral, ces diverses régioms 7, , 7,
.v., 7, auront méme volume #. Si ces régions n'avaient aucun point

?,W-Q o
am_ W /nu:nlmmm, le volume total serait plus grand que ne; mais d'autre part

toutes ces régions sont intérieures & R, le volume total est donc plus
petit que V. Si done on a:

T

‘H:P"s
o

il faut que deux au moins de nos régions aient une partie commune.
Soient r, et r, ces deux régions (¢ > p). Si r, et r, ont une partie
commune, il est clair que r, et »,_, devront avoir une partie commune.

Plus généralement, si on me pouvait trouver k régions ayant une’
partie commune, aucun point de l'espace ne pourrait appartenir a plus

de ®— 1 des régions #,,7,,...%,. Le volume total occupé par ces

y = ® nv .
régions serait donc plus grand que e Si done on a

> (k—1)—;
= .
il faut que’ l'on puisse trouver & régions ayant une partie commune.
Soient:

i

i A

M
ces regions.  Alors

¥

Tals 'rm—lh s Wpimpy v v v s Ve

auront aussi une partie commune. ; B e tagis awte
Mais reprenons la question & yn autre point de vue. Powr—esi—
-plover~ la  sémre nomenclature qnﬂ%—b paragraphe précédent nous

M que la région r, est la #° conséquente de », et que », est la n°
antécedente de r,.

L
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§5 Sur lo probléme des trois corps ct les dquations de In dypamiqne, 30

Supposons alors que i, soit la premiere ‘des conséquentes successives
de r, qui ait une partic commune avee r,-  Seit i, cette partie com-
mune; soit 8 la p* antéeédente de ) qui fera aussi partie de r, puisque
sa p* conséquente fait partie de r,,

Soit ensuite », la premiére des conséquentes de #) qui ait une partie
commune avec yy; soit oy cette partie commune; sa p° antécédente fera
partie de »] et par Ef)tlié{“—l(ﬂlt de »,, et sa p 4 p} antécédente que jap-
pellerai si fera partie de s; et par conséquent de r,.

Ainsi s fera partic de », ainsi que ses p* et p + pi' conséquentes.

Et ainsi de suite.

Avee )" nous formerons )" comme nous avons formdé i Bvee. ¥l et vl
avee 15 nous formerons enuie e e G

Je supposerai que la premiére des conséquentes successives de o) qui
ait nune partie commune avec # soit celle dordre p,.

Jappellerai s} lantéeédente d'ordre p + p, + p, + ...+ p,_; de s

Alors &) fera parti€ de r, ainsi que ses n conséquentes d'ordre:

;u.p-{—_p;.p v e Yo s el il s e ] R

De plus s} fera partic de &£, s77' de &2, ....

Il y aura alors des points qui appartiendront & la fois aux régions
Fas 8oy 80y oy 85, 8% ... ad. inf, L'ensemble de ‘ces points formera
une région o qui pourra d'ailleurs se réduire & un ou i plusienrs points.

Alors la région o fera partie de r, ainsi que ses conséquentes d'ordre
psp+pscsptp ot pap+ e+ P+ Pairs . .ad, inf

En dautres termes, toute trajectoire jssue d'un des points de o
traversera une infinité de fois la région r,.

C.Q F D
Extensifh du théovéme I Nouns avons SUPpOsé:

- dtque n—a,
ﬁﬁg;} 2° que le volume est un invariant intégral,
37 que le point P est assujetti 4 rester & distance finie.
Le théoréme est encore vrai si le veolume nlest pas un invariant
intégral, pourva quil existe un invariant positif queleonque:

3 f :1.’;?.:-1 da,d,.

Aot malhdmpatien. 13, Tmprimé le 1 Julllet 1888,

e

e

I U I
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i H. Poinearé, S5

Il est encore vrai si n > 3, il existe nn invariant positif:

((Mdz, dzr, ... dr

et si o, a,,..... 2, coordomées du point P dans l'espace & » dimen-
sions, sont assujetties a vester finies,

Mais il ¥ a plus

Supposons que 7, , %, . ..., &, ne solent plus assujetties i rester finies,

W

mais gue I'invariant intégral '['-ﬂ:lilif

i

L;’:u,f,.-l.f_r—u

atendu A I’t!gp:u'e 4 n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le
théoréme sern encore vrai.
Voiel in eag qui se présentera plus fréquemment.

Supposons que 'on connaisse une intégrale des équations (1)

A S r,) = const,
8i F = const. est léquation générale d'un systéme de surfaces fermees

dans l'espace & » dimensions, si en d'autres termes I est ure fonetion
uniforme qui devient infinie quand une guelconque des varviables x, , r,,
., i, cesse d'étre finie, il est clair que a,, x,, ..., r, resteront toujours
finies, puisque I conserve une valeur constante finie: on =e trouve done
dans les conditions de 1'énoneé du théoreme.
_‘ll:]i_-' FiulhEn,;n_Q;j]]s que les ,-:11rll:|;f'.=‘,-‘. " const, ne solent PII.\" ['G'I'IIN"(‘A',
il pourra se faire néanmoins que l'invariant intégral positif

j',-'l.fr.'.n1;f.:-,_, L, [

ctendn a tous les s_\.‘_ch'ruu--' de wvaleurs des i tels que:

ait une valenr finie; le théoréme sera encore vral.
(Mest ce qui arrive en particulier dans le cas suivant.

M. Hitn dans sa théorie de la lune a négligé dans une premicre

PR ——— PP

A ——_— -
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approximation la parallaxe du soleil, l'excentricité du soleil et lineli-

naison des orbites: il est ainsl arvivé aux fu;ll:il'lull.-:- suivantes:

r.Irr' " rIrJ.'. ey { i b
—_—p - = ] i —f - TR
ot at i ll\”_': M ’F-l?. 2 ’_.I'
dy : dy' .- ]
= . — iy it v
alt ut "'_ T .“1}1
qui admettent Uintégrale:
. I - re E g
= ‘-t : - — :Jf‘l".l". = onsh,
3 i e TG
et linvariant intégral ' =

\ f‘rf celyds"dy’

Si l'on vegarde x,y, " et y' comme les coordonnées d'un puint
dans l,t':i]l:ll:'t! b it dimensions, 1tll['.-l:{'llulliﬂll- ' = const. th]il't"ﬂ'llTl.' un .-‘}'ﬁlt"lllt‘
de surfuces qui ne sont pas fermées. Mais Vinvariant intégral étendu i
tous les points compris entre deux de eces surfaces est fini, comme aond

Le théoréme [ est dome encore wvrai; cest ‘a4 dire qll‘ii existe des
trnjectoires qui traversent une infinité de fois toute région de lespace &

¢ dimensions, quelque petite que soit cette région,

2 ¥ Fym W
“  Théoréme IL. Si u'=— 3 et que x,,x,,x, rveprésentent les coordon-
nées d'un point dans l'espace ordinaire, et il y a un invariant positif,
it ne pent pas y avoir de surface fermée sans contact.
Soit en effet
* - JFis I ;lfrl".l"rﬂ'.r'jﬂ‘l.r‘_l

un invariant intégral pn:.']iit', Supposons 4|1:Lil existe une surfuce § fermee

et sans contact, ayant pour :'Hll.!:lT'lun

£ Soit F le volume limité par cette surface; nous !:'[L']HI.THIIH. linvariant
J a ee volume tout entier,
La surface & étant sans contact, l'expression:

dfi d i
Elr.l'_ ll -I_ {
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le probléme des trois corps of les fonstiens e 1o densmicue 108

lgs eowpdonnées des trois corps, r,, Fi3s 7y, leurs distances mutuelley m,
uy et by leurs masses. Les équations du probléme seront de lp/form
guivante:

b7, _ oo — ) | my —a)

ot e i
Le second memWre de cette équation ne pourrait egser d'é¢tre hold-
morphe en z ,y , 2, X, Yo B30 By s Yy s, que 81 Vung’des trois distaneds
Tass Vygs Ty venait & s'anwuler, clest i dire_si deusy corps venaient & cp
choquer. Or mnous n'appliqherons jamais notre théoréme que quand on
sera. cerfain quun pareil chocNe pent se prodyire.

Ce théoréme joue un grandNpdle dans le Arésent mémoire.
Dans le § 5 (1** partie, chapipe III) whus démontrons que certaines
solutions particuliéres du probléme, Wue Mous appelons solutions asymp-
totiques, sopt de la forme suivante.
Les quiinfités inconnues s iy

8|

peuvent pour des valeurs del
I négatives et trés grandes étre « 8, suivant les puissances d'un|
certain paramétre ; et d'une anticlle ¢, les coéfficients|
¢tant des fonctions périodiquey
Nous en concluons qu

orande en valenr absolug

négative suffisamment
#, peuvent dtre alu'-ll
|

si f, est une quantite

les quantités = , =, ,...

veloppées suivant les
Si nous applig
montrer, nous verpdns que, dans une solution nsymptotiqye, les rp:;m'ritf'-is
[y 3 ¥y 5 ooy @, gOnt développables suivant les puissances deN/u, pour foulds
Ves valewrs ded.

Ce mg

ne théoréme peut servir également pour 1'étude

flous ayogfis nommé le conséquent d'un point donné.
S

r=g(r,y)

L o i ~ I

; : - - :
Par l'origine O passe une trajectoire; imaginons que quand p = o cette

trajectoire vienne au temps f = r recouper la surface § en un point P
dont les coordonnées seront:

g

M

Y
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200 H. Puineard. v L

|1':11n'|'~.4 la terminologie que nous avons adopté, le point I’ sera
quand on suppose g = 0 le l'-“]]h'-'.l'i|||.L'lIf du pu'llll 0,

Supposons de plus que dans le voisinage du point O, ¢(z, y) soit
développable suivant les puissanees de x et y, et dans le voisinage du
point P suivant les puissances de z —a et y — b.

Soit maintenant z,, 4,4, un point A4 tres voisin de O et apparte-
nant & la surface §. Si l'on fait passer par ce lm'mr A une 1]';I.jl'|'1”i]'t'.
si on suppose que g cesse d'étre nul, mais reste trés petit, on verra que
cefte 1r;|j+:-:rniru viendra, & une l'llmqm: £ tris peu différente de T couper
la surface § en un point B trés voisin de P.

Ce point B dont jappellerai les coordonnées «, , ¥, , #, sera dapres
notre terminologie le conséquent du point A.

Ce que je me propose de démontrer, c'est que x,, ¥, s peuvent

ge développer suivant les puissances croissantes de 2, ¥,, 2, et s

En effet, daprés le théortme ’p'U——"“"" Rt 11, 0, F
sont les coordonnées au temps ¢ du point mobile qui déerit la trajectoire
issue du point A, si de plus z,,¥,,7,,p ¢t ¢— 7 sont suffisamment

[wiits_ on aura:

T = fIj-'[ln‘ — Ty fhiy Ty sy s -3.-.:':
o ‘:.'i'.::’l Ty fty Tys Yor %o)s
&, et oy étant des séries ordonndes suivant les puissances de t —r,

fls Tgp Wy s &y
Ces séries se réduiront respectivement aa,b,e¢ pour

f—rt=pn=2 =1, =8 =10
{ i

1] 1
Comme ¢(z,y) est développable suivant les puissances de # —a ef
y—>b, 8i & —a et y— b sont assez petits, nous aurons également:

N Y, TP ik - x
T, ) = @ 0= Ty by Tys Yy )

¢, étant une gérie de méme forme que &, ¢, et &,

Ecrivons que le point @,y,2 se trouve sur la surfuce S, nous aurons:
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La relation (5) peut &tre resardée comme une équation entre { —z,
2 B 1
. 1 i Qf. -4 Lﬂ' Ol et i:h[.‘.]_‘l,‘:h[_’.‘l‘ :II E:L l'{J’.Sﬂ'I'lld'l‘{'. M Ti bl”l" i‘l. t—r
l'r o refp (i] ] ]
Pour:

f‘— = == ;,r'n‘ = . = _‘_!" =0

cette relation est satisfaite, car on a

Bl s L E
5"x - $_f|1 - 3,
D'aprés un théoréme de Caveny, sur lequel nouns allons d'ailleurs
revenir dans un instant, on pourra tirer de la relation (5) f— 7 sous la
forme suivante:

(6) f—r=100p, 2, 2%

(¥

# étant une série ordonnée suivant les puissances de p, x, , y, et 3.

Il n'y aurait d'exception que si ponr

tl—T1=p=a

= ‘ul'\ 5 :II et
on avait
] .
dg, de,
i el
Or cette éguation exprime que la trajectoire issne du point O pour
| ] 1 |
‘=0 va toucher la surface S au |J+ri]1f. P
Mais il n'en sera pas ainsi, parce que nous supposerons toujours que
S est une surface eu une portion de surface sans contact.
Dans les équations (4) remplagons ¢ — 7 par # et =,y , 2 par 7,
¥, & ; il viendra:

&, = 6,(p0, s Ues )

2T H..l:,.u L] 11 1] i.l'lu ¥ 2!":]'

. H::':,.I”' ] 'r'r'|| H] qu ¥ :1I:|5 com - ertr s U bR }‘
A, 6, et #, ctant des séries développées selon les puissances de p, 7,
- - =
¥, et 2. -
i C. Q. F.

OIS  Venons— H!Hhmwﬁﬁ&ﬁﬂﬁ—qw—mm“n oms—a

Aeta mathemariea, 13, Tmprime le 12 octobre 1885, L
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o 1@ distance de ces points 4 et B? La ¥ ¢ COTTeE PO
s deux points est la méme; la valeur de o est ln mér
rag de 27, La distance AB sera done du méme ordre de
: : a~différence des valeurs de p qui correspondent aux denx

Si ; est ¢ e . sons un paramétre trés pefit, cette
i 22t une qli'.!lltiff‘ tres ||L'1iTl.'

surbe € est alors une cour uasi-fermée dont les

Lemme/ Si la distance de deux points A, et B, appartenant i la

portion de surface sans contact S est une quantifé fres petite d'ordre #,
il en sers de méme de la distance de leurs conséquents A4, et B,

Soient en effet @, ,a,,a, les coordonnées dun point fixe P, de S

trés voisin de A, et de B, a;, @i, a; les coordonnées de son conséquent P,

Solent o, , Ta, X453 ) o 25, X453 Yy o Yoy Wys Ui s Y2y ¥: les coordonnées de

o (R L i A Ir'-l-l——r-tl—r-lvnﬂ'- fhe—ri et seront—des—fonctions hnj’ f!j 247

” WAy lomeorphes de z, , w, et 1}'/

= ! o ek T F\lc,u]’l' T,

H : -,-'I'IL 15 pup::.qm'i_h: eroissantes de T— g, &, —l,, % — (. el T ﬂumudlu_;,{ _.

+les_tquations différentielles <|E'pt*mlunf de pes 11 doit_en étre :1{/ H 7%

|"..

— au, @y — ay peuvent se développer selon les

sée dela relation gui lie—un-—point 4 son Luu:Lq_uL,m_./

L'expression de o —a, 4 — a9, —a, en fonctions de y, —a,,
Yy — ay y ¥, —a, et p sera évidemment la méme que celle de a; — ],
xt —'a, #s— a} en fonetions de z—a,, %, — 0, T, — a6t u
On déduit de la que l'on peut éerire: % b
o wp— i — (T — ) F, + (25— .’f-.-\ -‘LI-.- 4+ {(Zi— Ya) s s
]
'f.\} oy — Yo = (o, — ) I} + (2 — )12 + (0 — 1) 13,

Ey— My = (£, — 1) ‘L“l‘ -+ ':;-": == ."."'-.':] I+ E-"':: = .”.I:I F:llrr
les F' étant des séries développées suivant les puissances de:

. - - .
By Xy — @ Ty — @y By — O T, —— Gy Yy = Uy Yy — G .

= o p
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41* __H. Polnggnt— ———

B

""_"&ll____‘_'t g ;‘illllﬂl‘”“'“ "“”"E\:y'ﬂf sn #° conséquente; si
peut }01|1T|‘T“-1-\lm_gull__de-‘ point k & son n°® conséguent par des ares
:le courbe situés sur 5= ‘t"ﬁ“‘d&-..LQ_uL facon que deux quelconques de ces
arcs n'aient augwr point commun; si de pius—il——a un invariant intégral J

yositif, _Ll;.,{rs.' au moins des points de k coincideront avec Hep COm- /,/’
séQ ;
5z
\
i
CHAPITRE
Theéorie des solutions périodigues.
ﬁ\. Existence des solutions périodiques.
Considérons un systéme d'équations différentielles
iy g
1_]) ;H, ..\. i (i1 R, i)
ou les X sont des fonections des z et d'un 11:11‘.'1“'“‘*{1':‘ p. Les X devront
aussi dépendre de ¢, mais ce seront alors des fonctions périodiques de
grinble et la période sera 27.
SlL]J]IOSI’J]iR 'I’_lll{‘. }'H,'!'Ltr ]:i. \'.'\I!l:'.'ll'l.‘ (8] (]II '[J:I['JIIIIII'“"{! ‘H, PR ll"1|.“l|!i(:||]:" ﬂ(].'
§?m|-ttcut une solution périodique, de felle sorte qne
== L),
¢, étant une fonction périodique du temps dont la période sera par
exemple’ 2.
Posons:
T =¢/'+ &
et cherchons I”"‘" les valeurs trés petites de p & trouver les valeurs des
£ que nous supposerons également trés petites, il viendra
dE; ax, AX, ¥
P i 3 U, B : e

i A r.IIJH et rll.ﬁ
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u la méme valeur pour a et pour «, et qui est telle que

(qu

MHg > 0.’

f

Ll

Soit

(Dans le ecaleul de
égale a #,.)

La quantité sous
§i p, > p €t négative si

D'ailleurs d'apres la
tion de 4,.

Soient J, et J, les valeurd de 1';
& Taire a et i lI'aire g,. On auwg/d'aprés la définition méme des inte-

grales doubles:

tont le long de la courbe
ourbe fermée, la fonetion

L'intégrale du second mempire devra étre pris
k. Quand on aura fait gout le tour de cette
sn. valenr initiale.

X devra étre revenue
Mais J étant unAnvariant, J, — &, doit étre
étre toujours de mfme signe et comme cette quan
aux deux limites/ d'intégration, il faut que X s’annul
ces deux limiteg!
Or quang’ X est nul, p, = p, et le point correspondant\de & coincide

ité a méme valeur
deux fois entre

L]
C.Q F. D

/ Si une courbe {"lm'-.e k fait partie d'une portion de surface san

l. X ne peut done :

i

C—

s



tﬁ? Sur le problime des troiz corps et les dquations de la dynamique 1
Dang les dérivées partielles des X les x, sont remplacés par les fonetions
|:|'-!'iirclii|111‘.=. ¢, Les £ sont ainsi determings par des équations linéaires
4 second membre dont leg coeffivients sont des fonetions |J|"1'i|1|]i|!l1t'.~'.

Deux eas |:1l||~.'1_-.!:|. ) ]:l'i'.-'-l-lm':‘. :
12 Les :'~.‘111;|.[i..:||,-: sans’ second membre:
2 e d.X,

At e,

Iy

n'admettent pas de solution périodique de période 27,
]‘.;Lll,i ¢e Cas l&":-‘ I.l"llliLT-i||]'|:‘i ) n'l'l'ﬂlllt |t|.|_']|l]|]'\‘ ©en :HIIIII.'T'L']I[ nune '|.||.|.'
jéerirai:

=, b L4
g pued (), .

¢ étant une fonetion ln'-]_'im]iqlu' de période 27,

2°.  Les équations zans second membre admettent une solution pe-
riodique: de peériade 2.

Alors les équations & second membre peuvent ne pas avoir de solu-
tion périodique, de telle fagon qu'en général nous trouverons une solution
de la forme suivante:

& = piteh (£) + pegoslt),

es ¢ étant toujours des fonctions §1|'-1"1cu1iui|1=-.u, on méme dans certaing cas

e I”_[.l'";l_"l ,|"| -+ IL.r,. S 4 B SR 1",,_|,~|"'| 3

Plagons-nous dans le premier cas et voyons ln chose «
Cherehons & former une solution périodigue et a la développer sui-

vant les puissances de u; posons par COnEG(Uent:

o=@ + pigrs + gt o

ﬂglr:mll on substituera i la [.-]:u ¢ des x, ces valears dans les X, on
trouvera
k= P ;.'X,, =} .-”:-\‘I-.-u -+ ..
Il est eclair que les X;, ne dépendent que des ¢, les X, des ¢, et des
¢y les Xy, des ¢, et des ¢, etc. De plus si les ¢, sont des fonctions

périodiques de f de période 27, il en sera de méme des X, .

=3

Aefa mafhemafica. 15, [mprimé le 8 aonk 1883

@ Iulu:-' ]:rr".«'.-



I. Poineard,

Nous avons de plus

s BN R o

— |{Il'_‘

ety K . F
Dang le second membre, dans les dérivées —' . on doit substituer les ¢
iy :
a la place des &, ainsi que nous l'avons fait plus haut, De plus ¥, ne

dépendra que des ¢, des ¢,,, des ¢, ..., des ¢, ,,; mais ne dépendra
]F]“.‘{ |IE,'.‘-' [Vl

bl B

Cela posé on est conduit aux équations suivantes

|-‘lr_',. - dX -
(3) Tl =% \',L’"; o is? SR

BT Loy da
Supposons qu'on ait déterminé les :lmmti.hf'.:;
e TR P RS

a l'aide des équations précédentes sous forme de fonetions périodiques de

{: on pourra ensuite & U'aide des équations (3) déterminer les ¢, ..

Ces fl'i[llf!ﬁﬂl::’-‘ 3) sont des f:lili:l[il'lillr: linéaires & second membre et

les eoéfficients sont périodiques.

Par hypothése les équations sans second membre

-4'5.-‘... "\ dX;
= @

ot o -ifipy 4 EY

qui ne sont autres que les équations I'.::]. n'ont pag de golution périodique;

done les équations (3) en admettent une.

L

I[1 résulte de la iIII’H existe des adries

&= g, + pe, + .”2.‘:2-- + ..

dont les cotfficients sont périodiques et qui satisfont formellement aux
equations (1),

Il - resterait & démontrer la convergence de ces séries. Nul doute
que  cette démonstration ne puisse se faire directement: je ne le ferai
pas ftoutefois, car je wvais, en repremant la question a un point de vue

différent, démontrer rigoureusement existence des solutions périodiques,




j{‘? Bur l¢ probléme des trois corps et lés dquatioos de Ia dypamique. al

ce qui entraine la convergence de nos séries. Nous n'uurons en effet
qua nous appuyer sur les p!"'l'nt'ipc_-‘ les plus connus du D/IH.]L!I]]. des
\.imit{-s.}\

Soit ¢, (o) + 5 la valeur de x, pour ! = o0. Soit ¢lo) 4+ 1, la wva-
leur de @, pour ¢ = g2z. Les y dépendront évidemment de p et des
valeurs initiales des variables et elles gannuleront avec elles.

Cela me permet d'ecerire:

ro= B @it Tt T By pay oo DR B
=i+ ¢

les @, les b et les [mi, pyipay .- pu) étant des co®fficients constants,
(In obtiendra les solutions ]u'-t"lm]h|1li'.- de période 2z en cherchant
les cas on:

IR ,'?u-
(In ]u-llr done considérer Jocomme  une donnée de la li1l1.'.~'~ti=r1l et chercher
a résoudre par. rapport aux n INeonnues ‘-ﬁ lez équations

Fog R , Ry
(4) il @, E= = X

Nous savons que les ¢ sont des fonetions }L(Jl(JT]IIﬁI']IhE‘S de o et des I-f
gannulant avet les variables,

Si le déterminant fonetionnel des ¢ par rapport aux 4 (c'est a dire
le déterminant des #,) n'est pas nul, on peut résoudre ces n équations
¢t on trouve comme solution:

i

Bii= G )y

les @, étant, d'aprés un théor¢me bien connu, des fonctions holomorphes
I1L' IH .:-_{‘Il”ll“l«'l.‘[l.t aves |'r£'h| A
C'est le cas que nous avons étudié plus haut et ou lex équations
L2) n'ont pas de solution p{‘l"l.wrlf[lEL‘.
On doit en conclure que pour les valeurs de p suffisamment petites,
les équations (1) admettent une solution périedique. =
, 2 B - [y = r
i H— arriver—que; bic defery e

wort aux 3

A

{I\..-:l' || |' 1 Bt JI[
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52 H. Poincard.

- " - g - - # ‘rr
]ﬂ"?'h.lt]lqllt' pour les petites valeurs de p. 11 en sern aingi en g_{-}u'-'l'.'tl
quant, les déterminants compris dans la matrice /;’

r
dg,  dg, dgh, _.z’
LY 5 . r .- y
\\ elp df, dd, i
! 4 R /
\ i, g, g, s
N e R /
N v
\ 4
. rd
-Jl}"h dif, il i
i wgg e e g

seront tous nuls.

-“;up]}uﬂnll:& done que les f-ciu;lﬂulh ;\l:: ."I-(J]IIIL"[I-!:I une soelution ln;'-

riodigque pour g = o et pouy les valeurs l:i(_‘.'.:.f.f_ suffismmment petites, ]:]u_i
petites par exemple que g, ét qu'elles n'ep’ admettent plus pour p> p
De quelle facon la solution péNodigue :j,'l’: mraitra-t-elle au moment ou g
atteindra la valenr p, 7 On lhkﬁ:til -._|.f_{']|u\t:[!‘t'|' que les choses se passent
comme il suit. b

Pour g = p, — =, lea équatigna (1) admettent dewr solutions pério-
digues; pour p = p,, ces deux folutigns se confondent en une seule et

entin. pour g > p,

CEs |i.‘.'ti.'\ :{{)‘4[‘](]”_\ likilﬁl'il-l.'}.‘-'l']'lt,
Pour le faire voir, reprenons les équgtions (4):
08
|;»_|" r;{:-f_"_, . - (‘ll ?1\

et supposons que le dgéterminant fonctionnel tlk\(" sannule quand les 3
P " . s ] :

et le paramétre p sént nuls & la fois. - Il est aldys impossible, du moins

en général, de Liper des equations les A Bous la fovme:

/ , \
A #= 8 \

4 [}

les #, étant des fonctions holomorphes de g gannulant :""-‘ﬁ‘ cette variable.

Mais il gera possible en général de tiver des n— |;r|-m'|4'-rhi- équations (4

L - o = 4 i o = 0 \
i H o

- / \
% it I quantités’ 3, By, ..., f..4; on trouvera: \
LY

I o o "
B = {8, i=1,4
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ol H. Poineard

rfJ: — O

pourra étre regolue par rapport o A4, puisgque pour

2 = 4

7 |

(] R

In obtient ainsi:

)

LY,

lacant &, par @, dans les I, o1

i Otant hullﬂllfﬂ'[l!lr en Jfi.

rouve:

#, ctant holomorphe.

[existence d'ung’ zolution [Jr"|-i.:-|ii|1|.|=- poun, les petites valeurs de p

at done otablie, & ]ﬂu.t pour une |1:l.1'1-i.He- soition ln'-rim]'l{inr-. le dé-

r-]‘[|1‘|.||:|'||f. !hn;l]t‘l- nnel des 15_" |II|I‘ '.'i]lpf'l]'l' X i;f Ot pas 1I[]! &l ft st

auffisamment petit sans dtre nul.

hien Péquation &) =0 n'n fque des racw\es 1ra|:|]ﬁ]rh-:= e

ne pouvons vien alfirmer,
toutefois cette 4_'~|lu=ni.rn:|| a une racine r]‘il-ii'. O pNIE eénérale
une racine d'ordre impair, nous pourrions affirmer quig pour les
ites valeurs de p. il existe une golution ]u'=|"|m|iql|:t-. Mais\nous ne

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que les fonctions X, , Xy,

% eI f el

X, |]1|': entrent dans les’ équations différentielles (1) !]4"|wn|il'nr du
temps f. " Les résultats seraient modifiés i le temps { n'entre pas dans
CeR 1'~r|u:|linn.=;_

Il y a d'abord entre les deux cas une différence qu'il est '|1:|5n‘|5-"|1|]1'
de ne pas apercevoir. Nous avions supposé¢ dams ce qui préccde que les
X, étaient des fonetions périodiques du temps ét que la période était 27
il en résultait que, si les équations admettaient une solution périodique,
Ia 1;1'=_ri|;q[v de cette solution devait étre éeale 4 27 on & un ]t‘llJ111|311' de

Si au contraire les X, sont indépendants de f, la période d'une so-

-y —

lution En"l":nri'uim- peut dtre quelcongue.

044




Sar le !ll'l"]'ltl'\'lill.' des trois COrpsE of les tquations de Ia :]_\||.'n||i1lul.‘_

st pas nul.  On pourra done résoudre nos n— | équutions pat rapport
w—1 quantités B, B, ...y 51

n trouvera: 5

A= =8 p),

VAN 2§
les [ etar

variables.

des fonetions holomorphes de 3, et de pu

d aver ces

dont le |Jl'|-1|l'u’t' membrd, sera une fone

‘ton holomorphe de x et de 3.

Cette fonetion hplnnmrp]m doit conter

+ p en facteur. En effet, pour

’ sk o 3 .
¢ rédujéerit & n— 1 d'entre elles et par
consequent I'équation @ = o dajt 4/;{\,';-1.ir identique.

=0, les n équations (4)

Posons done

o
), sera encore holomorphe. /Appelony @ ce que devient @, quand on

y fait p = o et envisageons/1'équation:

.‘ﬂl] =)

dont le lrl'L'l'riicE‘ membre est une fonction ho lih't'[rht: de ,? senlement.

Trois cas peuvent
12, Ou hie

conclure que P

presenter:
cette équation n'admet aucuny racine; on peut en
ir les petites valeurs de i les r"qlll. tions (1) n'ont pas
de solution périodique de période 2z.
2% (h

Dans ce cgt

bien cette équation admet une on plusieurs\pacines simples.
les équations (1) ont des solutions périodiques

our lt'.q EJ{“
irs de g,

tites wval

effet supposons que pour:
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En second liew, si les équations (1) admettent une dolution pério-
dique (et si les X ne dépendent pas de f), elles en admettent une infinité.

Si en effet
Ty == 'J}' Ty = '."-."I:."J y b e e =g

est une solution périodigue des équations (1), il en sera de méme (quelle

que soit la constante k) de

'J‘L E7 ""“!.‘I'll + 'ir'i‘ "’I: e 5“‘;:." + h' ] LRGN i &y - !.-"-':,f + 'h.:'

Aingl le eas sor.lequel nous nous sommes étendus d'abord et dans
lequel pour g = o, les équations (1) admettent une solution périodigue
ot une seule, ne peut se présenter si les X ne dépendent pas de .

Placons-nous donc dans le cas ou le temps ! n'entre pas explicite-
ment dans les équations (1) et supposons que pour g = 0, Ces éyunations
admettent une solution périodique de période T

B = F'._'::":l' T — E-_-I__‘l';fj'. T S ,("-.::“-

Soit ¢,(0) + A, la valeur de @, pour = 0; soit ¢ (0) + 7 la valenr

de x, pour £ = T+ 7. Posons ensuite, comme nous l'avons fait plus haut,

rn—pfi= ¢
Les ¢, seront des fonctions holomorphes de ., de BisBis . v P Cl dE
- gannulant avee ces variables,
Nous avons done & résoudre par rapport aux n + 1 inconmnies
B Priioen P “

les n équations

(5) =y =...= ¢, =0

Nous avons une inconnue de frop, nous pouvons done poser arbi-
trairement par exemple

Nous tirerons ensuite des équations (5) B+ Fas«-vs fay €6 T €D fonetions

Aeta mathemotiss. 13, Imprimé lo 8 acdl 188D H




holomorphes de g s'unnulant avee p

déterminant:

H.. Poineard.

Cela est possible a moins gue le

] r |
| 3¢y - dd, g |
1I".--!'I "'lrila |-!l T
dg,  dhy I
rf‘.-.\‘l .J"i‘__ s
dihy  de, dey,  didy
“‘n"ﬂ L FJ-"‘J L 'In‘f--' =1 "II T
ne soit nul pour g = fisr=0o

St oce déterminant etait nul, au lieu de poser arbitrairement fo=0s

on poserait par excmple § = o, et lu méthode ne serait en défaut que

gl tous les déterminants contenus dans la matrice:

gtalent nuls a la fois.

rdg,  dd, dg, d,
df,  dg, dg, dr
.'f.l.J' I'!Ill,"__ J%‘- 4 ||rql_"1
|E"‘J‘| 'llfl If";l',, dr
ddn A by dily
ag. g, dfs dr ||

(Il est & remarquer que le déterminant obtenu
en supprimant la derniére coloune de cette matrice est toujours nul pour
o= =T 0.)

Comme en eénéral tous ces déterminants ne seront pas nuls & la
fois, les éguations (1) admettront pour les petites valeurs de g, une so-
lution périodique de période 1"+ 7.

Io.

-1 ' Exposants coaractéristigues.

]_;,rl]'l'l_"fl.lill.‘-l |1_‘.- r"l|1lllﬁl”[5:
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et imaginons qu'elles admettent une solution périodique
xr, = !;_'Ilil"},

Formons les équations aux variations (voir Chapitre I) des équations
(1) en posant:
5= ei(t) + &

et 1||-_5:|i|,{1=.‘.m'r les carrés des i
Ces équations aux variations g'écriront:

; dg  dX; dX; . !
(2) = ;'-+”fr E 4+ ...+

at =~ dz,
Ces équations sont linéaires par rapport aux &, et leurs coffficients
dX;
rll.r'j..
de {. Nous avons donc¢ a infégrer des équations linéaires & cofficients

, (quand on y a remplacé x, par ¢,(f)) sont des fonetions périodiques

periodigues.
On sait quelle est en général la forme des intégrales de ces équa-
tions; on obtient n intégrales particuliéres de la forme suivante:

E = vy [ 1+ = &
& ey £, = &%o, R ] R
E ey gt Y E = ot B B o gl
. E =8, & =e"8,, ..., & =¢"S,,

(2)

\s
= wraf T - a7 [ ERRm W o o
= (4] I-1\|..1- i (¢ h;'u ¥ B = & Ly L& -l‘,":.

les o étant des constantes et les S, des fonctions périodiques de ¢ de
meme 1:{*1'11\1][* que les !:,{fﬁ.

Les constantes o .q':l|1]:t*.”t=nT les Exposanis r'rfr‘r:r'fr"a‘iﬂ.’iqrfr’s de la solu-
tion périodigue.

Si a est purement imaginaive de facon que son carré soit négatif,
le module de ¢ est constant et éeal a 1. Si an contraire « est riéel,
ou 8i a est complexe de telle fagon que son earré ne soit pas réel, le

module ¢

tend vers l'infini pour f= + o0 on pour f=—co. Si done
tonz les a« ont lenrs carrés réels et négatifs, les quantites &, £,,..., &,
resteront finies; je dirai alorz que la solution périodique x, = ¢[f) est

stable: dans le eas contrairve, jl' dirai que cette solution est instable.
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Un cas particulier intéressant est celui on denx ou plusieurs des
exposants aractéristiques a sont égaux entre eux. Dans ce cas les inté-
grales des :'-||1mﬁm|: (2) ne peuvent plug se mettre sous ln forme (3).
Si par exemple

a, = oty

les équations (2) admettraient deux intégrales particulicres qui g'éeriraient

L=t 5
et
fl = fp h‘l.] ..|.d gl NL'_"

les S, et les 8, étant des fonctions périodiques de f.

Si trois des exposants caractéristiques détaient égaux entre eux, on
verrait apparaitre, non seulement {, mais encore £* en dehors des signes
triconometriques et exponentiels.

Supposons que le temps ¢ n'entre pas explicitement dans les équa-
tions (1) de telle sorte que les fonetions X, ne dépendent pas de cette
variable; supposons de plus que ces équations (1) admettent une intégrale

|\,’|: _lr"ii_i'l s Lgg vy .r'“'_:- = (7,
Il est aisé de voir que dans ce cas deux des exposants caractéristiques
gsont nuls.

On se trouve done alorz dans le cas d'exception gue nous venons
de signaler; mais il n'en résulte pas de difficulté; il est aisé en effet &

l'aide de lintégrale (4) d’abaisser d'une unité I'ordre des équations (1)
[l n'y a plus alors que # — 1 exposants caractéristiques et il n'y en &
plus qu'un qui soit nul.

Nous allons maintenant envisager un cas particulier qui est celui oir
les équations (1) ont la forme des équations de la dynamique, Ferivons-
lez done sous:la forme:

Jlr.f'l 1“‘" ‘-J'_J.ll r”’"

) - = (=18, u)

L dt  dy’ di e,

F' étant une fonetion quelconque de &, @y ooy Tus Uiy Yoy - ooy Yoy NOUS

pourrons  supposer, goit que I est illtlt'~ihL'|1L1;L1lt. de {; soit que i :id."llt‘ud



|

ﬁf"?v Hur le problime des trois corps et les dquations de la dynamique. il
non seulement des x et des y, mais encore de {, et que par rapport a
cette derniére variable, c'est une fonetion ln'-]'l-uhquu de période 2.

Supposons que les équations (1°) admettent une solution périodigue
de ]'1"1'-tu+it.‘ a7
T = gi(t), Y= ¢(t)
‘et formons les équations aux variations en posant:
'rl' = Ul:fj + :.' .‘llr: — 's-‘r‘.':!l] + ::'-'
Nous avons vu dang le chapitre Il que lintégrale double:

[ (ar,dy, + drgdy, + ... + dody,)

est un invariant intégral, ou (ce qui revient an méme) que si &,z o
§ , % sont deux solutions particulitres gueleongues des équations aux
variations, on

>_E_'E y; — &im,) = const,

Je dis ||u'i| en reésulte que les exposants caractéristiques sont deux a

deux égaux et de signe contraire.

Soient en effet & et ! les valeurs initiales de & et de y, pour t =0
dans une des équations aux variations; soient & et ! les valeurs cor-
respondantes de £ et de #; pour t = 2w, Il est elair que les £ et les
7 seront des fonetions linéaires des & et des z! de telle sorte que la

aubstitution:

i GAD, BT e
1’ Wiy s Sis T‘.__I
sern une substitution linéaire.
Soit:
iy i il 5
.
'r'.'l H'.I... V- e e
|
[
a1 Mypn - R | P

le tableau des codéfficients de cette substitution linéaire.
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] i v . §
Formons l'équation en A

My, — Ay A L
thyy oy — A .« o o g
)
# . ® 3 . - . |
| fas.i PR e B — A

Les 2n racines de cette équation seront ce qu'on appelle les 2n multi-
plicateurs de la substitution linéaire 7. Mais cette substitution linéaire
T ne peut pas étre queleonque. Il faut qu'elle n'altéere pas la forme
hilinéaire:

1

(i — &)

Pour cels, I'équation en A doit étre réciproque. Si donc on pose:
;’. L I|,:E-u..-.

les quantités a devront étre deux a deux égales et de signe contraire.

G G E. D

Il y aura done en général n quantités o distinctes. Nous les ap-
pellerons les coffficients de stabilité de la solution périodique considérée.

Si ces n codfficients sont tous réels et négatifs, la solution périodique
sera stable, car les quantités & et 7 resteront inférieures a une limite
donnée.

Il ne faut pas toutefois entendre ce mot de stabilitée au sens absoln,
En effet, nous avons négligé les carrés des & et des y et rien ne prouve
qu'en tenant compte de ces carrés, le résultat ne serait pas changé. Mais
nous pouvons dire au moins gue les £ et y, sils sont originairement trés
petits resteront trés petits pendant trés longtemps. Nous pouvons ex-
primer et fait en disant que la solution périodique jouit, sinon de la
stabilité séculaire, du moins de la stabilité femporaire.

On peut se rendre compte de cette stabilité en se reportant aux
valenrs des £; on trouve en effet, pour la solution générale des cqua-
tions aux variations:

&= l'4'1I1-"-"r::r‘l"1.;.-
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les A, étant des codéfficients constants et les S, des séries tl'iu}r!lmmé—
trigues,

Or si o} est réel négatif, on trouve

¢ = cost \— af + isinf—qf,

de sorte que &

, s'exprime trigonomeétriquement.

Au contraire si un on plusieurs des coéfficients de stabilité devient
réel positif ou imaginaire, la solution périodique considérée ne jouit plus
de la stabilité temporaire.

On voit aisément en effet que & est alors représenté par une série

dont le terme général est de la forme:
Ae" cos (kE 4 mt + 1)

ol {"r’ + ’."l"}: est un des coéfficients de stabilité, ot m est un entier et {
et 4 ‘l]l'r's constantes qllt:htnlultu-s, Le défaut de stabilité se trouve ainsi
mis en évidence,

Si deux des coéfficients de stabilité deviennent :Eg;mx entre cux, ou
si 'un d'eux devient nul, on trouvera en géncral dans la série qui repré-
sente £, des termes de la formes:

Ate* cos(kt + mi + 1) ou At cos(mt + ).

En résumé, & peut dans tous les cas dtre representé par une serie
toujours convergente, Dans cette série le temps peut entrer sous le .-:i;_rnr_"
sinus ou cosinus, ou par 'exponenticlle ¢*, ou enfin en dehors des signes
trigonométriques ou exponentiels.

Si tous les cobfficients de stabilité sont réels, négatifs et distinets,
le temps n'apparaitra que sous les signes sinus et cosinus et il y nura
stabilité temporaire.

Si I'un des coefficients est positif ou imaginaive, le temps apparaitra

gous un gigne expomnentiel; si deux des coéfficients sont égaux ou que
I'un d'eux soit nul, le temps apparait en dehors de tout signe trigono-
métrique ou exponentiel,

Si dome tous les coéfficients ne sont pas réels, négatifs et distincts,

il u'}-’ a- pas en genéral de stabilité temporaire.
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Toutes les fois que F ne dt"lu.mr] pas du temps £, l'un des n coéffi-

cients de stabilité est nul; car d'une ;):11't le temps n'entre pas L'.\:!rrlt:il-t-
ment dans les équations différentielles; d’autre part ces équations ad-
mettent une intégrale

T
{

B o e nny B h Wi Wy vy ,) = const.

Nous nous trouvons done dans le cas dont nous avons |];ll'|t'.* pllh'
haut et on deux des :_-xpt]s:mts l':l.['uct(!l"lstii{llu.-, sont nuls, Mais, comme
nous l'avons dit, cela ne pent ercer une difficulte parce que l'on peut,

8 VPaide de lUintéerale connue abaisser & 21— 1 Vordre des équations (17,
[l n'y a plus alors que 2rm — 1 exposants caractéristiques; 'un d'eux est
nul et les 2rn— 2 autres, aux carrés desquels on peut conserver le nom

de cotfficients de stabilité, sont deux a deux égaux et de 51glll: contrairve,
ieprenons le déterminant que nous avons eu a envisager dans le
l}'.il':l:_':l':l[!l'l!'. IH'I".L'.E"‘(EU“I.
Nous avons dans ce paragraphe envisagé d'abord le eas ol ]l":(‘qliﬂ-
tions (1) dépendent du temps ¢ et d'un paramétre g, et admettent pour
g = o une solution p(ﬂ'iu_nlit}llt et une seule. Nous avens vu que si le

determinant fonetionnel :

les l"i|_]1:l|iﬂ1[5 admettront encore une solution EJL"]‘EU{HL'IJU penr les pul-il'.'r'
L
valeurs de .

Ce déterminant peut s'éerire:

lf;'.l =y "ri'u rll-I i i
| 43, a7, LR E
ti:’.’ JE;'J e I_ c!l-l.-' |
a‘ o ah |-i'|.;_|‘l Hlu-T,— R -'IPI-T’..
dia din diyy |

a3 iz, SELTE 13 :




Sur le probléme des trois corps et les équations de In dynamique.
Or les

exposants caractéristiques a sont donnés par 1'équation:

SRR oy diy
i3, .1'|,-;__ o3y
dy, dy, ; dy.
| da, 1 3, _—
!
”.IF-" "'I:-- ,lf;-"
d3, dg,

L

———
iy
|
Dire que A est nul, ¢'est done dire que 'un des exposants carac-
L

teristiques est nul de sorte que nous pouvens énoncer de la facon sui-
vante le premier des théorémes démontrés au paragraphe précédent.

Si les équations (1) qui dépendent d'un paramétre p admettent pour

L)
pr = 0 une solution périodique dont auwcun des exposants caractéristiques ne
soit nul, elles admettront encore une solulion périodigue pour les petiles va-
lewrs de p.

i,

8 .. Solutions périodiques des équations de la dynamique.

rh‘li]ll]i‘[lT . Cas :‘_'l'll‘llf.‘l'ili

Je prendrai, pour fixer les idées, les équations de la dynamique
avee trois degrés de liberté, mais ce que je vais dire gappliquerait dvi-

da; dF de, dF da,
‘ i -y’ Baar, it Nk
(1)
: iy, dr dy, (14
I-I'II'. RAETY uf E, i

Je supposerai ensuite que |

di de!

|
=

Ly a iy et Ty

iy,
ot

Jéerirai done mes équations sous ln forme:

S dR

dy,’

T8 a

d, !

I etant une fonetion uniforme ']““l“”]"‘l'“' des = et Jdes iy indépendante de /.

1 ¥

gont des wvariables linéaires

mais que ¥, ,y, ety sont des variables :1:I|ll_':lll|:llll"'l*:-i., e'eat a dire e F eat
une fonction periodique de y

et e

trois quantités y augmente d'un multiple de
Lol

N -

et i, avee lu période 27, de telle facon

que la " situation du ,-;].',.'hl-j.u-. ne L'il:l]llﬂl' pas quuand une on ]rill.-il'ut'.« des

Imprimé l= 2% aoldt 1580,

(CL. chapitre L)




GG H. Poincard. .)g .

Je supposerai de plus que F' dépend d'un paramétre arbitraire s et
peut se développer suivant les puissances eroissantez de ce parametre de
telle sorte que l'on ait:

= F, + p B, 4 p’F, @' F, -
![1_‘1 ."-]Illil"l.-il‘["lli L"llj.||1 L.|IH." .Ir':.l ne C‘ll"lﬁl.']ll'l 1L|[l' ll['}i x et est i‘ll]l"]!l‘]l{l.’l]]t

des g de telle sorte que:

dr, _dP, . dF,.__
IJI-I'I'. r|l.r_r._I : -.F'.:l,'_ ==

Rien n'est plus simple alors que d'intégrer les équations (1) quand
1 | . V1) q

I o: elles s'éerivent en effet:
rlr.i"‘ .llrr2 JF_.--I
—t = = =0
il ol o}
dy, dF, dy, r, i e
i s i — da,’ a0 day

. et @, sont des constantes.

Ces équations montrent d'abord que x, , @,
On en conelut que
dr, | dF, dF

de, V0 de, t T dE

qui ne deépendent que de ¥, y T, et m, sonb aussi des constantes que nous

L'I]b1ll'|.l:"‘|.'nll.-= pour :lhl'{'-;_'_'l.'l‘ n oy oton, el ellli aont 1'1'!I]'I]_l]LI'1E‘II.I.l._'IIt définies

|{||:||11|_ on s¢ donne les valeurs constantes de Xy Ly el T, Il vient alors:

¥, = mit + B, Uy n,l < @, ¥, = nd + o, {
@ , @, et @, étant de nouvelles constantes d'intégration.
Quelle est la condition pour gue la solution ainsi trouvee soit peé-
riodique et de période 7', Il faut que si I'on change { en ¢t 4+ T, 9, , ¥,
et Wy, augmentent d'un mlllf-i]rll’ de 27, cest a dire ques
|
w'L,n,T et n I !
solent des Tl.il.l!l-I]l!:!r-'- de 2m.
L P
| 14
Y
| i
F .
| i ]
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Ainsi ‘pour que la solution que nous venons de trouver soit pe-
riodique, il faut et il suffit que les trois nombres n ,n, et 4, soient
ecommensurables entre eux.

Quant & la période T, ce sera le plus petit commun multiple des

trois quantités:

o Vo P

, — ot —.

Nous exelurons, aun moins pmrimiru:num de nos recherches, le cas

dF;  dr, . dF, e .
. el ne sont ]1:|$ IIN]U|1E'!|]'2-|-'IH{1'& I'une

on les troiz fonctions
qlr,fT ||f.a'I

gf,::l

de l'autre. Si on laisse ce cas de cdté, on peut toujours choisir @ , x,

, et n, aient telles valeurs que l'on veut,

an moing dans un certain domaine. 11 y aura done une infinité de choix

et =, de telle facon que n,, n

possibles pour les trois constantes @ , %, et 2, qui conduiront a des so-
lutions périodigues.

Je me propose de rechercher #'il existe encore de solutions pério-
diques de période T' lorsque p n'est pluz égal & o.

Pour_cola deevaischeseher—rartifiire aox fqoatoms (T remrtesanf > 2’77&4.- g !
cj I L 20
; o 1 2.2 ‘
Ty =ay +pr + a4 ...,
£y = 2 4 prk
=} + b + pia

3) .
TR
el
MELP)

Jans ces formules x; désignent les viMgurs constantes que jlavais
eté conduit plus

4 =0 et qui

wt & attribuer 4 =, , >, x, quand je supposais

..E Pl
dat v 11°

R S d T Y s 1
vy, ) = — My, d'.r",'! (], Thas) = —n,

Lies chiffres placds en haut et & droite des lettres w et u dans les équations (
ot des—mdices ot oD der exposants,




(] —_— 1 o
/(([‘} dat dy 2 ot r.f:ll.l‘;‘ il

0= . Poineard.

Oda de plus:

g =it -+ @

Enfin lég @), les i, les &, les y etc. sont des fonetiphs du temps qu'il
g'agira deNdéterminer et qui devront étre peériodiqued de période T,

Dans ¥, & la place des # et des p, substiffions leurs valeurs (2),

puis développgns I¥' suivant les puissances croiggintes de u de telle sorte

que l'on ait:

Il est elair e

VAE, dF, , dF,
v Us) + T ) A Ty o

s = 1 A il
(3) b = ""1_'.-"1 s Ty dx

1

ne dépend que -des 27, des/y! ‘¢t des x; que @, ne dépend que des af,

- S ——— PR P

dee o), des @), des ) et ez

; Plus généralement, Ae
:r P, =B, + «x = Lo, = H, — n,ry — 0.z — h,ry,
| 3
5 5
ol B, l]:-|:t‘l1s| sefiement

des ], des =, ... ebdes =i!
1

des ', des yi,...-¢t Nes g .

;

!‘ Je puig
anetion 1r'

iodique de période 2x. L'équation

ajouter que par rapport a yy . y\ vy la fonction A, est une

&

(3) montre que #,=F,

' C:.‘.hl./p:‘lrii? les équations différentielles penkent s'écrive, en égalant
flos |1Ii‘I.‘-ia;‘./HI|:!l!:§ de méme nhm de pu:

i di) dx ax; ; diy iy

| — = =0 —ie 1., L

| dt — dt - di ’ dt 1 di '

| On trouve ensuite:

i dx} d 1, el d dal X
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art cette {!f:ll\'t’l‘}_‘:cll&_‘l.! est une L_'UI]S(;:l'IuUIIL'L: ],H'_l"_'{‘.l_'.?_;,_‘\'llllT'(‘! t].L'! ]Il!xi_-il.l!ll{'(‘.

es salutions périediques; je préfére donc employer le mé

nent que
Nous

=y

Y, E “'.1" + m.ﬂ

h =it 4+ @,

Tes a et les @ etant constantes d'intégration, et les n des fonetic

Hes .

-.\':Ull:i aveais vu en outre que gl

n, Wemcdly i, T

:|,':J'ix:1ﬂ.{lu_._d- u_fw.n: i
Supposons Iieute gque g cesse d'étre nul, et imaginons que,

n T Yo - ; 3

dans une certaine solution, les valeurs des r et des ¥ pour F= o solent

respectivement:

- i n * 5 Y . Fa | 5
A 15T HL + ”ng 'L'.n' = fl'.‘ + I'JI'l"L. 'r';_L — fflL + f-‘ff:u
- ] — 5 — B
=& + T My = i, - i, o, =W, BE i, .

Supposons que, dans cette méme solution, les valeurs des x et des
y pour ¢ = T soient
= e ;
r, =a -+ du, + Aa,
¥, =a, + r?rr= + Aa,,
r, =, + da, 4 Aua,,
D, + n T + i@, + As,, i

Yy = ﬁu -i—- H,; /i - r.?(Tr__, -]— &(TJ?_.

y, =@, 4 n, T+ 6o, + Ad,.
La.-condition pour que cette solution soit périodique de période T c'est

que 'on ait:

~(#2) Aa = Ao, = Aa, = AB, = Ab;= A&, =0
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Les six équ:LtinnR :-i.z} ne sont pas distinctes. En effet, comme I' = const.
est une intégrale des équations (1), et que d'ailleurs J est périodique
par rapport aux y, on a:

Fla, + da,, @, + 08)) =-Fla, + dun, + Aa,, & + T 4 éo, + Ad)
= Fla, 4+ du, + A, &, + 60, + Am).

Il nows suffira donc de satisfaire a cing des équations (®2). Je suppo-
serai de plus:

- Y i
I'!:I:l =i =

Il est aisé de voir que les Aq, et les A@, sont des fonctions holomorphes
de pu, des du, et des d@, sannulant quand toutes ces variables s'annulent.
I1 gagit done de démontrer que l'on peut tirer des cing derniéres
équations [e_'} da, , da, , da, , 6o, et @, en fonctions de p.
Remarquons que quand g est nul, on a

Aa, = Aa, = Aa, = 0,

Par conséquent Aa, , Aa, ct Aa,, développés suivant les puissances de
s des dua, et des d@,, contiennent f4 en facteur. Nous :-'ultpl}riTIIL‘I'tJIJH ce
facteur p, et nous éerivons par conséquent les eing équations (12) que
nous avons a reésoudre sous la forme:

J
3 -’3” "lrl
() —2=— o Ap, = AB, = AB, = O.

an s v ——
i Tes deux premidres équations—{73) on fa
uations se ramenent aux relations (63
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Quand on aura choisi de la sorte @, et @,, on verrs que les équations
(#3) sont satisfuites quand on y fait & la fois:

n= d®, = ém, = da, = du, — da, = O.

Nous pourrons done tirer des équations (23) les cing inconnues da,
et d@, sous la forme de fonections holomorphes de g, gannulant avec .
[1 n'y aurait d'exception que si le déterminant fonctionuel:

-

, Aa,, Aa,, -'31'7!:.)

F, 4

: (ﬁ:z- A,

T alda,, oa, , du, , 0B, , 0B,)
étaif nul. Mais pour pu= o, A®,, A®, et Aa, sont indépendants de
o, ct de dm, de sorte que ce déterminant fonctionnel est le produit

de deux autres;

— 3 (120 o A
Vo I(Aa, , ﬁm,, Am.)
¥ “3(da,, 0m) 0 a(de,,da,,00,)
A ‘[<c premier de ces déterminants est égal au hessien de ¢ par rapport A 5 i3
a @, et @, et le second au hessien de I, par rapport bz, adiet 23 By, f 6 oAE
Si done aucun de ces deux hessiens nest mul, il sera possible de - rf',,

satisfaire aux cing eéquations (§3) et par conséquent pour des valeurs
suffisamment petites de g, il existera une solution périodique de période 7.

C., Q. F D.

Noug allons maintenant chercher a déterminer, non plus seulement
les solutions périodiques de période 7', mais les solutions de période peu
différente de 7'. Nous avons pris pour point de départ les trois nombres
#, , My, #,; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres
n; , ny, ny, pourvu qu’ils soient commensurables entre eux, et nous Herio{}h
arrivés & une autre solution périodique dont la période 7" aurait cte le

2z 2x Z2¢m
plus petit commun multiple de =, —, .
i ¢ a

8i nous prenons en particulier:
n; = (14 &), ny, = myl1 + g), np = wy(1 + =)

les trois nombres n), nj,n; seront commensurables ‘entre cux puisqu’ils
sont proportionnels aux trois nombres n,, #, et n,.

[ls nous conduiront done & une solution peériodigue de periode:
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de telle fagon que nous aurens:
(x) z, =gl pn, ) Y=gty pr, £)

les ¢, et les ¢ étant des fonctions développables suivant les puissances
de g et de =, et périodiques en {, mais de facon que la période dé-
pende de =,

Si dans F nous remplagons les x, et les y, par leurs valeurs (m4),
F doit devenir une constante indépendante du temps (puisque #'= const.
st une des infégrales des équations (1)), Mais cette constante qui est
dite constante des forces vives, dépendra de p et de = et pourra -étre
développée suivant les puissances croissantes de ces variables,

Si la constante des forees vives B est une donnée de la question,
'équation

k Flu,s)= R
peut étre regardée comme une relation qui lie £ & g, Si done nous
nous deonnons arbitrairement £, il existera toujours une solution peé-
ritil]il|llil !]lu:“ﬂ que soit la valeur choisie pour cette constante, mais la
période dépendra de & et par conséquent de L

Un cas plus partieulier que celui que nous venons de traiter en
détail est celai on il ny a que deux degres de liberte. I ne dépend
alors que de quatre variables @, ¥, , @, 4, et la fonetion ¢' ne dépend
plus que d'une seule variable @,. Les relations (6) se réduisent alors a

A el
{&_\} L_ ==
rllru;
I - - \ cE:U‘ B .
et le hessien de ¢ se réduit & — 2. D'olt cette conclusion:
117{5}._.

A chacune des raci

nes simples de l'équation (@s) correspond une
solution peériodique des équations (1), qui existe pour toutes les valeurs

A Ay gubowes DAY de p suffisamment petites.

. I'{’f. e S Je pour
tpa adin A8RST - e racines dordre impair,

ais méme ajouter qu'il en est encore de méme pour chacune
| :
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Rl S probleme des trois corps ot les déquations de la dynawigue,

Ainsgi pour que la solution que nous venons de trouver s6it pé-

n~Ct n, soient

riodiquen il faut et il suffit que les trois nombres n, ,
ommensurablgs entre eux.
Quant & ]:lWiU{IL‘ T, ce sera le plus petit commun multiple des

olg quantités:

b

”"I

wovieoirement de nos recherches, le cad

‘ dF,
T i,

u les troiz fonetions ndgont pas indépendantes 1'und

d 2, ;

de 'autre. Si on lais i?/ym: cas de cOté, on peui toujours choiste «, , 2,
et z, de telle fu:;}»n/u:[u n, o, 7y, et n, aient telles Yaleurs que l'on veut,
au |||[]i|l.“ LIH]IL': 'ﬁl {'l"l'*:ii“ lll]]lk:li]ll'* Il }' AU l}l,ﬂl"_’ 1

x, et x, qui condul

infinité de choix

nt a des so-

possibles pour les trois constantes z, ,

lutions p{"']"mqliq[ltl.'s.
J15 Je me propose de rechercher §'il existe encore de solutions™uério-

s de_périede—FJorsquerrlestplus—<gab-d0r—

Pour cela, je vais chercher a satisfaire aux équations (1) en faisant® |

£, = 23 + pny 4 ple 4+ ...,
Ty =2y 4 pry A+ pPfri 4.,
€ &, =y ey ptag o,
SR T B A S
Yo =2 + i + 1Y + ...,

yh =05+ pn + 200 A

=

=T

Dans ces formules ], o , ) désignent les valeurs constantes que j'avais

eté conduit plus haut & attribuer & 2, x, et x, quand je supposais

= 0 et qui sont telles que:

e d
i ditt

\ e S e
A
' Les ehiffres placés en haut ot & droite des lettres @ et y dans les dquations (2)

i

Flxd =l P F(xl, o3, 03) = —n,.

gont des indiees et non des exposants,
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\On a de plus:
¥ = nt + @,

Enfin les z!, les y!, les 27, les y! ete. sont des fonetions du temps qu'il
s'agira de déterminer et qui devront étre périodiques de période T. 24

Dans F, & la place des x et des y, substituons leurs valeurs (}),
puis développons F' suivant les puissances eroissantes de p de telle sorte
que l'on ait:

i D, 4 p®, + p'0, 4 ...

Il est clair gue

U {:!"f 5 n'l X .u"‘l
ne dépend que des xf; que
) i dF da 15
I:I ) Iw' — ‘,I’['rl; ¥ Ty ? JI. ¥ -"'Ifl'; 3 .H: ! .‘l;::t' '|f' "-: p'.l"l -I_ 'l:l' _I.'-_-IJ' + -r:l:ll, :’I
Al E : . : k LE 2 1 o axE,

ne dépend que. des 2f, des »{ et des x/; que @, ne dépend que des a7,
', des ! et des z} ete.

des yf, des x;
Plus généralement, je puis écrire:

LdF,
il

dFr
+ 7 ‘J.'J'I_...!" = @

_I_ "l '{P._".

“

P, =0, + a

| — N — ey — Ny,

o #, dépend seulement

et des 2t

des &, des T}, ./
des o, des yi, ... et des y’

Je }mis :l_]olitel' que par rapport i b e la fonetion &, est une
fonetion périndisjlu: de période

A
==

L'équation (}) montre que 8 = I,
Cela posé les équations différentielles peuvent g'¢erire, en égalant

les lllli:i::ilTlf:{’!i de méme nom de p;

rjl_ﬁl o o - oy e |el_|,'I R |{_|.l!_: E J_n',r'_; :
R TR eI b el ey TN
On trouve ensuite:
g\ & dF, dzt  dF. dat  dF,
(\-' lrll.f:- 5 ||"l|g'1' : H}.f r.l'_-'."_: : ;I"fl T rl’j.l,
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ot

_:—j iy o i, iy d dy! dd,

$] |-!'l|’- T dlay 2 1‘-'|l T iy : A i == ol !

et plus généralement:
a.f
Ly

i, o iy
il ‘F_J.".:

et:
g

du; o iy 46, o 2,
2l o ot il i .!II'; |rJ'i|ll.l'|

Intégrons d'abord les équations (ﬁ Dans ¥, nous remplacerons

¥y ., o par leurs valeurs:
it -+ @, nt 4 @, ngt + @,

|'Ia\-i-HIPL--i.I‘ﬂLL\':fJ'H-t- d'nilleurs-towjonrs choisir origine des temps de telle/
Facon ‘quel-@soit—nuk.  Alors les seconds membres des cquations {4) sont
des fonctions périodiques de ¢ de périodedl’; ces seconds membres peuvent
done étre développés en séries procédarft{suivant les sinus et les cosinus
-
équations (Y) soient des fonetions périodiques de ¢, il faut et il suthit que

L

1

des multiples de Pour que les valeurs de a},a; et x; tirées ded

¢es séries ne contienment pas de termes fout connus.
Je puis écrire en effet
F, = X A sin(my] + moys + myyy + b,

ol iy My, iy sont des entiers !h".-?'H'If.ﬂ 01l |1|.'-;_r:|!1f.-a et ou A et h sont

i

des fonctions de ), 3, x). Jécrirai pour abréger:
F, = ZXdsinw

en posant

o = i 4 mayn S+ w4 k.

Je trouverai alors

al
= - 2 Am, cosw,
cf_r,r, L

dF,
d :'a"_:.

dr,

= ¥ Am, cosw, —.
% I‘l_".'l:l

——r Am, cosmw
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et
w = tmu, + wn, + mn) 4 b4+ md, 4+ ma,.

Parmi les termes de ces séries, je distinguerai eeux pour lesquels

. -4 mn, - mn, = 0

L1
=

. » » - . L
et gui sont |11~'|L‘pu||-.hm1:: de ¢, Cez termes existent pulsque nous avons

gupposé que les trois nombres ny o u, et n, sont commensurables entre eux.
Je poserai alors

{(-" —— Si BLI id {mlul Ffigrly A g, =0 = e ety + 100 tig )

Ia sommation représentée par le signe S s'étendant i tous les termes de
I, pour lesquels le coéfficient dé ¢ est nul. Nous aurons alors:

|!’L" IJIL"
.j'_ﬁ,_ — S,-Im? COS @, r-fm, S.Im; cosw,
S1 done on a:
L e iR 1 1y
) o g o
Fl[l‘J-J‘ rllu'a_I 3
1
/ il viendra: /
% x
- A= S , g ] S e,
( ) Am, cosew = 0, A, cosm = 0, Am, cossn =

La premiére des équations -!:q'] est en effet une conséquence des deux
autres, puisque en vertn de la relation mn, 4 mn, 4+ mn, = o, on a
‘lt]l-rﬁlulutuu-nf

Hls.ilm] COB @ -+ u_jS.Im,,:-.-.x_- w - H_LLSJIJ”:I COsSm = 0.
e u . =M T n -
— 8i donc les relations { )\ sont satisfaites, les séries z {1, cO2¢en nE con-

tiendront pas de terme tout connu, et les équations (i) nous donneront:

o

- Am, gin e = = Am, sin w

™ ( L] -r-lu == — '”..
Lot PR R, Rl B + 1 2 3 -+ L._

et | TE LS o H RS

1 —, A, sinw o
= i S
_— o, o,

€7, 05 et € étant trois nouvelles constantes d'intégration.
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Il me reste & démontrer que l'on peut choisir Jes constantes @, et
@, de fagon & satisfaire aux relations {ij La fonetion ¢ est une fone-
tion périodique de @, et de @, qui ne change pas quand l'une de ces
deux variables angmente de 27. De plus elle est finie, elle aura done
au moing un maximom et un minimum. I ¥ a done au moins deux
maniéres de choisir @, et @, de fagon a satisfaire aux relations (

Je 'iw:-urru.i:-a maéme :‘le:llirjl' :]ulil[ Y en i au moins ({ll:lir{’_. 8aNS ponvolr
toutefois affirmer qu'il en est encore de méme guand le nombre de degrés
de liberté est supérieur a trois, g

Je vais maintenant chercher & déterminer & l'nide des éguations (\)
les trois fonctions g} ef les trois comstantes (845

Nous pouvens rngm‘ricr comme connus les 2 ct les yi; les x] sont
connus également aux constantes pres €. Je puis done ¢
tions y'} sous la forme suivante:

ire les équa-

it de’de 2t dc it At

’L 1 LR Al 0 q
(‘) due _ H— L s U, e L

o les T, représentent des fonctions entiérement connues développdes en

géries suivant les sinus et cosinus des multiples de . Les eoefficients

rll
de €}, C! et € sont des constantes gque 'on peut regarder comme connues.

Pour que la valeur de y tirée de cette équation soit une fonetion
périodique de ¢, il faut et il suffit que dans le second membre le terme
tout eonnu soit nul, Si donc Hf désigne le terme tout connu de la

série trizonométrique I, je devrai avoir:

() Wit T 82 ST = H.

ey daf i -l’.r;.r-f.r:' ¥ :IF.r;; -f.r:'_'

78— diF, DF, AP,

Les trois équations linéaires (9) déterminent les trois constantes €}, C; et €7,
Il n'}-' aurait il'l:xu‘.llﬁun fque gi' le déterminant de ces trois équa-

tions était nul; cest & dire si le hessien de F, par rapport a xy, 2% et

28 était nul; nons exclurons ce cas,

Lea équations (8) me denneront done:
1 ]

vi=nth, sn=mt+h H=nthk
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les # étant des fonetions ll(lriﬂd]quee-t de ¢ entiérement uemlllwstl:t les
ki étant trois nouvelles constantgs d'intégration.

Venons maintenant aux équations (§) en y faisunt b=z eti=1, 2,3
et cherchons & déterminer & l'aide des trois équations ainsi obtenues, les

trois fonctions a7 et les troiz constantes .

Il eat aizé de woir fque nous avons:

L A, L

a v e s
! L

I'{!Irl
8, = &, 4 s -+ ¥,
] llll’.|
"
op O dépend seulement des af, des i et des ) et on l'on a, comme
plus haut:
i I" —
= XA cos .

rl’lu:I

Les éguations '3’11 gécrivent alors:

‘l"--"l._. of 24 i— ‘-‘1 . e Fu .-:l‘
m e T ;
dt Hr_",: Ay |lllr“_-'!_r,l, /

ol

LI@:I ::;' = I — J".':E:;Imlml §in @ — kL2 Auiy i, sin @ — s'.':-f_EJ.rr.r:;r.'.l, &1 @
H; étant une fonction périodique de {, que l'on peut regarder comme
enticrement connue. Pour que l'on puisse tirer de cette équation xf sous
ln forme d'une fonetion périodique, il faut et il suffit que les seconds
membres des équations (¥, glq'l.!;i_:]u:]rpﬁ'.u en séries trigconométriques, ne
possédent pas de termes fout connus. Nous devonz done disposer des
quantités &} de maniére b annuler ces termes tout connus. Nous geridils

ainsi conduits & trois equations linéaires entre les trois quantites .‘.',': s

comme le déterminant de ces troiz équations est pul, il y a une petite

difficultd et j.- auiz foree d'entrer duns 1|nt-l:||u'.-e déta

Fn_ns o dwbord 51|]=1m.~=ﬂ-'!"‘,-!'
M=aqa;

nous n'aurons plus alors que deux inconnues ki et & et trois équations
a satisfuire: munis ces trois l:'rillilli:llll.-'\ ne sont pas distinctes comme nous

allons le voir.
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Appelons en effet E, le terme tﬂ‘l\lt connu de M, ces trois équa-
tions s'écriront: )
b
Ve = k) S,alm._. My 8in @ v‘.'jS,Amd M, BNy
(rr) B =k SA mising 4 L‘LS;I 1, 8N,
E, = K\ SAmym, sinw + BS4m! sin @,
en conservant au signe de sommation S le méme sens que plus_haut.
Je ne considérerai d'gbord que lt*i deux derni¢res des équations () que
j'{':::r‘ll':ﬁ: ' H
i ey P + I d* L
- ¥ utlre'fp:: “rquTj:JhTrl
L T B o
. l‘ilr:'ﬁlerﬁﬂ =4!ll'f-l'f
De ces demx équations on peut tirer k et k}, & moins que le hessien
ede ¢ par rapport a @, et @, ne soit nul. Si l'on donne aux &} les
raleurs ainsi obtenues, les deux derniéres équations (1) nous donneront
2 et 2} sous la forme suivante:
| =4 ¢,
les & étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connupes et les

€7 étant de nouvelles constantes (I'inh?gr.-].ti.m‘

Pour trouver #} nous pouvons, au lieu d'employer la premicre des
é[]l!'.lti:ms l:[ ] nous servir des considérations snivantes:

Les équations (1) admettent une intégrale:

Sl

B étant une constante d'intégration que je supposerai développée suivant
les puissances de g en écrivant: By

B = Hh_ -f- f“”l - .re_uﬁu, L

de zorte que l'on a:

B midlne. Qe B o s B

B,, B, , B, ete. étant autant de eonstantes différentes,

Actg mcthemaficg. 10, Tmprimé le $5 aodt 1HED, 10
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Le premier membre de 'équation:
|

1 s ]

d:'-': e h:-

dépend des af, des o, des «}, des yi, de 23 et de 2 qui sont des fonc-
. C] ) . 5
tions connues de ¢ et de 27 que nous n'avons pas encore calenlé. De

cette équation, nous pourrons done tirer @ sous la forme suivante:

L P Bl <]
T = &y = L5

®
£ sera une fonction périodigue de ¢ entierement déterminée et €7 est

une constante qui t]:f'pc'.m] de B,, de €] et de (€75, i

Nous pouvons econclure de la que la ]J]'L'l]ﬁ("l'[‘ des équations (15"}
doit é¢tre satisfuite et par conséquent que ces trois équations [If} ne sont
pas distinctes.

2; nous ob-
tiendrons trois éguations qui nons permettront de déterminer les con-

Prenons maintenant les équations (g°) et faisons-y &
stantes €1, €7 et. €7 et d'out 'on tirera en outre lez yf sous la forme:

= + i, =7 + &% v =+ K,

les 7 étant des fonetions ]n'lr]l):liqu[*.-t de ¢ entiérement connues et les k
étant trois nouvelles constantes d'illtf'gl':ltiml.

Reprenons ensuite les équations (9’1 en y faisant k = 3; si nous
supposons k{ = o, nous pourrons tirer des trois équations ainsi obtenues,
d'abord les deux constantes & et A%, puis les af sous la forme:

o= & + &,

les & étant des fonetions périodiques conmues de { et les €7 étant trois
nouvelles constantes d'intégration.

Et" ainsi de suite.

Voilh un procédé pour trouver des séries ordonnées suivant les puis-
gances de p, périodiques de période T par rapport au femps et satisfai-
sant aux équations (1).  Ce procédé ne serait en défaut que si le hessien
de F, par vappori auwx x} élait nul ow si le hessien de o par rapport
o, el ®, ftait nul,

1
% % 1 ;o
""717“.- ' wirrait démontrer—directermemt—lrTomye gence —r{-v.— TS E RS }'-'1—1-‘-1
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Ce que nous venons de dire sapplique en particulier & une équation

’ P I = ¥ -
que Lon - rencontre quelquefois en Mécanique Céleste et dont plusieurs
geometres se sont déja occupés. Cette équation est la suivante;

%

{16 =
o) di?

4

+ wip 4 mp" = uRip, 1)

n et m sont des constantes, pu est un paramétre trés petit et R est une
fonction de p et de ¢, développée suivant les puissances ervoissantes de p
et periodique par rapport i f.

Pour bien nous en rendre compte, il faut d'abord ramener I'équa-
tion (16) & la forme canonique des équations de la dynamique. Cela se
fera en posant:

1

rj'h i
Lo T, T i e
a

di

%
n 1” & FN’IH

O 7 ]f‘;‘?['l,r.- ] E}rlf.r.- -+ 7,

:T'fl 2

§ ety étant deux nouvelles variables auxiliaires et Uintégrale [ R(p, &)dp

étant calenlée en 1‘1}{;:”';]“"1 £ comme une constante, On trouve alors:

dp  dF da dF a8 dF

'!rl'T) -— —_ = = v —_— e,

. dt e il dp dat dy

auxquelles nous pourrons adjoindre (3 étant restée jusqu'ici complétement
arbitraire) l'équation suivante:

. ||il:|-' llr".
:._I T:I ;.i'; —_— 1z

qui compléte un systéme canonique.
Quand g = o lintégrale générale de 1'équation (16) s'éerit

(18) p = han(gf + @), g = hgen(gt 4+ &)dn (gt + @)

ou g et @ sont deux constantes d'intégration et on kb, ainsi que le mo-

dule du sinus amplitude sont deux fonctions de g faciles i déterminer.
anla’i {\I].!HI:‘: l']l:lt]gi}l' lf]l," 'i,':l.'l.'i:l.hll:‘.':; o= 1_irl.,"|]l]|'”]|.3 fnl ]il,‘“ l][' -‘:1 ?;,'.Jﬂ

et o, quatre variables x, , ¥, , @, , ¥,, définies comme il suit. Nous aurons

d'abord:

T, =7, Yy = <

Des équations (18) qui donnent p et « en fonctions de g et de gf + @
ponr g =0, on peut tirer g et gt 4 @ en fonetions de p et de o. 1l
vient:

9=yp:sa. gt+&=ylp,a)
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Nous prendrons alors pour x, une certaine fonction de (o, a) et pour y,

1= 3= 15 1 9
k désignant la période réelle de sn(zx).

Si alors #, a été convenablement choisi en fonction de y, les équa-

tions conserveront leur forme canonique

:_f__r_;l_ __daF dy, . dF de, dF ey, dF

ar = t-fTJ’ ar uf.c_l' df —n?‘slr; R _“r'ﬂ-: '
Il est clair d'ailleurs que pour g = o, F' ne dépend que de z, et de z,
et non de y, et de y.

Nous nous trouvens done bien dans les conditions énoneées au débnt
de ece paragraphe.

L'équation (16) a surtout été étudiée par les géométres dans le cas
ol m = o3 il semble au premier abord qu'elle est alors heaucoup plus
simple. Ce n'est qu'une illusion; en effet, si I'on suppose m = o, on se
trouve dans le cas o le hessien de F, est nul et ce que nous ayons dit
dans ce paragraphe n'est plus applicable sans odification.

Ce n'est pas que les particularités que présente I'équation (16) dans
le cas général ne soient encore vraies pour m = 0, toutes les fois du
moins que g n'est pas nul. La seule différence, c'est qu'on ne peut les
mettre en évidence par un développement suivant les puissances de p.
[ apparente simplification qu'a regue ainsi I'équation (16) n'a fait qu'aug-
menter les difficultés. Il est vrai qu'on est conduit quand m = o, a des
séries beauncoup plus simples que dans le cas général, mais ces séries ne
convergent pas comme nous le verrons dans la suite.

— T
W.’mr! des exrpoOSTTTR t'rm
Reprenons les équations

‘fi'p-_/’ﬂ 3 iy
e oy, ! dt e, =

weagraphe précédent
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5{ Calenl des exposants caractévistigues.

Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent

[’) |J'.J', iFf rll_.ll.l, .Fr"
= - = — - =1,%1
i dy, it il

Supposons quon at trouve une solution périodique de ces équations:

xy = ¢l t), =g (1)

of [11'r||:1r:_-'\:|[|,-:-;|.:u|_-r. ||(' r]flf:lf‘|||i|];"[' l:‘.-: --:\;|rc'l-';llll.-' f'.'l.I'il':'f(l']"l-'tiilltf‘ﬂ f|1‘ cette
solution,

Pour eecla nous poseroms:

ro=-—et) + &  h=g) F 70

I

puis nous formerons les équations aux variations des équations (1} que

nous lI""E'I"I rones:

';$_| -%-q n”f" g + %:- .'ir"J" o

o Fa— -J'I-,-,u' I i e "'Illn'.”l,'n': £
(2) G )

S e TG T

e [y Vi

dt e i il _ "r"f‘!_":."" ! [ i e
ct nous chercherons a intégrer ces équations en faisant: -
(3) : £ =8, 3 =1,

Sioet T
en général six solutions particuliéres de cefte forme (les equations li-

. étant des fonefions périodiques de £, Nous savons 1||1"a| oxiste
néaires (2) étant du sixiéme ordre). Maig il importe d'observer, que dang
lo cas particulier qui nous occupe, il n'y a plus que quatre solutions
particuliéres qui conservent cette forme, parce que deunx des exposants
caractéristiques sont nuls, et qu'il y a par conséquent deux solutions
particuliéres d'une forme dégénérescente.

Cela posé, supposons d'abord p = o, alors I' se véduit & I, comme

nous lavons vu dans le paragraphe précédent et ne dépend plus que de

priis ok

T

Alors les équations (2) se rédnisent a:

qa Iz iy
=0 T Sie
" il ol b i) et

Les cotfficients ‘'de & dans la seconde équation (27) sont des constantes,
Nous prendrons comme solutions des équations (2')

- = = (i} P ) ] e s |
S —% = Ay =t M= o Ty = Huy s iy

5", 7t et x5 étant trois constantes d'intégration.
Cette solution n'est pas la plus générale puisqu'elle ne contient que
trois constantes arbitraires; mais cest la plus générale parmi celles que

Aeta aaibean’ Lo 11 Tmeprimd fe 16 sepiemlse BRED. 11
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I'on peut ramener A ln forme (3). Nous vovons ainsi que pour fr = 0,
les six exposants caractéristiques sont nuls.

Ne supposons, plus® maintenant que g soit nul. Nous allons main-
tenant chercher i développer a, §; et T, non pas suivant les puissances
croissantes de g, mais suivant les puissances de \fu en écrivant:

- T S TR o T TR e

1 Tilk w s 1 ]

S =84+ 8S0w4+ Sn+ Siuge 4+ ...,
Y 0 FrFl g 4 i S
Li=1"+Tlyu+ Tip+ Tlpdn + ...

flw-.._.uu_ e e ——— == —

£ em Tl 7 X
oy - .\I,“r; -|— A

PhT s k)

417 dr
T + i

4+ ...
i

|+ aSt ey 4 e+ aya Tt ..

Nous l[\l‘\'i"[l'l]bi}f‘]'llTl" d'autreSpart les dérivées secondes de F i

itrent comnme coéfficients dans

uations (2) en écrivant:

J

v 1
rLAES

e + pBy 4 pf B £

1 rfr,-';.

0 L
g el

- {-'I.\: 4+ .“r'l.?l + .-"-'-:'r'-LJ e

a' : q "
e _Ii' 3 Il = '”-1 + .” "”‘n‘.‘ + .”-- '”llu' + e
ChEy i lI.l'.-

es deéveloppements ne contiennent que des puissances entidres™de p

-

ne lm:;ru'-qh'ni. pas comme les {E:"','u'lr:]riwmf'l:ll'.-: (4) des termes r]q'-i'mnr];:m,q |

i ’___._____,_.__—)—————-___________*_‘_____.___________ ]
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Ta 4 77 7_'1 = — L

4 = . .
5:.,..,2'4" @rmer g;unfie /jé'tfd—(f_'_cﬂ pé S CA::W ]
FAFA? alfeno 54{2_4.@4{1_.#- o Lo ;é;_,_,;,,,,,w;.._,@i, é?__d g 1
(4‘-7/(/; crn s 2
1 vAad oavond . |
\ S

H:I. - 0, ?r:-. = i:,':l

(14 -

= (S 4 SA+ ) = (T TR+

! (4) s . fH‘ I Uy m"
{ a5 { ot ot e ] WPER L i) o T je + sl e
f s v r:l dbs ot ! i.
! + GSI"-E—J:C\.;L."{'-i—...[ |+al",.r'-E—|:a:\lr_¢Tl.'+,
| ) : o e e i
\ Nons développerons d'antre part les dériviées secondes de F qui
i entrent comme coéfficients dans les équations (2) en éerivant:
]
) d*F
'.] -W-?u A+ pdly, 4 p2dly 4 000y
!
1 & 5

| = BB B

oy ey f :
J (=) Lk
¥ ..-‘.'
'i 4 _fnl"f.' = I""'" + !r'u . ”ﬂ('rl +
. dwidz it e (e SR
! |
] dUp 4 |
i di"r'!rl.f "D“+"u“m+!””h+""
Ces développements ne contienment que des puissances entiéres de p
! et ne possedent pas comme les développements (4) des termes dépendants

e -,.".;.




.fj.“‘z_, Sur le probléme des trois eorps ot les dquations de la dynamique. i
On observera que:
A = B = Ph—e)

CGp=0Cn  Ba=By AMi=—Dp -

{1k

Nous substituons dans leg équations (2) les valeurs (4) et (5) a ln place
deg &, des », de leurs dérivées et des dériveées secondes de F. Dans les
expressions (4) je suppose que a soit développé suivant les puissances de
Vi sauf lorsque cette quantité z entre dans un factéur exponentiel ¢,

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables de
Vi et nous obtiendrons ainsi une séric d'équations qui permettent de de-

{erminer successivement:
Oy %5 Gyy BLC, el g e e e
Je n'éerirai que led ]r:'ulls'll'-]'l:s de ecs équations obtenues en 1".galil!|t
succeszivement les termes tout connus, lez termes en \'."-- les termes en

noete. Je fuis dailleurs disparaitre le facteur € qui se trouve partouf.

Egalons d'abord les termes en yju, il vient:

49! - s iy
dt 4.0, S = 2,455} + Z, B, T},

rll|'l.:'l- + %€y J'" ¥ Z;(”-Il "’.I + E\.' ‘“l-: 'f-:

Egalons les termes en p, il vient:

i'\h-' di + ql'\: o, oy = z;'-‘[IJ g | AL 8 H.Is 'rn i '“u 1 .'H: MR R
d77
di
Si l'on tient compte ]|l";i||.|u1L:LlLl des relations {Ilj}, les 1".4|ltul'lf}tl_~' (7)

outre trois équations analogues donnant les

deviennent:

| ml
|II‘:. k) J:I + ot = .00 8L,

La premiére de ces équations montre que S}, 8, et 8} sont des con-
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: L e :
stantes.  Quant o la seconde; elle montre gque — ¢st une constante: mais
o
comme T doit étre une fonetion périodique, cette constante doit étre
nulle, M sorte ||L|'u||. i:

(9) iyt = O3 8L + CLS) + CL8L,

ce qui établit” trois relations entre les trois constantes iy les trois con-
stantes S et la quantité inconnue «,.
De gon cote l':'-:|1|.'|l:.u|| (o) 8 eerira:

i

-~ + a S 2- I".'I.'?;I-'

ol

Les 13

sont des foretions periediques de ¢ tJu:-i.'i-]n]u[mns-I-_-.-; l'l.,'LEH'!I‘:’-\ Ia

il
formule de Founitr et soit d,-le terme tout connu de B, Il viendra:
s = E\!’al_:r"_"
ou en tenant compte des équations (9), il viendra:
L] 1

(10} al 8] = Z b, (00,8 4+ (. & 4 €5, S5,

\ Pl | i1 1

En faisant duns cette équation (1o} i=1,2 et 3, nous aurons trois .
relations linénires et homogénes entre les trois constantes S'. En élimi-

nant ces trois constantes, nous aurons alors une équation du 3™ degré

qui déterminera o,

Si nous posons pour abréger
Cp = ":’-lrl:l¢ = 'IIJ-.'F-;-.' o "r".:(r:lu*

I'équation due 4 cette élimination s'éerira:
&y — 8 é

(11) [ e Gy — o) o,
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me des Lrois corps et les ¢quations de a dynamiqne, bt

Elle peut encore s'éerire:

— o (o) 4 [ (&8 i

W ¥l |

(&) o, i E5) ( G |
(8] (@) [r f.-‘_‘lll { ‘_I:: l‘_‘"

Q.

| by b, b, — O o
|",_| rr-'..._. .",___: (8] === o

."'J_:_ !"J_: 5 ||IJl g (] (8] —_— |

La détermination de a, est la seule partie du caleul qui présente quelque
difficulté.

Les équations analogues & (7) et & (8) forinées en égalant dans les
l:'ﬁ|1ln'liiflll.'§ 'r‘] les 'i"“':fi_lt:;L']LI.-' des ]Itliiﬁn:l(!l:_'-: semblables t]'.._! \.’”! ||l._'|'|:|]1-1[|-n[
ensuite de déterniner sans peine les &, les 8™ et les ™. Nous POUYOLSE

done énoncer le résultat suivant:

f.l‘,’-'f (f.e‘lJﬂr.'.\'rHif.ﬁ t'{-'i'rn'fJ:.l'n'l"!'ilrffff'.‘i o Sonid n’.*i!'rl'l-"‘r.rf.ll..'-'r-l'ld 5 seivant -I'll','.‘f lI?In'-‘.".s'.wl‘.'n':".f.'1
crotssantes de \ J<\_

Concentrant done toute notre attention sar la détermination de 4,
nous allons étudier spécialement I'équation (r1). Nous devons chercher
d'abord 4 déterminer les quantités € et [,

Un a évidemment:

d*lF,
0
: ey el
et
; =4
Ir;"* 5 i I-:
I.ll.l'l |J'-_,':
QO
I, = — }.,.h.'.«.r.«.f1 <i11ew (o myp g wiat b
1
by = — B.Iurlm\. 811 e,

lJ'.'l:rl'i"s les conventions faites duns le paragraphe précédent, la somma-

tion représentée par le signe X g'étend & tous les termes, quelles que

Air Mol T
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soient les valeurs entieres attribuecs o m, , m, et o, La sommation res

présentée par le signe S s'étend seulement aux termes tels que
mo, < wgm, - f, = 0.

Sous le signe S nous uvous par conséquent:
w = N, -+ N, m, -+ .

Cela nous permet d'éerire

by = --':-‘.-{.-l.-;'lr?a.- (pour i et &k =2 ou 3).
LY
Si un ou deux des indices § et & sont égaux & 1, b, sera defini par la
relation
fy 0 gl + gy = o,
]
Nous allons & laide de cette derniére relation, transformer l'équa- '
tion (11) de fugon & mettre en évidence l'existence de deux racines nulles !
%t & réduire I'équation su quatriéme degre. 5

Je trouve cn effet par une simple transformation de déterminant et

en divisant par g:

i, [ My (a] (5] O
O — 7 0 b {134 0
Q (a] —_— i Ui (6}

2
lIrI|I:| '-rl:_: = - 1] O i
s Oy Gl O & 1y
Gl S0y S Fa R S

Dans le cas E1:11~rit'||.'|i.L"1' ou len n'a 1-]11.-: que deux degrés de ]'I]n'l'li"_.

cotte l:illlill'-lﬂll g'éerit:

mn, n, h [#]
d
Q x L (o]
. da
: e
(B Cyy — @ iy
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j/z_ - Sur le probléme des trois corps o los dquations de Ta dynamique.

ou:

[

- ¥ ‘[.-I L i ) » L]
nlal = —C (0% — 2,1, C% + niC).
dmi i = : ’
"

. ] o fl_ ; .&‘ - . T i
L'expression ujC’3, — 2n,n,C}, + n;C3, ne dépend que ‘de 2} ‘et 22 on si

Pon veut de n, et de n,, Quand nous nous, serons donné les deux

nombres i, et a, dont le rapport doit étre commensurable, nous pour-

rons regarder w09 — 20, 0,4 03C?, comme wmne constante donnée.
. i v . rIHLr'

Alors le signe de a; dépend seulement de celui de T 3
LEH [T

Quand on &est donné ®, et %, on forme ]':"||1|:1ﬁr:n:
r ”'t'.._',’
qui est l'équation &y du paragraphe préeédent. Nous avons vu dans
ce paragraphe qu'a chaque racine de cette équation correspond une so-
lution périodique. /

Considérons le cas général on I'équation ’-E:- n'n que des racines
simples; chacune de ces racines correspond alors 4 un maximum ou & un
minimum de ¢¢. Mais la fonction ¢¢ étant périodique présente dans chaque
période au moing un maximum et un minimum et précisément antant
de maxima que de minima.

d
:
o @i

positif; pour les valeurs correspondant & un maximum, cette dérivée est

Or pour les valeurs de @,

. correspondant & un minimum,

oaf

nécative,

Done 1'équation (mey aura précisément autant de racines pour les-
quelles cette dérivée sera positive, que de racines pour lesquelles cette
dérivée sera négative, et par conséquent autant de racines pour lesquelles
aj sera positif que de racines pour lesquelles af sera négatif.

Cela revient & dire qu'il y aura précisément autant de solutions
périodiques stables que de solutions instables, en donnant 4 ce mot le
méme sens que dans le paragraphe 2 de ce chapitre.

Ainsi, f.’s:’. p—est—suffisamment pelit] i chaque systéme de valeurs de n,

= ' o B -
el de n,, correspondront aw moins wde solution périodique slable et une so-
lution périodique instable et précisément autant de solutions stabies que e

solufions instalbles. /

—
N

—

vt
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résultatzs 2étendeatent an cus

88 I.

Po; ',
mneiare.

Je n'examinerai a8 ici ecomment ces

on 'équation (15) aurait des racines multiples,

.
& ‘ Solutions asymptotigues.

- Solent :

d »
: X (i=1,3;...,m)

(1) dt '

n équations différenticlles simultanées. Les X sont des fonetions des x
et de f.

Par rapport aux x elles peuvent ttre 1[(%'1:]0!}1:1"['5 en series de [ll]i.-:-
BANCES,

Par rapport & ¢, clles sont périodiques de périede 27,
Soit:

une solution partienliére périodique de ces équations.  Les @) seront des

fonctions de ¢ périodiques de période 27.  Posons:
ro= 4 45

[l viendra:

diy &

{2} BT i

Les = seront des fonctions des £ et de f, périodiques par rapport a / et

développées suivant les puissances des &; mais il n'y aura plus de termes
1]|1h'-1wt|r!:nli.~'- des £.

Sioles £

£ sont trés petits et qu'on néglige leurs carrés, les équations

se. réduisent

dX; dX5s
S ORIy S

il g e,

. dE _ ax,
L3) T -J'.-'.:

L

.

qui sont lez équations aux varintions des équations (1
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9.’3 Sur le problime des trois ecorps et les dquations de la dynamique. g4
Elles sont linéaires et & coefficients périodiques.  On connait la forme
de leur intégrale générale, on trouve:

113
L
il
5
3]
1
les K
.
=N
=
=

R Nt R S R S o S

les A sont des constantes d'intégration, les a des constanfes fixes qu'on
;:p]u*]lu* exposants 1-:1r:]r_'l:lri:-atir:lulfs, les & des fonetions 'Eu'-ri:ni't:lm's de ¢,

Si alors nous posons:

& i€ =} Hulm o I e HnFuls
= 06 T e+ e T s

& = TP = o T T+ s
les équations (2) deviendront:

iy
2™ L= M,
(-" ! it
oit-les I, sont des fonetions de ¢ et des y» de méme forme que les Z.

Nous pourrons daillenrs éerire

(2) - s L B SR W e

I représente ensemble des termes de I, qui sont de degré p par rap-
port aux .
Quant aux équations (3), elles deviennent:

[t a0 _ e
& iy H = g5

Cherchons maintenant la forme des solutions générales des équations

(2) et (2').

Acta mathkematicn, AN Tmprimé le 10 aepiembee TEEI. 12




