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Sur le probléme des trois corps et les équations de la dypawique. —

Comme auenne trajectoire ne peut passer d'une région dans b

conclure que la stabilité est rigoureusement démontrée; qu'il e
fpossible, ™

Bituation du

[l v a done trois™sgrtes de trajectoires:

rmées correspordant aux solutions périodiqu

les équations sous forme d'éoaNtes 1 entrent des séries convergentes,

2°. Les trajectoires asympddiques dont nous venons de parler o

détail, s avons donné dans le L'll}Ll]iI'l‘i! prg:
edent le moyen de former des surfaces asymptotiques; quand

vons afficmer (théoréme I, chapitrl II, 1°° partie) qu

petite qu'elle soi

une portion de l'espace quelconque,

o B

catégonye,

aal peu 111!11]1 vell, ce ‘E”i E:ermuitl‘ui[. de TI'IJ'U.\'.EH' ].’t':-.’;u.'l.'rid.}ll avee tell
approxi 1 [mon voudrait, .

.Je voudrais terminer 'exposé des résultats généraux de ce mémoire
en appelant particuliérement Uattention sur les conclusions négatives qui
en découlent, Ces conclusions sont pleines d’intérét, non seulement parce
qu'elles font mieux ressortir I'étringeté des résultats obtenus, mais parce

quelles peuvent, en vertu précisément de leur nature néoative, s'étendre




| 5 1
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1 immédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives;
ne peuvent se géméraliser sans une démonstration spéciale. !
- . [ . §or

dehors de Uintégrale des forces vives, les dquations de la gyna-
meltent en général aucune infégrale qui soif d-da fois une fonction

nigue n'e

analylique & uniforme.

Si en cMgt une pareille intégrale existait et si T'on avap:

@z, 5 %y, U, 5 U;) = const,,

P

@ étant une fonetiom uniforme, l'équation @ = const, devrait dtre I'équa-

ion wénérale des surfangs trajectoires fermées et en gonnant o la constante
tions des diverses sur-

iptotique a une courbe

ifférentes wvaleurs, on dyvrait retrouver les équ

wes asymptotiques.  Mais\ghaque surface uasy,
ouble et en tous les !}:Jints le cette courbe/double les qll'.ltl't' dérivées
artielles de @ devraient sannulgr.

Mais dans le voisinage d'uneN\de ceg

3 ue I'on devrait trouver dans le

courbes doubles puasse une in-
inité d'autres courbes doubles de sy
voidsinage d'un point donné une infinjfd de courbes le long desquelles les
- juatre dérivées de @ gannulent 40 fs.  Cette fonction @ ne saurait
lone étre analytique, ' C.Q F D

Ce résultat ne cesserait ¢Fétre vrai que™dps le cas exceptionnel on
Ibs deux nappes d'une infingfe de surfaces asympNotiques viendraient a se

cqufondre en une seule,

En effet le raisonnfment qui précéde est en ddput si l'on peut ad-

.f:' mdttre que duns uneAégion déterminée, il n'y a pas\de surface asympd
i; tothque & courbe dgdble; pour cela il faut que quand M constante varie
efitde certdines lingtes, l'équ_;ltiqu.:. 2 = "

‘. . ' : iy L -
v g N - = const. :

reprgsente yne série de surfaces sans courbe double s'enveloppant3yutuell
meny. 1 peut alors intégrer complétement les équations difféPhyptiell
i et op Aeconnait sans peine que, parmi ces surfaces sans courbe donb




Sur le probliéme des trois corps et les équations de la dypamique.
i I 1 I

Hlaiannoncé pluz'..imu!,_.su.lm_i.l{'!-luuﬂ&h?m%mf que les séries proposées ;L/)‘"“’* f"""',‘“’“’

¢ crois nécessaire de re- 4 m_ﬁ""ﬂf dr ooty

par M. LixpsTeEDT ne sont [as convergentes.
venir sur ce sujet avee plus de détails, mais je veux auparavant rappeler
en 1|Itlr\11 consiste la méthode de M. Lixpsrent. Je exposerad, il est vrai,
avee des notations différentes de celles gqu'avait :!f_lul_lfl:li:ﬂ ce savant astro-
nome, car je désire, pour plus de clarté, conserver celles dont jai’fait
usage plus haut.

Mettons  les équations de la ti:,?mmﬁque gous la méme forme que

dans la seconde partie du présent mémoire et écrivons:

d, . e iie, AT " dy, dlr
at; anl odl o di da,’
F sera une fonction domnée des quatre variables x , w,, y, et y, et nous

aurons: i
I'=F, 4 uk,.

I" sera une fonction de x, et de z,, indépendante de y, et de y,; psera
un coffficient trés petit, de sorte que pF, sera la fonction perturbalrice.
Cest en effet sous cette forme que se présentent les problémes de
la dynamique et en particulier les problémes de la mécanique céleste.
Si p était nul, @, et x, seraient des constantes. Si u n'est pas nul
mais trés petit, et qu'on appelle £ et & les valeurs initiales de x, et

de =z,, les différences », — &, et x, — § seront du méme ordre de gran-

deur que p.




164 H.
8i done nous appelons n, et
pour & = & ,x, = &, les différen
ar
'
{'If.r'l ”l

geront du méme ordre de grandeur que g, ce qui nous

poser:
i ;"’u
oo
dF,
—=1F
dw, 3

¢, et ¢, étant des fonetions de €

Les équations du mouvement
de, dF.

T Py
i f Ilfl

dy / AN

= WPy SRl i

it “1 _| r”ll-5-| .'F_r'l j

Poineard.

n, les vale
Ces:

d
i

5

e Ly

FFal

oI
% ot do

da,

dF,

urs de -
clrl'.g

m—_

EH‘I'IIJE.’“]‘:I IIE.‘

z.),

et de r, (qui ne sont pas tros grandes,
g'éerivent alors:

||f.r.h r||f|'1

||'l|l '“-r.l':.;; :

iy d N

3 0] e I 1

it T -”(.,5 S e

Supposons maintenant que r Ty iy Y, AU licu d'étre regardes ofi-

reclement comme deg fonetions de ¢ soient recardeés comme des fonetions

de deux variables:

w,
et que l'on pose:
w, = At @,
@, et @,

seront des constantes ll'illh"f_rt':ltiem arbitraares: 4 et A seront

des constantes que la .\Glli.ti'. |ilJ caleul L]{"h.‘l'lll.llll.'l‘:l J'i|||1ir|¢'-[|-;'|||_:'||[,

Les gquations du mouvement deviennent alors:

4|iIJ! i .-F_Fu"
1 = ' —
1 dig, + }L‘ i, "”r.f_r,-1 4
;- e, . e Jf"l
A - A, = i 3
1 FlrJ“l 2 “lma 'I 'JI.I'I: !
I
': } .ty .y
p et o e S|
i r['-.u‘: k) .J!r;!_F f AVE
||r:'j: 4;:11'_‘ /!
o e e

rH-'I
: I'f.l" ;I ll]‘

i

(8
il | =gk

1!'.#'_; S



FE1 . NS Bur o problnin: da-teate cdiusit e bqeetians ditls Oyt 165
Mosons maintenant:
x = o + px  plel A ol ..,
Ty = Ty + ;u'i -4 r--z; + w4,
h— W=t p e s e
U — Wy = i = R ey e ity
A=A w28 ey
=04 pdi "84 e

Je suppose que les coBfficients A} sont des constantes et gue les
cotfficients ) ct »f sont des séries t1'1;;n:1:ml.n"tl‘i+|1|u:-; ordonuées suivand
les sinus et lez cosinus des multiples de w, et de w,.

Je supposerai d'ailleurs comme je 1'ai toujours fait jusqu'ici que F|
est une série trigonomeétrique dépendant des sinus et cosinus des multiples
de y, et de y, et que les colifficients de cette série sont des fonctions
holomorphes de = et de x,.

Dans ces conditions, si dans les premniers membres des équations (1)

je substitue & la place de A, 4,y , 1,2 et x, leurs valeurs (2), jaurai

L2 )]
quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes ¢

1 ?

et il
est clair que les co¥fficients des diverses puissances de p serout des séries
ordonnées suivant les lignes trigonométriques des multiples de w, ef w,.
J'appelle:
O, 0, 0 et &
ces quatre fonetions,
Cela posé, le théoréme de M, Lixpsrenr consiste en ceci:

Il est possible de déterminer les 2q -4 2 constantes

FHIDP LA

pLL] L}
. P MR,
et les 4q séries trigonométriques:

. T
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de facon & annuler dans

0, b, O ct @
les termes 'llnll"'lwtltlmlrs de poel

les coBfficients des

2

¢ premiéres puis-

sances de 1y de fagon, en d'autres termes, i gatistaire aux équations du

mouvement aux quantités prés de Pordre de pit'.

(_]ﬂ trouve ll.il ;_Hll"l]. .

Ay =ty e — Ny o =& + wy, e = &y + Wy,
w, ¢t w, étunt des constantes d'intégration que nous supposerons de \

Pordre de p.

Supposons que Pon ait détermine par un caleul préalable:

: P R T
| g1
- -

et

P

Pour cela, écrivons que le coefficient de p' est nul dans @, @, et @,

Il vient:

& -'Ir.e":
N

|||IJJ_.'.I

ol 1,

||II'I'|I

i I’ ‘|:

i
clrn'“l

d f_.",'l

i
il

|

X OX R
e S

=i 1 S 1

que lon se propose de déterminer

e,

rlre'l:

+ “2 al'u_'_ N -YL?

dig 5
o
B -FH-'; 4
ity 2
”"' il _i_ A=
i
&l .
-E-’ y dw + A"‘:
)

étant des fonetions connues.

Pour que lUintégration des équations (3) soit possible, il faut:

11

et ¥, sont des séries trigonométriques en w, et w,.
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1 e 1e .
1° que le rapport — soit incommensurable, ce qu'il est toujours per-
"
2
mis de SUpposer.

2® que dans les séries trigonométriques X, et X, les termes tout

|
connus soient nuls. Il en est effectivement ainsi, mais la démonstration
de ce fait important est délicate et ne saurait trouver plice ici; je me
borne & dire qu'elle doit étre fondée sur U'emploi des invariants intégraux.

3° que dans les séries trigonomeétriques Y

. et ¥, les termes tout

connug ge réduisent & A et A3; comme A et A] sont denx inconnues, nous
déterminerons ces inconnues par cette condition.

Llintégration des équations (3) est alors possible. Leur intégration
introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle,
nous aurons ainsi quatre constantes d'intégration de plus; nous leur don-
nerons des valeurs queleonques et nous ne conserverons d'autres constantes

arbitraires que @, , w,, &, ct @,.
Ainsi les séries de M. Lixpstepr sont des séries trigonométrigues en
elles sont développées suivant les puissances de p et aussi

W, et a0,

guivant les puissances des deux constantes @, et w,.

Ces séries d'aprés le théoréme de M. Lixpsrepr, satisfont formelle-
ment aux équations du mouvement. Si done elles étaient uniformément
convergentes, elles nous donneraient intégrale générale de ces équations,

Je dis que cela w'est pas possible.

En effet supposons qu'il en soit ainsi et que nos séries convergent
uniformément pour toutes les valeurs du temps et pour les valeurs
suffisarnment petites de p, de w, et de a,.

Il est clair que 4, et J, sont aussi des séries ordonnées suivant les

puissances de g, @, et @,. Pour certaines valeurs de o, et m, le rapport

s

- eat commensurable. Les solutions particuliéres qui répondent a ces
'l"l
valeurs des constantes d'integration sont alors des solutions périodiques.

Nous avons vu plus haut que toute solution périodique admet un
certain  nombre derposants caractéristigues.  Voyons comment on peut
calculer ces exposants quand on posséde lintégrale générale des équa-

tiong données.
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f'-";u'-lf:
1
xr, = ::"'1” (P T r‘-_:__,:l. o, = {I.r'__,"tf sy g €,y B rn_l_._\!.
a
A L ST TR Ty s dislt sy my ., my, @, @)

cette intéorale générale,

Supposons qu'en donnant a @, , @, , @, et @, des valenrs déterminées

w) , wy . @y, @y, les fonetions oy iy oy deviennent !u'-!'lmlir{l:w.-‘- en f.

Pour aveir les exposants caracteristiques de la salution périodique ainsi

abtenue, nous formerons les seize dérivées. partielles:

e, i, dy, dw,
rfml g ||'.-.uI 3 n"ruI . n’m-l ’
il e ..I'_l,-‘ ..I'.l,-J
i, : i, A dm, '@,
.}.-I i, i, di,
ff.ujl_. 1 |.l'H_|_: ! |J'm._ ! J;u_l I
-'!.J'I il r rlr_-'_u'l IJ1.'|'_,
Pl n"l-_J‘ X ||'r71; ¥ ||'lr7!._ ! rl'g--_.'a
et nous v feronz enszuite
# a o i .| —il
m.l 0y, ffl_. & s , iy = 4 iy (L1

Alors —— par exemple prendra la forme saivante:
fllfJJ I |
1
i,

!IrlJJL

ayt £ a el EE il Ry gt Fiy
& Hll__f'_, 4 ¢ .f.‘._...f.- 4= ¢ ﬂ:-,_f_, - ¢ HI._IF__

les o étant des constantes et les @ des fonetions périodiques.
[.es & sont alora les exposants c':l|‘:1|'1|'-l'i.=.fii|||c'.~' cherches.

Appliquons eette régle an eas qui nous oceupe,  Nous avons:

. L " v
T, el @y, W

0y etant liil'l'.ltjt];1lll{‘ en . et en w..

[1 vient alors:

i, der, dr, e, od, e

di, de:\
% 880N

do,  dw.'  dw, do, " \do dw, " do, dw,/
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Les trois fonctions:

"'il":‘t 3 ”’5’“! 'E"_: lhl‘rl

de, de,
LE4

nl'u'l g r.i'mI rlre'ul JH-: r.l'm’ ..i'w_.

gont IJ!}]'E(]{I‘[LIII!"'H en w, et w, et par conséquent en f.
On trouverait pour -‘j:':’- et 4:}”'
ey i I'U_’
Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls.
Done, si les séries de M. Lindstedt étaient convergentes, tous les ex-
posants caractéristiques seraient nuls.
Dans quel cas en est-il ainsi?

des expressions analogues.

Nous avons vu plus haut la maniére de calculer les exposants ca-
ractéristiques (1°° partie, chapitre III, §§ 2 et 4).

Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca-
ractéristiques relatifs aux équations:

da; d dF, diy, dF, dF,
e P TR LA R - (TR 7 B e
dt |II‘I“ rII_FJ; i it eliey L R
pouvaient se développer suivant les puissances de (/u; nous avons appris
a former I'équation qui donne le corificient a, de /..
i{.‘tpl:ﬂlurm comment se forme cette ﬁqll:lfiun:
Nous avions posé dans le paragraphe cité
a'F,

w |||l..l'|1;_|!j. :

a'F,

= - - 2
g rlllllf. !FII“

17

[/ S

1
pendant que y, et y, sont remplacés par n it + &, , 0t 4+ @,.' O, est

Dans ces dérivées secondes on suppose z, et x, remplacés par af et ai
done une constante et Bj une fonction périodique de f. Jappelle b, le
terme tout connu de cette fonetion périodique.

PPosons ensuite:

= E"'|:£'":I| A "r"'.-‘r'-."l' ) = ';'l::{"";ll -+ 'Ir"’-.".'f"'.'lh

ey = b 03 + 0,04, ey = by Oy + by Uy

! Inutile de rappeler ici que ecs valemrs de 2, 27,1, , %, sont celles qui eorres-

pondent & la solution périodique étudide; ce ne sont pas celles dont nous avens fait usage

; ! : ]
plus haut dans lexposé de la méthode de M. Liwpsrepr.  Le rapport — est done com-
1

mensurable.

At mathemaiiea, 18, Tmprimd lo ¥3 eciobre 1880, Qi
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24

1 . . " - 2
L'équation qui nous donme a, s'écrira alors:

| 61— & €ia
| =y,
| L= €gg — "-‘T

Pour que cette :'*c|u::i.'|nt| ait toutes ses racines nulles, il faudrait que

I'on ett:
€y T &y =0

011

2 gsf_ 37

I'|| "l-’u[”;ll "1" 1‘JIJl'_-{“lI: "i" 'Ir"-_--_'("-_-l-_- = 0,

Or on a comme je l'ai démontré dans le paragraphe cité

nby, + nb, =nb, 4+ aub, =o.
[1 faut done pour que I"identité -:'.1:] ait lien ou bien que:
.:5‘ b=

ou bien que:

(G) wa (7, — anym, O 4+ 0j (3 = o,
Occupons-nous d'aberd de la relation (5). Si nous faisons dans la
fonction perturbatrice I
I, = -4‘I|I~ Ty = 'r'e.'l~ ¥ = HI" 'F' iy, Y = ”-."'l 'F" o

! deviendra une fonection périodique de f. Supposons cette fonetion
périodique développée en série trigonométrique, et soit ¢¢ le terme tout
connu; ¢ sera une fonetion périodique de @, et @, et il viendra:
- 1.5
Sl
2 e, dim

Nous devrons done avoir:

iil-lll.r' o n
(7) A

Nous pourrons toujours supposer que l'origine du temps o éte choigi
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de telle sorte que @,. soit nul et que ¢ soit fonction périodique de @,
seulement.

De.. la relation (7) devrait étre (si les séries de M. LiypstrpT

converzeaient) satisfaite identiguement, Et en effet si l'on admettait la
convergence de ces series, il y aurait une infinité de solutions périodiques

1 "
s'.ru1'|*{:r=|}mulz'4|:t a {JII:i(illl‘. valeur commensurable du rapport —.
¥ i|]

Si la relation (7) est une identité et si ¢ est une fonetion périodique,
cette fonetion devra se réduire & une constante.
Vn','ﬂn:-‘. ce que cela wvent dire:

La fonction perturbatrice

. etant lu'-]"ludiqluz par rapport i o, et i

¥, pourra s'écrire:
F, = XA, cos(iny, + my,) + ZB,,. sin(my, + my,),

les i, et les m, étant des entiers, pendant que A et B gont des

il iy Ty

1
fonctions données de x, et de =

OUn aura alors

q°

B fa AU R — - il
= S.I cos :Hsl{ul -+ e, i, ) -+ Sf‘.—-.,.

&2 { —_ L =
i ) sin(me, @, + m,@,),

la sommation représentée par le signe S sétendant & tous les termes
tels que
’ wom, + nm, =0,

et- A7 .. et B, veprésentant ce que deviennent 4., ct B, . .quand on

"’mlm_.
y remplace x, et x, par z) et ai.
! Fiw ] - ® 5
Comme les termes périodiques doivent disparaitre de ¢, on aura

Ar = e,

) iy 1N | Py

~-Ainsi les coéfficients A et H-.-.-

pt'.l'tlll'lm'!-l"l.u.' doivent s'annuler quuuuj on y donne i x et A . dea va-

du développement de la fonetion

iy
leurs telles que:

nm, + nm, = 0,
. . - . I
Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport - des valeurs com:
||J

mensurables sans introduire dans la fonetion perturbatrvice I des termes

saculaires,




172 H. Poinearé. I
Il est clair qu'il w'en cst pas ainsi dans le cas particulier du probléme
des trois corps que nous avons examiné et quon n'y peut donner au
sapport  des moyens mouvements une valeur commensurable .sans in-
troduire dans la fonetion perturbatrice des termes séculaires.
Passons maintenant & la condition (6) qui peut g'éerire

(dAFN\AW, Al dF,

d*F, (dFNF,
\eﬁ.l"_,] de! " da, de, duda, \u.t-,) da)

= 0.

Elle exprime que la courbe

K (x . x) = const,

[ B St

i R |
Ty g Ay = digs

a un point d'inflexion au point , -
Comine cette condition doit dtre 1‘1:|]1]|]'i|.~ pour toutes les valeurs de

" i n
.ﬂ'lll o f 1h' J'I-.l qu E!t'll'l.'i‘-."*'[lﬂlld‘.‘l!f 4 un ]'El]_!l?ll'.il‘t r E(IIﬂI]IUII.“.'-'lH'IﬂJl'-'. la '."-Ullrhl..!-
b,
1

F (x, , )= const. devra se réduire i un systéme de droites
C'lest un cas particulier que nous laisserons de coté; cor il est
évidefit que rien de pareil n'arrive dans le probléme des trois corps.
Aingi, dans le eas particulier du probléme des (rois corps que nous
avons  éludid el par  conséquent aussi dans le cas général, les séries de
M. Lindstedt ne convergent pas uniformément powr loules les valewrs des

constantes arbitraires intégration qu'elles contiennent.

o
T o e

demonstration sous nune

de AL
gont ordonnées suivant les

leg séries LiNDpsTEDT.

v, w, ct w, et quelles son

périodiques en w, et w,

Des équations:

Yy — Wy = b,
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158 H. Poincard.

V.
CHAPITRE 4+

Tentatives de geéneéralisation.
5. Bklirs die 2 copv.

Est-il. permis” d’espérer qu'on puisse étendre les résultats précédents
aux cas ou les équations de la dynamique comportent plus de deux
degrés de liberté et par conséquent au cas général du probléme des n corps?

Clest possible, mais ce ne sera pas.sans un nouvel effort.

Je croyais, en commenegant ce travail, que la solution du probléme,
une fois trouvée’ pour le cas particulier que j'ai traité, se _E__',l"m" raliserait
immédintement -sans qu'on ait & vainere aucune difficulté nouvelle en
dehors de celles qui sont dues au nombre plus grand des variables et &
1'i1ll}lilﬁﬁi].11|IT&E d'une 1'L:|:]‘(=Suhhiﬂm1 :TL'tI’U]IlL::TI'iIlHE‘. Je me l]'nmpuis,

Aussi crois-je devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles
qui s'opposent & cette généralisation.

8il y a p degrés de liberté, la situation du systéme peut étre re-

présentée par la position d'un point dons l'espace & 2p — 1 dimensions,
La plupart des conclusions de la premiére partie sont encore vraies et
n'ont & subir aucun’changement. Il existe done une infinité de solutions
périodiques reprédentées par des trajectoires fermées et se classant en
gtables et en instables, on méme en catégorics plus nombrenses, d'apreés
la nature de leurs exposants caractéristiques. Il existe aussi une infinité
de solutions asymptotiques.
_,_:_"I'Jlﬂl-l;ﬂ-lﬂll]t’: des—trajectoires asymptotiques relatives o une—mémetra-
jectoire_fermée instable forme une multiplicité a p dimensions; il me
semble trés probable, quoique je n'aie pas achevé le caleul, que cette
multiplicité est fermée (coimme_le sont les surfaces agymptotiques en-
visagées dans les chapitres qui précedemt); Jnais comme elle n'a que p
dimensions, elle ne partage pas en deux ou EJ-l-l-t_:ﬁ'C‘tl-i'..:;__rl";;iUI'ls llg_'_llil_};lt'g_': a
2p — 1 dimensions, car du moment que p > 2, on a E-}_E-—hl__}‘f_f_} + 1.
——Nous—nepouvons donc conclure i Ta stubilite: =

—

S ———
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thy en a une infinité qui sont sillonnées par une infinité de trajectoires
fertges représentant des solutions périodiques. Ces surfaces ainsi gon-
nées har des trajectoires fermées doivent étre regardées comme dés sur-
faces aswnptotiques dont les deux nappes se sont confondues.

Il ex¥te done :,'u]*htlumnusil‘ des équations différentielles € la forme
des équatio?dy de la dynamique qui admettent une intégryde analytique
et uniforme, Mais cela n'arvivera qu'exceptionnellement ef/'on peut dire
que l'on ne rebgontrera de parcilles équations que sifon les fabrique
tout expres. RS N B i)

Il est aise de Yoir que ce cas exceptionnel pe se rencontrera pus
dang le probléme desNgrois corps. Pour qu'il s¢/ produisit, il faudrait
en effet que la conditiolNguivante fit remplie:

Soit

A ey, 4 mgy,
un terme :1111:.1::.(:1“'[“: de 1o foncxon pert atrice (.r‘l -.'.'t'.ltllt fonction de xz
et de @, et m, ct m, étant des en (ers),

Il faudrait que A sannuliat towteddes fois que U'on aurail:

dF, N

W "

., = O
tielin, *d,

ou du moins que cela arrivay/ pour une infinNg de ces termes, & savoir
3 e a ' - w o &
pour tous ceux ou le rappdrt —* sernit compridhgntre certaines limites.
m
L

Il faudrait que tous/les termes de la fonetion péglurbatrice disparus-
gent an moment on ils/deviennent séculaires.

Or il n'en est fpas ainsi; done en dehors de lintédgale des forces
vives et dans le gas particulier qui nous occupe, le probidge des fyois
corps wadmet pay’ d'intégrale analytique et wniforme.

Cela monptre en méme temps que les séries habituellement etployées
en mécanigufe céleste, et en particulier les séries de M. LinpsreEnr ne
sont pas gonvergentes, car leur convergence entrainerait Pexistence dwne
intégralé analytique et uniforme.

Ainsi se trouve confirmé un wvésultat gque M. Buuwxs avait obtenu

ppf une voie enticrement différente.
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___Im-'-_diﬂ'i¢.111t:'~.s_:1]_tc I'on rencontrait autrefois-en méeanique celeste et
qﬁ?"i’_ﬂki'lninivnt a la éonvergence des séries tenaient, comme on_le-sdit, 1
h la pl‘&é@i‘m&_d_g certains petits diviseurs; j'ai trouvé le moyen de tourner
ces difficultés et st ce qui m'a permis d’arriver-pour le cazg de p =2 !
aux résultats que j'ai eXposés dans ee travail; mais un obstacle annlogue T
se dresse devant nous deés \1‘1‘11;-_._;: > 2. Si en effet les.anciens petits di- 4
viseurs ont disparu, nous |'1.~11u:§f1"i'1uq\t:‘ de nouveaux petits~divisenrs qui o ﬁ
sont ceux que jni appelés (5) dans le §-5 (1" partie, chapitre-JII). La il’ Lt

difficulté étant de méme natare que celle qui o déjh été ‘.':]-Inl‘]lt‘_{“ on

peut -espérer que des moyens analogues permettront d'en venir 4 bont,

<mais_malaré mes—efforts,Jo—r'ai-puencore—tes—trouver———— .
Jai cherché également & étendre au cas général le ealeul du ' %
il prrtier—ehapibre=te cn laissant de coté la question de convergence

qui ne pent étre regardée comme résolue que dans le eas des multipli-
cités asymptotiques 4 p dimensions que nous venons de définir. Les
séries qu'on obtient de la sorte peuvent en cffet, méme lorsqu'elles di-
vergent, étre utiles dans certaing cas aux astronomes et peut-étre guider
les géometres vers la solution définitive,

Sup[mslms trois :]ﬁgw'-..-: de liberté et reprenons les t"tiu:ltirjﬂ."\ (1} du

] :
-}i{#mﬁdmngh faisant les mémes hypothéses que dang "

oe Ir:li':lg'l‘:'l'lth‘..

Cherchons ensuite troizs fonetions de

iy Yy o Ust

z, = O, > -"":|:]' 1
e M T T
2, = Oy ¥y ¥ ) P
. . y . 1
satisfaisant anx équations:
e AF de, dF de, dF*  dF .
L < s r —
dy, di, dy, dz, dy, die, di, S 4
dax, dF de, d¥ | dz dF  dF X
s L = 1
dy, dw, ° dy,da, * dy,de, * dy,
dx Al de, dF | dz dlf d i -
i Lok L " L
iy, e, ey, da, dy, de, ey, 1] |
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160 H. Poincard. ;
ou, ce qui revient au mdéme, anx éguations:

P J_ﬂl . da, da, dz, e, ¥ die,
et dif, AR -_F?I ! r.;'._-;‘ a|f_r,'|’ ey, i Tr,r1 5

xlﬂl_-‘; QIITHEJHEKW'HTIS [llll‘: ,f'] 3 -J'.;1

puissances de g on de . et t;ﬂﬂ pour p = o, elles se réduisent b des

constantes z] , @y, o4,

x, peuvent s développer suivant les

Nous poserons ensuite comme plus haut:

ary -

.nrH_‘
= — ¥, =

ar
= My S
it

T il

da’
s Si entre n,,n,,n, il 0’y a aucune relation linéaire h coéfficients
entiers, on peut développer x, ,2, et x, suivani.les puissances de_u;
chaque terme est périodique a la fois par rapport & y,, & y, et & ¥,.
Mais il g'introduit de pefits diviseurs.
Si entre n,,n, et », il y a une relation linéaire et une seule &
coéflicients entiers:
o, - w4 moi, = 0,

les caleuls peuvent se poursuivre absolument comme dans le § 2.du
chapitre I. Les trois fonetions x, ,x, et z, se développent suivant les
puissances de i et elles sont au moins doublement périodiques, je veux
dire qu'elles ne changent pas grand y, . #, et y, augmentent d'un multiple
de 27 de telle fagon que my, + my, 4 wmy, ne change pas; il y a

encore de petits diviseurs.

Il reste un troisiéme cas, le plus intéressant de tous, qui est eelui
on il y a entre n,,n,,n, deux relations linénires a cocéfficients entiers:

N, = fig iy o Wiy, = O,
it - man, -+ mgn, = 0.

On peut alors développer 2/, . et x. suivant les puissances de et de

I 'l 1 1 L] Vi

facon que ces fonctions soient périodiques, je veux dire qu'elles mne

changent pas quand g, . et y. augmentent d'un multiple de 27 et de
[ ] v M R B =

telle sorte que m,y, -+ myy, - mjy, et oy, + nigis <+ miyy; ne changent

pes. Il n'y a plus de petits diyiscurs, mais le calcul de ces fonctions

n'est pus sans eertaines difficultés,
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\ En premidre approximation, la détermination de ces fonctions dépend
- de lintégration d'un systéme d'équations différentielles qui ont la forme

t':mr:rﬁilu:\ des I;:{L1E:!|Il['!lll:\-i de la el_','nrmﬁflm}__ mais avee deur degrés de lilerté
seulement. Dans presque toutes les applications, ces équations dépendront
d'un paramdétre trés petit par rapport auquel on pourra développer, de
g maniére qu'on pourra leur appliquer les eonelusions des chapitres 1 et 11
i (1*™ partie).
Dans les approximations suivantes, on n'aura plus i effectuer que
des guadratures.

Ce n'est pas tout; le probléme des n corps présente des difficultés

I' spéciales qu'on pe rencontre pas dans le cag général.  Sans donte ces
difficultéz ne sont pas aussi essenticlles que celles dont jai signalé plnos
haut V'existence, et un pen d'attention doit permettre d'en triompher.

Mais jen dois dire iei ‘k”‘\l'l"{"‘t maots, ot
Dang’ le ]m:'ln!:'-mn des n COrps, K. ne [i:'*|:l,-m1 pas de tontes les va-
h riables lindaives @3 par conséquent, non seulement le hessien de J, par
Jf rapport aux variables x; ezt nul, mais le hessien d'une fonetion arbitraire
il de I est encore nul. (Cf la note an bas de la page 103.) Cela vient
i du fait suivant: si'p = 0, c'est & dire dans le mouvement Képlerien, les
! périhélier gont fixes
Cette diffienlté nlexistait pas dans le cas que nous avons fraité (1
§ exemple, § 1, chapitre 1, deuxiéme partie) parce que nous avions pris
' pour variable, non pns g longitude du périhélie, mais g—¢.  Elle
‘, v'existerait pas non plus avee une loi d'attraction sutre gue la newto-
| nienne, :
Voiei quelles en sont les étranges conséquences:
& Nons avons vu qu'il y a denx sortes de solutions périodiques: les
solutions du 1" genre, dont nous avons parlé dans le chapitre IIT (1°
Emrﬁuj et qui subsistent quelque petit que soit g, et les solntions du 2
oenre dont nous avons parlé dans le t': 5 I:t'llfl]ﬁh‘l’. | el iHli‘lil!) et tilﬁ
disparaissent I'une aprés autre quand on fait décroitre p.
| Dans le ecas du probléme des trois corps, 8 l'on fait p = o, les
| orbites des deux petits corps se réduisent b deux ellipses Képleriennes.

Que deviennent alors les solntions peériodiques da 1*

oenre f]li:'l]'l{l. on
fait p = o? LIn dantres termes quelles gont les salutions |J:'~|'ic-+“qllq*==

des éguations dn mouvement Képlerien? les unes :-nrrvsprmdmi au eas

Acta wiathematicn. 18, Tmprimé le 17 octobrs 1ARD, a1




162 H. Poineard. 1?-25 .

ou les deux moyens mouvements gont commensurables. Mais il en est
d'antres qu'il est plus malaisé d’apercevoir et sur lesquelles je dois insister.

Si p =0, cest que les masses des deux planétes sont infiniment
petitee et qu'elles ne peuvent agir T'une sur 'autre d'une maniére sen-
gible, & moins détre & une distance infiniment petite 'une de PFautre. Mais
g1 ces planétes passent infiniment prés 'une de Pantre, leurs orbites vont
étre brusquement modifices comme si elles s'étaient chogquées. On peut
:]ir‘pnf-:l-r des conditions initiales de telle facon que ces choes se ]prmhﬁ-
sent périodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui
sont de wvéritables s=olutions ]u’-.l'ilu!if|1u’.-,: du probléme du mouvement
l\-.("irh"l"lt‘n et que nows wavons pas le droit de laisser de cilé,

Telles sont les raisons pour lesquelles j'ai renoncé, au moins momen-
tinément, a étendre an cas générnl les résultats obtenus. Non seulement
le temps me fait défant, maiz je crois qu'une pareille tentative serait
prématurée,

En effet, j:‘. n'ai pu faire encore du cas EJ:lt'ﬂt:th'r méme .‘l'Ll_t!l]i’:I j[*
me suis restreint une Gtude suffisnmment :11}]r|'q+E'nr|.[|'u,'. Cle n'est qu'apres
hien des recherches et des efforts que les ;_rg'r.qn(-tt'm: connaitront p.unl.]ﬂh-.
ment ce domaine, oli je n'ai pu faire qu'une simple reconmaissance, et
l{llli[:i 1,. trouveront un [l'i‘['.‘lill _-:f!]it]t' ||‘ul-| 1]-. ]nui,-'-‘:-‘.l"“t :i.ll.‘lzllll'!_"t' J‘L 1i1_*

nonvelles conquétes,

Mai—ruifi—



Ty

B

U %50 & il
-%...,ﬂ k! « <P e
S
R

= 1/1 I, Wm WJ e 7 .
P Jf < f{zﬂf«ia

"‘"‘z‘ "é"" ""?h-t.‘z'l-;_l-:)r

%7«45 fgah?—ﬁ-uzj /fg,u,{_ﬁéa, -4 %‘?zﬁ_’ ”{;ﬂ—
".?p"f /Jgi}m a%éymtg.nj

d&J

%MWW
é’ @ﬂ?;% Ap ré
3’ Mj#%—-?,,é- M fﬁﬁ%.&q“{'

v 8/ W&%ﬁmrﬁzg !

7
P W
z? u’fjﬁb’ Jl,,,ﬁ:f" /{“”}’-2"‘4’ ’E 3

{f- " p# MW W
s




b VY. Fiprboonlilliins GlrmiZfans AAM;F.,.,,
%l i : %/ﬁqﬂ-'ﬂl (Jg&;’ Frrfn o stﬁﬂm - =
/J pf‘fr/.' ‘?{iﬁ--rgﬁ’f Jf—i— /-?-?mj;nf £
/7 "’ﬁ .2_.. - Mﬂ f%/r&-t;lm% Y
/8 v $8.  Mewtisime apprreiiidon

/’7 L ff 4. T o rrrosmda C?f---rz:v‘,m-;wam'

%71 T fdotits  ovecs.
2 [ Fobotiors IS rgtine H2P goure
2/ d:'fjfz. E 19'21,‘-:4 L ,gz-;ﬁgd?c’iz (.::.,i g‘( . ,/’ 1{%@1’%
a5 L/ ff .c()?- b t%‘?r{f- f'_,é;%e ‘é&’ ’:ﬂ*%:a e /6-!.7'4'7’.?!!.#3_

% T e Bt il e e T |

;:;___ﬁz-r}-l_-c.r{_ =
&

23 T

o




:
Py
— A

T
I P [
s £
)
/ ey
{ J
5 %
T
.'. £ 7
. 4

A l(-:‘,.
FARY 4
".f' /r r
s 73




;-'15{}! o ltel

| ‘ Q'I.J E (J?;!l-‘: j{; C "f ‘*“ "-r,‘&.. I'r,f-/ew to .f-r Ll Iz ¥ rtf & E"p 1

{

ok rq ey Ao g wliony e-r’f'//e S el B,

oo P PN =
1[ }in il .'.{

,‘jlrj! . rvlld".f-f. (oo Tap— F “—lr( tos 5 omg
Fon £ .5 "J ,c el .—:Jﬁf r,r :,s},.q 2 r&’ f'é’-\ f' G / : ;-. .

L4 fl‘i-.{}; .-{(;,r Z_,;_:urr-r’:'._- 5

A rZs fo bl o priomes ‘“4‘7' bo note E plepe, be
s g P 1 - . %
¥ Py 'l 9 o L gar /’ l_..,-/f.}“. i Citg

iy “'”ff {4 L /L.i i'mt‘;.lz !‘/-/'* gl jrfruf 2 /}
e e -'f -‘-/’: 1Ly ,"i fea PE gy et o L _ﬂ;:- f:; __Z
£ Jroae g0 7

< ‘{'I-FI’{:’#’,{.“ .,-,{’.‘K{_ Filep Ll =.-j.' ..:ff.’j‘,r,,..\;.
e £ ;'rL /-' W Tl 2o prnsmnger ."{

JT'I; "q{“/ ) Cialoa \‘/’ \ 4 ,4_-.. "_ Pty
s o £ f‘a /;e ALeLsy 'JUfu['H':- ,r .'/-'hs-'rj?ﬁ -

F. i ¥ - I.l .'
ie !"'.’fi-i' r.- f_rfr o !&f‘_r/ W, i. o5 ?'r.""

...f' .-‘ /

A lr‘.- i';.__a"-l‘_.'h. Pl .L-"E_.- l;,[I P D T, }I iy
whar o 20 le- D Ao fopli B

L'/:-*-/r.;'ﬁ.x 11
i I -r’-’w e ey Tavirnn da o (‘-‘:r et
Tl Popodtly Disery diy E gunlisn,
Clay fm feet et _‘}!I; -1';'.-1';;.(. L ﬁ.-;s, f':: thn g ¢

e

7 A

&
ratlide . S5 foia {-’-I:,lr.fl & pap fap

b la Pogs ase

.C..',fr < l’ﬁ(’

,-'/} el ;}{f (; }}', 'kh
;’ '("(( g a‘r a4

--fJu' o - 3




f'«'.,}' Lopfeniad (R J-J Li enkeen o A gaa e toxle G y aut sty et Loy eoplle leony — ions 2 ,'/-’""‘7;'.7
Ly viq i ‘?L.- 'r;by_'{{ff! £ 3oy .'-.-l_/i'. o ?."{ .Jf-::}'
.r f il A '-.i'ff_- e -"1"' M R ﬁ:_(;.‘ -{‘J:.' .»'I"f-.l:”z'.?;I :’f-l.f-" -'/-.r){ 'I(.-f / € /)( W l'r:-’r/' . .'II/!-:’I s o i ﬁff{
| If‘ - »"’ ! - K; ‘ J,:" iy /
'1-1};" G olag n L (-'.‘ ,:I".'.'?‘E. £ Nr I{E L r'(" f’f?\f{‘ -)}‘ i i
}; .'..1 11_‘ 1 4 :l'l}.l,'r{i Lea A ,{__:._”__ .II{' (S W o P R |..'.|{'_'.f ;"-‘-é;-l;, "-ﬂ'.-r-j:'{

£

;,-3 l;'j,:;_lr _l_,l’“ ‘ Lin _'._-:-H: Il’ .-'_.' cL J..b;J’!::‘ ._Il'.l ¢ j... = I..-"- "ff X ':L}.”" 1- P

—Jf I‘l]‘ f{-j"‘ .'.'°! "-"II)’ 4 i'-:' R [‘H.': ] .'.:- {"-‘ 1_.".I o -"-2‘\.

""L-ﬂ/‘frl '('._-1:"{";1.(- .-1'lf "f(‘;""{ .{f.-: E /_“‘ “:-1‘,'-_:‘_.? {)T-?q:t.z 'f-t . . ]:"l -‘r-" I_-(j '-'i-":.' f(f ‘éa’; J:: .r.=_}?.:- ;. .
e e
Doder calbe prpite fa Mot S de fircte amamaserid—: : _

/ 1 ST AP N A * L : Ny e R - s, £ _;I
R B e it b i iy olegony cty 7y G P er ot e
Ly 4-17/-'4:-1-.-?‘.—4.#--; /f"-""rf“,{:’,‘ 27 j‘)f ‘Jl'r f.'.-._.--‘f'M. )-'";-j;f-‘ A, CEAPC Ot L dnml ‘/ 4
(C, YRS AR Y07 L L A e 3 D e 53 *0'-_"""-'- 7’8 e fﬂ‘;}ﬂ‘ Crtnd

T- ler cilyr - ﬁ f: No {f {: 2 lex i+ on s e
I}qz"'..' o .f'rvf @, é .t (;_< {'&_ ,‘___/_e b 'I{i’f{’"" i JIN, S ] 24 ‘(.A ..'fz g el F/‘ f‘fﬂ' g T A |
1_ 2 fjt.,:;{_e' e E"j,-,r -\/ f" }.« o CEaA e {{ ,)!f? & /-:' P /' (4 Jc—rff' o s o APy
;""f}-‘_ _"; ‘ﬂ-'.‘&.--h— |5
F .l'ﬂr--‘-'l = rljy:l ;- Bt {{ (?:' /Vr? f’l:. f” .--r/l_dT I';("x’f/l.' iy dorns -‘;:'.'-l“

|

Ft Lia ;‘{ L fr_; .!-"{, rfi\,:f__ e Pt il ,f‘,/, Sl 3 T P {:_,._ & Tf-;tls'." I _f.l' !f" > £

i

:'llf.: f’: -._,l: S llgl } {[u R LY SR e ﬁ"—fﬁi{ -{-'—- -..,-a-.l...-'.‘.f.":"-ﬁ -p-Jv;-'J:l-l-f—L—‘-'-'f"—r)—} }..'-__}_f '}; = e
Z ~ U.u ) i ol e T r = ? e ”{“ e “op




'3
k rI / ] f i ] 'Irl_ ] {", L | i ."I
% I / Piti ol B s ok sy
/ !
']I ! g : e | g L l'-l"' y Al ¥ A4 / > IJIll o fz L s f“'. 7
4
T J Ry ) b # i |I‘
: #
! Fy : ) 2
R e & & i f i J‘ req  LAS ‘/ < ¢ l}."Fl iy 84 gy

‘.'
= 'Ir‘r-( L e &y :.I/ { e "f.}.l
I lex g (o pass Lot i
: 1] s 3 ! v | o
f -[ ke |r.lll t |rJ]| ! I |r|'l {
] i | {
J _r': 7 '




y

P'l,_..T' = A e =

S =
| ;, P, f) £
)I £x l,F 7 % J'f : s IL ) /
" P) ‘: ‘{?‘I:r i g e ", g & )rr ; . 'l:ll.l

(i i ‘ .

] £ ] { L (x' ; }Ifl o d ( g

Bty /
I" 5 |"l L fﬂ’ —’;
I". : i
[ 1 I - ! - f )
: P P AT
Mtis el it : f jll I
. ) f4 F1-a {
/. [ / S, 7= /
o Lt oty ek flae
T e Y botigot.
_| ) - T# P HFea )"
,II {.:f:' JI,.u | 5P J

‘i“'f"‘- |II.} ." TE A i i G
1K l|iI e =t LS '{'. P Eila r'.". £ i /! -J.- Fe : j
LY =, _,'f iy .IK .-"r. R P o ‘I:'. 7 e ]
i gy i F i




foatin igenti @y ooty

B alont e 4‘;/!{;4_ ¢ ‘"'; i r.'--"') evicns— o offfef
s A \/ ([F] + C ) »

H:-}d,,ﬁ,..(ﬂ,.-\- crdle & gt imprinistls pociy o cornm chiminitdn 3 par Al

/u Hea g el &limatpy 2+~ ) X”L 12 6 ,_f;l e

f WY st gy Mg Ay A f,”f (3¢

J3 BtidedySnfos, f-L:;-«« ,un-?
'Etg’,-;._.ﬂ!_w le,_ﬁ. £ Tl IlI L ST LT .-"/L X -. :
&'ﬁl‘."}'\-l-l: e Pl % M - ] .' & ,‘. f?‘i{? ng f) q‘:— fd _4}) ]l'.’1 f‘ y --i'.'ﬂ'. il .._Jr 4‘:-1 |‘.:;}“§ o lfg{._'_:,;,'_ /ﬁ"_,éj’- A
ﬁ{f‘[’; _JII _f"r.:: 0 fLasq _,-'*'L f."L A r‘__{_‘wu 'tf_{. = I
'n"’j"h-“--;ht e "‘J’"*—f"' fe f%’ﬁ( :'1‘ 'r':"/i"”' £ ’.'4{.1'-’!'.-!11“1._-' £y Ha d""-if?!‘-f i_. e P U3 ) / .' l/”;;ﬂ, -‘:?'x';.-‘c
L‘/’" _ A slage—tre L F/ Ao lo MNole F en lmosk compte o w freh w AT
et cbio / Sr? Jé: 2,
Jl:l If T RTE i lf‘./fj"!"}\:.'u ALl
Nett 4 8 dew GEXLE 2o orssperit
Ch i e |11
f{.; PR ,lr rr_- 'J._"ﬁ Joens.
}5 1 Cotetivn, Far ,Laﬂ'? atr e T Semne.
:r'-l"-h? l::'— ot I}‘l-_'.-"-,-r ?._.-_-_,.\'_‘,l..‘ [ T ey ;,_..1‘-_.__/_ : e s
Doy b i psieldist 4 dney Ly ff Q113 suser awmss consBount—bag .
= i,)' pozant e Lo dlomie. & LI; et vatfoan |ttt ,-‘r
Ii'_.( 1'4]_; -"L = 4_{4 - :
Raporadoe f‘“ & el des o i Sepperr vy Fand o’ on
’j}é '_-?4_ PR Lo S S _-1~.-1. .l_:.:.; TR T | 'J).\-‘._ ﬁf :;{’:- /"."'J,?C 'Jé (.1
fi, w_ [ 9. :
f} i {£1 fe ':“(l._ BE7 b "fr} (< I{o Ex ey A ‘fl-_ = ‘d— e Vo J.'..r_}-.-n.} ,.-"' (.‘4-.\4"' o .:,a".:-.:a
“'f' 92 6‘4@ be coy gu Ol fpe S fﬂ é“L;h* PUIE T i F‘?zfr 11;}’:2
(Iﬁl Wi Jqﬂ!) Renprvent ey cntis By exl L 1:1?’ ? &, atrodonts
&?:}"l gl E2 i‘{{"‘({ Al é "({_.'-:"l JEI f/,- A (//[il (fa" Oy f P Ly, I._-ifpih-,'-_.. -‘..l?,lp 5 &/
'ﬁ gf-gl "fK ¥ j ;‘r.{"l:ff_ﬁ;'.‘r-.l:—-;‘,-:c 7 !&‘ ,l.g--lr' : {’.r,.. / fas 4_(_!.:‘_'-.?_:.
f"-l. }Llr{ ; {f} W{f Ilh./k}”“d: {‘J;Lu” Clp fa II-' & ; f Ir'[l'.4- e hf)f‘ ,I"' 2] ., C ey f(’ -!Z:;—':.r
AL, E'L-' J} }"’:I‘" fér' _':flli'_:l-_:e l/, :,-'.:.' ?'I A? " Aé{r;__r _I:I.-_' !; Jll,- .:_ £ _|_




WD TR
e DR -,._;’-I,{‘.. Pl. | & st




