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-I[‘ ‘l.-l.‘i- que nous {]i’\'l'“ll-‘i trouver:
% = fonection développée suivant les puissances de 4 e, A e*
A e dont les cocfficients sont des fonetions ]u"riuditlllt-s de f.
Nous pouvons écrirc alors:

(4) n=%+g5n+-..o g+,

! représentant l'ensemble des termes de x, qui sont de degré p par rap-
port anx A.

Nous remplacerons les z par leurs valeurs dans HJ' et nous trou-
Verons:

Hf = Hf* + HPPP L+ HPT AL

H désignant 1'ensemble des termes qui sont de degré g par rapport
aux 4.

Nous trouverons alors:

fll?:-'.l 1 P— e

di - i ey i

rh‘}uz . = "f‘ﬁ'.lr ] T4 2.8
I.“._ — &7 '”’. I”- = 1”, + .IH, "
dn! 0.5 T4 ¥

s?' — i =M+ HY 4 ...+ H* = K,.

Ces :r'illlilri:'mﬁ permettront de ealeuler snecessivement par récurrence

FiaMiyeraaWiygeons

En effet K, ne dépend que des 3',%",...,%"'. Si nous supposons que
ces quantités aient été !H‘(";i]:!!Ill'rl'll‘llr calenlées, nons pourrons éerive I,

goug la forme suivante:
R "Z_,{_.Ii, A A B ity iy b, --..:-..ls-_r,

les § étant des entiers positifs donf la somme est g et ¢ une fonction
périodigque.

On peut derire encore:

‘,‘__r1 - Ef'r:" =5
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E’.rl l;t“"t LT E'r1|-_Lf}li'i_':|UI|t g[“‘“fl‘l'llli‘"]L’Ht il'l’l“:[_’:i[l:lll'['l,’. CT ?' un L"Ilti['l‘ ]'H}\ilii (911
neégatif, Noug éerivons pour abréger:

Ab s | A = A, a B + afy 4+ oo a8 = Zaf,
et il viendra:
i e ¥
i i 1 L:‘ oy =14 _..-|l
= — ! 2O

Ur on pegt satisfaire 4 cette équation en faisant:

[T X i)
(67 L

?;: :3‘—- __

T = + }_:r.:]i' — ity

[l y aurait exception dans le cas ou l'on aurait:
v—1+ L{:ﬂ-— ==
aunquel cas il sintroduirait dans les formules des termes en {. Nous re-
Serverons e cas qui ne se présente pas en général.
XUHH 1El'\'llT|ﬁ llliillrl*(‘[lll!” 1|':i‘l11‘|,‘ I:I 1l|il_'ﬁ'1i.ll|1 tll! |,;_1 i'llIl\'l_‘I';_':l'[H:i' t]i:
ces series. Lo seule difficulté provient d'ailleurs comme on va le voir A
des diviseurs : e}t f bty

(5) =1+ Zaf—a. trner Aoy 6§ 3

}lﬂ-ln-—iuﬂﬁ-l-* ftllulrlur:_'ruls les équations (2) [t les snivantes:

(2") g = A |1 + [0 4o A [H A+ X
= — —
Définissons HP. On voit sans peine que MY cst de la forme suivante:

HP = 1.(,'1_,',"?,2‘ Rl e

fi
(' est unc econstante quelconque, les F sont des entiers positifs dont la

somme est p,y est un entier positif ou négatif. Nous prendrons alors:

”l‘ =2 O b el A e

I,Q':—l Hé]‘iL’;—? !Ii[l::i l]hii,ﬂllli_‘ﬂ seront t'r]l'l‘.'l'l':L"'{‘H“'H 'lhl-lll"\'ll lilli! IJ_':: ‘.‘-"i.‘:l".ll':‘\ tl'i-

gonométriques qui définissent los fonctions périodiques dont dépendent
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les H convergent absolument et uniformément; or cela aura toujours
“L‘II []:ll'ﬁ'l' IIlIE,‘ Cces fl]]l{'[iUlLS pl'l"l'-l.ﬂll‘llllﬂ,'i". sont :L[!ﬂl}'[i‘l!u?s._ﬂ

Un peut tirer des l:‘.lillﬁlllﬂtl-“: "\-’-'J] les ¥ 80Us la forme suivanie;
(4) o= T MDA AT
F~

Plusienrs termes pourront d'ailleurs correspondre aux mémes exposants 3.

Sioon COTNPHTE AVEC les séries tirées de {_1’_] liui seerivent;

v TS'\‘\—._]_ .."-.

4 mamr

voici ce gu'on observe: 1° M est réel [msitif et plus grand que [N,
a% II lh":-'uigm: le 1!!'111[!1'![ des diviseurs (5:: I:-'f < X‘ﬁ:‘:l.

(A

Si done la série (47) converge A-wuf%u—-q—&le- T -uil}l

faes <

g

Ei aucun des diviseurs (5) n'est plus petit que =, la série (4') convergera

LTV (UG
Faurvu_qug fal < n

Voici done comment on EJL!ll'L enoncer la condition de CONVergence,
La série converge:
Si l'expression

—1 + Zaf— =

ne peut pas devenir plus petite que toute quantité n.iunm'--:}-"_lmm' des va-
leurs entiéres et positives des § et entiéres (positives ou négatives) de p;
c'est A dire &i aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre-
mier les a et 4 — 1, le second les « et — y— 1, ne contient l'origine.

Ou si toutes les quantités a ont leurs parties réelles de méme signe
et si aucune d'elles n'a sa partie réelle nulle.

Que ferons-mous alors s'il n'en est pas ainsi.

Supposons par exemple que k des guantités o aient leur partie réclle
positive, et que n

E aient leur partie réelle négative ou nulle, Il
arrivera alors que la série (47) restera convergente si on y annule les
constantes .4 qui correspondent & un « dont la partie réelle est négative
ou nulle, de sorte que ces sérivs ne nous donneront 1:]115 la solution eb-
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nerale des equations l1|-r|1|u:-'13£'.~'i, muais une solution contenant seulement &
constantes arbitraives.

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations
de la {|\'1I'l!|1i:]1u' Nous ayons v que # cst ir:lil' et que les o sont deux
a deux éraux et de signe contraire.

Alors si k d'entre cux ont leur partic réclle positive, & auront leur
partie. réelle négative et n — 2k auront leur pan'liu réelle nulle. En
prenant d’abord les a qui ont leur partie réelle positive, on obtiendra

une solution |]'.II'LiL'lI.l'H"1‘Q contenant )'.' constantes [H'[ﬁl-l'uil'l:s; on o en U|I'
ticndra une seconde en prenant les a qui ont leur partie réelle négative.

Dans le ens ot aucun des a n'a sa partie réelle nulle et en par-

ticulier si tous les a sont réels, on a dailleurs:

séries (4') au lieu d’dtre dévelop-

golent ~uL\. ant lt“s plllxmﬂlt‘ﬂq de (L

Hn effet les a, sont aussi

s o seront dévelopy®s s11i~.’=m1 les L:uismm-usc ( mais +.|;1:1:-i certains

vu Sintroduira dans les a et par conse

‘est précisément, d'aprés ce que nous avons vu
précédent, ce qui arrive dans le cas des équations (1) du

Nous allons nous placer maintenant dans un eas trés particulier.

Supposons d'abord n = 2, de telle facon que les équations (1) se réduisent a:

rlr,r‘fl - Hl_l'._J -
TR Xy E T X,

—
e
b, iy L-|u1tp-|,.11u‘L|.l: )

[Voip ."rli-!l:'_i‘_,_"j___—-—-—___
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Supposons de plus fue

dX. - dX

(6) {58
el d, dir,

=

Lia aillifllilyll_ du ,-'}'.-cti"hu' +!="i1u]|11 alors des trois l.i]lil.lﬂi:“-'.-' &y 4 Ty et #; on
peut done la representer par la position d'un point dans |.'1-.~:1-:u'n\". volel
gquel mode de representation on peut :u]u'lT{‘i' pour fixer les idces:

Les coordonnées rectangulaires du point représentatif seront:

ehcosl,emBind el m.

De cette fagon

o

1 A tout s}-‘sti}m:: de valeurs des trois Li:mrlii[ﬁ.-' Ty 4 %, et [ corres-

r |
pondra un point de espace.

2°. A tout point de l'espace correspondra un seul systeme de va-
leurs des quantités x , cost, sint, et par conséquent uné seule sitna-

2
tion du systéme si Pon ne considére pas eomme distinctes deux situations
qui ne different que parce que ¢ a augmenté d'un certain nombre de

périodes 2.

. 3% 8i l'on fait varier ¢, (z, et », restant constants) le point 1'1.!!;
] ¥ oy ¢ - " ¥
présentatif déerit une cireonférence. .
s - - i
i 4°. A la condition #, = x, = o correspond le cercle z =0, + y'= 1.
: 5% A la condition #;= — 00 correspond l'axe des z.

A toute solution des éqnutinns {1} correspondra une courbe décrite

! 0 # & g e ] v @ -
tpar le peint représentatif:  Si la solution est periodique, cette courbe

est fermée,
Congidérons done une courbe fermée €' correspondant & une solution

périodique.
r

Formone les équations (2), (3), (2') et (3") relatives

L

a cette solution
périodique et imaginons que l'on calcule les quantités a correspondantes,
Ces quantités sont au nombre de deux, et en vertu de la relation
I"L:P:I clles sont :"g.'tlt:n‘ et de si;_{ln.' contraire,
1](‘||x CiE 1}{'[[",’{2“1 = !!L'i"!."«{‘!ll’,f‘r: [E10] I]il'Ti ]L‘UI' l'fll']'l’! ¢at ]H":__‘:':liitl et Itl
solution périodique est stable; ou bien leur carré est positif et la solu-
tion est instable.

Plagons-nous dans ece dernier cas et appelons 4 a et — =« les deux
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valeurs de l'exposant a«; nous pourrons supposer alors que a est réel
positif.

Cela posé, les séries ]) seront 1[["\'clnl|.1|:'rc:; suivant les puis:::nu-o.x;
crojssantes . de Ade” et de Be™: mais clles ne seront pag-convergentes s
A et B y entrent a la fois; clles le deviendront au contraire, si I'on ¥
fait soit A4 = o, soit B = o.

Faisons d'abord A = o; alors les 7 seront développées suivant les
puissances de D¢ *; si done ¢ eroit indéfiniment, », et », tendent simul-

tanément vers o. Les solutions correspondantes peuvent sappeler solu-
tions asymptotiques; car pour ¢ = + oo, les y et par conséquent les £
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche
asymptotiquement de Ia solution périodique considérée.

Si on fait de méme B = o, les 5 sont développés suivant les puis-
sances de Ade; ils tendent “donc vers o quand ¢ tend vers — oo. Ce
gsont done encore des solutions :t.-t}'lizlrtu!_l['ut-s.

Il y a done deux séries de solutions asymptotiques, la premiére
correspondant & ¢ = 4 co, la seconde # {= — oo." Chacune d'elles
contient une constante arbitraire, la premiére B, la seconde A.

A chacun’ de ces séries de solutions asymptotiques correspondra une
série de courbes se rapprochant asymptotiquément de la courbe fermée
€' et qu'on pourra appeler conrbes asymptotiques. L'ensemble de ces
courbes asymptotiques formera une surface asymptotigue. Il y aura deux
surfaces asymptotiques, la premiére correspondant a ¢ = + o0, la seconde rar )

# ¢ = —o00. OCes deux surfaces iront passer par la courbe fermée €', {,

wm
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o

surk asymptotique et on w'a qu'a y remplacer les » par leups valeurs
i

en fonctians des ,:, llui:-‘. des =, pour avoir cette -’::!ll:li on soud la forme:

':.'H.-:' JLI{.J"E 3 Fys #} = G

La série (7) nest\convergente que pour les peti valeurs de 7,3 elle

o

ne domme donc qu'unnglément de la surface asypmiptotique cherchée; mais

on peut trouver le resté\par le moyen de lp“continuation analytique.

i [ 0l ) [ [

Si dans les équations dépendent d'un paramétre ar-
bitraire g, nous avens vu qu
(7)) étaient développées égalemer livant les puissances eroissantes de p

on de . Nous pouvons done £erige 'équation (8) sous la forme

I' étant une fonetion Molomorphe de pi. importe de remarquer que

I reate une foneti rpl:md on donne aux

llfllll'll'l,”i'[lilu []'[‘ I,!.t TTLCTTIR, /|

des valeurs telles que la série (7) ne soit plus conyergente.'

Il y a darfz le cas 1|I_11 nous occupe un invariant illlg":__{[':]]_ gue I'on

peut écrire

dindy dz

JE'_F.rf_aflff.lf?rfﬁ = ”I ;'T+F= .

/. ' Yoir Nole E (Sur le calenl des limites).
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. WAL W o 113 1) S (S TYV TR 2T

ginushgdes multiples de '}-'"’ (Quant aux #, c'est un nombre telLAque n 7

spit un Yultiple de 27, Nous désignons d'ailleurs par T J période de
I4 solution ériodique a laquelle se rapportent les solutigns asymptotiques
cinsiderées,
Felle est la Mfinition des solutions :Ls§'|:1|]ton:iu Y OYONS 81 POUT =0
il}existe encore des™wglutions des équations (1) sap&faisant a cette définition

On trouve pour M solution générale defes équations quand p—o

€T 'r.-ll' o= gt + -'Ial

leg af et les A, étant des comMgntes” d'intégration et », étant la valen

'

i T CE o
dg — - pour x, = x7.- Nous ns choisir les constantes x{ de facop
L]

I

A soient des multi
gurrons écrire ces soluts

it encore arbitraires. Nois

=

ilutions asymptotiques qu'elles représentent ne disparaissent pgs pofpr

! ] 3 ] =5 T

g Ul

Voyons par quel mécanisme ces puissances négatives de u disparais-
sent.  Posons:

A =w

et considérons les x et les y comme des fonctions des variables ¢ et w.

Il importe avant d'aller plus loin de faire la remarque suivante:
parmi les 2m exposants caractéristiques o, deux sont nuls et les auntres
sont deux & deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons
que n— 1, de ces exposants en convenant de regarder comme nuls les-
cofficients A; et les variables w, qui correspondent aux n 4 1 exposants
rejetés.  Fous-rejetterons—dabord—les denx exposants nuls et-dans chaque

!

| }1-"’..1:. it
o ‘o

o #
Lo} J
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=~ ) . . ; : J
puple d’éxposaiits “égaix et de signe contraire qui resteront, nous con-
errdroms—enecore denlen conserver qu'und
Cela posé, les équations (1) deviennent:

die - d d "
£ 1y N o s 5
-LI'*“':"l 1”‘ + _."l' .IJ' ”*r!rl_,". -!Ir:'.'l-
. dy; bR oy dal
{4-' it + Ly A1l T I T

Cherchons; én partant de ces équations a développer les x, et les y,— n,t
guivant les puissances croissantes de u et des w de telle facon que les
cotfficients soient des fonetions periodiques de ¢,

\ Nous pouvons écrire:

p
T 2 oo
{ a=apt+apnt+.,..= sz{.ﬂ

CAT TOUS AvVons vu au ﬁ@'ﬁ%ﬁmﬂrﬂ comment on peut dé-
velopper les exposants cardctéristiques suivant les puissances de (.
Iicrivons d'autre part:

2
Ty =a + fpt o= Z:;":"n. )

w—nd=u +up+...= Z;;;-;(-',
les af et les b étant des fonetions de { et des w, périodiques par rapport
n ¢ et développables snivant les puissances des w.
Si dans les équations (3) et (4) nous substituons ces valeurs a la
]?Iﬂ{f{‘ ﬂlt’.; L 1}E.‘H ,|'1 el lll’!-: In',fl'_ lL"ﬂ l]l'“.\', I'Ill,’!]]'llll_'[':;‘ [,ic ces 1':"[!!{:[11”“}{. seront
développés suivant les puissances de u.

Egalons dans les deux membres des équations (3) les cortficients de p
;
et dans les deux membres des équations (4) les coPfficients de u’, nous

obtiendrons les {".fllli'tfi-:'l-ﬂ.:i suivantes:

o ...:"' 1 + T 1 |i'f":- ?I —[_ 3—\ J-‘fu‘ i
— iy —— = 2 iyt
ot e | . ¥y ) e If,',".-'ff,lﬂ ¥.0
&=
(5) : i ;

! _ il X _— a* =
.'f' 1= 3 a0, {'ﬂ:' Ir- N {; L of

it i g gl | rl',lr;'rh"'

.
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o Zf et 77 ne dépendent que de

] al Pt
:r,,.al.......Ff .
i T —2
e R T T

.
Convenons, comme nous 'avons fait plus haut, de représenter par [I7]
la valenr moyenne de U, si U est une fonection périodique de ¢.
Des équations (5) nous pourrons alors déduire les suivantes:
1 R e )
‘}__\1'11”'1 Ton [x:.'l] =4 3.0

|,
elw; s 3 B0 THE (T

(6)

-, ifl F'll [] - IE'F"
P e { SRS RN o8 "L T
S—r.. g ela iy i [!' I }—'J-gf.,-:ff.;-l

Supposons maintenant qll'lm caleul préalable nous ait fait connaitre:

wy wh, Lt e — [=1],

Vs ¥ ey e =)

Les équations (6) vont nous permettre de caleuler [#f] et [4'] et par
conséquent af et g~'. Les équations (5) nous permettront ensuite de
déterminer

;'J"';'i Tl {_].:'-.-I] et .'l;f — [Ir;f'].

de sorte que ce procédé nous fournira par réeurrence tous les coffficients
des développements de x, et de y,.

La seule difficulté est la détermination de [20] et [0'] par les
équations (6).

Les fonctions [#]] et [#~'] sont développées suivant les puissances
croizsantes des w et nous allons calculer les c]'n't-rsﬁr termes de ces dé-
veloppements en commengant par les termes du degré le moins élevé.

. Pour cela nous allons reprendre les notations du §|&_§|—-—fﬂ+{-p&,.

it : ey

c'est & dire que nous allons poser:
i S - A0 0 .

a'l a*F
[ p [} -
— "l (% et I —L | = [
dlieg day dy; deg.
(pour les valeurs nullez de w). Shuslras BRI LT

Si alors nous appelons & et 7, les corfficients de

0 W e W Ty



El / ;-’!:l ;"!

an6 H. Poineard. '-d-?}t
l - x =1 . . 5 =14 £ 3 ‘J e : 5
dans [«] et [#~'], nous aurons pour déterminer ces eovfficients les equi-
tions suivantes:

2-1-‘?”.4-'-?: =

(7) : ‘
28— Sy = . . |
Dans ces équations (7) 4, et 4 sont des quantités connues, parce qu'elles !
ne dépendent que de
L e R —— [r{]

Wrtliy ey W —[01]

ou des termes de [#] et [1~'] dont le degré par rapport aux w est plus
petit que:

my 4wy, o .

De plus nous avons posé pour abréger

or 4 1 1 1
i m e, - e, 4+ ...+ Moo .

Nous avons done pour le caleul des cofficients & et g, un systéme d'équa-

tions linéaires. Il ne pourrait ¥ avoir de difficulté que si le déterminant i
de ces équations était nul; or ce déterminant est égal a:
S8 — (a)"I0S — ()] .+ [5° — (o)1)
Il ne pourrait s'annuler que pour:
S’ = 0y
c'est a dire ‘pour

my + M+ .. m_, =0 on 1.

On ne ponrrait done rencontrer de difficulté que dans le calenl des termes
du degré o ou 1 par rapport aux w.

Mais nes n'avons pas i revenir sur le caleul de ees termes: en effet

nous avons appris a caleuler les termes indépendants des w_dans le § ‘"

e D L blppbeedle, 0f Jes coTificients de

!E'Ij ) "Iri.‘ ety "EI.T 1

dans le § = paiepantiomchopitee 11}

Bn—nesera-dene jamais—arrété-en—echerchant i développer les-—z ot
lea—y—suivant—les—puissances de—n—et-des—
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CHAPITRE L

Etude du cas ou il n'y a que deux degres de liberté.

§ 15, Représentations géométriques diverses.

g

Reprenons les équations (1) du § § « Te;Tirrpribse—HHS
dar, dF de, dF
: T i ﬂ'—I,l y g J.l;l_J.l.r
(1) = ’
i al’ dy, d !
|'“I 113 -ri.f‘ g e“ ATH K Eil

Nous nous bornerons au cas le plus simple qui est celui on il n'y a
que deux degrés de liberté; je n'ai pas & m’occuper en effet de celui on
il n'y a qu'un degré de liberté, car les équations de la dynamique
s'intézrent alors aisément par de simples quadratures.

Nous supposerons done que la fonetion F ne dépend que de quatre
variables 2, , 2., ¥, ,y,. Nous supposerons de plus que cette fonetion est
uniforme par rapport a ces quatre variables et périodique de période 27
par rapport & y, et a y..

La situation du systéme est donc définie par les guatre gquantités
T, . T, Y, .Y, Mais cette situation ne change pas quand y,
mente de 2z ou d'un multiple de 27. En d'autres termes, et pour re-

ou y, ang-

prendre le langage du chapitre I x, et x, sont des
variables linéaires, pendant que y, et y, sont des variables angulaires.

deta marbemafics. 11 Imprimé le 11 seplembro 1828, i2
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98 H. Poincard. S

Nous connaissons une intégrale des équations (2) qui est la suivante:
(2} jI"11I:m| 1.5 s Uy s y:;:] - I("I:l

C' désignant la constante' des forces vives. Si cette eonstante est regardée
comme une des données de la question, les quatre quantités z et y ne
sont plus indépendantes; elles sont lides par la relation (2). Il suffira
done, pour déterminer—la -gituation du systéme, de se donner arbitraire-
ment ftrois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent,
de réprésenter In situation ‘du systéme par la position d'un point P dans
'espace. e

Il pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre
variables # et y soient soumises, non seulement & I'égalité (2), mais 4 une
ou plusieurs inégalités:

(3) 01Ty 2y5 45 4,) > 0, VTG T y?l-;: 2

L)
Supposons par exemple pour fixer les idées que les inégalités (3)
g'écrivent;
a>x >b,

et que U'égalité (2) soit telle que lorzque m, satisfait & ces inégalités, on
puisse tirer de la relation (2) la quatriéme variable z, en fonction uni-
forme des trois autres z,,y, et Uy

Nous pouvons alors représenter la situation du systéme par un point
dont les coordonnées rectangulaires seront:

X = cosy,[1 + cosy,lex, + d)], ¥ =sing[r + cosy,(ex, 4+ d)],
Z = siny,(ex, + d),
¢ et d étant deux nouvelles constantes positives telles que
e +d<1ieh 4 d>o.
Il est clair en effet qu's toute situation du systéme, c'est & dire & tout

systéme de valeurs de x,,y, et y, satisfaisant aux conditions:

- —— - o

a>m >b,2r>y >0, >y, >0

_—
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correspond un point de l'espace et un seul, compris entre les deux tores:

(4)

(1 —VXF )+ 2" = (ca + d)°

Et réciproquement, & tout point de l'espace compris entre ces deux tores
correspond un systeme de valeurs de 2, ,y, et y, et un seul, satisfaisant
aux inégalités précédentes,

Il peut se faire que les inégalités (3) ne s'éerivent plus a>x, > b;
mais que cependant ces inégalités, jointes a la relation (2) entrainent
comme conséguence

a6 >x >b.

Si de plus x, est encore fonetion uniforme des trois autres variables, le
méme mode de représentation géométrique est encore applicable:

Nous pouvons nous placer dans un cas plus général encore:

Supposons que l'on puisse trouver une variable auxilisire £, jounissant
de la propriété suivante, Si z,,x,,u, et y, satisfont & la fois & V'égalité
(2) et aux inégalités (3), on pourra exprimer x et x, en fonctions uni-
formes de &, de ¥, et de Wy be E:lu:-l, en vertu des iuégulité;‘-‘. (3:]_. £ ne
peut devenir infinie et reste comprise entre certaines limites de telle facon
que l'on a comme conséquence de (2) et de (3)

a>&>bh

Nous pourrons alors définir complétement la situation du systéme

en nous donnant les trois variables £,y et y,, et la représenter par un

point £ dont les coordonnces rectangulaires seront:

X = cosy,[1 4 cosy,(cf 4+ dY], ¥ = siny,[1 + cosy,(e§ + d)],
Z = siny,(cf + d)

avec les conditions:
cezo,ma+d<1,cb4+d>0. o

On voit alors, comme dans le cas précédent, qu's toute situation du S

systéme correspond un point de l'espace et un seul compris entre les deux YN ¥
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i
tores (4), et réciproquement, qu'a tout point compris entre ces deux tores
ne peut correspondre plus d'une situation du systéme.

Il peut se faire que pour x, =@, (ou plus généralement pour & =a)
la situation du systéme reste la méme quelle que soit la valeur attribuée
& y,. Nous en verrons dans la suite des exemples. (est ainsi qu'en
coordonnées polaires, il faut en général pour définir la position d'un point
se donmer les deux coordonnées p et @, mais que si on suppose p = O,
on retrouve foujours le méme point, & savoir le pole, quel que soit @.

Dans ce cas on choisira les constantes ¢ et d de telle facon que

ca =4 d = o.
Le second des deux-tores (4) se réduit alors & un cercle:
Z =g, X'+ V=1,

En chacun des points de ce cercle y, est indéterminé; mais néanmoins,
comme pour § = @ la situation du systéme ne dépend pas de y,, a chaque
peint du cercle correspond une situation du systéme et une seule.

On peut dire alers qu's toute situation du systéme correspond un
point de lespace intérieur au premier des deux tores (4) et que réci-
proquement, & un point intérieur de ce tore ne peut correspondre qu'une
seule sitnation du systéme,

Jenvisagerai encore un autre cas.

Imaginons qu'en vertu des inégalités (3), & puisse prendre toutes les
valeurs positives, de telle sorte que:

T = 0O, b= + %

Supposons que pour & = o la situation du systéme ne dépende pas
de y, et que pour § = ovu, cette situation ne dépende pas de Yy

Nous pourrons alors représenter la situation par un point dont les
coordonnées rectangulaires seront:

_'.‘\" l:i.H*‘n',l]f_:“:n'”"'. }r = _‘;'”LE‘,EEEC..-»U_.‘ 2’ = E?.”',H-.-

Pour § = o il vient (quel que soit y,)

X = coay,, Y = siny,, A
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Le point représentatif se trouve sur le cerele

X4+ P =1, Z=20
et sa position ne dépend pas de y,; cela n'a pas d'inconvénient puisque
par hypothése la situation du systéme pour § =0 ne dépend pas non
plus de y,.
Pour & = oo, on trouve pourvu que cosy, soit négatif:

X=F¥=20, & = siny,.

Le point représentatif se trouve alors sur I'axe des Z et sa position ne
dépend pas de y,, mais pour & = oo, la situation du systéme ne dépend
pas non plus de y,.

Le mode de représentation adopté est done légitime.

Ce qui précéde a besoin d'étre appuyé de quelques exemples. Je
n'en traiterai ici que trois.

Le premier de ces exemples est le plus important parce que c'est
un cas particulier du probléme des trois corps. Imaginons deux corps,
le premier de grande masse, le second de masse finie, mais trés petite
et supposons que ces deux corps décrivent autour de leur centre de
gravité commun une circonférence d'un mouvement uniforme. Considérons
ensuite un troisiéme corps de masse infiniment petite, de fagon que son
mouvement soit troublg par lattraction des deux premiers corps, mais
qu'il ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux premiers corps. Bornons-
nous de plus au cas ou ce troisiéme corps se meut dans le plan des
deux circonférences décrites par les deux premiéres masses.

Tel est le cas d'une petite planéte se mouvant sous linfluence du
Soleil et de Jupiter quand on néglige l'ex::e=|11'i.:-it1'! ‘de Jupiter et l'incli-
naison des orbites.

Tel est encore le cas de la lune se mouvant sous 'influence du Soleil
et de la Terre quand on néglige l'excentricité de I'orbite terrestre et U'in-
clinaison de lorbite lunaire sur I'écliptique.

Nous définirons la position du  troisiéme corps par ses éléments

osculateurs & un instant donné et nous éerirons les équations du mouve-
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ment en adoptant les notations de M. Tisserasp dans sa Note des Comp-
tes Rendus du 31 janvier 1887

AL _ dR dl_ dR
: TR T i T T
5)
- e !IrH r-'r:'f == i
Friad Rl e

Je désigne par a,e et n le grand axe osculateur, Vexcentricité ot le
moyen mouvement de la troisiéme masse; jappelle ! anomalie moyenne
de cette troisiéme masse et g la longitude de son périhélie.

Je pose ensuite:

.I'.I.a2 'J_r, 7 = ff'r[—tlT.
! Ve )

Je choisis les unités de telle fagon que la constante de Gauss soit égale
i 1, que le moyen mouvement de la seconde masse soit égal a 1 et que
la longitude de cette seconde masse soit égale i ¢.

Dans ces conditions, l'angle sous lequel la distance des deux der-
nieres masses est vue de la premiére ne différe de  + g—1¢ que par.une
fonction périodique de ! de période 2.

La fonction R est la fonction perturbatrice ordinaire augmentée de
EIJ = #*, Cette fonction ne dépend que de L, de @, de { et de I 4 g— ¢:
car la distance de la seconde masse 4 la premiére est constante et la
distance de la troisiéme & la premiére ne dépend que de L, G et L.
Cette fonction cst d'ailleurs périodique de période 2z tant par rapport a
{ que par rapport & I 4 g — ¢,

On conclut de 1a que l'on a:

d i fie
it :!Ir}' h=

et que les équations (5) admettent comme intégrale:

R 4 (¢ = const.

Nous allons chercher & ramener les équations (5) & la forme des
équations (1). Pour cela mous n'avons qu'a poser:
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|
.| :!‘1 =3 (J, :r‘u = L,
y=9g—t y, =1,

"{'.':'i‘.l ; .T,‘, : _J"f. A H_.] p— R + U’,
et les équations (5) reprennent la forme:

dey AR diy; dF

) o e APt 0 e
EI" dt dy; it da;
La fonction F dépend d'un paramétre trés petit g qui est la masse du
gecond corps et nous pouvens écrire:

F = F, + pF,.

F est périodique par rapport 4 y, et y, qui sont des variables angulaires,

tandis que ¥, et z, sont des variables linéaires. Si l'on fait p=1o0, F

|
ge réduit a I, eb:

F,=+G=2+;

ne dépend plus que des variables linéaires.'

Il résulte de la définition méme de L et de G en fonctions de a et
e que l'on doit avoir:

=G ou =g,

ce qui montre que x, peut varier depuis — z, jusqu'a -+ =,

5i l'on suppose r, = + =, I'excentricité est nulle; il en résulte que
la fonction perturbatrice et la situation du systéme ne dépendent plus
que de la différence de longitude des deux petites masses, c'est i dire de:

l+g—t=y + v,

g l_]_! est-aist—de—voir-que—le_hession de __.'_-:’u par_rapport i @, ot o, esl identigque-
ment oul. 11 #emble-done que les conclusions du § 3 (chapitre TTI, (¥ partic) na poiGnE
plus applicables. 11 n'en est rién pourtant, pareo qu'on peut remplacer I' par une fone- 77
tion arbitraire @(F) de telle sorte que le-hessien de ¢(#,) ne soit pas oul. Cela revient L
A changer I'unité de—temps da fagon que cette unité dépende de la constante (7 des forces

XiEpar—
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On en déduit:
dF __ dF
| dy, du,’

d'ot:

' T dle; — #.)
(b] T _;'}'I'!_- e I;:}1 .
d’ou I'on conclurait (puisque la valeur initiale de z — a, est supposée

nulle) que @, doit rester constamment égal & x,; mais ce n'est la pour
les équations (1) quune solution singuliere qui doit étre rejetée. En ce
qui conecerne les solutions pparticuliéress gue nous devons conserver,

: atteint la valear o,

cette valeur est un maximum, ce qui est d'ailleurs une conséquence de

'éguation (6) signifie simplement que quand x —

linégalité o3 > .

Bi nous supposons maintenant x, = — x,, l'excentricité sera encore
nulle, mais le mouvement sera refrograde (il U'est toutes les fois que =z,
et #, ne sont pas de méme signe); alors I et la situation du systeme ne
dépendent plus que de 'angle:

—ltg—t=9 —1, p
ce qui donne:
af peF e
dy, ' dy,

Je vais maintenant traiter la question suivante:
Trouver une variable £ telle que st #, , #,, 9, , ¥, satisfont aux éea-
litéz et inégalités (2) et (3) (qui dans le cas qui nous ocenpe se réduisent &

F=0, o>z

ces quatre quantités peuvent s'exprimer en fonetions uniformes de £y, et y,.

Je traiterai d'abord la guestion dans le cas ou g = o et ol ‘
o i bl +
0 Fpdinnieah

I‘:T'h\.-"l.‘-‘-!l}_‘:t"{ﬁ[l.-! un i]lilll et lIll“F- o '[Ililll un 'Eh’ii[l.' f]l"rtIT Il'i i,‘l'l[:l]'l:i_l,'rﬂ!]:_“l_‘:'{

gont:




———

1]
| vﬁ-{{- 3 Sur le probléme des trois corps et les équaiions de ln dynamique. 105
Alors les égalités et inégalités (2) et (3) g'éerivent:
4 : 1 ) 2 -
1 l+.,i'-.'_“' I'}\.-—E g o> ]'
\ {}iitiitl'lli#1lriﬂ I!l l'l'rl'l'l'h{f':
: : i
.:'\ + :‘-}':;‘ = Q0
et les denx droites:
X4+ec=4F.

Ces droites et eette courbe peuvent étre dans deux situations diffé-

rentes, représentées par les fioures 4 et s.

Fig. 4. Fig. 5.

Chacune des deux figures devrait se composer de deux moitiés sy-
métriques par rapport 4 l'axe des z, mais nous n'avons représenté gue
la moitié qui est au-dessus de cet axe. Dans le cas de la ficure 4, Ia
courbe nous offre deux arcs utiles BC et DE pendant que les arcs AB
et CD doivent édtre rejetés i canse de l'inégalité ¥? = (X 4 ¢)®. Dans
le cas de la figure® 5, il n'y a qu'un are utile BC et 'are AB doit
étre rejete.

Le passage de la figure 4 o la figure 5 se fait quand la droite CD
devenant tangente a la courbe, les deux points € et D se confondent.
Cela a lien pour:

=2, X=—_,

1
p 2

Nous nous SHUpposerons dang ce 1|_|1'| va sulvre ]il:lt'l"ﬁ' dans le cas de

Acin mafhematica. 13 Tmprimé le 18 seplembre 1383, 14
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la figure 4 et nous envisagerons seulement l'arce utile BC; cest en effet
le cas le plus intéressant au point de vue des applications.
Posons:

B i L Sl VP !'_T_ {.rf;
2, +e L+06
on voit que & s'annule an point €' et devient infini au point B et que
:illmld on parcourt I'are BC 1]&}!115&: C jus:l{u'cn B, on voit £ croitre
constamment depuis o jusqu'a + co0. Si donc on se domme £, le point
correspondant de l'arc BC sera entiérement déterminé, ce qui revient i
dire que #, et x, sont fonctions uniformes de &.

Qu'arrivera-t-il maintenant si g n'est plus nul, mais seulement trés
petit?

Faisons encore

.n" -

2, +

-
]

et voyons gi en tenant compte des relations
{7} = E>o0, o0,

x, et x, seront encore fonctions uniformes de £, de y, et de y,. Pour
qu'il cessit d'en étre aingi, il-faudrait que le déterminant fonetionnel:

sannuldt pour un systéme de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or

cela n'arrivera pas si g est assez petit et si €' est assez différent de i

Dans la plopart des {ll}llli(-fatimlﬂ. ces conditions seront remplies;
nous pourrons done prendre § comme variable indépendante; cette va-
rinble sera essentiellement positive et 2, et z, seront fonctions uniformes
de £,y et y..

' On voit aisément pourquei jéeris cetie dernidre relation: Tare BC comme on lo

voit sur la figure cst tout eotier asu-dessus de DUaxe des X, ce gui entraine Dindgalité

#, = 05 il est elair que cette indgalitéd subsistera encere pour les valemrs suffisamment
petites de 1
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Toutefois pour trouver le mode de représentation géométrique le
plus convenable, il faut encore faire un changement de variables. Posons:

:i’J; = + Ly y -T'; = ) — Ty,
. 1 ) ' L ¥ W
h= '1(."-'1 &+ e Wy = S\ — Y

Aprés ce changement de variables, les équations conserveront la
forme canonique:

da;  dF dify ar
dl 7 iy, 3 di del’
i Ty dy, aF
at: :f-ll.l_, } ar AP :f.a;..: X

On voit que y; et y. sont encore des variables angulaires; quand
en effet y; ou yi augmente d'un multiple 2z, y, et y, augmentent aussi
d'un multiple de 27 et par conséquent la situation du systéme ne
vhange pas.

Mais il*y a plus; quand on change simultanément y; et gl en y; 47
et 1w+, 4 ne u]l'.tll.ge pas et ¥, augmente de 27, La situation du
gysteme ne change done pas.

Cela posé nous représenterons la situation du systeme par le point

de l'espace qui a pour coordonnées rectangulaires:

X = cogy) et Y = giny; et 4 = £siny;.
Pour £ = o la situation du systéme ne dépend pas de y; et il en est de
meéme du point représentatif qui est alors sur le cercle

X' Y=, Z=w0,

Pour £ = oo, la gituation du systéme ne dépend paz de y; et il en
est de méme du point représentatif qui est alors sur l'axe des Z si cosy,
est négatif et a l'infini si cosyl est positif.

A chaque point de l'espace correspond done une situation du sys-
téme et une seule; réciproquement, i chague situation du systéme corres-
pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et en effet aux deux
systémes de valeurs (x, i, 9,95 et (o, o, 9 + 7,9 4+ 7) corres-
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pondent deux points différents de l'espace, maiz une seule situation du
systeme,
T.es équations (1) admettent les invariants intégraux:

[(du,dy, + drydy,) = [(de,dy, + da;dy;)

| dx,dy, de,dy, = | daidy; daydy, .
5‘[ nos 11':”!5"’[,”'[[“]][5 cet ]'J\."ll]'i.'l.l!t lll.,l'lI Ll'ti- ['T:'gll.'h‘ l'.\'i]ll:‘:‘:"{.':\' lEii”t‘- 1[!
§ 3 (1" partie, chapitre II) nous verrons que:
wfd XA Y dd

P 8 n ..‘.-_.!”I_l) :_'_[-\,‘ 1T
|f,|’_,

@ dgdyydy,

—dF , dF = [T
“llJIr.t’; J._.“‘.F__' t.,, 5

est encore un invariant i]lt‘&g!‘:ll.
Comme £ est essentiellemeht positif, la quantité sous le signe [ est

1il’ G x'u‘l:_frll" 1tlll':

LbE il i’ d I
. i . g

3 |i'.|': S 'Irlr_r': | rf.."I ot Jlr.#" ;

Or pour g = 0, on trouve:

AR dF
i dr, + £ F i

Si nous nous supposons places dans le cag de la figurve 4 et sur l'arc

BC, nous devons supposer:

#3

| &

d'ou 'on tire:

L il i . . .
Aingi =z, oy + @, 5. cst toujours négatif quand p est nul. Il en
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gera encore de méme quand g cessera d'étre nul, pourvu que € soit assez
3

2

différent de

Dans ces conditions l'intégrale:

a dXdY dd

HX + Y- 2 4EY

“est un invariant positif.

Pour p = o, les équations (5) .-'-"||1[1'-I-,_51'|:|1T aisément comme on le sait

et on trouve:
I, = const., (x = const,, g = const., ! = nt + const.

Les solutions aingl obtenues sont w_-iq':'-. mtées dans le mode de l't-in‘f-.-

sentation géométrique adopté par certaines trajectoires.  Ces trajectoires
sont fermées toutes les fois que le .nu:_\'un mouvement # est un nombre
commensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont
pour équation générale

£ = eonst.

et tlll‘l aont ]h‘ll' 1'(]1IS["‘[1[L‘IIt lll'.:i .'~'|ll'i.:ll,'l_'.-\'- lil.' ]'1"11!1““!!” TIT.'["IILLI'l:* H”il]ll.'.frl'.‘--"

a des tores

Nous verrens dans la suite comnent ces résultats sont modifies quand
o n'est plus nul.

Comme second L!_\'!'I!II[]IE!. jt: l'('-|n*l-lid.~c l‘tlsqlluﬁnn dont j1i!'l ti'.‘-j-'l‘ ]““'lf'

a la fin du §"g-+Spasticchaprive—t

I’f.l” . 1 3
o T8 ‘o 4+ mp® = pli,

R étant une fonetion de o et de {, holomorphe par rapport & o et
sannulant avec p et [l:"l‘."lullitlun par rapport i f. Cette équation peut
géerire en reprenant les notations du paragraphe cité:

r]’lra -

L di’ da A aw & 1y al dz dr"
it da’ dt .J_I"IJJ ; aE Jrl, i i ag
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R

- dn ! i nln? ' » A .
R e e (I T e o ) Ble s &dp + g
Posons:
1 o
F = yily 2y COS _-'_,I'I . o= |,|'_‘..-'|_ B1n ."f. h

LR

Les t'ﬂ[ll.ilf-]fﬂl.‘: conserveront la forme !al:lu!litjme des f.'-.ilLlaHir.lll:i de la I]‘_L'Th'l-

miqlll-.' et la fonetion I t]t"]wl‘s[il':i de deux wvariables lineaires ot de
deux variables angulaires ¥, et &.

On voit aisément que guand on se donne la constante des forces
vives O, x, , 4, et & la quatriéme variable x est enticrement déterminée;

on o en effet:

r . L =2 i T ah
p=U—ny — Ly ST, - 'rr'l|' I{p, §)dp.

Pour », = o. la situation du systéme ne dépend pas de y,. Nous
pouvons done !I'!Him.‘l‘ pour representer cette situation le Ilnint dont les

coordonnees sont:
X = coggenten, ¥ — gingen=hn, £ = x siny..

A c'hmlu.: situation du .1”'.-'.*51:"!:1!: c.'LJl‘I'I.'H|H‘.|I|1I ainsi un E'Iflill.l.ili' E'q'np:u'u
ct inversement, Il faut excepter les points i Uinfini et les points de axe
des Z qui nous donneraient #, — o0 et par conséquent un résultat illusoire.

Comme troisitme exemple, envisigeons un point mobile pesant se
mouvant sur une surface ]mrf.'litml]cnt polie et dans le voisinage d'une
position d'équilibre stable. :

Prenons pour origine le lwim. le llll]S bas de la surface: pour Ealun
des xzy le 11].111 tangrent Lilii sera horizontal; pour axes des x et d-:-:-_:y les
axes de l'indicatrice de facon que I'équation de la surface s'éerive:

aid. . Dyt .
= 4+ =4 pe(x, B,

¢(x, y) étant un ensemble de termes du 3™ degré au moins en 2 et en

y et p un coéfficient trés petit.
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Nous aurons alors en appelant 2’ et » les projections de la vitesse
sur les axes des = ef des y
b Sy
I = -+ s + g2,
de a d dy ¥ i’ ar i d b
ot ? da 3 el ;illlf. ' alt o i § ot T |.Ill||r b
Changeons de variable en posant:
A R B coi YL A ¥ R
& = —CO81,, ¥ N2y e BIRY,
Van '
; B = ‘I"’_" CcosY,, W=z b siny,.
T i ' iy £
Les equations différentielles conserveront la forme r:lnqmiulni- des i'=-||i:|.- | |

tions de la dynamique. L'équation des forces vives s'éerit:

\.F"’-J + \f‘T'rlz + Jure ':"r| s Ty By -”u:' = C,
¢ deésignant la méme fonction que plus haut; mais transformée par le
changement de wvariables. Commne =, et , sont essentiellement positifs
(ainsi d'ailleurs que les cotfficients ¢ et b), l'équation des forees vives

montre que ces deux quantités restent toujours inférieures a une certaine
limite. D'aprés la définition de la fonction ¢ cette fonetion sannule avee
x, et &, et il en est encore de méme de ses dérivées partielles du 1%
ordre. Nous en conclurons que p &tant trés petit, ln fonction pe et ses
dérivées du 1 ordre ne pourront jaumais dépasser une certaine limite

supérieure trés petite. Nous pouvons dene éerire:

| e f | de | i
(89 nt i 1N | oo | < b
gt | 7 V ! |7 e | =
| | i) | * | )
Taisons maintenant @, = &r ; le rapport £ sern essentiellement po-

sitif.  L'équation des forces vives devient:

(9) 275 + V7B E) + 10 (5, &y by, ) = O

La dérivée dn .'[rnnuie-'l‘ membre de {:.}:l par rapport A i, g'dorit:

= rff_-" - rqu,’
Voo + gb € + pg -+ pSg -
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En vertu des inégalités (8), cette expression est toujours positive, ce qui
montre que l'on peut tirer de I'équation (9) @, en fonction uniforme de
§,m et y, et par conséquent que la situation du systéme est compléte-
ment définie par les trois variables w,,y, et £

Pour § = o la situation ne dépend pas de y,, pour £ = oo elle ne
dépend pas de y,.

Nous représenterons done cette situation par le point:

X == cogy,e ", ¥ = siny, e **n, & = £Einy, .
A chaque point de l'espace correspondra ainsi une situation dn sys-
téme et réciproquement.
Les exemples qui précédent suffiront, je pense, pour faire comprendre
limportance du probléme qui va nous oceuper dans ee chapitre et la
facon dont on peut varier les modes de représentation géométrique.

¥ T —— e e
ﬂ 2. Eguation des surfaces asypmptotigues, — ‘_—'—'Qﬁ_

| o |
I l||l IJ.lI k .I
(1) ;
; dy, dr
| e de, " r

: . : |
C(ue la constunte €' des regardée comme une des donr
. |

nges de la question, ges sfont & l'équation:

(4)

Con ql:'il l|1:|.' en a que trois gl'im]a‘alwm]u1|t{-,a.

de telle
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. Paincardé,

* conséquent que la situation ﬁ/&j’. ome est :'rmlpltl-h-.
=
de y,, pour £ = co elle ne

| A chaque _pdint de l'espace c'rJ|'|‘|_-e=]Hm.r]l‘.'l atnal une situation du E}'ﬁ-lf

téhne ef réc roquement. ~
< “exemples qui préeédent suffiront, je pense, pm?ﬁ e :‘mn]n'i'urh]z
pfiportance dn probléme qui va nous occuper dans ;--M:-T Ja
"i\':-gl_-.-:m dont—es—peut varier les modes de n-]u-f-;mn:;r'mn___-;.j-ummwe-.--l-."

— - e

ff_ ﬁue.-;ui;{c Wr#{&luﬂ-}z?_?;
E R Al i sfein ¢

:Ll,"l'r]'f'tllillt:: Nnos I:l\'i}t'l‘ihl\-'.h'i".-: tll'llilillh'(‘i._ J‘I .“-:'I\'t'l-lt'! 1|I||.|f" ill!:lll'i' \'il!'i:ll]ll?s,

deux linéaires @ et a2, deux angulaires y, ct y, sont lides par les
¢quations:
(f.rl J}-‘ rr.r'__ il f"

: il dy, it elif, !
(X))
lll .'f_-'jl dF l-f_-'f! a

dt T dm dt de,
1 )
Que la constante € des forces vives étant regardée comme une des don-
nées de la q[m“a'ﬁm}. ces quatre variables satisfont a Péqguation:

(2) Flz, , «

N 1
N Yy Yy i) = C,

de telle facon qu'il n'y en & que trois dindépendantes.
Que Ton a adopté un mode de représentation géométrique tel gu'a
toute situatiom dun systéme correspond un point représentatif et réei-

prrulu{}:u{!nt.




Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique.

s aurons alors en appelant
xes des x et des y

et 3 les projections de la

sur les

AR

—
f-ll 1y

posant:

Les équations différentielles dpnserveyont la forme eanonique des équa-
tions de la dynamique. L'équatio

¢ désignant la méme fonetion
changement de variables.  Cor
(ainsi d'ailleurs que les coéf

18 hauty mais T.l“!'ll.il:ifr]]'ln{f‘{} par le
A % i
. sont essentiellement lmsmis

b), T'équation des forces vives

montre que ces deux quantj irs inféricures & une certaine

| limite. D'aprés la définit] cette fonction sannule avee

&, et m,, et il en est dérivees ]lnrlic]]{*; du 1*

ordre, Nous en cone it, la fonction pp et ses

dérivées du 1™ o sser une certaine limite

¢ ne pourront jamais dép
supérieure trés petife. Nous pouvons done écrire:

PP | dee | = de |
o 2 Y st =
(e) ‘”:Ir;c'l / ‘.f* / .,I'_r: I s
Faisons/ maintenant xr, = £, lo rapport £ sera esdentiellement po-

liltiﬂn (1['; rf‘.ll‘l:'l:_'.ﬁ' ".'I\-'i_":: {il"\'iL‘]If:

r\(\gi + AT &) + pag (e, Er, 3, 0 0) = C.

du premier membre de () par rapport a x, séeri

—n g e
Voo + Vgh < + pg 5+ po 57
- 4 £

it
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Que F dépend d'un paramétre tres” petit n, de telle facon qu'on

]l'll.‘l."-:t'l‘ l]:“.'i'lﬂ]r]n-r F snivant les [:ui::.i:m['c.-: :]1‘ L ot ﬂu'rh‘{‘:

F=T, 4+ nF, +pu’'F, 4 ....
Que F| ne dépend que de 2, et z, et est indépendant de y, et de y,.
Ues conditions sont remplies dans le cas particulier du probléme des
r—‘l'ﬂih' |'|"Ji'|F.“| fJ”‘] nats i Hl"l‘\'i ‘l.l'_\:{'”]]']“ HAH iﬂii':l-'_"l‘:l[!llf' ]F!'l"l"ll‘lil'llf. =
et de x,, par exemple

HHEJI}G.‘;HHF l'!l]"{' |HJ|l'I‘ E‘I‘I'Q:Jil'lt’..ﬁ \?:illl'ul'-i [,]l_‘ ;J"I

pour:

Il‘.‘i fli'llx ]]ﬂ]’llil]‘l-r}

(que j';l[z]re‘]l:".‘:li pour abréger n, et n,) sont commensurables entre eux.

. & "

|T:1151‘:'-:'-' co l.{l]l‘ NOUs avaons vi l:]:l]'l.-: Iﬂ_‘ Q _'\ :

”I

i l:']l:llJ]JL' valenr l‘ﬂl:l]I]H'nr:IlT'.l}i]l' l]l] 1'.'1||'|bn|:'1 ['l\'t“]'?::]}rl'l]d nne 1'\|||;|:1[in|']

[ IrlL"'

— = O
-'Iru.l’

1

qui portait le n° 15 dans le paragraphe cité, et & chaque racine de cette
¢quation (15) correspond une solution périodique des équations (1).

ﬁ-’-'t-[t .L'I-MJ-EL'U{LLI:.'M. les. L':qu:lt.'ujrn.t |:.I] ont ,l'uni?'- inﬁtr—r{'r}')! de-selutions lp:}.:'in-_
:Httut'.-' :i'l-l.q-..t'st suflisamment IILEHF-{ 2

Nous avons vu ensuite dans le § o < pastie—chrprre—HH que le
nombre des racines de I'équation (15) est toujours pair, que la moitié
de ces racines correspond 4 des solutions périodiques stables et 'autre

moitié¢ a des solutions instables,

Les éguations (1) ond done pe—infinitd—dd solutions périodiques instables. Mo o
f| LT f 1 fy ,

{ &y
Chacune de ces solutions périodigues sera représentée dans le mode
de représentation adopté par une courbe trajectoire fermée.

- 2 W que par chacune

Nous avons wva aun § )
des courbes fermées qui représentent une solution périodique instable,

Aera marthsmatfea. 13, Tmprimd 1o 10 septombes 1880, i5

Ve



114 H. Poincard, j.7_
passent deux surfaces trajectbires dites asymplofiques sur lesquelles sont
tracées en nombre infini des frajectoires qui wont en se rapprochant
agymptotiquement de la eourbe trajectoire fermée.

Les ¢quations (1) nous conduisent done & -une infinite de surfaces
trajectoires nsymptotiques dont je me propese de frouver l'équation.

\"('I}_Iﬂl.‘{ 11'“'“‘]1‘11 BSOS flllﬁ_'“l‘ fﬂl'll'll' s |H'{“§{'HTP &en ;:l,l"lll"l'.'tl I_‘lt'l'lll:'ltiﬂl]
d'une surface trajectoire. Cette équation pourra g'écrire

e = 0.0 9. Ry = W

@, et @, étant deux fonetions de y, et de y, qui doivent étre choisies
de telle sorte que l'on ait identiguement:
(D, & ,u,4)=0C.

19

Ces denx fometions tfr’l et P, devront dailleurs satisfaire f deux

équations anx dérivées partielles:

ar |-|‘.:"I |J||‘-'1 -Ir;'1 r“"r

et - = 0,
ul'.rl "'r_f|f| nf.J'_l J_.-I.-‘ -.I'II.I‘

—
%]
L

dF dx, | dF s, o I

dn, dy, © da,dy, 'V dy,

=05

[1 pourrait d'ailleurs nous suffire d'envisager la premiére de ces équa-

tiong, car on pent en faire disparaitre x,, en remplagant cette varinble
par sa valenr que l'on peut tirer de (2) en fonction de x,, de y, et de y,.
Voicli comment nous ]11‘:u:-“u|(‘l'ﬂﬂ-.~‘. pour iu!n;'_-;_rrcr lea a_'*.r!u:nirm.-: (3) en

supposant que 7, ef x, sont rés veising de 2 et de af, et que le rapport

]
! est {.'”IH|I'Il‘|il!'ill['II].}E{'.
i

]

Nous supposerons que x, et x, sont développés selon les puissances

de \ju et mous éerirons:

zy = o + alyi + Gp + Bpyh oo

ry=xy o+ op+mpn 4.

et nous chercherons & déterminer les fonetions zf de telle fagon qu'en
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substituant dans les équations (JJ & la place de wx; et de z,; leurs valeurs
(4), ces équations soient satisfaites :

Si dans F nous substituons & lIa place de x, et de z, leurs valeurs
(4), I deviendra développable suivant Jes puissances de \ju et on pourra
écrire

FP=H, + (uH, + pli, +J.r:\l,u” e S
On voit d’ailleurs sans peine que:
Hy =N a1, 23,

(AP, ydF,

IHI - "'::'”,-",.i" + iy e """I-rlt e ""':I'I_')
oy ! II

e O e SRR TR

1 g A azl :
+ 3 | () e + 2slal ot + ()’

- -
— A — Wi
ducy iy ek T

et plus generalement:

H, = 8, [f:.l':.r"l g

Jl.n_rl[.a': :J‘ s
8, ne dépendant que de g, ;s ¥y 3B 5 BT, ok 5 B 5 Ty By e Th; efian
posant pour abréger

d* K d*r a*y
e S et e HEA ]
Jr ZIJI.I""I'I g I rl‘.r"l'rlr.-’: ! -\I Ilél.r'_fll

La premiére des équations ET..‘ nous donne alors, en m-'-ll.mT les EJI]I---1LIH(,5

semblables de j, une guite d'éguations qui nous permettront de déter-

mm:xz_ /arifdxv‘x’mr'h?‘ J_;’J :x{’ 'lir", s }J(_i =, LS I g

Sty & i n Lt
Y 8i &) et a: étaient choisiz de telle sorte que le rapport — =oit incommensurahle,
mw

 §
on pourrsit se eententer de développer @, et w, suivant les puissances de g (et non de p).
On arriverait ainsi A& des edries, qui & la véritd ne sernient pas convergentes nn seny
gloméirique du mof, mais qui comme celles de M. LixpsrEpr pourraicut rendre des aer

viees dips copliins s
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s rn’fj}'l !

e}y

Seepipantt

Al
1’_” 5 |_JJ + I'J,E-' = J/;’
[o, 1] 4 [1,0] 4+ ::f' =0, _.r’f
5) [0, 2INF[1, 1] + [2,0] + 'r:-:fjf o,

- dH,
[U.L] _I_[I .1;1'—1]—}—. IJ—]—[J;, ] i A0 =
Développons d'abord la premi égquations (5); clle séerira:

Cette premiére équation sera gatisfaite d%lle-méme, puisqu'on a supposé

plus haut que

ay = consk,

Dans ces conditions nglls aurons:

[k5:0]) =0,
car les dérivées partiglles de »] deivent étre nulles.

On a d'autre pfrt:

Fe P lu:
O R | s i e L g b
[I ] E 1 r-!ILI,I| 4 |-IrI|.-'u
On trouve /également:
2 o / et PRI L g il e
= Zy— Ly M 2y S T Y NN 2
. £l rll_:'.l'l i I:\.i_ |Jf_r..'| I_ o -rn'_r_.',} =Ty

une fonction qui ne dépend que de y,; 4y, a], %

a5, et enfin

e dei! dit =1

— M=} 4yl g
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pe—dter=tTOIE Corpa GL les  Ciprrrre—de— A HteT

)5 [3:h B3]

i e rli.] re

:!lll' ]L'

Muant anx b—— 3

essions 2,

Cill:i_‘

mettant en evidene

de—mdsl mais noys

st e ;
}‘Ef!”:‘u llhl'l\-'HII_n !I’]!lj“ll]':\' .‘-’II]I-EH’I_-'L!]‘ }_‘[I_.L'_ﬂll-'\?l I'Illl_' n, = o. {.:'-I.l' ‘1] E.'(.']il

n'avait pas lieu nous poserions:
T = aw, + br,, M= dify =— €y,
! == ez = dey, y = — by, + oy,
iy b, e, d etant quatre nombres entiers tels que
ad — e =/1.

Aprés ce changement de variables les équations conservent la forme
canonique.

La fonction F qui est périodique de période 2z par rapport iy,
et & y,, est encore périodique de période 27 par rapport a yi' et & p.'.
Le changement de variables n'a done pas altéré la forme des équations (1),

Les mombres n, et n, sont remplacés par deux nouveaux nombres
ny' et ng 1iLE‘| jouent par rapport aux equations transformées e méme

role que n, et n, par rapport aux équations primitives et l'on a:
fiy =— e, — iy,
nt' = — N, 4 iy,

Mais le rapport de n, a4 n, étant commensurable par hypotheése, il est

toujours possible de choisiv les quatre enfiers a,b, ¢, d de telle sorte que

W) = —bn, + an, = o.

Nous pouvons dome, sans restreindre la généralité, supposer que n,

soit nul; ¢'est ce que nous ferons jusqu s nouvel ordre.
J'«

ff‘f .;1-I

RS
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118 H. Poinearé.

dce b cette simplification les équations (5) peuvent g'éeri

(6)

) 4 Ty,

T, ne dépendant que de y,
On a d'autre part:
dic!

[1, 1] = — (Lad XD 45 (3! 4 Na)

dy, dy,”

La premiére des équatiofs (6) dontre que z; ne dépend que de y,.

que de y,.
la seconde équation (6) s'écrit

']
rlll.(I

— R
- "'r_"fl

, - v die)
— (Mz} + Naz3) i

Il v faut 4 w'on obtiendrait de la

illeurs adjoindre T'équation suivante

méme manpére:

aF, '\
Tl
b

5 (Mt NS+

i, —
Ly,

OUs NOUus Proposerons dans ce qlli v suivre ill. déterminer les
fonofions #* de telle facon que ce soient des fonctions péri diques de y,,
ne doivent pas étre altérées quand, y, eonservant la méme valeur,

, augmentera de 2.
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Nous mnous proposerons dans ce qui va snivee de déterminer les
fonctions xf de telle facon que ce soient des fonctions périodiques de y,,

qui ne doivent pas étre altérées quand, y, conservant la méme valeur,

y, sugmentera de 27

¥

Nos fonetions pourront alors étre développées en séries trigonome-
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y,. Nous conviendrons
de représenter par la notation

(V]

le terme tout cormu dang le développement de la fonction périodique U,
suivant les lignes trizonométriques de y, et de ses multiples. Dans ces

[.uf | s
dy, 1

conditions on aura:

et j{% |'rui$ éerire
da!

ity

(Mz! + Nl

|—-0.

I[.-u.rg 4 Not) 25 l i | '”"; I

d iy o ,T.r-f

Comme ] el x} ne dépendent pas de y,, je puis écrire plus simplement:

i ey di’

——— = 0 { ,U_r' .'Y,J:,I —_— il B 8
[:?} i, ) L 1+ J:]u"_.l,f, dy,
La premicre de ces équations montre que x} se réduit & ume constante.
Quant & la seconde, elle est facile A il:t(-.g:-vr, On a en effet:

dry | _ d{i]
| dy, J BT
ce qui nous donne pour lintégrale de 1'équation (7)

(®) Mrial + 2 (a3) = (F)) + C,,

€, désignant une constante d'intégration.

Mais 'si mous regardons la constante des forces vives €' comme une
des données de la question, nous ne pouvons pluz considérer les deux
constantes o) et € comme arbitraires. On doit avoir en effet identique-
ment

FP=H + JuH + pH, + ppH, 4 ... =10C
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H, O, Hi =0, H, o
| (011§
| Bl o) = —wx = 0

Ainsi la constante 2} est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli-

fications dans nos équations.

= e

—t

Nous avons obtenu 1'équatidg (9) ,L'-ﬁ/ partant des équations (6] et

s Gquations  (6) ellesanémes sont\deg transformations de la premiére
dquation (3). En opérant de mémegNsur la seconde équation (3) nous
aurions trouve:

o
o

|'|r-'J il L I |L'-l" .ur.--l
4') prit Mzt~ W =2 s ERE 12
| { s ", J{-ﬂ,! + Ty ”llh"-,' ] N -\.‘_ “f:f__l "|l,"-"_' I i

& i

ne dépendant que de w,, 9,25, 7, ...

-

et effet, voidi comment nous procéderons.  SuppNsons qu'on ait d

niné par wn caleul préalable, dune part:

l|'| ‘ﬁ e
Ty iligty it wg

¢ maniére C{_ﬁl”“}g"ill et d'autre part:

et 2 ——




Nous nons contenterons dams ce paragraphe d'éerire et de disenter
les équations de nes surfaces trajectoires en négligeant les termes en g

et ne tenant compte gue des termes en .

Nous supposerons donc que @&, et @, sont définis en fonetion de i

et de y, par les équations suivantes:

ok i A i}
Ly + \',-'!'-rl = Ty,

(5] + Q).

vy = o} -+ o = a) + |/

DYaprés cela, x, serait une constante et @, une fonction de

L

Revenonz a notre [:nnnh;:- q.-xvmplc du § 1.

i, seulement,
'IIlLI('.'pL'Hll:L]Llu de
Ce que nous dirons
sappliquerait également aux deux antres exemples, mais c'est sur le
premier que je veux insister parce que c'est un cas particulier du pro-
bléme des trois corps.

Nous avons vu que P'on pouvait représenter la situation du systéme
par le point P qui a pour coordonnées rectangulaires:

cos g e " | giny e e Esinyl,

oh

; i . : 1 b i i v - L

My == /R e ) e = =Y, — . ) | L e = -

it VIR et et IR e e

¥, =g —t, ¥, =1. _
Nous avions observé de plus que les variables
T = 2 | 2y, Xy = I — X,
f

forment avee gy et g un systeme de variables r-unnui.lur,_-:r-_

M et y; comme un

-

Nous pouvons done rvegarder & systéme parti-
culier de coordonnées définissant la position du point P dans I'espuce,
de sorte que toute relationfentre £, yi, yi est I'dquation d'une surface,

" " i L — -y ] = R

BlE 2 ) ClURRt anu s i 1o i . —ng cHP—iv

Mais Pouramener Ees—t-rrrr'rt‘rr‘rm- r—la—forme que nous enr E‘lom?
Jlotsée—dans - le Isaruf__.ﬂ-:rrﬂ-m——pmmhliﬁf, qnous avons di faire un autre

chanrement de variables

Nous avens posé )‘-laﬁﬁ —ﬂ.‘.-‘_[‘r:l’!"!'[:f_f’:l]‘fi‘l?{:

o' = ar, 4 bxy, oy =dy, — ay,

'Y

exr, + dr,, v =l + ay.,

I
Ly =

H4
v 4

/(‘,r' L‘FR:_‘_.- A ‘.'_{_

H

Hi i‘r
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en choisissant les nombres entiers :‘E,f';,f'.nf de f'.III'HII a annuler le nombre
que nous avons appelé ny'.

.'\[H'L:'n' ce l‘ll:lllg{lllll!llf de variables, nous avons :-'l:lp]u'ilnf& les accents
devenus inutiles et nous avons restitué le nom de Tyq iy s Wy Wy i nos
nouvelles variahles indépendantes =", @', yi" et .

En t'-{llI.~-'t"i|1lL'lH‘l'1 les variables que nous avons :|]:|1:*|:'~ir.-,'- Ty Ty a Uy et

_H;J dunsg tout le caleul !|1Ii l'l’il'l]!]il le "} 2, &L ;,lH_r'rJrHr’H;'x FOMS CONSErPErons

désoriiats ¢e nom, ne  somnt [::ls les mémnes que u.-[ g8 ue nous JL'\,':'I:}rL_-C

designées par les mémes lettres dans le premier exemple do § 1, ¢'est
aodire G, L,g—#¢ et !l
sont des fonc-

Il est c¢lair que notre nouvel i, et notre nouvel g,

tions lineaires de:

' I - I -
h = ,;'iff — § 4= I'IJ et de Py =l ——— {)

b que lé rapport du nouvel @, au nouvel @, est une fonction linéaire
et fractionnaire de £,

Nous devons conclure de lia que I'on peut definir 1':1|u[|lt\~11_-m1:||1 la
position du peint P dans P'espace par le nouvel #,, le nouvel y, et le

rapport du nouvel &I, au nouvel &, de telle iliLv:_'rII] que toute relation

entre y, , y, et 'I’ est I'équation d'une surface.

[}
':?“" oe .‘i:nli"-rll']n‘.! ll«'il'[iﬁ'“l‘ll'r {iﬂ_" ('l’l"['[i”“”(‘?l‘.ﬁ (518 “_’!] ll'll_l_' ]Irl1| []l_‘,‘“l
augmenter y, ou y, d'un multiple de 27 sans que le point P change.
‘Raus ces gonditions,—il-estchir—que Péquation cxrete de-nos-surfaces
tfujectol u..a_ai:t

@y 4 @iy 4 e

—

o -'I!‘--.-” + .-:'I"Ir.!_ +4§. .

t,L_q-l-}lr }‘t*l;lt:lliult approximativel en négligeant les termes en g sera:

x, iy + e

il e, + .-:\ i

Nous nous proposons tout d'abord de construire les surfaces repré-

sentées par cette c5':|ll:1['i-u| approximative (1.




{JF' Sur le probléme des trois corps ot les équations de ls dynamigue. 125

Observons d'abord que y, = o est Uéquation d'une certaine surface
& et que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion
F.]L', h‘ll['fil['{.‘ SR 1_‘1’1Tli;lct.

Fn effet il suffit de montrer que 'on a:

r.ilr,rl
di =

Or il en est évidemment winsi, car s lon pose

F=F, + pF, + 5k, + ...

il vient:

dy,
T et :
: - ; 3 |!1J.lL : -
Le parametre g étant tres petit, F;" egt de méme signe que n, et
: g

n, est une constante qui -est toujours de méme signe,

oy
) " '..I
Done =2

| C. Q. F D

vgt hnljuurs de méme .a'i:_r,m- ¢t ne peut gannuler.

La position d'un point P sur la surface S sern définic par les deux
3 €. § ¥ % o
auntres coordonnées y, et —2: ce systeme de coordonndées est tout 4 fuit
1 e :
i |
analogue aux coordonnées polaires, ¢’est & dire que les courbes:

‘: = const. M "‘. :;. | I(_

sont des courbes fermées concentriques et que le point P ne change pas

quand Vautre coordonnée y, augmente de 2r.

|
“"if’l‘[‘llﬁllﬁ les surfaces :]l:"hrlll;- par rl."‘l:lll:l_f.iuh |;I:| et :'t[uLli_r:“y. leurs
intersections avec la portion de surface § qui a pour équation y, = o.
Je remarque dabord gque /i étant tres wetit, ces intersections diffé-
| IME
reront fort peu des courbes “* = const.

i

1
Mais pour étudier plug complétement la forme de ces courbes d'inter-

section, il fant dabord rechercher quelles sont les |11'n'En"|E_-h'v_-: de la fonetion

(]
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Revenons aux notations du {\ 3 [ partie, {']J;Llnih‘t' LT Dans ce

)
IJlII'iIngLP]lL} Nous avons 1it}5l-}:

= 24 sin (myy, + mgy, 4+ omgy, + R,

A et h étant des fonctions de &, xi, rl; comme nous n'avons plus ici

que deux degrés de liberté, jéerirai simplement:

' a e \
F = 2 A sin(my, 4+ mgy, + &)
En faisant ensuite:
i = n.t, Yy = nt + @, @ = (nm, + wo )t + m,@, + h,

nous trouvions:

iR 2 A sinw,

Je posais ensuite:
¢ = 54 sin ¢,

lil. .‘F'}ll]”lll[i"}ll ill{l‘l(i]lf“.L‘, ]]il]' I{_'. .‘-'il}_’|llt‘. S t-ill".lL'lllhll'It. i tous l["h' lermes IL'!E fl!]i;:

wn, -+ MR, = 0;
d'on
W = m,m, + k.
Dans le ecas |||ﬁ nous occupe, i, est nul: lu condition (ST 4= High, = O
se redult a hy, = O et on A ¥, = @,; il vient done:

= SA sin (m,@, + h) = SA sin (e, <+ 1)

]]'il]ll'f’ﬁ la définition de [I"]-_]. il suffit pour ohtenir cette 1.|.l|u!|tiir:'
de supprimer dans I'expression de F
il vient done:

, tous les termes ou m, n'est pas nul;

[Fl] — S4 sin l:HEz‘fj'? + k) = .

Ainzi la fonction que nous appelons ici [F|] est la méme que nous

e

deésignions par ¢ dang ln 1" partie.
¥
[f"l] est par :‘.[1|]5E'.':1u(=.|;t. une fonection 1;131‘10(“1][": de U, et cette fone-
tion est finie; elle doit done passer au moins par un maximum et par

un minimum.

| Hq_..h,.__.
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Nous supposerons pour fixer les idées que [ ] varie de la facon
suivante quand y, varie depuis o jusqu'a 2.
Pour y = o [F,] passe par un maximum égal & ¢, .
Pour y = 7, [F,] passe par un minimum égal a ¢,.
Pour ¢ =

f

, [F,] passe par un maximum égal & ¢,.

Pour y =y, [F|] passe par un minimum égal 4 ¢ .
Pour y = 27 [F,] reprend la valeur ¢,.

F‘| } 5“.’: } .C"J' :} F;'

Ces hypothéses peuvent étre rveprésentées par la courbe suivante
dont l'abscisse est i, et l'ordonnée “,']]:

Fig. 6.
[E]) ;
\ / -F_j__ i -
I'1!. \.-—"' - /J‘ i LI
: e o
e ; {9
0__.?”' - M s 2m — 3

Avant ainsi fixé lea idées, je puis construire les conrbes

Nous verrons que selon la valeur de la constante d'intégration C,, ces
conrbes affecteront des formes différentes.

Dans la figure (7), j'ai représenté par un trait plein —— les
denx courbes O, = — ¢, et € = — ¢,; cez deux courbes ont chacune
1 s | 1 i |

un point double dont les coordonnées sont respectivement:

o
|
; Yy = %,
i

et:
® ¥
L]
.;l ! 'UJ ‘r’”
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J'ai représenté par un trait pointillé ------- les denx branches
d'une courbe correspondant & une valenr de = @,

J'al représentd par le trait mixte —.._ .. _.._.. une courbe corres-
pondant & une valeur de (! comprise cntre — ¢, et —g,

J'ai représenté par le trait ponctué ......... les deux branches d'yne
courbe correspondant & une valeur de €', comprise entre — o, 6t —g..

A un point

Pour €, = — ¢, T'une de ces denx branches se réduit

-

représenté sur la figure en A, - o B =g

'nutre branche est

représentee sur la figure par le trait

Pour €, compris entre —¢, et —¢,, cette seconde branche subsiste
genle: pour O = — 7y, elle se réduit & son tour h un point représenteé

en B sur la figure et ayant pour coordonnées:
4=

Enfin pour €, < — ¢, la courbe devient toute entiére imaginaire.
Les surfaces définies par 'équation (1) ont une forme sénérale qu'il
st aisé de déduire de celle des courbes que nous venons de construire.
|"I‘Ji|'l-‘1:|lil"f'fil|5 ©n I'ﬁli"i une G|IIE'!('HT]I|]E(' [!{'. ces courbes ot par fons zes
points faisons passer une des lignes dont 'équation générale est:

const, = const.
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['ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface fermee

qui sera précisément I'une des surfuces définies par 1'équation (I)
On voit par la que ces surfaces seront en géneral des surfaces fer-
mées triplement commexes (c'est & dire ayant mémes connexions que le tore).
Pour C,

deux pareilles surfuces, intérieures 'une 4 launtre dans le premier eas,

> — ¢, ou pour €, compris entre — ¢, et — ¢, on trouve

extérieures I'une & Usutre dans le second.

Pour €, compris entre — ¢, et — ¢,, ou entre ¢, et — ¢, on
n'a plus qu'une seule surface triplement connexe; enfin pour € < —¢,
la surface cesse complétement d'exister.

Passons aux quatre surfaces remarquables:

O =—¢;s — P42 — ¢ €& — ¢,
Les surfuces 0, =—¢, et L) = ¢, présentent une-courbe double

ot ont mémes connexions que ln surface engendrée par la révolution
d'un limagon de Pascan & point double, ou dune lemniscate autour d'un
axe qui ne rencontre pas la courbe.

La surface €, = — ¢, se réduit & une seule surface fermée triple-
ment connexe et i une courbe fermée isolée; enfin la surface €, = —¢,
se réduit & une ecourbe fermée isolée.

Dans le § 3 (1'™ partie, chapitre IIT) nous avons envisagé I'équation:

qui’ portait le'n® 15 dans ce paragraphe; nous avons vu qu'a chacune
des racines de cette éqmation correspond une solution périodique.  Mais
dans le c¢as qui nous. oceupe, et d'aprés une remarque que nous venons
de fuire, cette équation peut g'éorire:

(d4F,]

= 0y
dy,

de telle sorte que les solutions periodiques l-m're-::|n|1uh'uut. aux. maxima et
aux minima de [F,]. Dans le eas actuel, ces maxima, de méme que les
minima, seront au nombre de. deux.

Nous aurons done deux solutions périodiques instables correspondant

aux deux courbes doubles des surfaces €, = — ¢, et —¢, et deux solu-

Acta mufhematica. 1l le

18 geplembre T8RN, 17

Tmprin
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130 H. Poincaré. j";
tions périodiques stableg, correspondant aux deux courbes fermées izsolées
des surfaces C, = — ¢, et — g,.
——Mais—voyons—de plus- prés en—quoi-eonsiste—eette-eorrespondance.

Envisageons en particulier la solution périodique qui correspond.
. Cette solution pourra daprés ce ‘que
i

la edurbe double de = —e
NoUs avons viu dans le Q 3 -;L' ]l.'u'lip. t'l::liﬁh':' ”1} ge- mettre gous la

forme sutvante:

. =5+ ps + s+ ...,

-
=

o= &' ub ..
=G+ p8 00+
<O+ pl 00+,

onn l'on a: il

> -
g = 'ﬂ.lf.| 56 = s

i) f = . < |
= Ty o = Iy,

Iip
&

-y p=r

et on &, &, &, &, ¢ cte. sont des fonetions périodiques de 2.
Cette solution périodique serait réprésentée géométriquement par une
courbe trajectoire fermée qui aurait pour équations:

®, o :
(3) =gt =70k plss
(] rd
#, et #, étant des fonctions de y, et de p qui westent finies quand p
gannule.
DMautre part la t_]-r‘:lill'ht! double de I'-'] = — ¢, i phur r'-ginntim]f-':
.:! .?fg o 7;[“

Cela montre que ces deux courbes différent infiniment pen -L‘\Lm-_l de
Pautre si Yon regarde p comme une quantité infiniment petite et on, peut
faire ecorrespondre les deux courbes point par point de facon guesla
distance de denx points correspondants soit du méme ordre de grandeur
que g,

Comme la solution !u’*l"l{\-.l]tpti' définie par les denx équations (2) est
instable, on pourra faire passer par la courbe définie par les dquations

__{j‘.l lIu'ilﬁ: -.rﬂl'fnt'{a:: rl'ujg.\(:fuin_-s i]:'_}'“'lpt'_’pt_;[_l-uLls. ; : Y N
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wontrer que ces surfaces sont fermées, je me suis appuyé sur les thes

fethgs du § 4 (1% partie, chapitre I1). Ces théorémes ont été présentds
ous mye forme géométrique qui avait & mes yeux l'avantage dé mieulx
fuire comprendre ln genése de mes idées et de se préter plu{-f:u:ilcmclt
v une généribigation ultérieure. Il ne sera pas inutile f.mzu'::.i'nis, au poirt
]L‘. Yo |]L' certimnes Eil?i:]i(::[t-i“]lﬁ lllhi‘.".l.llllﬂ.":' LlU d“”l]l_‘l' 'IE,',i unec I_IE_I!]IIEJ]]STI'E

ion analytique.

Jadopterai les Wémes notations que dans Aes paragraphes cités

1écrivai done les équations différentielles sous lg/forme suivante:

de, dir

( ) dES, -!:;,1
: iy, 2N ai

af dz J,r.ﬂ‘

K étant une fonction de z,,x
ipport & g, ot y,.
Ces équations admette

,» périodique de période 27 par

lintégrale dedforces vives Yy

(b)

S R TR A

Nous regardergfis ln constante € comme une onnée de la question.

Nous supposdéronz en outre que I' dépend d'un

aramétre trés petit
arametre de I

et peut se
aniére suivante:

evelopper suivant les puissances de ce

T S A O i

|

Enfin I, ne dépendra que de z et &

ot sera 'lmlif-pt!lul:ml

Pt il

chr'ivmls:

ay =y 4 xiyn + dip 4+ e + ...
2y = 2+ i + g+ g+ o8

maginons que les codfficients de ces deux développements soient des fone-
tions de u et de U, et cherchons a ti{“.[l?]:’l]ﬁlllt_‘r ces cotflicients de ﬁu‘-un
que_ces équations soient compatibles avee les équations différentielles (1),
c'est & dire que l'on ait:
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étant des séries développées suivant les puissances de

K, ¢, K, .00, ..., Ko

et suivant led sinus et cosinus des multiples de £.

Ces séries “spnt. convergentes, pourvu qunucun des dedx polygones
g, le premier aux points 4,4, Aus-i /4, et 4 V=1,
¢ contienne 'ori-

forme (:‘ 6).

convexes circonscrh
et le second aux polgts Mgy Ay
gine et qu'il n'y ait emige les 1 aucune relation de l:

(Fest done la une nowyelle démonstration du $héoréme fondamental

g n iyl 86 —if—= 15

les solutions d'une équation
différenticlle sont développables suivan puissances de £, ", ¢, ..., ",
Javais d’abord démontré ce théorgfae (que jai emsuite rattaché aux
idées générales qui ont inspiré ma
dans le 45" Cahier du Journal I’Ecole\Polytechnique et M. Pi-
CARD y avait été conduit indey

{Cmnlrtc:& Rendus 18?3). /

3 h LY o
Note F. . ity SR
= "‘ . * am 3

¥ b i
s \\‘ .
Sur les surfaces asymptotigues. .- .-.\:‘a‘ 5 \;‘,
A o s . " : - W l":.
i donné dans les § 2, 3 ct 4 (2™ purtic, chapitre I) Ia < 5

de tpbuver l'équation des surfaces asymptotiques et de démontrer que cex . .

surfaces sont fermées,
On peut apporter quelques simplifications dans les calenls par lesquels
/m arrive & l'équation des surfuces asymptotiques. Dautre part, pour dé-
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d I :f.r. dir n’.rl dar

=i : =
4!‘.4'l rlrll_f= e, rfllf‘ iy, i

dB de. Al d, dF
: +

e Sl 3 = )
rf.f‘l 1E’:’,’I e, dy, :f..l,li G

K! ol /," Clest la le probléme que nous mous sommes proposeé }4""“"]"-—’:?—2_}@7—&“
S -':_]-uartir, whapitre Ty
' Ce probléme peut étre présenté sous une autre forme (en se plagant
au point de vui des Vorlesungen iiber Dynamik).
Si x, et &£, sont deux fonctions de ¥ el de iy satisfaizant aux i".i'il:l-
tions (3), l'expression:

xdy, + x,dy,
devra étre une différentielle exacte. Si done nous posons:

as = rody, -+ T, ri'f,,ru.

S seran une fonction de y, et de g, qui gere définie par léguation aux
deérivées partielles:
.-'rf."ﬁ' l!‘,-c\-r

(4) 'l

= =
vy, 7 oy, s "'r"'*)

§ pourra se développer suivant les puissances de i et 'on-aura:
(5) S=8+8y+ Sp+ Spjpn+....
Sy s Sy eney Sy seront des fonetions de y, et de g, et on aura:

S i A &y o
it 1 TRk

dy, ey,

Je rappelle maintenant quelles conditions nous avons imposées dans
|
le EJ:ll'.'l;_':l':Llrhu cite, aux fonctions x} et xi; nous avons SUpPose d'abord

que &y et xy devaient étre des constantes. On a alors

‘k‘lu = I‘.T.‘l."l + ‘r'-n! .'ll'r'.' v

o -I'L “r'Fn
ol — -2

"!'rl l{.!':

pour @, = &}, &, = af, ces quantités n, et n, seront encore des constantes.

S nous appelons ensuite B, etn, leg valeurs de —
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surable. Dang ce cas on peut toujours, comme nous l'avons vu, supposer
#, = 0; c'est ce que nous ferons désormais, comme nous avons fait duns
le paragraphe eité,

Nous avons sup l]l:ﬁ-t" en outre dans ce paragraphe que 2} et x5 sont
des fonctions pér lodiques de y, qui ne changent pas dé valeur quand on
change y, et y, en y, + 27 et iy
a5, et ;;—‘ sont des fonetions peériodiques par

|

Il résulte de I que
dy,

rapport a4 y, et gu'on peut écrirve:

e 3 A %
(&) o =—u, -+ 5,

4 étunt une constante et S une fonction periodique de y,.

Supposons que dans le premier membre de I'équation (4)
A8  dS
I - Wi,
l..l'g.'L ."a.' v Yia
on remplace S par son développement (5); on verra que F deviendra
développable suivant les puissances de e ¢t quion aura, ainsi quion 'a
vu dans le paragraphe cité:

F=H 4+ Hn+ Hop 4+ Hppw ...,

les H étant des fonetions de iy, de y,, ot des dérivees partielles de S, &8, 8,, ote.
On  voit L]':lilluut'.-i que H, dépendra seulement de S, Hj :|1. S et
S ”J de S et 8 Al de 850 8 51858 et

On trouve d’ ;i1||1.'llt.~':

H, = F, ooy, @) = @,

S

= — o o

I, — 1, M -f_ AS + K.,
i -

H, = iy ‘l"-; =+ 2 A8 -4 K.,
l.If= - b
43,

H — 4 2AS8 - K

k. 4 1 rlrlllll'l
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ou l'on a posé pour abréger:

[ o
() ®”

d*'F
&H_l 'R,

» 2 | (dae)?

¢+ aial) +

et ot K, ne dépend que de S, 8, , ..., jusqu's S, .

Cela posé, pour déterminer par récurrence les fonctions §,, nous
aurons les équations suivantes:

i =@, H = o, VR R Ll 4 S

Si T'on supposait que les fonetions S,, 8 ,..., 8 _, fussent entiére-
ment connues, Iéquation

0 —0
01l

ds ,
o @8y o .
{?] % 1l“.'lf| EAHI' 1 + ""'r—
déterminerait la fonction §, & une fonetion arbitraire prés de y,.
Mais ce n'est pas tout & fait ainsi que la question se présente,
Supposons que l'on connaisse complétement
Pl | I

o S B

et que l'on connaisse 8, , &4 wne fonction arbitraire prés de y,.

Par hypothése les dérivées de S, , By g eeny B0y 8 1 font des fone-
tions périodiques de y,; done K, et AS, , seront des fonctions pério-
diques de y,.

Désignons par [U] comme nous I'avons fait dans le paragraphe cité,
Ia valeur moyenne de U, si I est une fonetion périodique de Y,

S, doit éire de la forme (6); nous en concluons que:

dS,

iE_ilfL

e L = :
doit étre une constante " indépendante de y,, de sorte que 1équation
"
(] .

(7) nous donne:

(8) 2(A8, ) + (K] =4,
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et cette équation déterminera :-:Jl||]hif-¢:'mc'nl 5,1 (sl 'on suppose que I'om
se donne, soif arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con-
stante A).
Nous trouvons d'abord I'éguation:
S
H =0 ou L 0

' dy,

qui nons montre que S, est une fonction arbitraire de ,.

XI:HL“- L& | i]EJ't]HiI‘HII.“-!

a8 ds a8 dS,
_:! S R Ay e j] gzt l. = F \Ewte I B 1 __nl
A » 'rd.r,r: iy, * dy, dy,

(nous posons pour abréger:

comme nous 'avons fait dans le paragraphe cité),
L'équation que nous trouvons ensuite en égalant a o la valeur
moyenne de H, est la suivante:

|'&15'1‘i + |'h1:| A ‘;".."
Or

N (dsS,

A8, = —X(2%Y_ |as,].

iy, )
D'autre part:
K, = F\(2}, 23, ¥, 5 ¥,)-

A, est une constante qui, ainsi qu'il est aisé de le voir, est précisément
2 I.
cee que nous avons appelée — ! dans le paragraphe cité.
1 vient donc:
a8 /2 ; o
o S WSS I o oo,
=V gliH) +6)
S, est ainsi entiérement déterminé A une constante prés; mais nous pou-
vons laigser ecette constante de edté, clle ne joue en effet ancun role
puisque les fonctions S n'entrent que par leurs dérivées.
L'équation (8) devient ensnite:

5 ds d8,
= — i —M e S

L8 I.Jll"l:._.
'f_\jl] | 1 ' 7 II

A okl
5 Jflh'l iF‘.'j‘

I —!- IIF".IJ'

dy, dy,




;{,/g Sur le problime des trois ecorps ot lea équations de la dynamique. 225
Dans le second membre tout est connu; K, ne dépend que de S,
s St d%;' est connu puisque S, , est supposée déterminée i
Wl
une fonetion arbitraire prés de y,.
D'autre part :i.:l est indépendant de g, ; le premier membre peut
Hy

done s'écrire:
N ﬂi.'_\rl |'r€_a§'|,.___,'l_
dy, L dy, .

- . 1.8,
de sorte que l'équation (9) nous dennera |‘ if,‘r '
f r! -

en fonction de y,. Nous

connaitrons done [S, ,] & une constante prés et cette constante qui ne

joue aucun réle peut étre laissée de coté.
._, & une fonction arbitraire pres de
#,; d'autre part nous connaissons |S,_,| en fonction de y,; done 8, est

entierement déterminde,

Nous connaissons d'une part |

La constante €, joue un rdle prépondérant. Supposons dabord
qu'elle soit supérieure i la valenr que nous avons appelée — ¢, dans
les paragraphes cités et par conséquent que [F,| 4 €, soit toujours po-
sitif et :;;‘:‘ toujours réel et je pourrai ajouter toujours positif parce que

s
je suis libre de prendre le signe 4 devant le radiecal.
Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes

15y 85 : A L
A et gque fh—’ ct ‘—j-”{’ sont des fonctions périodiques nomr seulement de y,,
oy, ot

mais encore de y,. (8, est alors de la forme
8, = i + Yy + S

J, et g, étant des constantes pendant que S}’ est périodique de période
277 tant par rapport & ¢, que par rapport i y,.)
in effet, supposons que cela soit vrai pour:

ds, d§, ds, ds, dSy g dS 9 A5y,

dy, " dy, ' dy, "dy, """ dy, O dy, Cdy,

E " - .ri'_-‘x'ﬂ,_] af."{,_
je dis que cela sera vrai encore pour —=— et

iy 'E."'L -

Acla mathention. 13, Imprimd lo & novembre 18RD, a9
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En effét, nous avons par hypothése: .

(S, - ’ )
el — Z;E"”.,_,, cos (M, y, -+ MY, + a)

u".l_.ll

les A et les a étant des constantes, m, et m, étant des entiers,

On aura ensuite par définition

I e ;
Mais on doit avoir
2[AS, 5] + [Kps] = A
et par conséquent:
A5, Ay
-i'_l,l_l | n o
A,y etant une constante; on en conclut que:
| L ¥ e
J".'-i—' Hym, =0 pour m, / o, A==
- o e I
]
Il wient ainsi
2 Aui — sin(m,y, 4+ my, + a)
Spr=T=th + ) duu, e + 551
1 1

m, et a, prenant toujours sous le signe 2 toutes les valeurs entidres
telles que m, :. 0.

Aingi, pour que 8, , soif de la forme voulue, il suffit que:

‘ a5, I
di,
4 . ; P = 8 Pl ; f
goit une fonction ]wl'uuh:]ur de w,, Or est définie par I'équation:
4{_|'|r=
45, [dSos” : a8, [ Sy 1)
(ki y S ¥ £ K 1.
¥ dy, iy, ‘ " . iy, dy, +I‘ ’]

i e
T g s {}
G yes sy gy BETA luill:-1||||||t en ..

K, ne dépendant que de S, 8
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{7 Fe P . P rl"-"-'I i . e
! est une constante =—; de plus —— est une fonction perio-
rf rlrI 'JLI n"llf

]

dique de y, qui ne sannule jamais.

[1 en résulte que

17 2 . ¥ . .
Jr---‘ peut dtre développé suivant les sinus et
|rlr__

lL,'n' 15(}.'5]”"5 l]l_:ﬁ '||:L|.|[E-]i:""."".'_!.h ‘.!“ 1H‘.
On o ensuite:

il & :
g (S .
B 2 (A8, )+ K,
wf |
’ .f:-.}, Gnteed
L5 (ill.'l fontre fIIIC’ .r!” t.,!'r,ti- EJ(E]'L-’H ”Illl! eI _I,‘: el .u-u'
Ainsi en choisissant pour €, une valeur supérieure a — ¢, et ¢n
choigissant ensuite les autres constantes A, A , ... d'une facon arbitraire,
S ds £l H A .
on trouve pour - et - des séries ordonndes suivant les sinus et les
Y, iy

cosinus des multiples de y, et de y,. Ces séries, gquoique divergentes,
peuvent rendre des services duns certains cas, pinsiguejetui-ditap /
'f§" 4—{ ot [::n'ﬁlr. chapitre -[-f.

Passons maintenant au cas de

L'expression

[#]+ 6

n'est lemzlis Il:".ll,ﬁl.t.l\'t', mais l..'“t_! devient nulle pour une vertaine valeur

de y, que nous avons appelée », dansg le paragraphe cité. Je supposerai
dians ce qui va suivee que cette valeur est nulle; jai le dreit de le
faire, Porigine des y, étant restée jusqu'ici arbitraire.

Ecrivons done [1] 4 €, sous forme de série trigonemétrique:
[B] 4+ C = 24, sin my, + Z B, cos Ml

Pour p, = o, cette fonction s'anpule ainsi que sa dérivée, puisqic
la fonetion étant toujours positive, zéro est pour elle un minimum. 11
en resulte que 'expression suivante:
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une fonction périodique de #; qui ne sannule jamais et
jamais infinie.
Il suit de 14 que I'on peut écrire:
#

gin =2
3

= -

S = = 24 cos ny, -+ 2 B, sin ny,
v+ O
et par conséquent:

i f2l
: ds, Vg

"'r."": E.-J cosmiy, 4+ ..?.:” sin my,
L] oy il Ha

R j‘; L&

¢st développable suivant les sinus et cosinus des multiples de p,; clest

ne devient

Nous pourrons éerire maintenant U'équation (9) sous la forme sui-

vante:
\.";.-i"sin ":‘;3 bl
! 3 L1 T PR I i 4
s % = .28 = — A 4 ()
()} L.Jm cod my, + }..1'3,,, sin my, “r.”: 2 i E i

®, étant une fonction connue de y,.
Cela posé, je me propose de démontrer que:

i .‘\", z d!,“\'.h

dy, e tfri;':

rapport & y, et 4z par rapport i Yy
Supposons en effet que cela soit démontré pour:

1?-‘1': ll'.-“'l IE,'\-: rf.‘\': |Jl.r"r. 2 Ifh‘l,, g rlf.‘;.,. 1
oy

dy, " dy, ' dy, ' dy, dy, ' dy, ' dy,

]
L_'E_';f. J s W, ;":' !

> I \ o
‘5;.- e - ‘l.----l.’,"J = l‘};.- (s ¥a) + 5 :(.4'.-'2}:

sont des fonctions périodiques de y, et de y,, dont la période est 2z par

a5 1 A s
J;.i = est une fonction périodique de #, et de y,; d'antre part sa valeur
; 2
i
moyenne

est une constante indépendante de y,. Nous pourrons done écrire:
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Op s (v ) €tant une fonction périodique de y, et #, et £, une fonction
arbitraire de y, seulement. Il vient ensuite:

rlr.‘\'.,. TR Hrﬁj,. i ll!:r. 1

iy dy,
d'on
[ | fl [#, 1] [ St
dy, T dy, dy,
et
S, difi—] _ dbhsq d [thy—)
oy, oy, Z :l"’r,r‘. dy, !

n‘.\H’.,, |__Jf|'.?1'|,. |J

ce qui montre que est une fonction périodique de y,

t‘lll]f! :E’r,r;—-
et de y,. :
12 - ] " § "Jr-‘;p.'|.
L'équation (9°) montre que cela est vrai également de I_F_" et par
; e

: A8, : . v
conséquent de T'T.l - (quelle que soit d'ailleurs la constante 4,) et L'équa-
v * . dS;
tion (7) montre que cela est vrai de e

LR

]
Cela sera done vrai des fonetionss
(d.‘_-;,, !'{'Hp
o e
dy, iy,
quel que soit Uindice p.
Il importe toutefois de remarquer que si ces fonctions sont pério-
diques, ce n'est pas une raison suffisante pour qu'elles puissent étre dé-

; i ;- : . r -
veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de ¥, et de -‘E". En

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, sauf pour un choix parnti-
culier des constantes 4,; il est aisé de s'en rendre compte, ear I'équation
(0") d'otr 'on doit tirer la valeur de

| dSp—1
dy,

- - Y - o
a en facteur dans son premier membre sm"f:‘. Done 1'expression de

d5,_1 . o B, ; ]
|——'——- I contiendra gin =% au dénominateur.
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Les dérivees des fonctions h'.. pourront done devenir infinies, mais

seulement pour

. _-'n'l »
BIn =0 on . = 2KT.
5 oy

Sy, a une valewr différente de 287, ces dérvivées ne deviennent

infinics pour aucune valeur de Wys elles peuvent done se 4:"\.'t']u[:]u'|' 8-

vant les sinus et cosinus des multiples de y,.

.'\:Elll."- ]lﬂ'll'\'llll.-i I]!Jlli' EI‘{']'-II'l‘ ll.'Ll' L'_‘(l‘]ll[!ll':

s, . ~ ik e
o e L 2 cos iy, + 2B, sinmy,,
L |

A, et B, étant des fonetions |u'-|'iun|it]||n.~' de y, qui penvent devenir in-
finies.

Linaginons  maintenant gque les constantes ";'r 'indice impair soicnt
toutes nulles; je dis que

s, "'I'\."

|"|,l'I el |-Ilrlr_

ne chaneeront pas :||uu|-i on n'll:l!p{:{'l‘:i i, en i, -+ 2x toutes les fois (U
'indiee Posera ]r.lil' ¢l l[I.I.JLII contraire ces deux fonetions 4-|'|:|1|.m‘rrml de

gigne, gans t'h'.li]l'_:t'r de valeur absolue Iillllll{l on |.'!|.'|1|'Pf+_"1‘:| yyeny, 4 2,

toutes les fois que lindice p sera impair.

Je SUPPOSE que le théoréme soit vrad pour:

dS, W E8) dS) dsy Ay TSI A8

|r'_J.lL ! .J'.._u‘; ! "I_"-"| . |.l'l|.| "F_".", |."-,l1

et je me proposc de demontrer qll"tl est vrai :".'_';::ll-u!:'nl. prour

dS, 1 ll".l"l.
4 ot !
|JI.|,|’I (E_.'.'I
it e .y . 1
Si o st multiplié par (— 1) quand g, se change en y, + 2=,
dy, 2 . 3

il en sera de méme de:

..||','-.'=_ " |..|',~.'J,I .

IJI:J.__.- i “di.

IJ!II.T!
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Nous avons trouvé en effet

7 =l

Ay + ZA, cosme, 4 2B, sin iy,

-r'lJ||t ",

A, et B, étant des fonctions périodiques de y,.

T ;
5o ) e + A P R Lt T F i v - 1
o1 .'.i"-_f.-'_,.- eat mllltl]}!lt par \— 1) qn.mqi ¥, augmente de 27, 1l en

sern de méme de A4, et B, et des dérivées de ces fonetions par rapport ©

a y,. Il en sera done: encore de méme de:

s, S, ,'| = A sin my, -~ I, cosm W,
”r_’."-. nl_.'lr_i P r.l'_J,lr i — rl'l,r‘ T

Nous avons maintenant & montrer que cela est vrai de

-r.l',‘-;_,_ ‘]

.'|l_|_| 4

Pour cela il est néeessaire d'étudier de quelle maniére XK, dépend
des fonctions S, §,,8,,..., 8, ,. Je me propose d'établiv que Pordre
de tous les termes de Ir!-f_ par rapport anx dérivées des fonetions dindice
impair

B L

sera. de méme parité que p.
En cffet, en faisant dans

s s A

B\ v ag o ", )s

=8 4+ S\np+ Sp4...,
nous avons trouve:

F=H2%HJi+ Hp+ ...

Sije change Wit e — .‘f( et 4[11':"”. méme temps je [-h:mg(* 8,8, 5,
gle, en — 5, , — -i'\'_s, — S.._ ete. gsang toucher aux fonetions d'indice E::lll‘.
I'expression de I ne devra pas changer,

Done H, devra se changer en (— 1) H...

Celn montre que lovdre de tous les termes de I, par rapport anx

dérivies de 88y 8, Bl devea étre de méme parité que p. Il devra

204 §I¥
[
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done, comme je 'ai annoncé, en étre de méme des termes de K, puisqu'on

obtient &, en supprimant dans H, les termes qui dépendent de S,_, ou de §,.
Cela posé, changeons y, en‘y, 4 273 les dérivées de S, ne changeront

pas si g est pair et au plus égal & p — 2; elles changeront de signe si

g est impair et au plus égal & p—2. Done K, sc changera en (—1)'K,.
Reprenons maintenant 1'équation (9)

I [t
. iy,

r‘}:'i"l! rf..‘;u"ll 1. d
(9) N, dy, J+ (e

B

» =

Quand on change y, en y, + 27,

[A,] se change en (— 1)'[A,],

rlrﬁ| =] N rJI:.‘|I —1
|---,—“-—-| se change en (— t}'l !
dy, ; dy,
et
4€,¥:‘ r.f'ﬁ_f1
—! se change en ———.
Jlryq . d.’":

Nous pouvons méme dire que

A, se change en (— 1)"4

En effet cela est wvrai pour p pair paree que A, est une constante
indépendante de y,; cela est vrai encore pour p impair parce que mnous
avons supposé¢ que les A, d'indice impair sont tons nuls.

[l réanlte de la que

WS ; Y [ Y I
se change e — )= —
|_ an; I 8¢ ing 1 [. ) e
) < It
et par conséquent
";'i‘lf' 1 . p—1 "'r';';r-—l
& en [(— 1)y —.
.«F'_r,r= e j iy,

C. Q F. D.

15,

g

se chanzera en (— |}"‘ i L F
4 ay,

s,

Je dis maintenant que
h!!lf
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lZerivons en effet U'équation (7)
/

ds,

(7) H"'.”. = 2A8,., + &,;

K, et AS, , et par conséquent le second membreé de U'équation (7) seront

multipliées par (— 1)* quand y, augmentera de 27. 1l devra donc en
S,

&re de méme du Imlm‘u-r membre et de =
- o

0. 0. F D

Je vais maintenant démontrer que l'on peut choisir les constantes 4,

de ficon que les dérivées des fonctions S, ne deviennent pas infinies pour

lJ,fj == I‘_Jr.,‘:'.
Supposons  que I'on uit choisi les constantes A, R,,...5 4, dé
fagon que
s, ds, A8y Sl 95
dy, 7 dy, 270 dy, 1 dy, T dy;

restent finies et que les constantes A, d'indice impair goient nulles; je
P r + li."l. 1 ll'l.‘\-l., -
me propose de choisir 4, de fagon que — et —-* me deviennent pas
Ill||lT i .”l
non plus infinies. Nous verrons ¢n méme temps que i devra dtre nulle

gi p est impair.
s

= finie, il en sera de méme de:
T
1

Il est elair d’abord que si

et de

"'II"‘I._ 1

P Lot :
o, (,) [&.] M oy, Ldy,

Reprenons maintenant l'équation (g"). Le coéflicient de I quantité

i

. 8y 1 vl
ineonnue 271 g'annule pour y, = 2kx; pour que cette quantite in-

dy,
connue demeure finie, il faut que le second membre sannule ézalement
et que l'on ait:
P (2kz) = A,.

Arta wmatheniatica, 13, Tmpreimé 18 5 povombra TRR0.
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5 ) " 2 s v i3 i =1 1 iy
Comme @, ne change pas quand y, sugmente de 47, il suffira de
prendre k= o0 et k = 1 et d'éerire

Fl b R
10} Py(0) = d,(27) = A,.
S p est pair, il n'y a pas de difficulté, on a:

0,(1,) = B,(u, + 27)

et par l.‘.‘l:JI!.\-'l.".{IllL:]Lf:
w.' (@) = (‘c'.l-[\ﬂf_'::'!
de sorte qu'il suffit de prendre:
i, = &.(o)

Si au coniraire p est Tnpair, on a:

P (y,) = — Oy, + 27)
et
&,(0) = — @ (27),

de sorte que les équations (1o) ne peuvent dtre satisfaites que si l'on a:

(o) @f2m) = A, = o

Nous avons done & démontrer que pour p impair, @ (o) est nul.
“Soit en effet:
(o) a

et EI‘.'I. I t‘i'l]]il.;fil.ll:llt

Je dis que a est nul,

Nous allons nous appuyer sur un lemime qui est presque évident.

Voiei U'énoncé de ce lemme:

Soient ¢, et ¢, deux fonetions périodiques et de période 27 par
rappore a ]

| et & g, Un sait qne 81 ¢ est une fonetion ]u'-.l"lmlicpu.' de

{5
y,, par exemple, la valeur moyenne de ‘.'" est nualle. On aura done

@,

i e
’[ F:.'\I H?ln',fl "F.H-,- Il ”ll;:'-' “ll-’-'l;”'l.'.'l.‘. E L8]
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dg,
_;J_u.) dy,dy, = o,

les intégrales étant étendues & toutes les valeurs de y, et de y, depuis
O jusqu'a 2w,

Il est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fopetions ¢,
et ¢, soient continues, mais leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ces
dérivées doivent seulement rester finies.

Cela posé, nous achéverons de déterminer la fonetion S, | non plus
par I'équation (o), mais par l'équation suivante:

| r . 'l'l.
\‘.:.\ Bl =
EA 2 | ) g (s
(r1) I e = & cos = + @ (y,).
5 _.-|.,, COs JH:'.]'_‘ == _.f»,,, Bl my, -
| Elle ne différe de l'équation (9) que par ce que 4, & été remplacé
4
! i
! par o cos .
| + 0 s .”I-“..--| p . ‘0
Cette équation montre dabord que ;— | est une fonction pério-
|4 |r|l'|! .
dique de g, et de période 27, (je rappelle que p est supposé impair),
| De plus cette fonction ne devient pas infinie pour y, — 2kx, parce que le
| 1
| second membre de équation (11) sannule pour y, =0 et pour y, = 2.
Pasons ensuite
. " “’:‘"‘U 1 .'I'."-'_ o ‘I, s r 1 ”1_\._._1 [ 1]
= gt ] r e TP S| i pa— LI Ty,
G B ¥ g, + ¢ dy, F oty
= s 1d8 ds tay . :
I et ol i oy ol ol SN T RETIC S
\ 2 i ree ! L ) ify
r ok ] o3 o3 1
| y sera une fonction de y,, de y, et de p définie par Péquation:
(12) If[.,i s Ny el oy s i==y

Il est aisé de voir que { est enticrement déterminé puisque nous

connalsgons maintenant d:t]]||.1:]+'-ti_-.||u-1||,' L‘\'U . .*_'s':I e HJI__I_ Un pourra done
tirer » de P'équation (12) sous la forme suivante:

1
=%+ pp tmp ...
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les o, étant des fonctions périodiques de y, et de y,, de période 2z par
rapport a y, et 47 par rapport & y,.
De pluz on aura:
.

ek s — *
('ff‘l'J Ill:l'll ; 1'r-r'r:'

Nous n'avens besoin que de %, or on voit tout de suite que ¥, 8l
donnée par 'équation suivante:

(1

qui ne différe de P'équation (7) que par ce que linconnue y est désignée

Hl-":"l: = 2;’.\3\;, ! -l‘ h":".

Al

par 7.
Cette équation montre que x, est une fonetion lu'-,rim]i.luu de ”s il

faut chercher la valeur moyenne de, cette fonction., Si 'on se reporte il

la signification de l'équation (11), on verra qu'elle exprime que la partie

Fs II-
moyenne du second membre de (13) est acos=. On a done:
[/ i
—_— w3t
[T‘II’] _— s - a
S est susceptible de deux valeurs différentes qui se permutent 'une
dans Tautre, soit quand on change (u en — \u, soit quand on change
Y, en Yy 4 zm,
Jappellerai ¢, la plus grande des deux valeurs de £ ct ¢, la plus
petite.
De méme ¢, est suseeptible de deux waleurs; jappellerai ¢ celle
1 ] JHRPT ¥
qui correspond & ¢, et ¢, celle qui correspond & ¢,.
Enfin % est susceptible de deux valeurs; jappellerai 7' celle qui

7}

correspond & ¢, et x" celle qui correspond & ¢, ; 7,

est susceptible de

®
g ¥

deux valeurs que jappellerai de méme 7 et 3"

La funttiun &, est ]J{ftl‘iut]illlw de ]'Jl"l"[mlu 27 par 1':1])}10]‘1‘ i 3 en
effet, quand on augmente y, de 2z, les deux valeurs de ¢, se permutent

entre elles; done ¢, qui est toujours égale & la plus grande de ces deux
valeurs ne change pas. '

i 7]

Pour la méme raison, ¢, , ¢, , ¢, %' %"y mi, i’ seront des fonctions

de période 27 par rapport & y,.
Des définitions précédentes, il résulte que ¢,, ¢, , ¢

At .!,'JQ gont cdes
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fonctions continues, quoique les dérivées de ces fonctions; de méme ue
- 7' et 3" puissent étre discontinues.
Nous sommes done dans les conditions oli notre lemme-est applicable
ct nous pourrons éecrire:

o B r A ;
3 iy -'-:“,’I rf;:.—u %
Ju [j IJ,;J n?lﬂ.flrfl!}., —”{{ 4-“]”2 —_ r.;';._ :I rr';;l ffj_-'._. o,
B [] ;«‘ .'|‘I.-‘.Flr"l‘".f.. == ’ |: f‘; ] }r.l".ll;'l ‘-'ff}'.. = 0,
e ) .'"! = = ik ."1 2

U cncore

® r.“ 2L 7
[I v T’-—-]rf'r,f dy. =0,
”r!r‘ [ Bt

ou enfin:

” A=) o l dlg —m _ A@" — ) 0 o
i 2t Gl - R 1l = 0
: "'I."'-, (H, ity + ’ du, du, | LR

v

Cette relation devra avoir lieu quel que soit p.

Mais quand g tend vers o, ' —g vt g¥ —py tendent vers o.
Done on aura:
“'D{._ Fiy
. 2 d{p, — n, . :
(14) lim ]/ - ] ‘---—’!rfl.';jn"_f_r] =0 (pour p= o).
i I|I'=
LB -

Transformons le premier membre de Dégalité (14). Je remarque
d’abord que p élant impair, 3, est une fonction 4f||1 doit se chianger en
— 5, quand y, se change en y, 4+ 27, 1 suffit pour g'en convainere
de s reporter a 1'équation .r'l?.}. Nous avons done:

Lt

— ) T =
?}'IB e is'u = o ll':"u

d'on

[ 7. 2 {"“* /)
== ‘l.f[ ;I--Irl'l"_-rlllI‘lerr'IrHII T l.f . IH.": {rjf]{!!"!'

w/

Il reste & wvoir pour q:lc]h's valeurs des ¥ nous devans faire ‘{r:l =1,
¢t pour quelles valeurs des y nous devons faire

Yo = — M-
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S nous avons:

ds, s 3 45, ]

el iy

o= devrons |I!‘L'||t|_|‘t' |]|.'I'|||"|".~= notre {'nli\'l'l]tin“;

il T ds s, = S, !
s rn’.;_jl -+ L.«f”,:h -+ a”.,r_,..: o= ."‘-'a”,.r_:.f_l o ey iy,
1
: 48, A8, 48, 25 PN
o e el ol o il S

Si au contraire le premier membre de Pinégalité (15) est negatif,

Mos devrons l!l'l']ltl]'l.‘}

s -.'.‘\':I ; I-llr‘ I
G, = s — i i /i ;
g dy, AL "l.'-'. m
et
ds ds. p=tds

[}

R P e

dy,

i [
rIlr||'I

Tout dépend done du signe du premier membre de inégalité (15)

Erulons ce premier membre 4 o, nous obtiendrons une équation:

3 ds,
LTG0

di,

Cette équation peut étre regardée comme définissant y, en fonetion
de y, et de pn.
Ln pourra résoudre cette L"t|11;=riur| et écrire:

¥y = 8y, , u).

Observons seulement que # est une fonction périodique de période 27
par rapport n oy, et gue cette fonction ¢ sannule identiquement guand
on y fait p = o.

Par conséquent guand y, varviera de # a 4 2z, on aura:
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et quand y, variera de # 4 27 & # 4 47, on aura
¥ —
=" =
Nos intéerales doivent étre étendues a toutes les valeurs de y,
|'hm'||t"|:-'0==- entre © eb 2. Maiz comme ?;.-,', est une i":.nriu‘r.'lnu de ]IIJ'l"Imh'
27, Oon' nuras
" o = = #42m
L] " ¥ " ¥ "
In, iy
Irl‘l.l)‘ {u’a.r,lE 2= | iy, [rf'.l,f_ L
i) Sl o) T dy,
0 h P 8
‘on
b 02
| "lni"f,-, [ .. dn
’ Cdyidy, = ’u‘;,r ]up’:l.l_, L1
| dy, A e | gy
0 [
. (Juand p tendra vers o, le premier membre devra tendre vers o et
|
{ d'ailleurs # tendra vers o, on aura done:
S . .
2 iy, iy,
lim ” Loy dy, = | dy, | dy. =2 =0
Joglipg T R L] A gy
vl s L u R
0 0
II IJ!II
1y : ‘a0 - it e At
i ” 2 dy. dy, = 2;-,—’ it iy, = — l gin =t dy, = — 3 .
A rJllrl[’ ST "'l,"'J ”"- R i,
1] 0 -
On a done
a = 0.

LB L B

Il résulte de la que si l'on annule les constantes A, d'indice impair

et si Yon donne des valeurs convenables aux constantes 4, d'indice pair,
. . il Sy nl'.‘x'l

les fonetions Lot —
rl'.'. ll'll.'

I fa

' resteront finies.

On EHJIH‘I'.'-L t.]l.'!tL{.'.Ii:.‘i développer suivant les sinus et coginus des mul-
tiples de y, et de 'i—'"-:, les multiples pairs de r entreront senls dans le
1Ir'|\'gr].:wu-nmm si p est lmi.l': gi au contraire p est irllp:lh‘, les multiples

. s W,
l||1l|'_|'||'H e '_“ entreront :-'I'I'I]H.

Li'?‘”" .._;‘; /,\g

‘._4



P

Il sudiy F autag hy

|l'r\r-'- . L%y

nift T, '*:f ahd ‘ﬁf.f
Fe

iy g g K

d.emy 7
. 17) =
n {'.e Aot

]

el

. N
25 2
¥ L

- f D
£ -.1.}'- 'll‘*l"l el

%,

ey |||, £ & g, A ;r
,'\l !1. i ,! Ilr";_— }-\-.' .'Ildf' ;
G i f’.l' I:r-f\i\ E;{);,q»:r

bbbl

»E

240 H. Poincard, o

. 1 ' .
Noug aurons alors pour les r.:u|t|:1'(:011.~'.| de la surface agymptotique

—
e T pek p
’ % " = n'l."-, % . N
(17) x, =) ut =L B, =9 po—
1 :-I "l.‘."l 2 . r}'_l,l_l /I\
3 (1*® partie, chapitre 1II) on a démontré l'existence de ces surfuges
asymptqtiques et on a montré que leur équation pent se mettre gous la
forme subvante: ot
[y 5 T ar, g A i Ty |
(18) z, = i, ¥ s g Taldy s Mas )y

f, et f, étant deshgévies développées suivant les puissances/de yu. Ona
vi que ces séries eoqvergent pour des valeurs quelconques de y, et dey,

pourvu gque g soit asséy petit.
De plus ces séries [\et f, doivent satisfaire aux;
[. Les divers termes de ces séries sont fimisg,

conditions suivantes:

II. Ces divers termes soi_des fonctions péfiodiques de y,.
ITI. Si l'on pose:

h=1 + \-','IJ'T’- . = 1+l
(f*. fr f £ ne contenant plus que des pirgsances paires de Ju) les deux
i 1 2 a I | ! Vi
équations:
h'=m9 fi' =

seront équivalentes et les frois équations:

.= .llr.ll'. Ty = .|r;'-

définiront une solution pépriodique du 1*" genre, qui pour = o devra

se rédnire a

i ~ U}
1

Ty == Ty, Ti = Loy Yy = 0.

Or V'analyse qui précéde démontre que les séries (17) sont les squles
qui satisfassent aux équations différenticlles et aux conditions I 1T et NI,

Les séries (17) doivent donc étre identiques aux séries (18) et pa
conzérquent convergent,

D'antre part la forme des équations (1 7) montre immédiatement que
lés sirfaces asymptotiques sont des surfuces fermées puisque les seconds !

pegibres sont des fonetions ]ahriu:]iqul-s. —
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Nons: avons vu que la gquantité appelée plus hant « est toujours
nulle. On peut donner de ce fiit essentiel une autre démonstration.

Posons:
r

T=S8 +pS +p'S,+...+p*8. .

P—2

§= o i 1y T ‘”':r“ T

Je dis d'abord que T est upe fonetion périodique de y,- et de y,.
. . 3 Ve aq : : oS
En effet ses dérivées et sont dea fonctions |'=‘I‘1|u|1‘[“"-": OTl
&, s i
a done:

= B, + 7+ 4,

f et p étant des constantes et T” étant une fonetion périodigue de g, et y,.
On en conclut que

4T ar dT a1

iy K = 3

iy, ol y, o,
dq" (7 s - . 1
i ot I étant des séries trigonométriques dont le terme tout connu
iy, ol .

est nul.

Mais les fonetions S,, S, ..., S, ., ¢tant d'indice impair, leurs dé-

<0 g ; af

rivées changent de signe gquand on change g, en y, 4 27. Done — et :
- < ‘ - i ol

= o

5 changent de signe gnand y, augmente de 2z. Done les termes tout

dy, . . g

connug [# et y sont nuls. Done I'= 7" est une fonction périodique qui
ne change pas quand y, augmente de 27 et qui change de signe guand
1y, augmente de 27.

Cela posé, nous savons que { et { sont liés par l'équation:
Bt 5 & st )=

e

Il en rézulte que, si les deux valeurs de £ se confondent, les denx

=

valenrs de { se econfondent également.

Eerivons que les denx valeurs de £ s=e confondent, il vient:

'\[4_}.} ; ‘ =0,

Aefa wathewolion, 15, Imprim# le 11 novembes 1EES. a1
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Cette équation (19) est d'ailleurs identique & l'équation (16). Ecri-
vons maintenant que les deux valeurs de ¢ se confondent, il viendra:
AT Pe=k
20 1E =0
(20) . = i) $k-
Les équations (1g9) et (20) devront étre équivalentes. De plus elles
devront étre équivalentes i la suivante:

= 0y, 5 p)y

f ayant le méme sens que plus haut. Supposons qu'on développe @
suivant les puissances croissantes de g, il viendra:

(21) Wy = pl, + 170, + 10, 4 .y

#,,8,,0 ... étant des fonctions périodiques de y,.

Supposons y, lié & y, par U'équation (21); quand y, angmentera de
27, ¥, ne changera pas et T qui est périodique ne changera pas non plus;
on aura donc:

E o

¥y=ir

_l[l l(”" = [l(r” dy, 4 “rlr: ,h;)) — 0,

. |rl|'
¥ =0 *
o
dT dal aL . .
ou en remplagant -- et - par leurs valeurs tirées des équations (19)
Lt iy

et (20) S

LA ,l'..n"n'L = 0,

||
Si dans
= W + [y + .-"_-";L "E_ FIiRTE
on remplace y, par sa valeur (21) il viendra:
- = - g =
S=&tp Hps+ .
&+ & &, ete. étant des fonctions périodiques de y,.
On devra avoir fl'll{l.i que goit e

am

l'“'ff]. +pf, +p6+..)=0
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et ’Hi..I' l:ﬂ!]h"i"?ll!lt‘lll‘,
i
ffu”l-:"] T 2“‘_[‘7-0} = Q.

L

Il est clair que pour obtenir &, il suffit de faire y, = o dans 7,

or on a
1
g S
E—;‘;l‘\-] = — CO8 2 .
Il vient done
I
”l
ou
g =-CX

C. Q. F. D.

Je crois de
pir laquelle j'établis

intégrale analytique et umforme, en dehgpede intégrale des forces vives.

1e les équations que je

Ces l,'-.iiu'.ltiu:m sont:

f de, dF de,
(¥ N AT T3

fie fonction uniforme et analytique de z,, 7
e période 27 en y, et y,.
Je dis fiu’il ne pq-ut pas exister une seconde i||t|:'gru]c

i . — -
‘:—k—,'" I] T J_gr:l :!1—'” _3;-2} 1T \\
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étant une fonction analytique et uniforme et de plus périodigue de
jode 2z en y, et y,.
e ne veux pas me contenter de démontrer que cette fopttion ¢ ne
peut pads, étre uniforme pour toutes les valeurs réelles des xz/et des y.
D'un “autre cdté, il est clair que I'on peut foujours frouver un do-
maine assez petit pour qu'une intégrale ¢ du systéme (1) veste uniforme
a l'intérieur de e domaine, | /
Voici done dwpe fagon plus précise ce que je gne propose d'établir,
Je dis qu'une iMggrale ¢ ne peut pas r::;'yf analytique, uniforme
et périodique dans lintéjeur d'un domaine, si ¢f domaine est assez grand
pour que le point mobile Yont les coordonnées x, , 2, , 4, , ¥, varient con-
formément aux équations (1)
Gela posé, soit
; @y = 0, (4, 5 ys);

l’r}tlu-.ltirm d'une surface :15_}-'n|l:tntirlu

1e puisse jampds en sortir.

3 = O,y 5 Ya)

quelconque.  Nous savons que @,

et #, sont des fonctions périodiques ériode 2x en™ed (ui concerne y,

et 47 en ce qui concerne i,.
Congidérons maintendnt leg/troig équatic

oy = 0,0y, 13 z, = 0,0y, » 3)-

iee. Ln effet nous
pouvons partager le ions, celle o la
fonction uniforme est plus petite
que C,.

équations (2)

une courbe f

finie par les

cette courbe partageant la surface en deux
mee.

Commeg" la constante € est arbitraive, il résulterait de I
pourrait
fermeées

tes et compatibles, ou en d'autres termes que la fonction ¢ doit
méme valeur en tous les points de la surface asymptotique.
En d'autres termes, si les équations

= lr.-'? o= I

“".
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T des trois eorps eb les Gquations de la dynapeioe.

plheurcusement en choisissant ¢, comme 1o venons de. le fairg,

les séries™uxquelles nous parvenons ne sont 4fs convergentes (c'egt ¢
qui fait que Jwgiste peu sur ce 1" eas). Qudique divergentes elles peuver
cependant rendre™es services an mépe@ titre que les séries de M. Lin

sTEDT et dans des cas™ey_les méphGides habituelles sont en défant. —
Observons que dans léifitégrations suceessives qui donnent par re M“'ﬁi :
. 3 . - .= o r
eurrence les af, il ne<introc pas de petits diviseurs. Si done n W oveea,
s a ¥ . P F
séries  divergent, co i est pas pour Teméme ralson que les séries ordi ﬂ‘&m -

naires de la mgelinique céleste.  Cleat an itraire . parce que les diffé \ P
rentiations pefivent introdunire de grands multiplictteqrs. Cette circonstance =
peut plutdt dtre regardée ecomme facilitant |:1t'1|L]l]m € ces séries; les _';ﬂ——.

hfrm' qui doivent rhnn'ulrie la u}u‘vm'gt‘:lm.r'{: se présenteront wa_effet moing .-(9&'-! & ol"ozz

=131 5 al 5 o - Ry p— e r r L ‘f__
" - : > precedesi ¥ e
Supposons maintenant qu'on ait donné & € une valenr < - .. et /
Al l 2h Y %
Alors /R
e Cogyy ot
¥y = V },"'\."rr1! 5 (13 Zarrrhd (AL —
- L |
n'esi pas toujours véel. Supposons par exemple que, pour la valeur Pl e

choisie de €, x} reste rvéel quand y, varie depuis 7, jusqu'h 7. Je

vais considérer une valeur z

7. de y, comprise entre 3, et g :

in

o <% <1,

et je vais chercher & définir les af pour ‘toutez les valeurs de ¥, com
prises enire 7, et 7.
J'observe d'abord que ) est susceptible de deux valeurs égales e

de signe contraire, & cause du double signe du radieal; donmons d'abord

par exemple a ce radical le signe +.

Imaginons que lon ait caleulé successivement

I‘IT,["!T!TI'I.'ﬁ':"I-I'l (rrydu § 2 nous permet alors-de—enlenler sans diffienltd K!' f,

}'J—r-}l—l*'@- I'éguation |\"\} i:||-1 M‘A:nmml;hrknua donme: }!}ng v ?—?f
- | pe [

Aetn mothermarica, 13, Tmprimd Ie 23 soptembee 1885, 15




S2¢
133 H. Poincard, - EREC
|
i Nous pouvons done écrire:
| -I';[J::_I] = 0(y.) + Cys

4(y,) étant une fonetion entiérement connue de g, et €, , nne constante

n d'intégration.

LRI P

-t .v'&' é\“\.\ “F‘ l

Nous déterminerons cette constante par la condition

. ¥ | i i B g — A
:'\ tandX el nly (7:) A Ciey o
#®  csapNere [ Alors bien que o} sannule pour y, = 7, la fonction
> ' ]
o e a.-qf'v, > s t]_lm_m}—-ﬂ{rﬁ_j
-y x i ;:‘} ,|1 1 = g —-r’ I.
i L reste-finie—poury,.= . _ |

5 : L A e . 0
LR “""-“\'-“‘\ Nous avons dome complétement déterminé les fonctions a!f pour

T Jt;‘uq:" ANy, < ¥, <w, et nous appellerons xy, les fonections de g, ainsi déterminées.

SR 4.9 oy Supposons que l'on recommence le calenl en donnant au radical le
WA 1ate s g gigne —. On trouvera pour les fonctions af de nouvelles valeurs que
= 1" el a H =T :‘l H " g 'l 1 1 T 1 a »,
el et Nowas ) appelle @y, et qui seront d'willeurs la continuation analytique des pre-

~ ok « Miéres.
’A 3 -
X ]umgmuns ensuite que I'on remplace ('.-'! par une constante nouvelle

S RS M o
it . O} trés voisine de €.

L .
St o Alorz le radieal:
d n B —_— -
Al TW= - . 2."' 1 i
- - LS \/.\_TUI' +:54
r oW N - -

sern réel toutes les fois que y, sera compris entre y et une certaine

valeur L/ trés voisine de /A

Cela posé, nous allons par le proeédé exposé ci-dessus caleuler les

fonctions @] pour les valeurs de y, comprises entre 5. et z,, d'abord en

fLE

fuisant:
L e =
=+ \V ‘-.t-{_ F) + ¢)

(nous appellerons =%, les fonetions ainsi ealeulées), puis en faisant

%= —\/ (0] +6)

"l

fllmiﬂ :1|:1u-|le!'uns= xi, les fonetions ainsi calenlées).
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Ndus allons ensunite construire les quatre branches de ecourbes;

(=]

L hW=9 Ty = @o1(Ya)s Ty = PyalYs)

(que nous l]l't]lt]l’lgl_'.t‘[:llii (![Tlrll'l.ﬂ ¥, =0, bl = N

2% =9 = ?‘-A:.II_.'lﬁ): by == ¢ '.'{."fE)
que nous prolongerons cégalement depuis y, = », jusqu'a g, = »,. r
3% ¥, = 0, & = ¢a1(Wa) Xy = |
L]
I I,IEl!‘. nos ]J'I'tl]f)ll_l_“'{,']'(l'll:i. Ill'I'ILHH .J-;u = '.Y“fl, I|l|:\'l|[| a _i'f_l == }-;b'
3 A [ o I e b
4 I = 9 &y = @y, (¥)s &y = ¢ya(¥e)
que nous ]rrr:lungc_'rmls c.;_f-.tll:m{:-[n delbllis Yo =1 Jusqu'a ¥Ys = Yu-
Dans ces formules nous avons pose:
¥ ‘_
| P AT 1 g o . g
| ?;-.«,:'n,.’f::l = Ly - T\ e o Tl
La premiére et la seconde de eces courbes se raccorderont et seront
tangentes en un méme point & la courbe y, = 7,.
.a troisiéme et la quatriéme courbes se raccorderont également et
seront tangentes en un méme point & la courbe y, = 7,. :
- Fig. 8
: _in . |
v S | fE————
M B w(.
yof /i
1y A
A D T
I ,_,-—-'.“'
.II - ..f”-
Tjs'
Cest ce qu'indigue la figure 8 ou les frois ares pointillés repre-
A sentent les trois courbes
Yo = Y5 % s Y
on l'are 4B rﬂ[n‘ﬁﬁcntc la 1*™ de nos lill':l'.]‘i‘ branches de eourbe, l'are
AD 1a seconde, V'are B'C la 3™ et 'are DO ln quatriéme,
= ™ ™
~ . a . *
= =% . & . S
. S -
\ -
T
o 2 S > m - & -5 3
| - A TSN | . P ¥ 3 N Q) s :
3 = a = - \ - 3
-~ b - L
| = . - . ~ - - o N
e v B 5 , - L N
. . : Py ) a
) . .\’. N v
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Nous regarderons € comme une donnée, mnis O] est resté jusquici
arbitraire.  Nous déterminerons € par lo condition que la 1" et"la 3™
vourbes se raceordent et que lés points B et I3 se confondent, ce gui
5‘(‘31\1““"{' :I]i:l]\"‘lll‘lll’.‘Ttl[']l! l'l:i'l' h.‘_“'i ('H]I[]h‘i{ll]}::

(3) Ca() = far(m) Foalmn) = gaalop)-

T4

Ces deux équations ne sont dailleurs pas distinetes et s¢ ramenent
a une seule.
| { j;mu-; .hpE:ll\r.mt ww denxicme oxtension— théoréme
o P iéor
111 \-I—‘-"—p-l.uu..._l.-h.lfuuu H—$—13 nous pourrions démontrer que si € est

déterminé par les équations (3), les équations

(3 eialy,) = F:i.t(‘?:js 5-":.5[’?7) = ¢ya(n;)

B
seront aussi satisfaites aux quantités prés de Vordre de g * 5 clest i dire
que la 2™ et la 4™ courbes se raccorderont aux fuantites ||t'{‘!:: de cet

ordre, on que la distance DIF est un infiniment petit de méme ordre
41

que p*

Mais je dois faire ici la méme observation que plus haut; les séries
(1) auxquelles on parvient de la sorte ne sont pas convergentes bien
quelles |Hli:i:-it'll1- rendre des services si on les manie pvee 1=I't"1‘:HJl‘l1HI.

e BT n'imi-'.ﬁ-r-ﬁ-ju pas davantage sur tous ees prertrts ot et

aux cas on les séries (1) convergent.

Dapres

gque nous avons vu au § 5 (1°F partie, chpgpdtre II1) et

'8 iL.‘i}'III!JT_H[iElHL‘:S

appele dans le agraphe précédent, il existe des surf;

iyant pour équations;

-

.:E.gln -+

wtions le

maeéme  numérde

que dans le

Clles conséquences nous pouvons immédideement
posés dans les l}tl!'ilf_fl'.'l!]]ll:‘ri citds,
fonctions £ sont périndiques par rapport i ¥,.

-Z;’M— Q/ /ﬁ"# )(5;-'#7—:‘:? cﬂ*zl‘ e Wg::-vf %&ad‘fnwf
Fen ceitain 'ﬁwf«:f :‘7’1 r 4/;-;.' -r./r‘? cad on e #4};1;(4:2&
= a} o ’?z’_ﬂ j’ (’cz'::---v & Coae? ___)ftanziaaf" s -
,Z;.q,fmf é.p rat “% e
e 4 2y i

M peprimest et Dy rrailse “n
ﬁlﬁ M?r a /gmi'( R A Ao Ht Cer ij

B MhnZorn tin? Litriar die ditions fibriedigins.
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< méme en envisageant dautres surfices oe ﬂuxmqﬁnum 1
f, et la régren R, se trouveront de nouvean suhdi
articlles.

Oeccupons-nons m':ﬂw —tts—régions de libration et en particulie
e R, et voyons si-eetlé région pent :I{l:n:hﬁmz:__fu]'n]ivisé& en trois

s. [l suffit pour cela de démontrer que Tms la région

T en trois :'cg]nn‘

On peut ﬁ,L-ﬂ{—t‘-i%&l{ par les considérations suivantes,

Al . .
Eerivonz les équations:

I, : .l"': —|— ‘u.r'.i',

&/
AT ry =1z +\H\f IF,I-I—I‘ ] + g,

Ces équations sont & des quantitéz prés de lordre p celles de surfaces
que nous avons constroites {vnil' figure 8); elles satizfont done approxima-
tivement aux équations (3) du § 2. Quant & # c¢'est une fonction de
y, ¢t de y, qui ne difféere de 2} que par une fonction de ¥, de telle

sorte (ue
e da}

-'E_.ll.ll dy, :

Cette fonetion u; doit d'aillenrs rester toujonrs finie.

Je me propose de modifier la forme de la fonetion I qui entre
dans nos équations differentielles de fagon que ces équations ({l} satis-
fussent eractement aux équations (3) du § ,é"fzz

Je cherche done une fonction F* telle que les équations:

] Jf.r.l s (e af.r_‘ i di*
i) - i |E'!||'| . !F == rlr_Ff“ 2
: rlt!.'l = of I |-E‘Jj, s d s
gt~ A

admettent des surfaces trajectoires représentées précisément par ces équa-

tiong Gl')

Voici comment noug déterminerons cette fonetion F*.

Acig maihematica, 13, Tmprimd lo 26 soptembre 18848, 19
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Observons d'abord que #| et z} sont déterminés par les deux équa-’
tions simultanées :
il i : dar,
Fo(#), @) = C, ) =

(]

On peut tiver de ces deux équations z] et i en fonetions de C.
Nous regarderons done désormais 2] et #} comme des fonetions connues de C.

D’autre part [F] est une fonction de g,, de &7 et de xy, ce qui
nous permet de le regarder comme une fonction connue de y, et de €.

Les équations (&) nous donneront par conséquent x, ¢t z, en fone-
tions de y,, de y,, de U et de €.

H{:mur'rlunnﬁ que gl ®, et x, sont définis par ces ('lcll:l:ll‘imls

;'i"]rflrj.l - .'l‘,_,rﬁ:;l_. = {8
est une différentielle exacte, de sorte que:

e} dus

I;f-”'_' 5 II;'I-I .

Résolvons maintenant les équations Qf—} par rapport & C et € il
viendra
¢ = I Ty Uy 1 U

gt A
Qs ff;*(_;-] sy g Uy _;;_:}.

La fonction F* est ainsi définie et on aura en employant la nota-
tion de Jacosn:
[ ] =

ce qui signifie que

J# — const. -

est une intégrale des équations (2).

La solution la plus générale de ces Gquations (2) s'éerit alors:
!

S s as i
: — ., = e ==
-.I’Ir,r:I i rl'.r.r2 Eh ol

o N = (",

() 4
4 r“'l

et O étant deux nouvelles constantes d'intégration.
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Cherchons & former effectivement F* ou du moins & nous rendre
compte de Vordre de grandeur de la différence:

B — F
Or o} est défini par la condition suivante:
F(xy + pel, o + Jpzl) —C
doit étre une quantité de méme ordre que pyu. (Cf. U'équation (11) du § 2).

Done comme est nul, la fonetion

Fle? + pri, 2l + Jprl + pul) — C

gera encore de méme orvdre que pyp, quelle que soit la fonetion wuj.
D'ailleurs on o identiquement:

F*(xf + pry , 23 4 Jpwy + ug) = C.

Done la différence

F— F*

regardée comme fonction de p, de €, de €, de y, ct de y, est de 'ordre
de pyp.
Posons maintenant;

Des deux équations (1) on tirera facilement €, et € en fonctions
de x,, &,4, ., et g; on voit alors sans peine que € et €, peuvent étre
développés suivant les puissances positives de , les coéfficients étant
des fonctions finies de =, de &, de y, et de y,.

Nous venons de voir que F — F'* est une fonction de p, dey,, de y,,
de " et de € dont le Ji'z\'cfﬁulnpumr:ut suivant les puissances de g com-
menee par un terme en pyp; i nous y remplagons € et €, par leurs
valeurs en fonctions de p, de =, de &, de y, et de y,, nous verrons que
cette différence I — I'* est une fonction développée suivant les puis-
sances de p, dont les coélficients dépendent de z , §,, 9, et y, et qui
comimnence par un terme en g/,
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Par conséquent la fonction:

i — K - .
- =r j'wln.-’*‘! oy E:J 2 s My)
ey fe
ne devient pas infinie pour p = o.

Par_le changement de variable que nous venons de faire les équa-
tions (f) deviennent:

die, d dy, d i
i/ F TR E'_q, ! Y _:f.r.= !
{ j g 0 oy, d
. \pay,’ o Vudé, j
De IJ’]:i_"'[]_].{.! lis l\'.-:jn:l.til:llls pl‘ul:ﬂsées:
ey ar ey d
aEs iy ’ & iy
‘
doivent se réduire a:
= de, dF dy, dN
b dé T i dl o u‘.r.l :
(;} .[‘.‘:’ ol d 1,1:!_.1_1 : dal’
dt \Judy,’ b \udt,

Nous formerons en outre les équations suivantes:

e, Ao dy dij; | di i _
F dt ~ dy, Pt drs. e Vi
m} ‘f;‘: - i (J® + ‘Jlﬂl "'I."'r-J i [+ _|__ = ™

&~ Yaudy, SN R i s e

; P % e \ _
qui se réduisent & (?‘) pour &= o et a [f} pour & ==\t [
D'aprés ce que nous avons vu plus haut, les équations (£) et par
conséquent les équations (Pf‘i’ peuvent 8'intégrer exactement; nous en avons
donné par les équations () la solution générale.
Si Von discute cette solution générale et &i on cherche a la con-

struire en conservant le méme mode de représentation géométrique que
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dans les paragraphes préeédents, on verrs qu'il existe une infinite de
surfaces trajectoires fermées.

Ces surfaces qui ont pour eéquation:

e
(g 2. o TR \)-'"l N (] + O o peing

7 +

différent peu des surfaces que nous avons construites dans le § 3 et dont
I'équation g'écrivait:

: ay + Ve ={{F ]+ C,)
N4 AATAS Ll

o, )

Elles ont méme forme générale que les surfaces définies par 'éguation
S done nous faisons les mémes hypothéses que duns le § 3 au
¥ | 3

sujet des maxima et des minima de [F,], deux de nos surfaces seront
des surfaces fermées a courbe double; ce seront celles qui correspondent
aux valeurs — ¢, et — ¢, de la constante C,. Les autres se composent
de une ou deux nappes fermées. gt

La surface fermée & courbe double sera pour nos équations %}
une surface asymptotique et elle partagera I'espace en trois régions comime
nous l'avons dit plus haut.

Parmi ces régions, je distingue la région R, comprise entre les deux
nappes qui est une région dite de libration et je me propose de montrer
que dans cette région, on peut tracer une infinité de trajectoires fermées
correspondant & des solutions périodiques.

Revenons en effet aux équations («) qui nous font connaitre la so-

lution générale des équations (f) et (

QF‘, nous pouvons éerive:

). D'aprés la forme des équations

S =ay, + '{’-"r'.' 5 H'L"'rl 1 -"'f'zi:I + \'rf :E'i } I\"".|"I1s| :I:--E"-LJII"I.’Jru-‘

a et b étant des fonctions de € et de senlement et A(y, , y,) une fone-

1
tion réelle et périodique de y, et de y,.
On en déduit:

i IES it il i |ll_|.|t
¢ =g = 6% o +ag Vv ) @ Eo
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Nous donnerons & €, une valeur déterminée qui devra étre plus
petite que — ¢, puisque nous nous supposons placés dans la région R,

La surface fermée qui correspond & cette valeur de €, présentant
les mémes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux
maniéres différentes: 1° en regardant ¥, comme constant; 2° en regardant
¥, comme constant,

Quand on aura fait le tour de la surfice en régardant y, comme

S

constant, & aura augmenté de 2z et ;E_i; aura asugmente de

ilia

o=
- s ] =
d0,
Quand on aura fait le tour de la surface en regardant i, comme
constant, y, sera revenu & la méme valeur, mais l'intégrale

Il".""
J VTR + 0
aura sugmenté d'une certaine période » définie comme il suit:
Supposons que les valeurs de Y, pour lesquelles le radical ([F] + C,)

st réel soient les valeurs comprises entre w, et »m., on-aura:

v
'

s ] dlir,

P =2 il ;
v \."::.Fl' 4 'LII:I
T

Quand notre intégrale augmentera de v, — augmentera de
i

i 1t
A "y 8

Pour que la solution qui correspond a cette valeur de C, soit pé-
riodique, il faut done et il suffit que ces denx quantités:

da [

an dc. et rrv N

solent commensurables entre elles,

Cette coundition sera évidemment satisfaite pour une infinité de va-




gu Sur le problimo des troiz corps et lea -Er!u:llinnﬂ de la dynamigue. 141

leurs de €' ; notre région R, contient donc une infinité de trajectoires
fermées, représentant des solutions periodiques.

Ainsi 8i K est un nombre commensurable quelconque, I'équation: i
5 o da i -"T
(‘«']I 2;"“,[- = hv\/ N
da

(qui contient € parce que

: et ¢ sont des fonetions de ) nous don-

dd,

nera une valeur de €', correspondant & une solution périodique.

Pour discuter cette équation, il me faut chercher ce que c'est que
da
fH_.‘I -

[1 me suffit pour cela de rappeler que:

a = xy + plog
et gque: :

Fo(e? 4+ pxy, my 4 ypm) + oy (20, @25 405 92
f ' el | \

doit se réduire a € aux quantités Pr:'-:: de Tordre de pyu. On en conelut:

A N, i\ | \
— N g — - _J.l:\la _'_ I_II .‘f.;r.';‘ z .-"-_: ol .fJI:_,ll R
J'on :
'_”Ii'r-l'll' '”I._i!l-l: -I_ E'Fl_i = O
et
dfa It
dC, : :u-l -
da L : 5 ;
T est done une constante, nu[ulu:u-]:|1|h' de £ de sorte que I'équation
i
g oL
(1) peat s'écrive
o ! "
() — = const.
Vi

Pour diseuter cette g'vtln.'niun nouvelle, 1l convient de chercher com-
'."‘L‘

s st inini: € var S N et L s
, v est infini; €, variant depuis — ¢, jusqu'a — ¢,

ment varic » quand on fait -varier €, depuiz — ¢, jusqu's
i

Pour (-'l = —

o décroit d'abord jusqu'h un certain minimum, pour croitre ensuite de

nouvesi jusqu'a Uinfini.
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Pour €, < == ¢,. v peut admettre deux valeurs correspondant anx
deux nappes de la surface et que l'on peut envisager séparément. (Cf.
ficure 7.)

La premiére nappe de la surface reste réelle quand ! est compris
entre — ¢, et — .- la valenr L'm'l'o.-tlu,mlr:lmc de 9 décroit 4].;-1,”7,.: lin-
fini jusqua un certain minimim quand €, décroit depuis — ¢, jusqu'a — ¢,

la seconde nappe de la surface reste réelle quand O, est conipris
entre — ¢, et — ¢ 5 la valear correspondante de v décroit depuis l'infini
jusquia un certain minimum quand €, déerolt depuis — ¢, jusqu'h — @,

Ainsi v admet- treis minima au moins et reste toujours supérieur i
une certaine limite positive,

Si done nous rewardons Péquation (7) comme définissant € en fone-
tion de g, C, sera fonction continue de p, mais nous pourrons prendre
fr assez petit pour que cette équation n'admette ancune racine,

Ainsi il est certain qu'il existe toujours une infinité de solutions
|Jt":"m|ﬁi|lt['s; mais tJ1L:lI'H.I on fera déecroitre 1, toutes ces solutions ‘"f‘l“"
raitront 'une apres autre,

Il vésnlte de ce qui []!"ll'L‘l-"L]{' que les équations {4) admettent pour
¢ =0 une infinité de solutions périodiques; les principes du chapitre 111

(1" partie) nous permettent daffirmer quil ¥ en a encore une infinité

pour les valeurs suffisamment petites de . Comme g est trés petit, frotref

H d e e < ?:g_ulnlrs-T-'nm'iml}" gu'il existera une infinité de solutions périodigues pour

by protadt - e = pyp, cest a dire pour les équations (3) qui sont déduites par un
changement de variable trés simple des équations proposéed)) [ Nows aldloy

Par econséquent, si nous revenons & ces l"llu:li.]nn:: EJ-];lf':lu'i.il"l‘F, nous A i e
voyons que dans la région de libration R, il 4 a une infinilé de trajec- 'e4 BE el
taives fermées représentant des solutions périodigues. | JAk e i &L

Mais si faizant rlt'rl‘!l‘ﬂill‘i'.‘u d’'une maniére continue, on suit une de / (
ces trajectoires fermées, on la verra se déformer aussi d'une facon con-
tinue et disparaitre ensuite pour une certaine valeur de . Ainsi pour
=0 toutes les solutions !ltl"['il'!lli.l[iill_'!-{ de la 1'A'lgir|n .ﬁ': auront q]i:‘;I:.:U'u
Pune aprés l'autre. Ce n'est pas ainsi que se comportaient les solutions
périodiques étudides dans le chapitre 111 r*~pastie} et qui subsistaient
encore pour g = 0. |

On peut démontrer que dans le voisinage d'une trajectoire fermée

representant une solution périodique, soit stable, soit instable, il passe
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une infinité d'mutres trajectoires fermées. Cela ne suffit pas, en toute

rigueur, pour conclure que toute région de lespace, si petite qu'elle

soit, est traversée par une infinité de trajectoires fermées,' mais cela

suffit pour donner i cette hypothése un haut caractére de vraisemblance.

——e—resrette-denlement-de-ne-pouvoir ontrer ivi, tomment-te- théartme

_ I\. du cha I]HTI":‘ 1T i:l“" partic)—pewt-—cire. llii]l::t" ]:{am' Iétude de la lrhf-:tn-
bution destriijéctoires fermées dans Vespace. E—

CHAPITRE IL
Résumé géneral des résultats.

§ 1. Résultats positifs.

Nos résultats sappliquent aux équations de la dyfiamique toutes les
fois qu'il n'y a que deuxNJegrés de liberté; ils s'gppliquent done spéciale-
ment & un eas particulier di\probléme des trdiz corps qui est celui

-]

oun la masse de la pladte trowblée étant nulle, le mouvement
de Ia plandte troublante Mgfe Képlerien.

1

2® ou l'excentricité de la_planétdhgroublante est nulle, celle de la

plancte troublée pefivant étre qudlgonque.

3% ou linclinaison d€s orbites est nulle.

Lorsqu'il n’y s que deux degrés de liberté, M\gsituation du systéme
peut étre reppéfentée par la position d'un point dMdg Vespace, ce qui
permet d'émdncer les résultats obtenus sous une forme g®wgétrique.

Tpdte solution peut étre représentée par une courbe gzandhg appelée
trgjeCtoire; les trajectoires fermées correspondent aux solutions pérideigues.

y a touje une infinité_de~trajectoires fermeées, mais ces trajectodgs
fel\nées-Peuvent Sre—rdparties en T lnss04:

Les travanx récents de M. CANTOR nous ont n]t|1rE:1 en offet I:pr_mr nmplu_\:{-r la




H. Poincard.
Les trajectoires stables. Si la position initiale du point repre-
est trés woisine d'une trajectoire stable, ceé point restera dter-
t trés prés de cette trajectoire,

08 Tr:ljcr-hﬁrni instables qui ne jnuissvnt pas de la mfgme pro-
pridté. B f
ILynan

trajectoires ferm

e infinité de trajectoires fermées stables et upt infinité de
es instables.

wae d'une trajectoire fermée instabled il v a une in-
finite de trajectoire
suivante:

Dans le vois

dites asymptotiques qui jouisseut de la propriété

Le point représentatif qui parcourt une trajeétoire asymptotique es
pour { = — oo infiniment_rapproché de la frajectoire fermée corres-y
ptotiqguement, fifiit par en étre trés éloigné, |
puis g'en rapproche asymptotiq
infiniment prés pour { = -+ oo,

pondante; il s'en éloigne asy

ement de daniere & en étre desnouvean

On “voit sans peine qu'il doit oxistér des trajectoires”qui s'éloignent
asymptotiquement d'une trajectoire Jérmée instable jet” d'autres qui s'en
rapprochent asymptotiquement, maj¢ le résultat difficile & établir et véri-
tablement inattendu, cest que Sce sont les miémes ir:tjc*clnirus nsymptm

x tiques, qui aprés g'étre éloignées asympfatiquement d'une trajectoire

! fermée se rapprochent ensuite asymptotiquenignt de la méme trajectoire
L] L &

i fermée.
!

L'ensemble des traj

ctoires asymptotiques relatives a une méme so-

lution périodique instable, formé une surface dite adymptotique.
nptotiques sont des surfaces ferm
présentant les mépfies eomnexions que la surface qu'engendrernit la ré-
19¢0n i ]:H'b‘l'llt double ou d'une ]!?TI'LI]]FI;JN_! autour d'un

ant pas la courbe.

Les surfaces as s courbe double

volution d'un 13

axe ne rencon
Chacun
Dans

de ces surfaces partage done l'f-sp:wo. en trois Tégions.
inité de

s fermées instables, et par conséquent une infinité de &

chacune de ces trois régions, il y a encore une i
rlaces
E.f:'1_

A A

Cette subdivision peut étre continuée a l'infini et on peut la pousser

tiques. Il ~en-résulte que chacune de ces trojf régions pe
ur_ ¢tre subdivisée en trois nutres et ainsi de suite.

ageez loin pour que le volume de 1‘Iulfllln ‘r'[“g‘unl l]:ll'IiL'”l_-. g0it aussi |hl.'TiT_
won le veut.
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Sur le probléme des trois corps et les équations de la dypawique. —

Comme auenne trajectoire ne peut passer d'une région dans b

conclure que la stabilité est rigoureusement démontrée; qu'il e
fpossible, ™

Bituation du

[l v a done trois™sgrtes de trajectoires:

rmées correspordant aux solutions périodiqu

les équations sous forme d'éoaNtes 1 entrent des séries convergentes,

2°. Les trajectoires asympddiques dont nous venons de parler o

détail, s avons donné dans le L'll}Ll]iI'l‘i! prg:
edent le moyen de former des surfaces asymptotiques; quand

vons afficmer (théoréme I, chapitrl II, 1°° partie) qu

petite qu'elle soi

une portion de l'espace quelconque,

o B

catégonye,

aal peu 111!11]1 vell, ce ‘E”i E:ermuitl‘ui[. de TI'IJ'U.\'.EH' ].’t':-.’;u.'l.'rid.}ll avee tell
approxi 1 [mon voudrait, .

.Je voudrais terminer 'exposé des résultats généraux de ce mémoire
en appelant particuliérement Uattention sur les conclusions négatives qui
en découlent, Ces conclusions sont pleines d’intérét, non seulement parce
qu'elles font mieux ressortir I'étringeté des résultats obtenus, mais parce

quelles peuvent, en vertu précisément de leur nature néoative, s'étendre
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1 immédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives;
ne peuvent se géméraliser sans une démonstration spéciale. !
- . [ . §or

dehors de Uintégrale des forces vives, les dquations de la gyna-
meltent en général aucune infégrale qui soif d-da fois une fonction

nigue n'e

analylique & uniforme.

Si en cMgt une pareille intégrale existait et si T'on avap:

@z, 5 %y, U, 5 U;) = const,,

P

@ étant une fonetiom uniforme, l'équation @ = const, devrait dtre I'équa-

ion wénérale des surfangs trajectoires fermées et en gonnant o la constante
tions des diverses sur-

iptotique a une courbe

ifférentes wvaleurs, on dyvrait retrouver les équ

wes asymptotiques.  Mais\ghaque surface uasy,
ouble et en tous les !}:Jints le cette courbe/double les qll'.ltl't' dérivées
artielles de @ devraient sannulgr.

Mais dans le voisinage d'uneN\de ceg

3 ue I'on devrait trouver dans le

courbes doubles puasse une in-
inité d'autres courbes doubles de sy
voidsinage d'un point donné une infinjfd de courbes le long desquelles les
- juatre dérivées de @ gannulent 40 fs.  Cette fonction @ ne saurait
lone étre analytique, ' C.Q F D

Ce résultat ne cesserait ¢Fétre vrai que™dps le cas exceptionnel on
Ibs deux nappes d'une infingfe de surfaces asympNotiques viendraient a se

cqufondre en une seule,

En effet le raisonnfment qui précéde est en ddput si l'on peut ad-

.f:' mdttre que duns uneAégion déterminée, il n'y a pas\de surface asympd
i; tothque & courbe dgdble; pour cela il faut que quand M constante varie
efitde certdines lingtes, l'équ_;ltiqu.:. 2 = "

‘. . ' : iy L -
v g N - = const. :

reprgsente yne série de surfaces sans courbe double s'enveloppant3yutuell
meny. 1 peut alors intégrer complétement les équations difféPhyptiell
i et op Aeconnait sans peine que, parmi ces surfaces sans courbe donb




Sur le probliéme des trois corps et les équations de la dypamique.
i I 1 I

Hlaiannoncé pluz'..imu!,_.su.lm_i.l{'!-luuﬂ&h?m%mf que les séries proposées ;L/)‘"“’* f"""',‘“’“’

¢ crois nécessaire de re- 4 m_ﬁ""ﬂf dr ooty

par M. LixpsTeEDT ne sont [as convergentes.
venir sur ce sujet avee plus de détails, mais je veux auparavant rappeler
en 1|Itlr\11 consiste la méthode de M. Lixpsrent. Je exposerad, il est vrai,
avee des notations différentes de celles gqu'avait :!f_lul_lfl:li:ﬂ ce savant astro-
nome, car je désire, pour plus de clarté, conserver celles dont jai’fait
usage plus haut.

Mettons  les équations de la ti:,?mmﬁque gous la méme forme que

dans la seconde partie du présent mémoire et écrivons:

d, . e iie, AT " dy, dlr
at; anl odl o di da,’
F sera une fonction domnée des quatre variables x , w,, y, et y, et nous

aurons: i
I'=F, 4 uk,.

I" sera une fonction de x, et de z,, indépendante de y, et de y,; psera
un coffficient trés petit, de sorte que pF, sera la fonction perturbalrice.
Cest en effet sous cette forme que se présentent les problémes de
la dynamique et en particulier les problémes de la mécanique céleste.
Si p était nul, @, et x, seraient des constantes. Si u n'est pas nul
mais trés petit, et qu'on appelle £ et & les valeurs initiales de x, et

de =z,, les différences », — &, et x, — § seront du méme ordre de gran-

deur que p.




164 H.
8i done nous appelons n, et
pour & = & ,x, = &, les différen
ar
'
{'If.r'l ”l

geront du méme ordre de grandeur que g, ce qui nous

poser:
i ;"’u
oo
dF,
—=1F
dw, 3

¢, et ¢, étant des fonetions de €

Les équations du mouvement
de, dF.

T Py
i f Ilfl

dy / AN

= WPy SRl i

it “1 _| r”ll-5-| .'F_r'l j

Poineard.

n, les vale
Ces:

d
i

5

e Ly

FFal

oI
% ot do

da,

dF,

urs de -
clrl'.g

m—_

EH‘I'IIJE.’“]‘:I IIE.‘

z.),

et de r, (qui ne sont pas tros grandes,
g'éerivent alors:

||f.r.h r||f|'1

||'l|l '“-r.l':.;; :

iy d N

3 0] e I 1

it T -”(.,5 S e

Supposons maintenant que r Ty iy Y, AU licu d'étre regardes ofi-

reclement comme deg fonetions de ¢ soient recardeés comme des fonetions

de deux variables:

w,
et que l'on pose:
w, = At @,
@, et @,

seront des constantes ll'illh"f_rt':ltiem arbitraares: 4 et A seront

des constantes que la .\Glli.ti'. |ilJ caleul L]{"h.‘l'lll.llll.'l‘:l J'i|||1ir|¢'-[|-;'|||_:'||[,

Les gquations du mouvement deviennent alors:

4|iIJ! i .-F_Fu"
1 = ' —
1 dig, + }L‘ i, "”r.f_r,-1 4
;- e, . e Jf"l
A - A, = i 3
1 FlrJ“l 2 “lma 'I 'JI.I'I: !
I
': } .ty .y
p et o e S|
i r['-.u‘: k) .J!r;!_F f AVE
||r:'j: 4;:11'_‘ /!
o e e

rH-'I
: I'f.l" ;I ll]‘

i

(8
il | =gk

1!'.#'_; S
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Mosons maintenant:
x = o + px  plel A ol ..,
Ty = Ty + ;u'i -4 r--z; + w4,
h— W=t p e s e
U — Wy = i = R ey e ity
A=A w28 ey
=04 pdi "84 e

Je suppose que les coBfficients A} sont des constantes et gue les
cotfficients ) ct »f sont des séries t1'1;;n:1:ml.n"tl‘i+|1|u:-; ordonuées suivand
les sinus et lez cosinus des multiples de w, et de w,.

Je supposerai d'ailleurs comme je 1'ai toujours fait jusqu'ici que F|
est une série trigonomeétrique dépendant des sinus et cosinus des multiples
de y, et de y, et que les colifficients de cette série sont des fonctions
holomorphes de = et de x,.

Dans ces conditions, si dans les premniers membres des équations (1)

je substitue & la place de A, 4,y , 1,2 et x, leurs valeurs (2), jaurai

L2 )]
quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes ¢

1 ?

et il
est clair que les co¥fficients des diverses puissances de p serout des séries
ordonnées suivant les lignes trigonométriques des multiples de w, ef w,.
J'appelle:
O, 0, 0 et &
ces quatre fonetions,
Cela posé, le théoréme de M, Lixpsrenr consiste en ceci:

Il est possible de déterminer les 2q -4 2 constantes

FHIDP LA

pLL] L}
. P MR,
et les 4q séries trigonométriques:

. T
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de facon & annuler dans

0, b, O ct @
les termes 'llnll"'lwtltlmlrs de poel

les coBfficients des

2

¢ premiéres puis-

sances de 1y de fagon, en d'autres termes, i gatistaire aux équations du

mouvement aux quantités prés de Pordre de pit'.

(_]ﬂ trouve ll.il ;_Hll"l]. .

Ay =ty e — Ny o =& + wy, e = &y + Wy,
w, ¢t w, étunt des constantes d'intégration que nous supposerons de \

Pordre de p.

Supposons que Pon ait détermine par un caleul préalable:

: P R T
| g1
- -

et

P

Pour cela, écrivons que le coefficient de p' est nul dans @, @, et @,

Il vient:

& -'Ir.e":
N

|||IJJ_.'.I

ol 1,

||II'I'|I

i I’ ‘|:

i
clrn'“l

d f_.",'l

i
il

|

X OX R
e S

=i 1 S 1

que lon se propose de déterminer

e,

rlre'l:

+ “2 al'u_'_ N -YL?

dig 5
o
B -FH-'; 4
ity 2
”"' il _i_ A=
i
&l .
-E-’ y dw + A"‘:
)

étant des fonetions connues.

Pour que lUintégration des équations (3) soit possible, il faut:

11

et ¥, sont des séries trigonométriques en w, et w,.
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1 e 1e .
1° que le rapport — soit incommensurable, ce qu'il est toujours per-
"
2
mis de SUpposer.

2® que dans les séries trigonométriques X, et X, les termes tout

|
connus soient nuls. Il en est effectivement ainsi, mais la démonstration
de ce fait important est délicate et ne saurait trouver plice ici; je me
borne & dire qu'elle doit étre fondée sur U'emploi des invariants intégraux.

3° que dans les séries trigonomeétriques Y

. et ¥, les termes tout

connug ge réduisent & A et A3; comme A et A] sont denx inconnues, nous
déterminerons ces inconnues par cette condition.

Llintégration des équations (3) est alors possible. Leur intégration
introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle,
nous aurons ainsi quatre constantes d'intégration de plus; nous leur don-
nerons des valeurs queleonques et nous ne conserverons d'autres constantes

arbitraires que @, , w,, &, ct @,.
Ainsi les séries de M. Lixpstepr sont des séries trigonométrigues en
elles sont développées suivant les puissances de p et aussi

W, et a0,

guivant les puissances des deux constantes @, et w,.

Ces séries d'aprés le théoréme de M. Lixpsrepr, satisfont formelle-
ment aux équations du mouvement. Si done elles étaient uniformément
convergentes, elles nous donneraient intégrale générale de ces équations,

Je dis que cela w'est pas possible.

En effet supposons qu'il en soit ainsi et que nos séries convergent
uniformément pour toutes les valeurs du temps et pour les valeurs
suffisarnment petites de p, de w, et de a,.

Il est clair que 4, et J, sont aussi des séries ordonnées suivant les

puissances de g, @, et @,. Pour certaines valeurs de o, et m, le rapport

s

- eat commensurable. Les solutions particuliéres qui répondent a ces
'l"l
valeurs des constantes d'integration sont alors des solutions périodiques.

Nous avons vu plus haut que toute solution périodique admet un
certain  nombre derposants caractéristigues.  Voyons comment on peut
calculer ces exposants quand on posséde lintégrale générale des équa-

tiong données.
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f'-";u'-lf:
1
xr, = ::"'1” (P T r‘-_:__,:l. o, = {I.r'__,"tf sy g €,y B rn_l_._\!.
a
A L ST TR Ty s dislt sy my ., my, @, @)

cette intéorale générale,

Supposons qu'en donnant a @, , @, , @, et @, des valenrs déterminées

w) , wy . @y, @y, les fonetions oy iy oy deviennent !u'-!'lmlir{l:w.-‘- en f.

Pour aveir les exposants caracteristiques de la salution périodique ainsi

abtenue, nous formerons les seize dérivées. partielles:

e, i, dy, dw,
rfml g ||'.-.uI 3 n"ruI . n’m-l ’
il e ..I'_l,-‘ ..I'.l,-J
i, : i, A dm, '@,
.}.-I i, i, di,
ff.ujl_. 1 |.l'H_|_: ! |J'm._ ! J;u_l I
-'!.J'I il r rlr_-'_u'l IJ1.'|'_,
Pl n"l-_J‘ X ||'r71; ¥ ||'lr7!._ ! rl'g--_.'a
et nous v feronz enszuite
# a o i .| —il
m.l 0y, ffl_. & s , iy = 4 iy (L1

Alors —— par exemple prendra la forme saivante:
fllfJJ I |
1
i,

!IrlJJL

ayt £ a el EE il Ry gt Fiy
& Hll__f'_, 4 ¢ .f.‘._...f.- 4= ¢ ﬂ:-,_f_, - ¢ HI._IF__

les o étant des constantes et les @ des fonetions périodiques.
[.es & sont alora les exposants c':l|‘:1|'1|'-l'i.=.fii|||c'.~' cherches.

Appliquons eette régle an eas qui nous oceupe,  Nous avons:

. L " v
T, el @y, W

0y etant liil'l'.ltjt];1lll{‘ en . et en w..

[1 vient alors:

i, der, dr, e, od, e

di, de:\
% 880N

do,  dw.'  dw, do, " \do dw, " do, dw,/
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Les trois fonctions:

"'il":‘t 3 ”’5’“! 'E"_: lhl‘rl

de, de,
LE4

nl'u'l g r.i'mI rlre'ul JH-: r.l'm’ ..i'w_.

gont IJ!}]'E(]{I‘[LIII!"'H en w, et w, et par conséquent en f.
On trouverait pour -‘j:':’- et 4:}”'
ey i I'U_’
Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls.
Done, si les séries de M. Lindstedt étaient convergentes, tous les ex-
posants caractéristiques seraient nuls.
Dans quel cas en est-il ainsi?

des expressions analogues.

Nous avons vu plus haut la maniére de calculer les exposants ca-
ractéristiques (1°° partie, chapitre III, §§ 2 et 4).

Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca-
ractéristiques relatifs aux équations:

da; d dF, diy, dF, dF,
e P TR LA R - (TR 7 B e
dt |II‘I“ rII_FJ; i it eliey L R
pouvaient se développer suivant les puissances de (/u; nous avons appris
a former I'équation qui donne le corificient a, de /..
i{.‘tpl:ﬂlurm comment se forme cette ﬁqll:lfiun:
Nous avions posé dans le paragraphe cité
a'F,

w |||l..l'|1;_|!j. :

a'F,

= - - 2
g rlllllf. !FII“

17

[/ S

1
pendant que y, et y, sont remplacés par n it + &, , 0t 4+ @,.' O, est

Dans ces dérivées secondes on suppose z, et x, remplacés par af et ai
done une constante et Bj une fonction périodique de f. Jappelle b, le
terme tout connu de cette fonetion périodique.

PPosons ensuite:

= E"'|:£'":I| A "r"'.-‘r'-."l' ) = ';'l::{"";ll -+ 'Ir"’-.".'f"'.'lh

ey = b 03 + 0,04, ey = by Oy + by Uy

! Inutile de rappeler ici que ecs valemrs de 2, 27,1, , %, sont celles qui eorres-

pondent & la solution périodique étudide; ce ne sont pas celles dont nous avens fait usage

; ! : ]
plus haut dans lexposé de la méthode de M. Liwpsrepr.  Le rapport — est done com-
1

mensurable.

At mathemaiiea, 18, Tmprimd lo ¥3 eciobre 1880, Qi
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24

1 . . " - 2
L'équation qui nous donme a, s'écrira alors:

| 61— & €ia
| =y,
| L= €gg — "-‘T

Pour que cette :'*c|u::i.'|nt| ait toutes ses racines nulles, il faudrait que

I'on ett:
€y T &y =0

011

2 gsf_ 37

I'|| "l-’u[”;ll "1" 1‘JIJl'_-{“lI: "i" 'Ir"-_--_'("-_-l-_- = 0,

Or on a comme je l'ai démontré dans le paragraphe cité

nby, + nb, =nb, 4+ aub, =o.
[1 faut done pour que I"identité -:'.1:] ait lien ou bien que:
.:5‘ b=

ou bien que:

(G) wa (7, — anym, O 4+ 0j (3 = o,
Occupons-nous d'aberd de la relation (5). Si nous faisons dans la
fonction perturbatrice I
I, = -4‘I|I~ Ty = 'r'e.'l~ ¥ = HI" 'F' iy, Y = ”-."'l 'F" o

! deviendra une fonection périodique de f. Supposons cette fonetion
périodique développée en série trigonométrique, et soit ¢¢ le terme tout
connu; ¢ sera une fonetion périodique de @, et @, et il viendra:
- 1.5
Sl
2 e, dim

Nous devrons done avoir:

iil-lll.r' o n
(7) A

Nous pourrons toujours supposer que l'origine du temps o éte choigi
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de telle sorte que @,. soit nul et que ¢ soit fonction périodique de @,
seulement.

De.. la relation (7) devrait étre (si les séries de M. LiypstrpT

converzeaient) satisfaite identiguement, Et en effet si l'on admettait la
convergence de ces series, il y aurait une infinité de solutions périodiques

1 "
s'.ru1'|*{:r=|}mulz'4|:t a {JII:i(illl‘. valeur commensurable du rapport —.
¥ i|]

Si la relation (7) est une identité et si ¢ est une fonetion périodique,
cette fonetion devra se réduire & une constante.
Vn','ﬂn:-‘. ce que cela wvent dire:

La fonction perturbatrice

. etant lu'-]"ludiqluz par rapport i o, et i

¥, pourra s'écrire:
F, = XA, cos(iny, + my,) + ZB,,. sin(my, + my,),

les i, et les m, étant des entiers, pendant que A et B gont des

il iy Ty

1
fonctions données de x, et de =

OUn aura alors

q°

B fa AU R — - il
= S.I cos :Hsl{ul -+ e, i, ) -+ Sf‘.—-.,.

&2 { —_ L =
i ) sin(me, @, + m,@,),

la sommation représentée par le signe S sétendant & tous les termes
tels que
’ wom, + nm, =0,

et- A7 .. et B, veprésentant ce que deviennent 4., ct B, . .quand on

"’mlm_.
y remplace x, et x, par z) et ai.
! Fiw ] - ® 5
Comme les termes périodiques doivent disparaitre de ¢, on aura

Ar = e,

) iy 1N | Py

~-Ainsi les coéfficients A et H-.-.-

pt'.l'tlll'lm'!-l"l.u.' doivent s'annuler quuuuj on y donne i x et A . dea va-

du développement de la fonetion

iy
leurs telles que:

nm, + nm, = 0,
. . - . I
Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport - des valeurs com:
||J

mensurables sans introduire dans la fonetion perturbatrvice I des termes

saculaires,
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Il est clair qu'il w'en cst pas ainsi dans le cas particulier du probléme
des trois corps que nous avons examiné et quon n'y peut donner au
sapport  des moyens mouvements une valeur commensurable .sans in-
troduire dans la fonetion perturbatrice des termes séculaires.
Passons maintenant & la condition (6) qui peut g'éerire

(dAFN\AW, Al dF,

d*F, (dFNF,
\eﬁ.l"_,] de! " da, de, duda, \u.t-,) da)

= 0.

Elle exprime que la courbe

K (x . x) = const,

[ B St

i R |
Ty g Ay = digs

a un point d'inflexion au point , -
Comine cette condition doit dtre 1‘1:|]1]|]'i|.~ pour toutes les valeurs de

" i n
.ﬂ'lll o f 1h' J'I-.l qu E!t'll'l.'i‘-."*'[lﬂlld‘.‘l!f 4 un ]'El]_!l?ll'.il‘t r E(IIﬂI]IUII.“.'-'lH'IﬂJl'-'. la '."-Ullrhl..!-
b,
1

F (x, , )= const. devra se réduire i un systéme de droites
C'lest un cas particulier que nous laisserons de coté; cor il est
évidefit que rien de pareil n'arrive dans le probléme des trois corps.
Aingi, dans le eas particulier du probléme des (rois corps que nous
avons  éludid el par  conséquent aussi dans le cas général, les séries de
M. Lindstedt ne convergent pas uniformément powr loules les valewrs des

constantes arbitraires intégration qu'elles contiennent.

o
T o e

demonstration sous nune

de AL
gont ordonnées suivant les

leg séries LiNDpsTEDT.

v, w, ct w, et quelles son

périodiques en w, et w,

Des équations:

Yy — Wy = b,




LA &(’tﬂ,

T/ le,r..." tlf e

Ma< atte ey '-'t).r-rr-'_- o
"f{ﬁ'.l-_?'\ ':{r;‘ -.rﬁ_f. i':;_-r'::l-t

j.(.,.r bt
{4 ?r PR P é'»:;

| f{/rf::'r- . "{rfﬁ

Aﬁw-fe; fﬁv,g) -

{‘};.""I

| ,{rf:‘-"f .f, v

i /- v -;:.-lf‘.-;'.-'-

!

Dormec on jase

pind _._!J{I...: ,"/5}1). ;;f‘:- 5

s Lok F
Do ol aniste

LT L :-'!f.l' #1 Jr

.-'P--’ AL g

Eiielh

e Pigy I‘l" i
.y

ol

0l fq:_' o

i

¥ ) -r-.)f.?--n:

flu £ ':f Lt

L'I-__l"I ; Kl f(‘f’.;f ) R {"f‘x._ IJ.J; 4 {':‘J. # fJI _:\,-...,;'/ .-"{.»:—,_r-
1::1{:}’, :.'r').r }L!'ﬂ, ;‘(’ g fp HpgHidy /'”I"""‘ (r/;/:- {ecretad -'./;::-J 2

. flf'- Ae taid ¢l elife opadhi Lt I I Ehtyany

- L B Foar e o
i ol

Aerie

o
!

o ”Tﬂurfwﬂ:
({-) 4 ]L_f o Tt W "‘"_""‘_:' M i ;.:u.': Lagrn, A b u_ l,r'l P )
Gy '-{(r'

N ' wiialy

L ({J,_- r'f{ - lr{rf f{.}rp £ ;_‘..':'
“(':I jr-ur: o By sl fj. o A et -
ﬂ(r.' Ao e .-"{.'- Fer "(f / -t' A ST
f:.,n.-:.-

'.’.«'-t._.

&

o AL
J( Bpp ‘{:.?_, ‘Ilf

Ay (,: s

* r.:.-n' e’ . A

conati o, e

de 2 Kn f}fl-'f_/m'r'c'-ff-r = Mo 2

(d-lﬂ _J-crrﬂ

2= (9)
1!‘rr/r l"r._,.,-L.l. /’l!;ﬁ ({l_}f,.',‘_. ."'I'Irl




—

/ f -ihﬁxﬁ../ O Lerlinse leo 27z .—"("/A al f'-rf_ ‘/“‘f/ff 2l

5 .-'fl 7 ———————gfe— =
=L \-—‘—"‘I_'_._."- T} E—.__'
Jr':g:ﬂ P dion gp--2ip o7 AL .' L EFT.'.""-- ot IJ)T' -I) gy LB "- il i £ f':-' i, -r{-rf - £ ,r; f/‘: 'f/: L .rr
/ o ;) :
day—d b — i fie—y g
A w‘f;.- ; i S L=l
o f, " f ' PRI 7 L

F - ,

?,J-J—J_.’r I:!frf.. :--ff;-:,-'--'!i‘ '}—‘ -.‘:J’ o l’{ .llf-.'a.t ﬂ in JI & rf (-.--.'/l,rh-,_r. ('{'f :=fi X i ?-'r'_!,'fz'

I-( £ .J fuar { .-’!.; % o :.’ r-:"ﬁ £ g de "(_, ,l"l Lot g lpres L o~ - /' a ("'
32 / 'I‘."H.E' "]
P = counsh
LY
#"- "l 4 A, ¥ f’ A Fy T
i Le -I'/ i "ﬁj"-c ! ¥ ;rl J”‘;’ X P -“L:}' ed Rl N '}'( _r‘f/__‘ """?T
Jf.ﬁ .k}f}(.ﬂ.‘f g ?

(4

-E'.“ o ik {:_‘_: {'u.!”r-{...,f. I fle,"l £ ? Bl g7 rf"r M -ff Ciy Z artigy forid f’ sisckle . o
(e Ef Cag J;!-'-:fru.. F T | ‘I} e ey T‘.?";J ":K."}"-‘ '}"H’ prtay 4 Ay r’j(' _. fes e e e l/,r

bren o ; : F
1
4F dj; = ff__‘f__' d¢: , dF .J_f.- dF 1_ﬁ 2 | X




; o) Xy ¥, -y, J.f{,aj:[_l-r"; f'(;: J/-.;/f‘f:-ff:.':_-;/-r}.'_’

tf !' Ar AF d K
L R BN

=
B A e ,’ il {f{ J{(_l.’é Yeset o s ',-",, et misek: i, 7L4)( At ,-'«'!ﬁ}fn:f .q-e-'}-'ff f.-af P ¢ Aocie oy
2 1ok L_-",d'._. Mg Tit -.I ) (‘\. ."ll {

D ankae }*"’ e A p ot ﬁ ],-’ff) et e ()
" [\J TF\%‘ ‘-f".(o] + “‘_‘} ‘,r.-'”) 4 -—-'f—- ‘f-rfﬂ) o’ :,f Tfffr.‘j.) —0 ( telifd 5‘{)
-{—J-cn- ‘]F;r{{'.l)-fﬁfp :{. {r)-,i.d]; lf(’“)"‘ {}'{{_ Kp)_ﬁ.
Fe [ 2 ’
:!4:‘ ('—'—}4‘ [{fa) -+ ‘f‘f’ {j‘ {ﬁ)—,‘— 1,(( ?4&]) {I_ '..
Ve :_. : }':,'f".”r £l /r vl ""{r'“' ,r-'-ri-—.-f f'r—r--.-.q_&.‘ 1: :;...J..-:-..J./ 2l f\./r e .-“",' /:.:r
it swbpt & i ( /) e yob pay sat __,/,__J{r.fl _

(F) :;--.’{:-_}-_-rg;."(o) f7(c) = . (?) =0

{?I.: I"._z., j'” F3 )l .’rl;':-- Loan q At Z‘uff 1a| Cadulby 'h“é_ft..- fl' F‘f‘.‘:- '_I:.q#{ iR

!

?tfﬁ} J" :'I a b !%/‘” oty s o cle --",: fr-? wEyp o] Alrk a plewX e GaArp e =
Hgne—co . T .‘}

. r'-.‘:,f‘;.."‘.' P _--:;1-\-_)? .-rnf".-:.—

,{I Matay Ja TR 4.5 g Irf ; r; £q % f & Loy ':'_ll ¥ ‘, sg -'f’i,' i )l: ey .'ﬂ.-:..t L P 1";&, y & Ir‘-q 5 &.I{ ;’f, N })I'
1/{- & }'l' " fw'- (r;’ 07 | }':f wrta {Tf 2 "Haf/( f-{s jr e }-/"51 L ceateue jotictsiy rl;'rfi sols’ S Fe. 2
j"-'ﬂ‘--j-' L f'i‘-‘lff"' (‘iﬁ & olin T it S o 4'?'- i _}(."='f l,f-r ‘S ..;;f/ P PP g{. ;ﬂr/f Fo I } Lethintl: ol "’A,

!

Li L fff—’l’:‘f“_- ) I"-"‘ J_;. ,(’i__ g'r_'::--u |r.'l_-.|;
1 2o _-//_c o N 2 4 :
p:.ﬂ-‘ £y 2 ‘f g fm-r, [f':/, ‘ fl‘l'.-' ol J’I’r o 2l aw & f’ i’I.;_ fr f'{i{: ¢ f:'r."-"fr‘- £ {,' -"'{‘-U / F et
T, 2= T, =l 10
F,.- Gug Ot r‘{" i r .!Jj" H."‘{..; PR ! 1.'¢:.{i‘4’. i@ '-'e{‘.‘-' l{'-": LaE fd{:{:- ('f’t"r?.—r -+ (ﬁ- e {l.t: -
r ot } ¢ / ad

% Xy = i‘f} Ay = rf'?{‘f" ¥= 7’{{‘; hiope "f'.iff{fr"l- . _
!f 2 .__Ill'f_-.._ i f.l._e [/: T PO ; ]{ "r_r, [r x Foa 1] ‘l"/r(,. ] f{f? : l} e : i r‘fd‘-’ Irg- lf:_-. _-’ar’-..?_r'eﬂ//!\;’_’-'.l ;'{:f‘-',f_
(Jg -"I".' j-q-'=l":r'l_'- T - 1{--—---1. (CLillr R }'-l - {e oty e Jr = f/"-(_/fl.:. r"' -"--'{f— H:' ‘; "“'*'rl-ag'__

. ;‘,"__r ,'{r..' A [, S e ;:a:. -"f.{",.l:x /J'.L T el |d_-;--' .’)r Etn @




7 ,..f’ {/ / J Frag
A

; Ad¢ dF _d¥ dF ~
‘{r: Ax, dx,  #A=a, AR,
f.-d ~‘.f .f('I_'.' -'- r?r.'u' E-(.: FY o 8 £ LE e o ﬁ“ v .-fl i ) .-"f‘_, "Irrj e I’,:'I‘ f-fion .1:“-" Ly f‘?‘l S ST /“ o
o o /(_,J t P o ol 0 2 N /.--J"fff o g s X ex L fol T ; / P

r‘f fu-}l;u By o 1"(.', /1 1;-".1 /,c Vg a0 gy ((\ ;‘,{r'.-" fr,:'=r o f e f /)‘ et - /hﬂ{m'
==2
§ _ dp A

e f( = ;Lf_fv-' =7 Wt =
— ] = 2
m £ .JIJ’:“.!’ . |f (N Eidsg i Je -.".' F A t'-“‘- £ ol Ly b i . l"..r.‘ [ . = :_—. ) i AR » % f
Em 4 / Gy phliiody e Bt long et bs

4=l 1), =l 1), =50 ) = (G
de (’?ﬁ. Jl.{c-; .'f-r; ;T "/‘,.‘-f""rr oty -'?."' e oy e .‘f-f,ﬂ;,- sl oy gyl Fy }k"‘" £ -'-'/-.‘ J-

A gnand P losdoand veyy 0, Lly G ileord spcctivenint vy

;,-;I £ 4

o - . . £
ﬂ‘_, 5 ,?:_,_ }lrf'q;.-e::” :I-:Jfa{-_‘-:w_j.

(.3-'1" F X}o £l i _f-{;,f 3 r-,._-‘-k)j,. ,';_’I-r f:;!‘tji;_r ,;....' r,r‘_ Fo f e et PR W T Lfe o ﬁ"‘; ed “-_c, -"'J:r--f-,
I‘:I‘.g_

A § o . ’ 5 £ a2 5 3 4 3 e i 3
(24 .;i. & '|'-.|H(" '-'If"_l.-’.}" s _,?f_,f___ i f/ -, ( f o < cn FEY PR ) f; .IFJ”) Ir.'-- L e e s
A agana
gf[‘h (Gl el 1)y (6 p), o ﬂ f;} =C

ﬂ .o .L'.- réif:—--.'f‘r....f'. L{- LfAg b o ..,.-,‘J.;fn .u'lf e ff--i'-* (7T 1?'“: 1 ¥ "{"I"'*‘_/ o e ’.‘Pﬁ—-"*ﬁr‘}
{Qﬁt f( .I'.- ?-: -.q.,.xfu'.-'.' 2y (x/f-.~,:, t; Calio ﬁf"‘f er p /"&)

[ ( » J(‘ ", B + T, ; ny £ o it 7 I ) wa kit B
Mas o Lim conpirlidie . sgplina quceleony

A = :
.f.:r_,:-wﬂ Lige J:rlfl.'-..‘_ JH.-- £ {'llaa’jr« S --{‘.‘:)_:f/(.‘ ?-.—-‘ f;n: vrerm o &, (J’-? L) r‘;t-?'ﬁw"-'-jx.--'---/--'%'

S

; ’
o ({_'-.\, B I - e S 2y #2 Joenria Koy,

= i - . Jr‘
4 Ly J-’_-lr‘l-.1 y SEPEY L R P llfl—l'{l'-.'.’-.”l'. r_jf'l!‘( -|’f‘:"

?‘i] td -Pll_n & st ."'-r.f" e B ] '_f:{' 2 JATEL '-'--"l'r 4‘--#’" B I|'FL",'.‘_\-_-.___. .f:l-"'""-‘ﬁ""" II' (; .r"“ﬁ-I i .-"r ;

!

Hi—f—?“‘ = :ﬁ.-ankn_ { K l'-'f/-"-'/I
N,
-a_:_ﬂi—i-w_—r(‘fﬁ ML—W} + 455
", I +W = ,"’; + 2 Kf.ﬂ (1[1; I“"‘)

& o o)
(l{;wx-‘”'}"f 5’1) =
(Pr—las” E Feewd oo in .I oo Le s J..---r"rzﬂ-)-f-- e Ae ;j_. ’ -""/!v""" ede oy et , entinr, K (,f
a8 o - - £ . i i
Klde tille fupr qus b difftna fy — 4 got=ple pelile in onlrus abalegu 55
1” J"‘I'f Y Fos prutdy {,-f;-_z)-_'.-;';_f .i!;" & "-..‘- A ‘/.‘f-"'- S {: L3 Lo s v ﬁ" il

¥

"lfl/-{ I¢  Qitpgy (J‘ Of vk f{ o Wl fale H, et de Ky g V "f'ft c‘f.. ; f‘f' grid -u: [ =7 P a,f-'-"-.r_

/
= fa. ,'d i e ; - : o 4 .
i v T J_,. I-C e fl .-ﬁ.:"r }r,,;; i S W T & I-"r_., i }'I 2 j’ ,,-,.",__, - s { 'f ¢ f" - _,"4‘;1 If":,-_ = -.g’.-.



s

| 7.9 j 2

ij.cm c.;n--1,r_':;=-.~'~f e Foud -"fﬁ-:-_e_ Ll tyr [ ; -.H/f.wj.;.t«_ ) B (:ml{, ot Xy, Ry i e’ Yy
L] j‘«#n 1Ak E!".f.-:!--:u-f.‘.‘ Lda JI*,.i;-f fi.u-.ﬂ_ ;"{'f e !’; el | (;/ ;.L' g (&//,(r he fan, A :;,;.,-fa;= :?...: O - LT ﬂ”-‘ra
et ‘)‘?-il‘.’"'l f‘ /‘r.l_;,f f: Mt A seek, flll"“-"a---rt’ 4 /f’h ¢ f; e f 2l praa f?ﬂ(l} 1.4 {/f:‘ Az a s,

Ef‘éx l'..f.(j_'u.‘_':?l.,g--."--.! f.{?fﬁh, /r.“:o‘.

Gl pomile | com ﬁrrff_@_ﬁﬁ
R/ e (P,-' f“)}
f}udﬂf IJU MW #| - ¢ Fx fH ; r.' b !, ?'«’—/—I-ﬁ—o.-.ci_.:;_ Y. .4_,7-___"'}1 i {'?"_}.r {: .-/4,(;-1.-. > (,: i
-,-r-/- fiors fL.f?.tr__- .' i
i, dfdy, , df dy 4 G, H1
ol

f‘,u Ax, A i f’d, rrff + oty #
Cle wldirr gtna grnct Es Jodte cnlie b por

g

et
s -

,f-l =1 : J.-:'r x )c; 4 x? - _:(:" / y,_" , ¢ L m‘f 7 :’7 = 7'-’_..‘" + T, .
Mﬂ,{lf -} ‘?ahfd_ by dl' f‘ 5.[,-.3‘ a4 fl; f ~ g {L-.-—!“ ;f” ey A -,.l" *!-! L-._!Z;- = /.-”_1 o _-.g_;_f_ :‘?-“ e f )!_) .,-.f';".? {,J‘('_-_,
ju-‘-‘-? I:"d‘d-}.{f‘{.ﬁf et N % x f’ i 1 gé) ,.-5:' o olon

_ 1"

:I‘.&T’--ﬁ ||P = CI; Ay = .l'-n ! :;f H; £ T ed—on & Cort {"1{.-7.-. A fr’J'r'"‘"':"ﬁ'/é'g? -‘fl’ﬂ::/ '{;_f"'m.

‘: - £ ; !Fl-.-t-.:. and fenet Tr =&

|I l'?‘_Ifé ‘f gt / g ';Hd- ; f‘ . le £F C{; -ﬂ--.-fir‘y
tﬁv_ .':"._:c,-—nm...._rﬁig 2ead /“I{F A T TN R e ‘?- o] -,{!,4 T il o ;L ol pevee fﬁﬁ//‘ vt
appent A, fot s

.Df"'-(' J-ﬂ" 6’ fu’l' fg,_f- ,_rl,fr r-j'a-_t-;,,_r-w_.‘ Jr‘“'{%;- (J( J{- F}r.-.l.,-/'c:r-. (.—-r') Zos it

/{" 2 JIK{(.-E B A f‘i,r.

i i . A

.h Irﬂ.‘..'; P I_fﬂ Lo 3 JE ol HE’,‘! oL /41 e i-xf F{I.J{ ?..1_1’_ d’”\ A By, f{r_., (.{’({',.I._ .(f I" n_‘,i#

1.._ ?,J_’}: fi’ ¥ ,(‘{ :..__?{ ,:I B r{‘:; P 6, ‘f‘ .'J' F Ja i Leryy ; jj..._ 3 )‘.f; ] r‘f: LM -I'{(

"-I fb’rm 2 ;1 { e ;PO TP n—n-;/’,;.r:.a.k:- — e _?;-,ur ""'r/{.fr £ {.':,.an, o A -”:, = e Ld—, l!(, PR

1 F
f;j:_.f_ F = 1'()-11?-!-.:
? e‘\||'r r;f f{fw ?;-._;L CLy g,_;,w.-; .f.“?-x) ¥ f:-!-x‘ftff_-.ﬁ ’ﬁﬁ._') r”f"~1f-f/'-|f: !'--:‘_,;r'-"ur:, ,;a" S A

/ A {“g e {/} cuived ’]|JI.4' f:'f # . o—rd /; o ﬂ’:,l‘.r_:r-' Cq g et /;'rrff‘x(z.- Sty J/-,_‘é'r; R u..,;_{{,,&w‘

s

F. "/‘:jir‘_,:L

i

F.

I’l ‘}A PN Fon {‘1 1'_" s & ."C{! ] .JC.‘Ir 4_',':; {/ £t -'I{! f”' | -

Ej C_J e .-:'{";_‘ {‘1 PRI, ) .("rf?f) ,-.{l' {('; "oy R . é-j-"'*-f?-;- f-:;. LRy & f e !'x::ﬂ'-'*(-, o -A -1{!--.5 JZ-:‘;- }&-l/
T , Fe e :

'! ,-f'.-!"-.r’f.'l-:l}-"*-'t f-.‘- I:'If ot ‘7"&:-”5' P :'-‘.-1‘.’}}_-' r?-.f-:l bt =..-/;H ( X L. .r' 0 g ;F,r el - ) }h—d-cqa
{ : fod i rr wrm -r- £ o g f : ;0 A

} &5 ’},.p- wdss fe3 va {t D g.ffl’_ ‘,I/.r e A‘{ 7 2 £ ’;_,_. e !C/:" Ay #/fﬁfkwtd’- "Jﬁf("f::r
f fi/_,( .rf .;builf"'l L X, }-'L._-:r - el fo—:-. Gl A t;f-,-:u.er-- iy /,/_.-’_1’ Az _{f&,“}

I! ol i 'i‘ o :_I||IJ'I" i :.=_. :

gh (3.4;- c?.:-. £ _r? o :_!___':- .-'{"'— Mo ﬂ:;t .? L I d{éf/.l/m.-,.r .-;_":'.; ,}1 {if/‘_: it [/:. ) ) .“_(.;- }f- '.'rf,f-,:f:-:”r

(44 Jé_f’:a::—l ("?'-'jfx.' M *r f; oy r( e {-'-) f.l-! ,-r_.f?.(.::“ﬁ,rq?:.x gy ..f'{'\f-'. f.?_.f fff Lt /‘,!/ng-u =



-—; i I',-") . {I!; I / )ff b it

} A f;n":.. f 1‘4;,.. foa ._H;’ﬂ (;) {&.) ;( ) M o5 SOy, R j/(*-,f

iy ."{:) ‘Illjli-"‘l_l [y | -:j, il .'I.'} fiaa LR . .f. {7, f‘ Ly |II r B ? i ' iy / (/ dery A f‘.‘.’./'.r, 'é-, P, ot
I"r’-'}‘.I f .'“T'"f E:- C;]" a r"“”" ff}J £ E'r':-f'l. ll'r = J by oa f.-.:" I UL B Oy bl R, r}-’j‘;_b ‘.‘; v "'“:'.."]

f' drh L oK
”" T4 C-’ 1 X '{::n 5 2 -"l D ‘ F: r— ™ ak g " a 4 : --'.-'
A (- Jer .15 o oot ;g f g Lt

_,-? i 1 ] ‘f{f; o :,—'" o L] l/i,_.lu_,. I.f') r_J.."
! e Ll L g fedrael '7"1-{ {)J ¢ {’ e frm gyl r'ﬂf -'(: ke g r’{"l' -’r’fr‘ L f“ {‘/f 2026 4"? m
A

2. _{_t e ”‘ o iyl

Y Fer (‘ % .-ff._ j
qu' 4 _"h""“ '.( oy ,{H’,' fdag, ff .-,f‘:-,p}; ;t: /(I{U jft e IF;?__ tod £nitme 1’11Ff‘: "rl.: -
1 ?

s ."J o G fl:.':ﬁtl; PA Gl B }xl,{/)r
i,’lrl O f"r{ Ak Elbe Coban, 8 { s .f-“.{.'zq‘:;-g :};-.a 'f:{"l(; M et lr:--(‘l:'/;f (2 Fl,f”q' ,n‘f;;--‘_:, (é)

=,
-
.
oy
o
¥
-
-
B
B
-

E M ,"";J_.". LA ot ¥ f,: Ear. 2 & f,f_: {;J Jr l| dE ok ;‘ﬂ 46 ".:'Vf{'r' pra, fi'; {: /, l.-""'Ji .-,,‘/

.r“,'r(ﬂ)':: ?’ ,"'(J') 'x ()= ;g"jf (e} =0
rE'.-'..ir "(-;_.‘u_ :.'!;‘ ,f-,(’},}fe’(“ (,‘{) ;.\,.11 .)ﬂ{ /(M(; .1 4 ,11'.

A4,
= ¥ =
3 : wt_y  Je (/J/.e".

L f.;’l o .:'f'--:«‘ gt I'.I i ?‘. £ f“j- £ _L'-‘ a E‘?"’ J ALy

Co R




158 H. Poincard.

V.
CHAPITRE 4+

Tentatives de geéneéralisation.
5. Bklirs die 2 copv.

Est-il. permis” d’espérer qu'on puisse étendre les résultats précédents
aux cas ou les équations de la dynamique comportent plus de deux
degrés de liberté et par conséquent au cas général du probléme des n corps?

Clest possible, mais ce ne sera pas.sans un nouvel effort.

Je croyais, en commenegant ce travail, que la solution du probléme,
une fois trouvée’ pour le cas particulier que j'ai traité, se _E__',l"m" raliserait
immédintement -sans qu'on ait & vainere aucune difficulté nouvelle en
dehors de celles qui sont dues au nombre plus grand des variables et &
1'i1ll}lilﬁﬁi].11|IT&E d'une 1'L:|:]‘(=Suhhiﬂm1 :TL'tI’U]IlL::TI'iIlHE‘. Je me l]'nmpuis,

Aussi crois-je devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles
qui s'opposent & cette généralisation.

8il y a p degrés de liberté, la situation du systéme peut étre re-

présentée par la position d'un point dons l'espace & 2p — 1 dimensions,
La plupart des conclusions de la premiére partie sont encore vraies et
n'ont & subir aucun’changement. Il existe done une infinité de solutions
périodiques reprédentées par des trajectoires fermées et se classant en
gtables et en instables, on méme en catégorics plus nombrenses, d'apreés
la nature de leurs exposants caractéristiques. Il existe aussi une infinité
de solutions asymptotiques.
_,_:_"I'Jlﬂl-l;ﬂ-lﬂll]t’: des—trajectoires asymptotiques relatives o une—mémetra-
jectoire_fermée instable forme une multiplicité a p dimensions; il me
semble trés probable, quoique je n'aie pas achevé le caleul, que cette
multiplicité est fermée (coimme_le sont les surfaces agymptotiques en-
visagées dans les chapitres qui précedemt); Jnais comme elle n'a que p
dimensions, elle ne partage pas en deux ou EJ-l-l-t_:ﬁ'C‘tl-i'..:;__rl";;iUI'ls llg_'_llil_};lt'g_': a
2p — 1 dimensions, car du moment que p > 2, on a E-}_E-—hl__}‘f_f_} + 1.
——Nous—nepouvons donc conclure i Ta stubilite: =

—

S ———
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thy en a une infinité qui sont sillonnées par une infinité de trajectoires
fertges représentant des solutions périodiques. Ces surfaces ainsi gon-
nées har des trajectoires fermées doivent étre regardées comme dés sur-
faces aswnptotiques dont les deux nappes se sont confondues.

Il ex¥te done :,'u]*htlumnusil‘ des équations différentielles € la forme
des équatio?dy de la dynamique qui admettent une intégryde analytique
et uniforme, Mais cela n'arvivera qu'exceptionnellement ef/'on peut dire
que l'on ne rebgontrera de parcilles équations que sifon les fabrique
tout expres. RS N B i)

Il est aise de Yoir que ce cas exceptionnel pe se rencontrera pus
dang le probléme desNgrois corps. Pour qu'il s¢/ produisit, il faudrait
en effet que la conditiolNguivante fit remplie:

Soit

A ey, 4 mgy,
un terme :1111:.1::.(:1“'[“: de 1o foncxon pert atrice (.r‘l -.'.'t'.ltllt fonction de xz
et de @, et m, ct m, étant des en (ers),

Il faudrait que A sannuliat towteddes fois que U'on aurail:

dF, N

W "

., = O
tielin, *d,

ou du moins que cela arrivay/ pour une infinNg de ces termes, & savoir
3 e a ' - w o &
pour tous ceux ou le rappdrt —* sernit compridhgntre certaines limites.
m
L

Il faudrait que tous/les termes de la fonetion péglurbatrice disparus-
gent an moment on ils/deviennent séculaires.

Or il n'en est fpas ainsi; done en dehors de lintédgale des forces
vives et dans le gas particulier qui nous occupe, le probidge des fyois
corps wadmet pay’ d'intégrale analytique et wniforme.

Cela monptre en méme temps que les séries habituellement etployées
en mécanigufe céleste, et en particulier les séries de M. LinpsreEnr ne
sont pas gonvergentes, car leur convergence entrainerait Pexistence dwne
intégralé analytique et uniforme.

Ainsi se trouve confirmé un wvésultat gque M. Buuwxs avait obtenu

ppf une voie enticrement différente.
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___Im-'-_diﬂ'i¢.111t:'~.s_:1]_tc I'on rencontrait autrefois-en méeanique celeste et
qﬁ?"i’_ﬂki'lninivnt a la éonvergence des séries tenaient, comme on_le-sdit, 1
h la pl‘&é@i‘m&_d_g certains petits diviseurs; j'ai trouvé le moyen de tourner
ces difficultés et st ce qui m'a permis d’arriver-pour le cazg de p =2 !
aux résultats que j'ai eXposés dans ee travail; mais un obstacle annlogue T
se dresse devant nous deés \1‘1‘11;-_._;: > 2. Si en effet les.anciens petits di- 4
viseurs ont disparu, nous |'1.~11u:§f1"i'1uq\t:‘ de nouveaux petits~divisenrs qui o ﬁ
sont ceux que jni appelés (5) dans le §-5 (1" partie, chapitre-JII). La il’ Lt

difficulté étant de méme natare que celle qui o déjh été ‘.':]-Inl‘]lt‘_{“ on

peut -espérer que des moyens analogues permettront d'en venir 4 bont,

<mais_malaré mes—efforts,Jo—r'ai-puencore—tes—trouver———— .
Jai cherché également & étendre au cas général le ealeul du ' %
il prrtier—ehapibre=te cn laissant de coté la question de convergence

qui ne pent étre regardée comme résolue que dans le eas des multipli-
cités asymptotiques 4 p dimensions que nous venons de définir. Les
séries qu'on obtient de la sorte peuvent en cffet, méme lorsqu'elles di-
vergent, étre utiles dans certaing cas aux astronomes et peut-étre guider
les géometres vers la solution définitive,

Sup[mslms trois :]ﬁgw'-..-: de liberté et reprenons les t"tiu:ltirjﬂ."\ (1} du

] :
-}i{#mﬁdmngh faisant les mémes hypothéses que dang "

oe Ir:li':lg'l‘:'l'lth‘..

Cherchons ensuite troizs fonetions de

iy Yy o Ust

z, = O, > -"":|:]' 1
e M T T
2, = Oy ¥y ¥ ) P
. . y . 1
satisfaisant anx équations:
e AF de, dF de, dF*  dF .
L < s r —
dy, di, dy, dz, dy, die, di, S 4
dax, dF de, d¥ | dz dF  dF X
s L = 1
dy, dw, ° dy,da, * dy,de, * dy,
dx Al de, dF | dz dlf d i -
i Lok L " L
iy, e, ey, da, dy, de, ey, 1] |
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160 H. Poincard. ;
ou, ce qui revient au mdéme, anx éguations:

P J_ﬂl . da, da, dz, e, ¥ die,
et dif, AR -_F?I ! r.;'._-;‘ a|f_r,'|’ ey, i Tr,r1 5

xlﬂl_-‘; QIITHEJHEKW'HTIS [llll‘: ,f'] 3 -J'.;1

puissances de g on de . et t;ﬂﬂ pour p = o, elles se réduisent b des

constantes z] , @y, o4,

x, peuvent s développer suivant les

Nous poserons ensuite comme plus haut:

ary -

.nrH_‘
= — ¥, =

ar
= My S
it

T il

da’
s Si entre n,,n,,n, il 0’y a aucune relation linéaire h coéfficients
entiers, on peut développer x, ,2, et x, suivani.les puissances de_u;
chaque terme est périodique a la fois par rapport & y,, & y, et & ¥,.
Mais il g'introduit de pefits diviseurs.
Si entre n,,n, et », il y a une relation linéaire et une seule &
coéflicients entiers:
o, - w4 moi, = 0,

les caleuls peuvent se poursuivre absolument comme dans le § 2.du
chapitre I. Les trois fonetions x, ,x, et z, se développent suivant les
puissances de i et elles sont au moins doublement périodiques, je veux
dire qu'elles ne changent pas grand y, . #, et y, augmentent d'un multiple
de 27 de telle fagon que my, + my, 4 wmy, ne change pas; il y a

encore de petits diviseurs.

Il reste un troisiéme cas, le plus intéressant de tous, qui est eelui
on il y a entre n,,n,,n, deux relations linénires a cocéfficients entiers:

N, = fig iy o Wiy, = O,
it - man, -+ mgn, = 0.

On peut alors développer 2/, . et x. suivant les puissances de et de

I 'l 1 1 L] Vi

facon que ces fonctions soient périodiques, je veux dire qu'elles mne

changent pas quand g, . et y. augmentent d'un multiple de 27 et de
[ ] v M R B =

telle sorte que m,y, -+ myy, - mjy, et oy, + nigis <+ miyy; ne changent

pes. Il n'y a plus de petits diyiscurs, mais le calcul de ces fonctions

n'est pus sans eertaines difficultés,
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\ En premidre approximation, la détermination de ces fonctions dépend
- de lintégration d'un systéme d'équations différentielles qui ont la forme

t':mr:rﬁilu:\ des I;:{L1E:!|Il['!lll:\-i de la el_','nrmﬁflm}__ mais avee deur degrés de lilerté
seulement. Dans presque toutes les applications, ces équations dépendront
d'un paramdétre trés petit par rapport auquel on pourra développer, de
g maniére qu'on pourra leur appliquer les eonelusions des chapitres 1 et 11
i (1*™ partie).
Dans les approximations suivantes, on n'aura plus i effectuer que
des guadratures.

Ce n'est pas tout; le probléme des n corps présente des difficultés

I' spéciales qu'on pe rencontre pas dans le cag général.  Sans donte ces
difficultéz ne sont pas aussi essenticlles que celles dont jai signalé plnos
haut V'existence, et un pen d'attention doit permettre d'en triompher.

Mais jen dois dire iei ‘k”‘\l'l"{"‘t maots, ot
Dang’ le ]m:'ln!:'-mn des n COrps, K. ne [i:'*|:l,-m1 pas de tontes les va-
h riables lindaives @3 par conséquent, non seulement le hessien de J, par
Jf rapport aux variables x; ezt nul, mais le hessien d'une fonetion arbitraire
il de I est encore nul. (Cf la note an bas de la page 103.) Cela vient
i du fait suivant: si'p = 0, c'est & dire dans le mouvement Képlerien, les
! périhélier gont fixes
Cette diffienlté nlexistait pas dans le cas que nous avons fraité (1
§ exemple, § 1, chapitre 1, deuxiéme partie) parce que nous avions pris
' pour variable, non pns g longitude du périhélie, mais g—¢.  Elle
‘, v'existerait pas non plus avee une loi d'attraction sutre gue la newto-
| nienne, :
Voiei quelles en sont les étranges conséquences:
& Nons avons vu qu'il y a denx sortes de solutions périodiques: les
solutions du 1" genre, dont nous avons parlé dans le chapitre IIT (1°
Emrﬁuj et qui subsistent quelque petit que soit g, et les solntions du 2
oenre dont nous avons parlé dans le t': 5 I:t'llfl]ﬁh‘l’. | el iHli‘lil!) et tilﬁ
disparaissent I'une aprés autre quand on fait décroitre p.
| Dans le ecas du probléme des trois corps, 8 l'on fait p = o, les
| orbites des deux petits corps se réduisent b deux ellipses Képleriennes.

Que deviennent alors les solntions peériodiques da 1*

oenre f]li:'l]'l{l. on
fait p = o? LIn dantres termes quelles gont les salutions |J:'~|'ic-+“qllq*==

des éguations dn mouvement Képlerien? les unes :-nrrvsprmdmi au eas

Acta wiathematicn. 18, Tmprimé le 17 octobrs 1ARD, a1
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ou les deux moyens mouvements gont commensurables. Mais il en est
d'antres qu'il est plus malaisé d’apercevoir et sur lesquelles je dois insister.

Si p =0, cest que les masses des deux planétes sont infiniment
petitee et qu'elles ne peuvent agir T'une sur 'autre d'une maniére sen-
gible, & moins détre & une distance infiniment petite 'une de PFautre. Mais
g1 ces planétes passent infiniment prés 'une de Pantre, leurs orbites vont
étre brusquement modifices comme si elles s'étaient chogquées. On peut
:]ir‘pnf-:l-r des conditions initiales de telle facon que ces choes se ]prmhﬁ-
sent périodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui
sont de wvéritables s=olutions ]u’-.l'ilu!if|1u’.-,: du probléme du mouvement
l\-.("irh"l"lt‘n et que nows wavons pas le droit de laisser de cilé,

Telles sont les raisons pour lesquelles j'ai renoncé, au moins momen-
tinément, a étendre an cas générnl les résultats obtenus. Non seulement
le temps me fait défant, maiz je crois qu'une pareille tentative serait
prématurée,

En effet, j:‘. n'ai pu faire encore du cas EJ:lt'ﬂt:th'r méme .‘l'Ll_t!l]i’:I j[*
me suis restreint une Gtude suffisnmment :11}]r|'q+E'nr|.[|'u,'. Cle n'est qu'apres
hien des recherches et des efforts que les ;_rg'r.qn(-tt'm: connaitront p.unl.]ﬂh-.
ment ce domaine, oli je n'ai pu faire qu'une simple reconmaissance, et
l{llli[:i 1,. trouveront un [l'i‘['.‘lill _-:f!]it]t' ||‘ul-| 1]-. ]nui,-'-‘:-‘.l"“t :i.ll.‘lzllll'!_"t' J‘L 1i1_*

nonvelles conquétes,

Mai—ruifi—
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