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Premiére partie

Généralités.

CHAPITRE 1

| ' ; " -
. T L= . '] A
Alotatians WY i i I R L LE S Cicke”

__.f]-"l'd":ﬂ|d' --'{i J:."!n-'l:-l"l'rl".-iJ

Uonsiderons un gyseme d'éguations différenticlles: 7
: - T T 57 Bl s o it

I
. i
o

i l'I. - _:'l. 5 . ; Ly .1,“. IIIF'I:--.-..';-,_,I_

o1 représente la variable indépendinie que noss nppellerons le oo pe

s o - lea fonetions Imconmues, ou enfin .".':. ."l.., i ."'._ annt cles

fonctions P R .I.
vitlonrs réclles de e A

L\.. [} & - T ¥ ; i T ¥
1 Lon mivait intdégrer les eqquations (1), on pourrall mettre e resalin

fonctions donmées de = SR ¥ MoiEs iupposons on Eencral que les

Al .|'|.||_l.'.'|-|'|-'-\. “L i:'n'_'|;|.-. i-..|||- LELIVEELC] ||I-\.
- —F | "
i | mbsoration sOViEs .|.-||--_ {armes |||||---'|||'_|--\.-, LT I...|||r_||: Errire:

"I_ ¥ "I., PR "'_ ||l"\-|_l'||.|||: |z SO EILENTES .i'i|_r.-|_r'|-_-,‘,iu|_.

L |---'.II'I'.IiI CCring enoerd, on résolvant jar rapport 8 ces constantes:
ik




H. Foiscsrt J'I'r

Poor éviter tonle eonfugion, nons dirons que les equations (2] ropre-
gontent b sofwiton géndrale des dquaotions (1] & les constantes € v restent
arhitraires et qu'elles représentent une salinfion parficalidre si on ¥ donme
anx 7 des wnleurs I!LII!I--I'i'l'—Ir-. Woad direng o nobee part que dans les
caquations: (3 Foo Fooooo o FL sont n indégrales parfionlidres des dquations
1 Lie eone dee mote safufion of infderale e trouve aimgl enticrement fixe.

."ill_;-|lu---|:-' e I"of conmniess one solution jl.lrlf-'ll.]i-.':'l des -"qli:lri-ﬁn'

{qui 8 eCrirn:

b sl . A

NET 'I'\u-'.|l L4t .Tnlu-.-l_-r .|'l'}||.|i.r |4'- -|.:||r|:|'-\. |-;||ri||||i|'-n--h ||| I:. I|III

different peu de la solution (4). Pour cels posons:

el prenons pour nouvelles fonctiong inconmuwes £ &
lution g I m vl ctudier differe e de 1a eolution =
fres petits of nous en ponvons négliger lek carnés.  Les équations (1)
deviennent alore, on négligeant lea |-l|i-::!|.-'--- REIH rionres e
X, d X, .
=

'l'|‘: i r,

L] - - &
Dang lesg . dirivées <=, lee quUAntifés =, , %, ... o T doiveni Jdfre romn-
1

i"l.“ TR E._.r :‘-. ' TE] . v Fa e snrte ||I";|- 8 'II'|'|'|'I"'l- ]'-":l'-'l Tl
e r.-_-.r.||-|-.' O I .. Cions connnes oo r--'|'|||-

e --.!'I.Ili--l.- g .'\-.::|||=II Horont -les FOMTIRORE AU PRraTLMN iles LR
fnns i L0 veat .|||-I !l“-| -'l|I|||'.|||:'|- imx '|:||'i:|||l|!|- FIRTq L Ilrlr'llll'l'\-I

[.lu— l.'l|||.: | 00Nk |!i!|'- ||.'.'.'|.III|_.'||'r'.- |-:-|'-'||II|' les |r|:1l-'|--- r et

en nombre pair n = 2p, #o répartisant on doux sérics
.

W les dgumtions (1Y ponvent o

el gne les agunteons 1 Ju.l.|..|I. 5

da, dF
T R
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Elles ont alors 1o forme des dquations de la dynamique of nous dirons,
8 Pexemple diea ."Lﬂj;].'ii.ip que le systome d'équations (6) compaorie p
derrds de lilarlé

D emit quéd oo systéme (6] adinet une intégrale dite dea forces vives:
F w= const,

of qua & U'om on conoeil p 1 mutres, on péeak cansiderer les dcquations
' . ' y
-I'||.".I|I.|I!|ll|_-. "WREANAI L |_|.|.|:I[I||'1-|'II.I-I':IIl |r|1q-grrﬂ'-. .

Consldérons en particalier lo ens de w = 3; nods pourrons alors

s, ot ® comme les coordonnées d'un point F dons Iespace.

g ] rl!!'r .rl B

Les équations:

i o X | X | X
i3 i L i 3 i =
difinissent alors In vitesse de oo |u|'::|l F e fonction de ses coordonnées.
Congidérons une solution particulidre des équations (1)

r, o= (1), r, o= e P gt

Lorsque wous feroms varier le temps £, le point P décrira une cerfuine
courbe dans l'espace; nous lappellercms une frajecisive. A chagoe so-
lutian Elur[iruli-e"n.' s -e"l|u:|.'li--ll-'- i) --nrn-s|-m|=! done une 1I'|l|_"|l.'l'hl:|h.‘ et
peciproqueinet.

Si les fonctions X, X, et X, sont uniformes, par chague point de
l'cepace passo une trajectoire of une sonle. 1l ny o d'exeeption que s
I'une de ces teots fonctions: devient infnie ou 2 elles Sannulent tootes
Iea trois, © Les points of ces ens d'excoption ge présenternbent gappellermient
pditts wingiliers,

Considérons une eourbe muuchoe quelcongue.  Par chacun des points
de cette courbe passe une trajectoire; onsemblo de ves trajeetoines o=
ptitoe une surfnce gque Jappelleral swrfoce-tragecioire.

Commea deux lrll.j.-.".i:-irl'.—: miE pouvent s couger GINLGIY  dE |mir|1.
'-'il:lglll!l_'T'. A .-urI':n-u--|r.ijrn|.--- -:l_'ui o [eRgEr ©h AW |llli||| .‘-'.'II:"-ll'-ll:'r“
ne peut dtro coupée par sucune trajectaire,

Mous aurons fréquemenent dans la suite n none occuper de la gueation

de ln stabilitd. 11 v oora sfebilité, s les trols quantités &, ,c, ,®, Testent




12 H, Paineard &

inférigures & cortsines limites quand le temps ¢ varie depois — 00 jusgu'a
4+ oo; on on d'outres termes, si lo trajectoire du point J* reste tout
entiere dons -ane région limitée de Pespace.

Buppsons quil existe nne iut‘l‘nrwlrnjur-rrﬁn- fermes &5 cette surface
partagora !'t'n|l||.|'-e'. en deux |‘|"g'i.la-rnir Mame iptérienre, 'nulea oxtécieura.
&1 Adoime ll'lljl'l:'ll:i-lr\'l_! nge ]:-nllrl:u. iR drlllli,! 4!:'- e r{-gii:-m: 1|.|1m. ]-uurn'.
51 done la position initiale du point P est dans ln régioh intéricure, o
point ¥ restera dternellement; sa trajectoire scra foute entiére i l'inté-
rieur de §. 1l y aurs® done stabilité. :

Ainsi In gquestion de atabilité se ramene a la recherche des surfsces
trajectoires formées,

O peut varier ce mode de représeptation stomdtrique; supposons

par exemple que Pon st s

ol e, BefEet
Ty = Nl e Ty By
Xy = g0l oy B

e
Ly ¥l s g ok

les ¢ cfant dies fonctions de 2 qui sont uniformes pour foutes les valeurs
rielles des 2. Mous ponrrons  congsidérer non plos r,, @
gy 2,5 comme les coordonmees d'un point dons Vespace. Quand on

oy £, TR
conpalira la position de ce ]mi.n‘l', on connaltrn 2, , 1, , 8, et par conge
quent z,, £, #,. Tout oo que nous svons dit plus haut reste exact,

Il suffit mdme que les trois fonetions ¢ restent uniformes dans un
certuin domaing, pourva qu'on ne gorte pos de ce domaine

Si m >3, o0 mode de reprézentation ne peut plug dro employéd en
genéral, o moing quion ne &8 rosicng A envisager leapace & plus de trofs
dimensions. Il est pourtant un cas on la difficulté peut étre tournde.

Supposons par exemple quo 0 = 4 ef qu'on connaigse une des inte-
grales des equations (1), Soit:
E | L

L Sy W

ir) Flx
cette intégrale. Nous regarderons la constante dintégration € comme
unt donnée de la question. Nous pourrons slors tirer de Péquation (7)

une des quatre quantités ¥y %y %, %, en fonction des trois aulres, ou
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bien encore trouver trois varinbles auxilinires o . 2+ 4, tolles quien
fuisant:

= eh = . = = il -l a »
rl. .|'|l':".'|' t-. ':-:-\."|- Ry il
' . - | = - 5
g ™= Fahly s Sy 'J]' 4, = lI'I‘,ll.'.' vy gy

on satisfnese & Iéquation (7) quelles que solent les valeurs de »,, HE o
Il arrivers souvent quon pourrs choisir ces variochles auxilinires 2 de
fugon que les quatre fonctions ¢& sojent uniformes, sinon pour toutes les
viuleurs réelles dea £, au moing dang un domaine 4ot on n'aura pas i sortir,

On pouren alors représenter la situntion du systéme par un point
dont lea eoordonnées dans V'espace seromt f A N

Supposons par exemple gque Von ait des équations caponiques avee
deux degrés de liberté:

da aF |||r| il £

ar = oAy T Ay

de. dF ily, ¥
il 'y . [ i

af li:l i |I'J-I

Rous aurons quaire varizbles X X, W, W, iR pes varishles seront
lices par 'éguation des forces vives:

K=t

de sorte quoe &b soud regardons la constante des forces vives € comme
comnue, il o'y sura plus que trois verinbles indépendantes et que In re-
présentation gdomdtriqgne sera possible

MNous distingueronz parmi les varisbles =, #,, ..., *,, les variables
findaires of lea variables onguloires, 11 Pourrn UFFIvaEr fgue les fonetions
.."E‘ Y .."I.-.r- .y .1I.-+ gojent toutes |_.l|'-ri.-|:-|]-|-:|:||.|': par rapport a I'nne des variables
T, T A T l.'||||.||].:-.-r|r fhies ||_'IJ:J:|'|4] rebibe '|.'||.ri:||'|!-' :=1|!_'u|.1-1|.|.-: dir 37,  La varinhle
x, et celles qui jouissent de ln mdme propriété ecront alors amgpulaires;
leg niires sepont ladaires,

Je dirai que ln sitnation do systéme n'a pas changé si toutes les
variables angulnires ont augmenté d'un muoltiple de 27 ot & tootes Jes
varibles linéarres ont repris letirs valeurs primitives

b fI0E adopterons alors un mode de représentation tel que ke point

representatif P orevienne au méme point de I'-'-.lnan.:-u- guand wne on plu-




14 il Poisenrd I

RIS ||:-| varinliles .I.u|||.|||':.- F1EFTL .||.';_:||:|'|.'.-|' T e :\l-ll'.l- 50 YECFTNs
'||',‘ |':~\.,|-||'.|i:,|_'-. ||||:-\. |.'| :Ilill:"
1".||'|||i |-|'-| :!"‘JIL:iI"I:'\- '|~.||ri|-|||i-:'-n-1 |||'-\. |-|1||.|ri--|.-: 1} TolEs ||i-"!i||;-_:l|| Fifis
les solwfions pdriodipwes.  Baoil
o A E . [0 ) v r Falt

uee  Eolution |l:|.:|:||.]|--"| e -'-|l||I:--||.= E .'~|'.'.-|-----l|- il i eXEDE ne

I'III infite & ||-|!|- III!':

& olant end i l."_!

gquand &, st une variable angulaire,. Nouz dirons alors que ln zalution
l""'li*i‘!l:l'l."-' et _I...“...Ifl.\,.’.l,- = (T kit |_I |'l'ri'-"-I5l'

&1 1'on |n|-|||r_- un mode i |'-|-r'-~-r|!:lt'|--|- :_"l"'lil"ll-'.-l|lll' tir] e e
[rovimd |p-5..|u-.;_-|.r.|'.1' reste Lo mdme quand une des varinbles anpulaires
pugmente de 25, toute solution périodique sera représentee par une tra-

jectoire fermde,

CHAPITRE II. e

-

\"FQL':{:u-m des invariants Intégrays"
§1 "’gh’jrii'q'r:rbq.l'i'l‘kr‘ﬂ iles fq_rr\{nrﬁ]]u e Ta dynomilague,

Soit F'oune fonetion ,5-?'11{:..-__'].-1'“':.|. serie de wvarianbles:
5

i '.'I ._-'I,. .
el di L L

f'*ll.:.-l-u:--l--- [ e I'om oik Bes |'-|l|.|l:.--:|-=\1{i|'i'--r-|-E|--'.|-'-:
b I

e wlr, ¥ Yy _.l i

| T . At ey
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ol limite (pouir o, = a,}; i
T .
x, = Gl + GVt + limd (O}
U verrait o la limite de {8 poore o, m, ¢Al encore uno B

trimononicirique alsoet
Aims Deffet de In

f ole diintreluice dang In &

mieEnk o r|||||-|-r|||-:-|||-:':|l 1'n:|'.'_u-|"_'|- (k] L LN
fapee dune raeine defible done Deguatson [5)

tion des ferpes” de In forme saivanie:

'I'u:"_-"

A1y étant one série trigonometrigoe

i vermll sans Eu-in:- ||_|.|'|||r|-.- racine thagrle Tnteoduirait des tepmes dy

ln forme:

. -_||.!|;:: i
et ninai de soite,
S 1 insate ||:|:.

fur fous ot pointa de dotal. reasltats =ont

bien connns par-fes travaux die MM, Frogoer, Cainasoiegac, B,

STELTIRS il le ons
géndral, : s

Ill.llllll.ll.ll-' mdste.

~Merbe—f

_['i'i.. ] Mé;’rrn' dox Limites. ¥

L'une des plus belles découyertea de Caveny Comptes HI-'II o s,
tome 14, page 1020}, quoiqu’elle ait éé pent-dtre pen remarqoeg il #on
temps, et celle gquiil a ;|E||4'||'-r- le ealenl dea limites ot & loguelle nons
conserverons ce nom, quelque mal justific quiil puisee dtre.

Considépons un L}'ﬂr-'lrl-.' |]'-.'I{II'.11i-.rI:.-'- différantie]les

IIIH § -
i1

il "

Ar erl. T3 _I_|' ) :.I'

Lire maiirest s fmpmipmd Ir slag [mam
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S, et [ peuvent dtre developpis guivant let puissances crolesantes de

.y el g, cod équations admetiront une golution de la forme euivani
] LTy I’ e (3

g, b g, clant des séries développies suivant leg puisances croissanies
il cf gannnlant avec T

Poure le démontrer, Cancuy |'.-=||||".:!|'-- lez denx fonelion: i ok

por une cxpression de la forme:

w il

o1 cloesigsant _'”_ ;:..i'.‘" |i|' f.-_|-|| ||I-|' |']|'|':'||' EFETRE ||-|' II" ||| i I.:;_|-\.

_'I'.|I||| EteEl [ Tlal en snlear :.|.-'.l|l|-'| LILLLE i tHFmEE  COFF -\.'E'\- -|'.||,-,'|| il 'II
ol o I in I'|_'I||||!.|l'.|ﬂ||I I IET] Il 'Ii e Iy nm nugriment leg ealtlis
CHEAE AR .L': 'E dii ¥ Bl &MInIme «el :n;III:\\. ZAPICA AOET oNfiRErrethlca ;||._'. ']
™" |!..|I.-_'l;|'l'I||. |||-'- 'I-'l..-:l'lll |'|'-r|- |.-_'.I.!| ENENE fAYant o '||.|.:. QACE L

I|.'-_'| est o [ e '..-ll-".|:||-'lu'.|| o eslenl des limites dont Oy

a roen L LA . . .
ittt o mad leatrs |l|..|.ll|:||| il BARERGS .|||'I|I|':|.'.|-l| R |||_|' DLERICEORE sl pes
L i

fl. L e ||l_ |'.'.|"I_"!i:-|l"ll'll'll'||'.- Lt |||| '| _".|_ I|'|.-||||.-\.;.|_l.-\,,-:
Al a '.|||||||.-':' ln fonetion |"_| i B, E) i CAneny pear ne il 'i.|.|.
-'-IlllliI ||I|i |n--:r jll'l-c'l’ ',l AL AL '|.'.||-_

|'||'i'.'||||- s ..|r_..r1.--:- (1) sons |.||:'1||-':

|{l-||-;-|ll--‘|-_- emamite F, F el I'_ par o fonction de M. WeissTRARS

elles deviendront:
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lc -'.||||:|iurua (17) eont suti=fuites formelloment por ded sdries:
oo gpll) =1, i e 2= p.lf

développies suivant les puissances croissnfes de § el dannnlant wves £,

e mte lis 1"||||.:1i1-||- |;2'::| seront sntisfuites jur des airics
xow o) W gyl )y - r = gill)

||--'|.'r|-.||||-|"-\.--. ptivant led puissanees crolssantes de ot Saonalant avee £
(On voit facilement d'ailleurs que @) = g(f) = gii))

B M et g sont convemablement cholsig, log codfficionts de strie ¢
sont plus promds que conx dos séries g3 or les séris ¢ comvergent; done
I s @ convergent égnloment.

o0 BoD

Jo n'insiste pas sur cos demonstrations ol sont devenues ot & fuit
clossiques et qui se trouvent doveloppées dans tous les truités un peu
complets d Analyse, par exemplo dana le Cours ||'.'I|_r|._||1'|.'.:|_- de M. Joupas
(tome 3, page H7).

"-i ais on peat aller plus loin

|1ru rinone guo les fonctions [

1
._I.I ol F, maid d'om certain |_|-.:r'|I:|11|.‘l.' urhiiraire s 4]IJI|h- '|'Ilil-'-"llf

et [, ui:-Eu'u:EL-nl mon s lement die

B ||4'-1.'4-|-u[|5§_- suivont les |_||:|:|u.4|||l'.-: crolsgantes de ®, 9, 2 of I8 Eerivons

alors lea dqquations (1Y sous la forne:

s
:H |r_l'._l'l'r-'|.|'l:"_- 1y
i IJ.I & 1
(2™ T |r|'_"._|.l'-| = = MY
i — i
i _I‘JI.-'.-'H....'r'

LATT Ih'll.t tronyvar troks Bierics

k. 'frl:!'.”" r1"'|-u-"1.|] - |r+ I". "I Ii‘ll:ll'llq' rH"l"li' :ull'

. = i 0l ’
£ gl e F g B Tl

qui satisfassent formellemont anx equntions  (17), qui eolent développsies




i B
i

RUIVIRINE §i== |-. ;--Illl s RS ieE la constantes o 1pia-
L gt LRLT] A R ._:.Ii enfin =2 redulsont m spesbivemnsent & ox, , . of
pour | i,

Je dis que ces gérics convergent pourva que £, g, 5, 0, ot 2 soient
aiflismmmnent ||--:il-'_

En effet remplogons £, f ot £ opar lo fonetion:

Cette fonction I eeut dtro 'Il"-l'l"|'::""' shvant s |,l|.i--.||||l'l- de "
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Uln peul supposer qie r, 2, ..., représontent les eoordonndoes
d'un point danz Uespace a s dimensions et que les équations differenticlles
données définisent 1o loi do mouvement de oo point. 5 l'on considére
deux solultons de ces équations; on aurs deux points mobiles differents,
e mouvant dapres upe mdme lol definie par nos equations difféeenticlles.
L'invariant I, sera alors one fonction des coordonnises di ooz denx points,
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Quand on se donne o position initinle d'un point mobile et les
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etendue b fowt Pare de courbe, demeare invariable; co seraib encope un
inwariant intégral,

Un peut imaginer égulement des invoriants intémreux qui seient
duofinis ]-l.f i3 iI:l:-:.::'.l.l--n doialilea o r|:|'.]|i|_-|-'-.

Imaginons qu'on considére un floide en monvement permanent o
de telle sorte que les trois composantes X ¥, 2 do la vitesse d'une
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Imuginons maintenant une région trés petite v, appelle o le volume
de oeite nij;inn. Par chacun des pointe de r, pogse une trojecioire qoe
'on peut regurdor comme parcourte par un point mobile suivant la Iod
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Srapf -'“I".| eiles wlmetironl encore wWe sl ic ! o I|a-_|||..-|'|||_||.- proby ied pefifes a
-r.q.- i T
& !, Sofudions périodigued des dguations de b f grovad ari Fepenars
Ji !l"'lllil al, FEFUT fixer les idi [ I L |'|::::.'in|.-| di I |El.'r|_|||;.|||.-
i ' . F "
AV TPOk -l:'i_'|'|- -I- ::--—-:".-- TikiE=E o -:r|.' I||I Y= .|||'. -.':|}.=..|;-||,||-|'_||r SN =
|E'||'I|I|"'|| Il s :Illl'l'.l. |r.-|'l |'if;|.'. TS [ILE ] |-.|||_||...-'|. 24n]18 |.| |.||.'|||.'_
1. il Ie, i } i
' '
LT iy i iy, " P
f i 1] lg A
1 - ' - '
| ] I il i [ .|'._
II -Il olnnE mrEs feeseEion ann e nes -l.ll'!-c'||1|lll'.|' lird g s ||||I.'I|| ||.|_|||h,- idis f,
\ Jis =|:|E||m-|-|'|i erisL ik que x, &, o r o sonk e varinbiles linduiees,
| i 3 [ y b
| JAEEES ||||-' o TR | 8 &f W =OfiT 1] 'l..|||.|-|--'\- ..I.:ll.!'\.iTl'l-, llll-!' 11 I:|||'-|r||' ||' 1mf
1 . - ' ] ¥
\ 0 DAl TRT T AT Tl e e oy .o ot v wvee ls |-|-|'|--.h- 3= gliz te] e fagan
LU | 'li 1EIL illl'| 'Ell evebi=miE e |i|.|I|_'-' fRis djii |.| e isid peluisieiiT= .I._
| Eannl 1
+ | I
'I trols qunntites v angmente o an multiple de 2= (O chopitre L)
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|
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Je supposerai de plug que F dépend d'un parametr arbitrnire g of

: 3 . . ¢ i P
L an .|.l_||..|||_u-:' griviaiil &R piiiEssinons omoleEnntes b o0 paraineine Ge I
iv] lie st IEE I'on mak:

Jo supposeral enfin que K, m dépemd que des r et esd indépendant

ides o e el sarie e

Rien nest plos -.'.g|||.:|_ nlors FIEL dintdarrer les e uaniiomE {1 ||||.-|:i

;] = i L "derivent en offet:
i it A I
I ] | ;
I I i dF I [k
I == : il | x I =,
[ .,'-,||,-|ri..|. montrend o nlserd L1, R AR ¢t 7 pont des conaianied
U en eonclal ]
il i P iF

|_:.|i ' |||u|..i.||‘ 0l th ¥ 8 ol &, Aonl atssl dies copianies gl naens

I|r_,|"|||;..:;. pouE alireger o, N, =EoR Bl |I sl "-!I'-I-:'l'll"'l difinkes

1 i | T lapas
guamnd on se damne lea vinleurs constanios i R I ] Il wient nlora:
I
5 g I
i T S T T ¥ Bl E == Iy
1
'

= - & # 1] ] i I" ot
&5 &8 eto@ dinmt de noovelleg eonstnnbes d iplegration.

Quelle et In condition pour que ln solution sinsi trouvie soit p

riodigue et de période I funt que & Von change §en £ 4 08, 7

L{ A _|_'|_“_||--r|:|'l 0 RELY I||I||I||l:I ||" o O =5 o llil'l' .||.|:

.-._,I',.-_.l' o O

1 i -
Al el .!-_'-\. JERNRE ||l"\- ki 27




; s’.".ul Bar le peeblime des irols e ol fos dguaibens de la dysiwlgs il

Alnst pour que la solution que neuns venons de trouver soit [
rigadique, il fant et i1 guffE que led trols nombres W, 0, et N sobent
eommendurables enfre eux,

Quant & ln période T, co sera lo plus potit commuon multiple des
trots quantités:

Nows exelurons; auw meing proviseirement de nos recherclaes, le cas

: : I | R | e : :
o lea trads fonctions . | "o gond pas indépendantes Pune
.J:I .I'._ e

do 'outre, 5§ on Infsse oo cas de cole, on E--'ur hl|4l|ll|||.'.-| clioisir e

i e l|1.' tiellm I'llll-u:u que w, N [ 4 My nienl tellea valetirs giie "am velil,

au moine deng un certein domnine. 11 v osurn done ane infinité de ehioix

posibles pour les trote constanfes &, x, ot & qui conduiront & des so-
lutbons périmdigues
Je me propose de rechorcher #'il existe encore de solutions pério-

digued de période T lorsque p n'est plus dgal & o

T— Poue iy :_ . TR I

T, o Iri.-": -4- _-'JT g

R o ol 1= S - £ L
o+ gk + AT atnl u g1
2] =
4 b 4.
. {0 ey
Wy = iy .
w; = i -+ pps -+ g T aess
. -l..-.
. bang ces formules of oy, o3 designent les vilgurs constunics que J'avais
bté  comduit  plua Afaut & attribuer & @, @, e, quand jo supposais

Las chiffees |';|.-.'|| e Bawi af & droite des lelires & b ¥ duns lesa dquations |
||||.__l[|.-|-l—.rn'|—.r'-—1"._|1|'|T|Tl s wapoenla




(i L Puoisemrd. &

i i - i

Enfin lég x', les o . des x, les o) ole. sont des Fll!ll'lll}{tllll leanps aqi il

sagira de rminer ef qui devront dtre périediqued de periede T,

1 hans

i;l. F||:|..'|' |'||'-\. T 0f ||-'-| ir. -\.l|||-\.!| L ||"|'.";-' voleurs |2 5

|-1|.i- -|-'".'1"|-l|-5 wivd  mdivant los |l1:§--nl| feE crodsginted de fi die telle gorfe

que Ton nif:
\\- F @, 4 4 _rl"'n"'.?.- f

11 est elair g, :
N, P e e

L o i i
i L Fi(=y, R fr iy =t o Oy
| ol i
- ne dépend que cdes o, des ihodes wly gque @y ove depend gue des 2
[ |
miliog iy b 5 ; L"‘l'.‘-\, . i 'I'l'l- I-l i II.' ot Jj,._ T = e e i i o=
5 " r
i, et LA B | Tes ponornlement, A¢ puois ohrir
a3 I.-I B nlomen '-_I'I:I I |
e /

o T R, 7
- L i P
L e Yk b ! ife H 4 I:I-:."II - l.:--'. t ok .I\fl' B, — "
T WS | 'n.k :

||E| H. ||r'IH|;|-.: -|'I._|"|I 14T

. des ], des 2, ... T
) , 5 . \'IJ 1
f i des o', des ¥, . 088 Yea

I " o :
in puig’ njouter que par rapport oo L oh ln fonction W, esl dne

g

afelic |-|jl1'-'i--|'||-|'-|l' il '|-|'r|-|-|| -5 |_'.-.!|...-:|.||-.'~ :._! Binerisl re ijnee H_ f"_.
Cela/ posé les éguntions différenticlles peayent g'éerire, en égalant

= ||I:|:l-\.e¢'.|:!h'|'-' |i|' IEI&STRLEE  BINRITE l!l' H

o —

s de®  ge oy
| odt i gi=r = i Wy i g
,I/ On trouve ersuite:

1 ! ol e Fif fo
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Hur !_-- pribliss—der=trrir-porpr e e St de—ir—dysymieae—— [0
I-"rl ctte convergense osb une l;rl'.-'q'-|l.|1.'1|.-'l.' (Mmoo Ltl.' lexisiem F'_J-'""""Tlll'“

s Jutions. pertedigues; je préfere done emplover e me Tk LSS

nent quidang o |_.r.||':|!_'1'.:|-|‘|-:- . pour alublir cetie exl
Noad |L1.'-|'I'-u..q|| e L |-||u:|.!i-e-||-u. 1) g £

[ R S i i = L i, l|‘.f i [

Bz i ot les & l'|IIrI|.__-,.|f"‘:f:-=l-1:lll'|-".-- d'in

-

s i, X
Mots Ly rﬁf-':l =h outre que si
bl |

- N

"|'.|Iillr|, et lea g dis fonetigns

'T"". IETAI | £ |:| et n---ul"ll"_.'TTl"th'\—HhLl-l.-l..l.' i g=f l:_a- I i_- ||_| i_apj.l'_ i |.||.| —I-H—r-l-'l-li-l:"

[ . !
e 1] I | HisiEfis ||I.:I"' i [l 1] Fit B LN i L[] | o DR immrinEHEE 1 B,

il T

o .
1].|.||- A CertEine --"\-|_:|||-|I|I :I'- Vil |r'|||'-\. ||-|'-| = ] ||¢_'_-\. i ||I|'.||' I o Eerid

I"'l""lI'I' chivemnents

r J.". -+ .I:'.JI, |'II iy A r.:llI . L, i, i n‘..l_,
- - - % ¥
L' (C1N | 'Ilﬁll_- ll'J LT FATR, 4 ¥ i £ rA .

?‘~I|'|.||||_-\.'-:|-. ke, ||:;|l.-\. AL I|||"|||| -|||Illil-||I -|r'_-. '.'.||r'|n- g i &l il

¥ pour § = T soient
r L - rfl.': -| '} ¥
- E = 7 I .u‘l." | '_"lll'__.

e, =d, 4 da, 4 A,

i, @, + m I 408 4+ &F, ;
¥ |'_Il_I 4 W . . 4 .-;|7|= | __:,,.T.:I
i, i, 4 8, T - 8 + A,

Lo eomdition pour que cette solution soit périodique de période T cest

] b I'on nik:

2] YT Ay, = A, = 4, == 4@, = @, w0
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[ i h |'I|I|.||‘:.|.||-| -*_;l| = gt [rR& distinsics |-'.r| I'H‘l'1| COIp e F [ i 15 15
ost une intégrale des équations (1), of que d'ailleurs F est périedigue
par mappori sux ¥, on g

|I" W, |.:||'II ik, -4 .'j'rTll. = .r"'.'.ll 4 r?ll_ | .,'.'i..lI A T b= e =t Mim
Flo, 4+ da, 4 Aa,, 8, 4 &8, + AB).

:l nons suthirn done de -;|.1i;'.|'||i||_- i -|'i|r|r|_ dl"- |'r|_lI|||EIIIII'\J ,:l.':. e Bl
seral de plos
il fated
1 1 {} 1'%

1[ oal niee de vaolr LT lizs .J_r.l__ et les .::Lqﬁl sl ibes flllll.'lil:I-I:r- il.l'il.llilllllr|l.ll.l'|i
de n, des ga, ot des &m, anoulan I|IJ:|.II-'. toutes ces varinbles annulient,

N gagit done de dimonirer gue Pon peut tiver des cing dernidres
-|-|;1::|.I!'|ll1|- [.i":_ .-.i‘n': .4.‘-'r__, |.‘--|J . .:.:.-. o .-T.:'u'l__ en fonctions de L.

Remuegquons que quand g cst nuly; on s

._"|.u'|. .:'pl; Au = o,

Pur n-r|.q*-|j'||.|'||.l'. -"*'“.' .:p':t it ..f:o.lrl_, 'I""'"]"'PE"" suivant les |IIIEIh.'-1"|'Iil‘|."| ilm
fy dics .-?‘.-JI ot les o, contiennent fioen fucteur.  Noiid .|.|[|-|-.ri|||--r=:-|a--u i
I-nl,'tl;l,”' Fiy ef INoilS  GorIrons Ear -|'||1|I-.I'||I,||'r|1 II.H l\.':.llll l.'llll:l.liull.l- {12} fue
IS AVas i |'|'--'u|1|,|][\l_- =0 In :[“I'III'.':
Nm Fa 3

= L = 2 |':'II"-|'I — .:'I.I-_." ._I'h?.l_ L

lﬂ—wfi:r—*pu'—ri_ﬂ_:'frm_l]:'llh |.l|'l.'|||i-i."|.'l.'.- 1'l.|u.|li._l_,ll.|.- -1 I',i,.-
—

soumlione s¢ rmmenenl aux m]n.'lh:-ll:__;,h!‘"

f,,--”f

LU 1

MNous choisirons do el &, il :|-:|1,'I:II'r 1 isfuire o s relationg
Qhiand  on aira -l_:l.ll"li;-lr- de la gorte &, ot &, on verrs 1 les  dapustior
|:| ] 2ol ilL[H‘.JTIi'r: -||.|'.1|'.:1 an ¥ fmit & li Pobe:

= |:|:l.' r.l‘ﬁi\I g, e, il o,

ssptrrott—shena—trer—des—eqmaiine (13) les cing inconnuce 1
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Guand on aves ehiois de la sorte rTa-. vk rTI-_.- ol VErTe ol lis -:"||||:|.1i-'r|'|¢

(23) sont satisfaites quand on y fait & la fois:

= r:';T'r_l_ -u"F_lJ z .I..n;ll |.hr! J|-\.lj'.l = Y,

Nous pourrcns done tirer des équations (a3) les cing inconnues d,

ot d@, sous la forme de fonctions holomorphes de g, fannulent avee pq

Il o'y wursit dexcoption que & le dotermimnt fonetionnel: W

As Aa,

3| e Aa A )

3 .;rI 3 1|--II ] .;'-rI .-'LT-I - .3.7;..
élaif nul.  Maiz pour p o, AR, AR, et L&, font i|:||'|-r'-|:1.-t|-|;||||1-'. o

dw, ct de d@,, de sorte que e doterminant fonctionne] e le ['I‘-"ll.llI
de denx wutres:

el _[Aa, A, I
o e b 2 Bitia _:.:,;_._.j.: .
J :If.?.',_.l a r"aﬂl Pk |:'-|I - ":":. 1
A Lo premier de ces déterminants cst égal au hessien de ¢ par rapport g i gl
ho@ et @, et le sccond au hessien de F, par rapport & ], 7} of o5 ol AT
Sl done aucun de ees dewx hessiems n'eet nol, il sor |"'55:|]Jl" de ==

entigfuirg nux cing oquations ($3) of par consequent pour dea valeurs
e femimnmeint i {ited de Jiy 1l Existorm woae salEtion |_u-|'i-'-|!'|-|_|.||' de [":I'i'-Hi'-' T
i R

Nous allonz mainfenant chercher s doterminer, non plus senlement
lez molutions perodiqoes de il—-"l"llll.h' I', mais les solutions de |H'I'1'H|" L]
différente de T'. Nous avons l'l‘ih prour |-u’-r-| e ll"l'“'r! les teois nowbres

My Wy, B3 Houd aurions pu tout auss bien chosr trois autres pombres
1

Wy, My, g, pourvy quiils seient commensurables entre eux, et nous “-!fi-'-'r'll'-
nrrivés & une autre solution périsdiqua dont . la EI-F-!I.';IIIL.I!.' " aursit éta le

|'|'|u-.' |u_-r|1. EORIEn ||11|i1i|:|]q' de — ,
1

21 mous prenons &n '|'-:|.r{i1'll|.i|l.-r:

i By

iy = {1 4 gl #y Byl == Kl ny = Wl 4 &)

lea trois nombrea u) . nd, 6 seront eommensurables entro cux pubsgiils
Bk !p|'n||n;|'li.|||||||,'|- aux trois nombres iy 5 Wy B R,

113 noes eondoiront doene & ape solotisn irl.'t'il"]illl.ll.' de periode:

v

.‘r._:-r.-: I




ih 1. Poleeard, S

de telle fweon (UE DoUs AUrons:

) ryo== gl p 8 i il 1,
les g et les gf étant des fonctions développables suivant les puisunees
de o of de g, ot |u:|'i'.l-lil|l.ll.'.= en fp muis de facon gque In période dé
pende de g,

851 dans F nous rempligons Tes ©, et los w, par leurs valeurs fy),
F' doit devenir une constante i||-.||'|-|'|u{--.||h_- il femps '|_|||'._-w.|;|- £ eanal
est une des intigrales des cquations (1]} Mais ceite constante dqul o
dite comstante deg forees vives, dépendra de p ot do 5 et pourra -
diw '-'|"’|';|i'l"1" suivant les |l||i.-i.--lll'll:l"':- crolzantes do cex varmbles,

Si ln constunte des forces vives B est une donnée de la question,
'|'|*-|tl.|:|li--r|

Fig, ) = B

peut  dtre  regundée comme une  relation qui le & o @ S done bons
nous donwons  arbitrairement B, il existom toujours  une solution pe-
rodique quelle que soit In valeur choisie pour cotie constante, mais la
période dépmdem de ¢ et par constquent de .

Un cas plug  particulier que celul gue nous venons e traiter on
dotail est celui ob il n'y o que deux degrés de liberie. F ne di pend
alors ua e quaire varimbles £, g, 05, i ot In foBetion ,_‘-'. 11 ||1-|-|-|.||

|']'|‘ d L i utie =eale variablo ,:.:_ L=z pelations (6% ge redulstnt alors o

(%) o

- ; ot " b d
&1 e hession o § s rdduit o I I¥our celte conelusion:

A clweune des  reines gimples de 'equation @3] correspeond une
solubion pericdigue des equtions (1), qui existe pour toutes los valeurs
de p suffisamment petites

e !hll.:l-f.f'.-.i'\- g .ij_i- VRS -I'I'll.lll efi est cneore de mloe ]-.-I||' eluene
des racines d'ordre impuir
1 - i - ..-‘I. -
de l]:}t’“"' sppliqyé dn parti diller b LT

st el

i | IJIL‘_;J:"
L

]IJ =




jlﬁ- .....

.."L""_-- = 'F-'_-l_lu_'-in:l B des teols sorpa ¢80 los dgasiions do ka dyeau |.|_._

. - - J--

Ainsi pour que la solution gque nous venons de trouver st pi

risfiquin il fuut ef il suffit que les troie nombiees w w60 zoient
-

ommensuribles ontre sux. -

i & - - <
. '!'-'-“'—fl i la '“1-:.;5:114-' r, oo sern le plos petit.cOmmun multiple des
Vil ||u:|||1|r|'-_1: G

2

wrensent deo e pechiorches, le ol
- : - a3 ir
il leg trom fonctions ! .r"’] = ok

s du S dn
e lautre. 5 on Inigett ow cas e odid, on p

Nous oxtlupons, au moins prov

wil pas indopendantes un

tomjours chioislr o , r

ol r de felle I.-lll}un'.-|||q' "o, 0 L T :|i'-r|I {elles

d ourd die I'em veut,

Wl Ioins I||II|--_l|:'II ||'|'||I.:I| domaine, || Y Eirn |||||||' [0 F] irfinite de ehodx

||I|-\.-|iill-:l-: Iu_|rll' ||--: trols conskantes |'I = - |'|I|| q_'ll||l||]| I & dl-.l = fa

lutions prbodinues. I
-\-rial-l'. e ile plriade—d~bmrequrpr-nhest—phecrml- a0, ) =

Paur e i, '-| vilp cherelior 8 milsla@ite aux rllllj.l.!i-.ll- :_I-; Lh ] ‘l.-i-:lrp!: >

de me propose de recherchier &l existe encore de soluthons

¥ "l ] fl."' = T I .
.Il
JO =0 g et e
i o 4 s 4 oy + i
i i piy =+ oWy -

Png ces formules o, 3, o désignent les valeurs congtontes que avsis

alé  conduil |.|||. linuk & oiteibuer A rF , r et T |¢||.|||u'| _| |-||||;.-;-L-L'a-h

M o gk qui sont telles gue:
il T L 1 i ] 1 g [t
n'-.lll..rll L M. iy lr Iy g gy iF I, , I|__I'rl'.|""-'I ! — My

-4
w

Letsn chilfris |l|:'l'- ea Bl of & dreeits des leitres @ of ¥ duns les wijilaljisns {33

siift iléd Isdiees e Bos s £ § jmkbile

I“H:
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i 1. Peanes

U m do ||':|'.-:

Enfin les o, les gl bes 2?, les ) ete. somt des fonctions du temps guinl
sagira de déterminer et qui deveont & perisliques de pericdi T, .f"ul
Dans F, & In place diz = et des g, substituons benies wvalenrs |
puis ||.'-'-.'--Zn|-||-|'.!-' F epivant les puisances crmzsanies de p de telle sorf

gue l'on muk:

F= 4+ pp &+ u'd, 4

|| i ||:|i|' -:|_||.-

ne depend gue des =5 g
—

e 4 " ’ o il o o
| '.ln|- Ir||'_. '..I'."._II':.u'_--I-r . -!- Iy . - -

ne dépend qoe des &7, des ol ot des x): e @ ne dépond que des o,

s r,l.l des . g dies .|'| [ia] o des F wie

E'lu- -_-|'|n':'.:||I||-'F||_ ;:I = |_'-'I'i"| -
£ e

I.I .' I- r..' . | I - 1 1]

[l - -
= [ f

P 4+ 5
o 8, dépend senlement
des o, des 2, ot des o
des o), des g, ., . ob des i
Je puis ajoufer gue par mpport & 55, Ny, Y In fonstion A, est une
H fomction périodique de periode 2z, Lidpuntion | pcibFe e H ', o
Cola ||.|-'.'- les  dquntions differantislles peuverl ferrire, on oot
les  puismances de méme nom de g

i ill g i T i T

Un trouve ensaite:

o det  dF, det AP det P

1|' I dy; {1 dy® i iy
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._'s-ll?. dur le pirobl les iFnis cerps ol les cqnatiens dn Lba dipnsmsgie LR

[ i
j dw ad { g i in i
i it T T ' T i

Intéprons . dabord  los  équations r' hanz I, nous remplicerons

i}y 4 o 0 per lewrs valeurs:

LTI DAL R e rn|-|.'|..-.||-_ chnkir origine des ternpe= i I :.-ll--_..
Nainil Ly .T..I et | 1r||l_ _"||.-|'-\. [ --'|I|I..|- LAR [ |I.]l|'|"\- lI'.- I'Ill.lrlll'|- 1 d = imt
|| w ToncbindE j!l'l|---|i-|l.- - -1-' I ||-- -,--'Ii ’.--_.(.Il'; s -\_--...r.!-\. Ik e |_-"II'- iHiE

S8 /. ions s iy on i yrciet

sulvant les sions eb les cosimus
dea multiples de 5. Pour g les valears de 5, 5 ot 5y GOrees ded

L I
w quntions E sotent des fonetions |-|'.'|---|i;_|'l-- e f, il fmut ot 3] sl que

ces @erics ne coptiopnent pas do torines foul connus.

Jo puis forirge en [Tt =

I 1_' i i i, - R,
oni i i i sopl des enbiers 1™ 1.I'.;|.- ol l_-':|.‘i|.'\- el ol A Bt & sont
des fonetions da x5, . X o e A i i b

I ::'_ "‘-:lln"l

1
en  posini :
i myyl =+ gy - Wy 4 b

Je trouverni nlors

i = dl 3 o ¥ .
Ill. 1_|,--I O L, :"-___-rlll. i i, ¥ - :._ |l OO fF

[LL°H 4" H iy
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FiT O T ST ST R R T

e les tormes de oos eéries, jo distinguerai coux  pour lesguels

N == W + w_M 11
] - i | :
1

& . v . .
of  quil w0l I||-|1-|ll.'u-'!.|:||r.- ihe . Ces termes oxistont [FUISG G TS AVOMA
.1'||[|J"-'r' e les teoks nombicee 8 | w ot b ot coanmensnealiles cnire B,

e poserni alors
|I_'- - S_'-:.q...rl [, oy o TN R R T |

||L --|!||Iu:||!i- 11 ] |'|_'|||'|'-|_'I|‘!|-' ||.-I' |-' r‘.;_'l.l S‘ :1'1-'.-'I||1;|.:|I :| FTIRES ||.. [eTilis |i|
I

. pour desgquels le oolfffewent de Foest wale.  Nouos oorons slore:

i i
: 5 L, vosm, fl:

b.|.'.l'l =i o

3 done on

il wrendra:
g™ _
1I'I S.‘Lulll'-.-'r-'l o, 5.||-'-'|lll-'|.'.l = !"'l.hl- O0d e =0,

la |_-r--:||i-:-r| i -'-|IJ|!1i-'-I|.-| { et eh eflet one GRS A III'-i dons

HIEErE, |_|I:.-|‘:ll.| gn vortyg e |.|. |'I'J'.|.1I--I| M.H, <= W L] 'l" . N 0y O N
il:!I'lli.l:!lll iEmk
. - .
Illl-\:l.'|ll||-'n-r-| 'i '-.L-\:l.|.'l|_-\.---r-l I | 5.[.--- Cos il L3,
-
"‘1, ;.!.||.-\.' |-|,'_-i LTS 1% | BOIE -:-||I-'|||ir|'-\.I ]l.-\. -J'ril.'-'\. :"__[u.l.'ll-\.]r,. I i

tiendront pas de terme toot conuu, of les équations (§) nous donneront:

" \ |wm. ®EE - { L |n|r &1t o

T = i Iy == N
el L AT i ® =y MmN b WML W, WS o R
5 "\- A wEm o
I LS
. el PLUE S MU ¥ '

L0, 00wt O etunt trois noavelle: constanptes dintéerntion



j.‘?_ Hur lo problime des frois sorps 8 |es |:|tl:ll.|iul11 ds la -J:rh:m.lpl.-:‘. il

II me reste & démontrer que Uon pent choisie Jdes constanies @, of
@, de fagon h satisfaire aux relations ftj. La fonction ¢ et une fone-
tion perimdique de @, ot de &, qui ne change pas quand Fone de ces
deux varinbles nugmente de 2z De plos elle est finie, olle aura done
s moing on maximam eb un minimam. 11 ¥ a done au moing doux
manitres de choizie oy el &, de fwgon n gatielnire amx relations [

Je pourmis méme ajoater qu'il ¥ enoooan moing quatre, sang poavolr
toartefois affirmer qu'il en est encore de mémeo quand le nombre de degrés
de liberte est ¢|1|'\-|'ril'l.|r n Erodd, L

Jo vals maintenant ehercher o déterminer & aide des éoquntions I"'I
led trois fonctions &° of log troks copstantes O,

Nouna pouvons regarder comine connns les #7 ot les o3 los x! annt
connud Eealement wnx constantes pres €7, Je puiz done dorire les douos-
thons 5 sous o forme suivamie:

I{;’ i, i — ol s _ien T o 1N .
4t Lt det Vst st bt s

ot ex H_ rept ezentent ides fonetions entierement oonngee |'|-.'-1.'r-|.|'-;h[l|-|'¢ PH
¢ : i " : rrd e
sirica suivant les sinus of cosinns des multiples de =2 Les cocllicients

de €, €% ot € sont dos constanies gque on peut regunder oomme conmies
Pour que la valeur da g tirde de celte dquation golt ane fonction
ip.-r].n.liqm- de o, il fout et il soffie i dansg 1o gheond membre 1o fermis

tout conaon et oul, Si done M7 désigne lo torme tout connmo de ln

Eipis Ir':;_"-:ll:n-lllr'rri:]ll.-' . jl' devral avoir:

3 o J"' LIS L II"' o o B
& N iy al s A1 g il O

Les trods équations linéaires (o) déterminent Iés trois constantes i R
I v’y surait d'exception que & e déferminant e oes frofs degne-
tioria était nul; e'est & dire @ le hesslen de K, par mpport & &, r et

# &tait nul: nons exclorons o6 ens,

[ ] ntions [i"i_l e donndsrant -Il||1|1':

pi=m+E, wH=n+h wH=m4+k

(£

[5
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lea "'j: dtant  des fonetions |u-ri:-|]|||||-:--; de | oentidpemaent ""1""""{": les
Ll @fant trois pouvelles const -I:‘-}:* d'intégration.

Venons mainfenant anx équations 3'.- en y fnisant k=2 clim1,2,3
et clerehons n determiiner d Dible dés teoks -l-i||:.|:ill|:~ fingl olitenmes, les
1|-.|:-L-'|'1-|'.| tps r, of les {pote eonsinnies i

li =L i|i_-\.|_" |||' NTHE ||I!.|' THFIESE MYVik[AED
i M o il
o, = AL My g et et
» 3 il iy bl i “Ealp
'ﬁ'
ofi 1'.-"||-\.'I|l| soulemment des =7, des o)

oL des £ of on Voo o, comme
-
i hauts

.|'|"l —

=T -._.Ih-'. R

Las - siquations 3‘: & erriveng  nlors:

it — A . " L .
.i¢ et I kY Awi, un, €0 Y A, im, in e — k) Ao, 0, 6in e,

N étant une fonction périodigue de !, que 'an pent regoeder comme
cnfierimenl  ooedrRiine. |"-||_|;' ||||-_' |'||:| [N 1ir| r || I b 110 | I:||..--.'I I': miilld

In forme done fopetion periodique, 11 foot of ol =uilit oo les seeonds

4 & 4 '
-|||.--_-||||;.-.\, .I..-.. .-.|||.||..r|-\. [ 2 P .|.-l.'-cl|- |'-5'-I- Tt [ r|-|;_-||!|-||-.|.1||.1_:||_--. (]

|m_-|-u-.|.=-||| pn& e foryaoee Eoulk  oodiiaiiE, Noid devand dane -||~|-----'l ilea

.||-.:|_||1,i|:..,-. B de moniere noannuler ces forimes font copmps. . Nous s ridhils
x 3 3 r v ' v v ¥ L
aipEl condiita & trods l'l|||.I|:--|I'- lmenires enlee les dpos -||I:II|‘.!|-"- 'I'.: '"I|'||!"
ecoamie 1o ddtertninant de oeda frors -'l|||.|1i--|.'\- el ol ol ¥V oo une |||-|i||

difficulté et je enig forcé d'entrer dans queldguces ditails,

-"..*;1|I|-' F i

. " .

< = | ¥,

[8h1 s ||:||| il ‘-lll"!"-"-"ld
|

> i 1
FiciaEs r|';|l.|rn||-c |||||-| ||--I-'\. ||I|l' 'Il'l'l"‘: FISCTEIRETIRESS Lo

b &) w6l Trojs lli_ll.lrilll--\-
fl -\.I|'.—.'..I.:-'I'; i e Drode -e'-||||.||.-||- At Sl Jus digtingles comming none

illoaea le vaorr,



§_."F Bor le problime des trois corps o e dquutioss de la dysamigue. i i

Appelons en effet K, le terme fgut connn de H}, ces trois équs-
tions §éerironl; i

o
e E = BESAu.m, sinw 4 .J."‘S,-ln.-_.r.-.l, Bir w,
{rr) E, = .I::S,-[m;' &1 i : .'."S.lm:m: £l @i

By = :.Sdllr_.m 80w J-",S.-lln:'. 108 e,

Em conservant au .-'il_:1|.|' de somnmation 5 e midmie sons e 1..1“; haut.
Jo ne considérerni d'gbord que leg denx dernitres des équations (] que

JEeriran: i ;
i }_I J-IJ'::.' o j "Ir'nl' B
SR O dal T " eda, " d
: A Ll *
— e il LT
1 - -r.rélal'.n-. T Illllll'l:. t I
e ves deds éguations on pest tirer B et 8. b moing que le hesglen
: 1
g0 ¢ par rapport & @, ot & ne it oul, S Von donne sux b les
valeura ainai -r|l1l.=I|'|I1'.-'-, lea denig dernideres L'||||.:|[-|||:||= ::I JRIELTE qinrnu-nﬂ.t
2 et 2! gons Ie forme soivante:
| n=8+0, "BH=H+0
lea £ étant des fonctions périodiques de | entidsrement connpes et Jez I'T
|

-I":' tlant de mouvelle: sonstantes ||'ir|1|'-Hr:|li.||L,
Pour 1rl:l'|||'.|'r £ nons ponvans, au lieo iFemployver la EITbIIJﬂ.'ﬂ' di=s
1’“-|_II|'||i-l'II‘ i.l{: g gorvir des congidérations siivantes:

Les équations (1) admettent ape intégprals;

B otant nne consfante dinfegration que jo supposermi développde snivant

les priissances de g on Acvivant:
B= B 4 pB 4 p"E + .,
de sorte que Fon a:
#, =i, i B, i 'V R L
i

a

B B, cte étant autant de constantes différentes

ot seablemaiien, A0, (mpriesd b 50 skl ERik T ]
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.Iul"" ||I'|."I1Fil"l' 1II1'IIIhH' iil' .I-l.'||||i11i.|||l:

I||"-1 — ‘”l

dépend des 27, des of, des xl, des o, de of et de & qui soent dea fone-
tions conmues de et e o oque noms oavons pas encore calculé.  De
ciEt e .'-||||..1i|.||. THELE  POUTTOR diane tirer £ goog ln forme suivante:

| = & 4 CL

B .:-'*m uné fonction pirladique de § entigroment déterminde et €7 et
une constante qui dépemd de f5, de €2 et de €3,

Noug pouvons conclure de Ih que ln premiere des dquitions ( =)
doit fire puticfuite ef par coledquent gque oes frols equaticns (1 ne sont
pas |Liali.r|-.'rp-=_

Prenoms mnintenont les - cquations (8°) ot fnkeongy & Fr mole ol

tiendeons teois dguationg aui. neng permetiront  de determiner les con

glantes 0, L7 ot (O ot d'oh P'on tieera en sutre les 3 2ous ln formes
¥ = 0 + k. ML i = x4+ ki,

bet m efant des fonctions periodiques de | ontidrement connmes ©f les &
etant Eroig mouvelles constantes o mteEration

Reprénons  ensuite  les  dquations -’?' en ¥y Admisant k= 5: 51 nous
SR E = o, mois pourrons firer des trois Sqomtions ainsl alitenmes,

daboril les denx constantes &3 of &7, pols les x7 sous o forine:

&= & + Ly

leg £ dtant des Fonctions périodiques connues de ! et les €7 éant trois
ponvelles constantes o intdgration.

Et ningi de suite

Yoith un procald poor trouver des séries ordonnées snivint les puis
gancng - de 155 [ll'l.'i--'\'I]i'\.lIH"‘ di: il-:"r]lll.ll? I piiE FAppeert oo bemps et asitisfii-
gant sux dquations (1), O¢ gvockld me sevail en défind gue g le hesseen
e F, par vapport awr o dail omd oe s le bessten de o par rappard d
iy, o & il anwd,

Dpepasiezait ddinontrer—directement = roMrergenee—le—rra—ierliapas
b prreeretrs—sepdinires sl memte it bee e —deUat ey s e i omtee-



Sn :
" : : . z - CLAES MR ¥ :
Ce que nous venons de dire sappligue en poarticulier & une fauation
que. Lon rencontre quelquefois en Mécanique Céleste ot dont plusieurs
goomiires so sont déja occnpds.  Cotte dquution est Ia suivante:
f il il -4 o 4 ma® wlil o, 1 I H:.,
afr? &2 o L e |
fi #b g it dea constantes, piostoan parnmateg tres pobit of 0 esi ume
fonetion de g et de f, développée suivant les puisnness crolimntes de o
# Pl I !
Ciola gis

et peridique par rapport & £
Ponr bien nous en rendre compte, il faut d'sbord mmener Véqua-

tion (15) A ln Tormo CATHIN G des equations de In dynnmigus,

fern em psants
= il - a' " A ' 4
a o= -Il: ¥, Foe— 4 2 4 4 ff B Eide - =,
£ ot g itant denx nouvelles variables noxilisives ot Vintégrale [ R{n, Ejds
ctant caleulée en regardant £ eomme ane eonstante, On trouve alord:
fi4) "I."' i ' alar ik ol o
L il iy o -|'.|-- . il iy I

nuxguelles nons ponrrons adjoindre (p étant pestée jusgu'iel complétement

Ii r'| li Irs I Fitl III'I! 1EILE i. il -L|j-|'l,': ainless

qui compléte un systeme. canoniguor.
I\.E"!l“'l if == L} llll..'.":_{l-':ﬂl' pirili T rile e |:'.'l._||];|.!i.:-|| fih) s
g on o L |ﬁ. ||=|-r_lu' -|- i)

18l o= han it -k &), L
a4 ot & st |||'||'~\., coriat i s ||-i_r|||--_r:-.|.1i|.|| AR -i'l,. i l||||'- I wrin-
dule du gings amplitede sont deax fonctions de o faciles & déterminer,
e
Noue gurong

s : - H
Nous allons changer de varinbles; nous prendeens oo len de-§ ,

et o, quntre varinbles =,y , £, 0, définies comme il =ik
il ‘mlsoed 2
T T if .
(| ] 1 b
Il

1a -.'-|||..'.i-:-|n (18} ||||'| donnent @ ot & en fonctions de g of de o 4 &
0, Wl Ell'lll tirer @ of o == @ en L:-urli..-n- il o of e o

[lllIIT _-'l
vient:
§ = F e LU o Rl P
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=il H, Paineant, ﬁ"}f

?';1,“: I=|1'..lr||||'\n||-| ,'|||||'-'| 'Ill.'.ll' .'I Lmis |-|'I.'1.'Ii|il" {"l'l"li'lll II-I' _:.-'I oy il et 1a|-I||' -'.'I

k ;
¥y = sz Fuhdt o W
k désignant In période réelle de si(x).
St nlors x, a été convennblement chotsi en fonction de p, les Gquu-

tions conserverant lear fl'lt'lr“' 'f'll-l'l"l“i"FH'

dy, dF dy, AP de,  dF dx,  dF

ol --I..n'l fr e il = .I':| W] -J:|_|

1
1l est elair d'aillenrs que pour g == 0, F ne dépend que de x, et de x,
et mon de et de .

Nong nous trouvens done bien donps lea conditions énoncecs pu déhut
de oo parageaphe,

L dquation (16) n gurtout éé étudice poar les géometres danz o cas
ot # o= 0 il semble ou premier abord gquielle est nlors besucoup pins
gimple. Ce n'est qu’one illugion: en effet, si Uon suppose m == 0, on &
tronve dang le ens on le hession do I, est nul ef oo que nous avons dit
dans co paragraphe n'est plus applicable sang modifieation.

Ce n'ost pos que les particularités que présents 'équation (16) dans
le eas générnl ne solent encore vraics pour w = 0, toutes les fois du
moins que g n'est pos nul.  La senle différence, c'est quion ne pont les
mettre en évidemoe par un développement suivant les puissances de p
L'spparente simplifieation qu'a recue ainsi 'équation (16) na fait guang-
menter les dilfieultés, 11 et vend go'on est corduit quund - m 0, i des
sirics beaneoup plus simples que dans le cas gondral, MAEE CRR RETeR nE

convergent pai comme nous le verrons dans ln snite.

e —
. 4.  Curfeul iles !'-.H.I‘Hirrﬂmi:m:_l'_u"'l.'_ W lquies. ﬂ
¥ __'_‘_"-. L ] ! L it - . e

WRTERona les l.-:|:|||r|l'l'||- H”.y&rﬁ:;lphn gL e | |

-

s J.___fﬂrF'l' -.]'?.".'—_____kl_l;__ : N
T ||'!-. t alr, e My
T
i|i| irofive une solotion 'Irlllfiluli.lllh' ||-.' -I_'\I-":Ib:\l-l‘hhli_fillﬂ:

__L'I..-rl'f':1 I == gl
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Reprenons les eqquntiong (1) dn poregraphe procodent
'I].!- I-l_ 'IIII- l|l'| --III-
il iy i -

' . piE o T 5
""||'!""""|" i on Mt Tronye mEe  soliition [ r|--|'.'.|||:|-||-|--|-; o) U o

et propoesies-naE I datermminer et expozinis enraciorsfaques e ool
'\-i'.':|l'l|I|_

I'..|:,|' [ i:. Fifils BT RS

|.:|i-‘ MnaaEs ‘I.-:'||| F{Ems |:-- I-|||'._|I'||'I||-\. iy VAaF&llEERs gles |'._|I..|:l|'|- I -:-I-'

HOEAR s

gy L ["K .y B ok "

il i . dl iy il et B (LT

i - LT . I

; » - E — Y —

i [ & TLF 1 e il i L &

- - » . -

ot motis choreloroiee o INfeE rer ces | |_||||:--I|-' [l I 111 5 ]
. E= 8, p o
& ot T dtant dez [fonetiona I r'i|.|:|';||lll'- de | MapiA ELTONE Ii‘:l'l| ox e
i i-|-|||-|'.|'. 1% n.-.!.;r'|..-.|- ||_|.-r|..||i.-r--. e eelle I.---r|'|--I ||-i -"||I|..1|'I.- 1=
HTERRT e clant do eixitme ordr Mais il ymporte d'ohaerver, quo dons

¢ caz partionlier qui nong ocowpe, 1l ny n plus que fualne solufins
particuliéres qui eonservent cette. forme, paree e deix des’ ex posaniis

. par -'--|:-:--|l|l.-||‘ dons - anlutions

._||':||':|-.'-|-|.'|||I|-"'-\. BOPINE  THRERR, Bl QU ¥

|I:I-T'|a".|'.'.l red dume forme depdndtrescente,

Cela poad, supposons d'mhord o nlors F s peduit & F, eomme
NEFIEE |.|l,..||-| Vil |1||||- Il |_I.I\.T.'.;_'I'||_l.||" |lr- i l!'|l1 (o | 11 'I' |-"|I'| '.'!'l' ||||"'|l'
o ) AR

L lora les cquntions (2] & el iannt mr

I - i -
I '1 5 I ¥ ! 3

loa eodfficients ‘de 5 dans In seinile eI (2" sont ales constamnies

Mirs ||;'|-|..'|r. e comme solutions des cojations (20
fi=Gf=05=0, Ty ™= T Tos B = Hes

Cx® ol 2® flant trois eonstantes o' infégration
A :

-

¥ ; B - N gl
‘|ll||:-' anlutinm T ot fria |I ._||||_- !,.",.|-||.- ||.||.'.||'..-||-|l faee COEIEgNE L
Ir.-i- (A b EE BRI :||':'r:I|':I;|'|'-. Hiss o it I I||II-| AR i FTRAE |I|I'II| l'll"'\- L
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33 IL. Pulnear Fre.
I"on pent ramener & In forme {1} Nouws veryans ainzEl fue [pour n
les gmix X radn nis -'|||'|||'I|'|i-‘.i-.i|:.| & gant nule

MNe puppezons pluz maintenant que a 20t vol.  Nous allons main-
tenant chercher o |||:l||l||||||||"'|' @y oy ot 'nl'l, Non s gaivant lea |-l|i~-.|||--'-

crodgsantes de g, moke guivant les L il ym B0 eervant

- SR R - B ot ST TR P

S o= 84 S+ 8u4+ Spgn+ ...,
i e I‘ .lr.:.,“rl 4 .II_:I" ' oo e JIGAE =§= oo
e i - e ——— — = Ly ‘\
i #
i

Noua développerons  alaulee spart  les dérivies secondos de F .||||||

Eiirent coniine codflicients dans anficns (2] en sorvant:

B o
]
- o

| .-'""‘f == .I_:_..'-_-, I'I-l -i‘ ."”ll-.l ] ."'I'rlll T A .
s ~

i "?::- -.i-"n.'r.-l|-3"\.'.'lll\.'rlf'\- Tt |-||'.ri--|||l| 11 ||I||' -!|'1 |||;':--'-_|:|'|--\. .|-ri.--| 3 |]|- i I
-l' niz |"---|"EII il ||:I-'\. L LIREN :-'-' II|'I,'l"l:llllii-']llr-rl'-i : ||| g lErnmie ||.-|.|-"|.!;|;'|r.
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linnird entaepes ok [l---i'!-l'.-:"- dis § et entierea (positives ou I-ll':_--l.l:i'-n,--.'- (1108
gest nodire £ anoon dez deux polygones conveses qui enveloppe, lo poee-
mier lies 2 EL - ' i 4 I wecofu] e a ¢l -y 1 HE PRRIRLRETY |'ll:."l:|||l'

(hi =l toutes les ||l||||‘.iI|'-- a ont loors Ehll'l:!- reclles de méne sigiae
ot st sucune d'elles n'n s |-..rl:.|- reclla nalle.

e ferons-reous alors sl nen st Juvs |I!I|-i.

Supposons par exemple que & des quantités o aient lear partio réelle
positive, et que s —F& nient lenr partie réelle ndgative oo natle. 11

arrivern alors que ls &frie () restera comvergente sioon oy anmule les

constantes A qui cormspondent & unox dont la partie seelle est négative

o nulle, de secte que eos grics ne gons donseront pluee o solution . ge
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nérale dis dquations Projssiis, muid gime aolution contenant sealement 8
constuntes arbatraires

Sioon suppose que les dquations données rentrent dding les dopumtions
div Im ||_l.||_|||i|_;|||_ IWBLIE @YIMEE VL ajhla izad |l.|i|' il JL lex & sonit |||'|'-:'.,
i il eomix el i .-i=_:I|l' oo brair

Llors si & dlentre cux oot lewr purtie reclle posttive, Eauront lowe
partie eoelle oéputive of 8 — 28 nuront leuar portiy réelle nulle I

preoont dabord lis o qui oot leur partic reetlo positive, on olitendes

u:  solution |-.||'r'|||||i-"rl.- codilennnt & constantes arbitrames; on en ali-
tiendra une seconde en premnnt lez o fjut ol leur |mr‘.|-:_- reelle (TR LR LN
Prane Lo cos ob sucun des o o's s partic reelle nitlle of en par-

tiealive & tous leg & sont recle om o d'ailledrs:

- ]

b les puissances de p, les quantités o gerdhit ohcops Fijir-
i |_ Il i Seried s -||I;JJ.||-"I"|-'T--[I|-|'-"\-. miein Seilerment

suivint lod puisances de g

phbliles sui
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flivnnt Jes |-||i¢-_||.|'-.-p e A mais encs

E 4 . . " }
Il I_ul||_[ EEFIVEF Lol Ll R FliRS :_.\1 | mu liem ol'die l.I'-"-'l.'I.llél—

Hecs enivant e puisances -|-:___.,n|, dent suivant Jes pulsances de 4.

Ho effct leg o, cont st sk fonctions dimejl arrivers en general gque

Itz & seront Bévelog misis doans cerinins

s suivant les puissances &F

it dane les

i
vhs |-:|.r‘|q'|.||iq-|_':_..-".;.. gintpoduirn dans les oooel ||.||' Cinsi’

L e Lo L st precistment, daprés ce que noos avons v
_fl_u.rll:'- précédent, ce qui sreive duns be cas des équations (1) du

Rt e —— o '»

Mo -||_|:--||- ]FE] |-'|||.| F  mainbenant dapg un oens fres l-.nrlir'.lli- T,
.":||||]:.-c~r--|:-; d'nbord W a. cla tells I':|.-_--|| q e li= -"l|u||ri--lu- (1) s rodutsent n:

da _ da,
:"" il T \L
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T Yl peloppem ST TtemmE T PE—geiE el & Ia fois

I 1 |- e mm— k2 & i -
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Lt . T 1 i
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Buppeeons de plus que
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:
ruk done A représenter pur loopesition d'un point dans Vesjce

ipuel miode de representation on peat sadopter pour fixer les ddees:
Lea coordonnecs rectangulaives du point représentatils soront:
ol eend el x

[ e L |-.||I'||;'|
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||.|1||!r_| {11 4] llllill". |_|-|' '||-_:a.|.~q_'

! A ok |ll.-i.I|l il '|'-.-ir Tei -'--r:-.'~|.u-:|-||'.l un seul -1'|'--I:-".||I' e va-
leurs dos quantités r | x ceoad #indy et par conséquent unc scule sioa-
thork du systemme g Voo ne considere s eomme distinetes deax stuations
qui me différent gque poares gue s sugments dun cortiin nomboe da

perioedes 2

: 1* B 1'om fait varier f. ¢, ol r, restunt constants) I il |'-|,-'-
|-T-~---r-l-lril dsorit une cipeon béranes

i I='. A b eonddbticn I, I‘I '._': |'l|'|'l.'.-1--rl.-lJ le eopcle 2 i .l"l +;’." .

| 5% A ln condition — rnrr-.'=|l--:|-.|. Faxe des s.

A tonte solution des éguations (1) cornespondr ume courbe décrit
1 . = 5 .
{par le point repréeentafif; - 5 o slotion est poriodigee, cette  conrhe
i . i I
=t furince
= . g i : v
Canetlarons done wnd conurtn forfmer L5 oo -|'rq--|_|--'..:.|.||l 5 Aine =olubiods

e VT L

' o

F‘I-"I“II‘:-’ lies couniioms 1), _1 ] ek 13} pielitivies o eelfo solution

periedique ot imaginons que Uon ealenle les quantités o corvespondanies,
Cea qunnfites gont au aomobre de deox, ef en vertu de la relation
i) olles gont -c'_'llll- ol il l-i'_'lll' conirmire,
Disnx oms peuvent =i prosanlers o bicm leur ourre ot nesatif of o
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tim ost il:-r:q, 18
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b migons a:.'.|||-|:-| A =0 l|--|'- los ¥ BT .||'-,'|Iu':.|ua_--' galivant les
pulsgances de Be =y & done F erolt indélniment, g, ot x, tendent simul-
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sont done encore des solutions nay e ploting s,

Il ¥ o done deux series de solutions  peymplotiques, I premicene
correrpondant o o oo, In geeonde 8 d = g Ghnenne  d'clles
contient une constante arbitraive, la premiore B, 1o scconde A

A chnegn de ocos géricd de solutions paymplotiques oare -|.|_.u|||';| it
serte de courbes se rapproclant pEymptotiquement de la courb: fermdbe

£ ef gquon pourra appoler courbes asymplotiques.  Liensemble de ces
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tlog valenre telles vorcente, !

Iy n

'I:-e-'.ll OUrIrD

e In gdrie (7} ne eoit plos oo

8 o cas qui mous ooecupe un invoridut intéreal que on

[ teyit = f]] e, e

"! niF Vol r "\'I'I.' LR = I' 'I: II 4 IIII] 1l




Far . n i ¥ | |I I|'._.Il }
£ fiad s B i - . _.:'r . il ||‘Lr
] B i f o f = |'.: i | rr
."1 ¥ i ! i - f ’
{ ! [._,- i . l|I I .'.I.i'_ f i i ! i ." { F
/' ' y ' o) peiraesy
e »'Irll & i .llllf ’ o
. f
.hr\-l—- - . T i
§ ‘.F e .- 5
i 3 o, et s & |_ ] |:I
I
A A
i
i P 2 :
| i ff / m ki i il J =
-
| J:f..l N, Ty 'h.__' L4 _I""'
: £ i &k .'r_'|__. r o ll| o 'I.l P
i’ F] " lﬁl
e i ¥ ] [ i ¥ Frae 2 F i
/ | } ! s / _f .
1| TIF. day | ; Y € ) &
III. |'I": ¥ | 5 [ ,-l'l "r"'-: __.l" I"-l Pl ] & _n'.l _.I'.. ' i i
r = - - f ] i r .l'r.-" I fl I|I--|Jr )
Ty f i ! F it / J,J" ¥ l|| = l."f ¥
i LES J.l._-ll i gdl ; ’
."I: Lo ] l'l:'l_\. L s 2 l'i III V y y,
= | =5
1 .|" - i T _|IL | P y - o ,,.'I...Irll & 7 ;': f'l::r-?' .l"'::"
|
f

B e |'I,'I'JI" I

W T

: '_."r_rr_



L

1
TR
I



I ¢ ] K i I A i i I am i f £ Ag i S II- | 5
| i -I 7 » -J l.
b L I_l L i L i o - Ak a Pt L i i
AT , o % s f- L 0 [
J |I ! (] .'HH"' ' - F )
) /) . (o e _,‘: _i'll ]
o pfunreny quae I ¥ s S i ARE y gt i 3 L
1 | 5 g
iy -4 i i, I de
e | S
W g) e T
I. | ' | '} Fi + I
j : 4 [ 5 y I [ i PR -{ I"ll -
i g 3
i 1 1 - = F y
I / b / J rf 2/
-n-ll"'.__l- s J i L i iy Ty ¢ ¥
F 4 ¥
I|' £ ._|. ' . .'! . £ ! " 2 lIl- = F, I ,
i "I i 1 i : ’
red |].'"“f:-"."*'
P Azl "y ' :I I :
: (%) : / il
':.f |:l Y il i i i I. r i I = - i I r ) + r
] i wy o i Li 4 o ] . 1'Il- { o i 3
, / e (%
i i ey ¥ il f |'r ' } i
§ ; : e nlilly (7 ( ¥ Y ¥ { ;
- I,l' J | y F £
.'_I.'
I .'I . - II'I l,l' 7 1'. P l'r LA ¥ . ‘l'l -
T i .|"|_ TR o f & 4
; - 4 y Erbg B Tl Yy it r s 'y
L valkly o Bistre ) 4 , / .
Joi I B B B el i g ¥ / f . f
] 5= | ] ] Jllf _r'l £i ,If'”‘f" i
[ fele el gue
Fi-Ls i Tl ! i) f ¢ ; '
| / £ & o sl .
|' a r { II|I r 4 r F ) 4 s 4 ___n' i
: /
- [ | e, |
! I
J l |r Iz '!
A\ L LR e £ 4
, i i o e |
||||I - % ol s f
§ - - 'Iﬂ -. -
P , b ~
f I ey i ] ) F R f e L n d
L I||' ¥ _||!
S~ = i f SO T S ! ¥
I:_ - £ H II [. —' 8 -f-. _f' o ”_' F
#"" - II. -I.-' F b g T £ F 4 f
I
= h(1- £ |
LIP: 1 L - f i T =i
I Iq, - | .I'_ | |I '.-. . ey F
. - i . - ) : Y . =
I § 5 - _.,_‘ ! F P I i i h_f_.-r--—ﬁr.-ll'r £
4 ' f E=i i ]
S T |r' e I L 5 .:'.I' L I ll



[
i f
A
i
-
.'Il
:



- 1

) e Li__dF el
sd—L ":’}".l'“‘ £ e, If,-i = i il el Al s g g, e |
Now awrse e aas oo J B gre oz 24 ety sl Bl gy J,-:".'.r’.‘-._;,a vorligues oo
ey povaT T, ke Com cdngt f‘ Jenan gac 7L 5 Exfoirs s b canacliz, g ity o
.-f,,,llllr fauks ool dh, pry e :

.'!J’J Jl|| Ia ,I;Ir...-.__p_

A fa :..;!'... s - F'ﬁ?ﬂ'j! i i aprgif Ffagiray o 2 cas Py ol v Rl ‘-'l.r'l Lo .rr{} ,.L_rj
s Mo cgna Lerny J"I':I L., 1“ by prinialt ' s by Xp omd— st ':'_,J':_,-l--"r"-' i T
-llli.“.l ks g l!. ‘I‘ - i i | i .'l.JJ.-|-\.._fr FEr fi IF‘_.-' 5 '-'_..i: .‘l _E-., J";_ |l'l'-r B Filai

."-r'.l -"trf'".l JI.l‘-"l-! I‘fl =
i fF| TS T Fi d||'- '\-\.l!‘[.-' . (TN u#'.1-‘lr -II-‘-“.-I |Il:!-'\-q _I Fil, E"-"'r:ﬂr"':,.l 7 "J"'r... -d', _..f_

a?‘ Adio LI} I'I:II' Iifffl*; ;‘J&? plie nily e ondity el b cm

,.eg!;rlllIIr Ae piodaes 1 e Expraa P o T ¢ P gk / ,:..x'.;,t.u.- pro= 0
Tl e sbualde vin phidn o seminilac: o A TP o psd i ton,

I vt Li. 4. oty : "rIr ik dpof iy e rl:;f-.-'!'-i'. d " e
.)I"‘"'_"'“" » ole Jop s ey wd .-.:’.'.'.js."'. V ([ ) E) o F PROR oy s mf- * R
e R e feer P e lilicd A Y& for = ety dlitn, Alainy .-,f_.m{_

,\r_"u f.}': -|‘r.-¢'l".: 1'-:' ,.. *'r';'- ;:a’ " .I'I (% Be g 1.;' o o kg paeoel ":' tne, r}' i,
fowelemn, Sped T d _H) T I e e B T L

3 (e _::I.r." .llI ‘f- 1 --
i PR e



i !
f I.I
/

..r-ﬁla.jiar';‘

He" :

J

"4 |

.: ¥ L -

e

FJ
. Y
o« i L) .. L
."I- ‘I-ll'
r __:" i l_.l'“ l:_: _..r

N
o= 1 i #
; n /
= [ T i ' -__JI
e # : F} i - -
. # ! -
F F _." cid A .-"_.J-
J * r "__.l -
5 Y ) )t ;
r

I i
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pfoa gl g e
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ultiple de 27, Nous désignons d'sillenrs par T

'|'|"‘~i:'-'{ll" i |il1;lll.'||l' & THFE"IT'I nt les solati

I-|I5I.|1iu-||

Cop A e
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On trouve o

lis r.' il s .JI alant |].-; CAEIr

AR z
dif — == pour 1; = 15. Nous

e, L

P - -
dintéeration o n, ciant I wulen

L

ng choigir les constantes «f de faco

gque lez w, alent de valewrs
o sodent des multi
e

i - - - - .
I'lr"_'l'lIII‘ por quel mécanigme ces poissances negatives de gy disporits
gonl.. Pogops: .

et consbdérons les = et leg v comme des fonctions des variables £ ot e
Il importe avant d'aller plus loin de faire o remorque suivante:
1I.|I'Iu-| lea 20 -e"-.Eula'-Jer.: |':|.nt|'lrri51i1|\|.-r-. & . ||r-|,|5 SOt |||:Ih' et !l:—' nulred

sont deux & deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons

-} as, | Exyy B N o— I.,l'\-tl" s --:-'.|r-=:-.r|r-'- en  convenant de t‘l!'|.!|'l.|:'||'.'|:' COETITIAE I'|'II.]¢ |1""1 .
coMFiciomts A et les variables w, qui correspomdent aux w4 1 exposants ' A L |
rejelcs. oo Tepetterand—dabord Jes denx expoennt noleet dons chages At st
o s ¥ #
o F
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i I
+1
Lpnlons dinz les denix membees des Squitions (1) les efflicienta de o ® |
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Erd dinabions o s dynamigne =t

iI""""'“"'ll--'. comine noE 'avons fait plus bk, e represonier par !."J
I walear oy e do 7 g 7 cai upo fonction 1.-""-u|i-|'||-- de f,

b 1--|u.-15--r--- 15 Mos [HELTTang wlore - deéduirs |-|-- ElIwnnbes;

- b i '.r . e a'F
" I, B |.l":.|71. |F..'r: I|r

Y aiw,C .: I —% _'ir'lll. [«£].
—! ey oy iy iy,

-""'ul|']:-'-l--'l- musintennnt -|=|'1|r| ealenl prealable nous ait fait connadiee:

o
L= l-'lj'“ilrllll‘l-i 0] vahb fhodd permetteo de calenlor |.-; ] et Tl B2 pie
'='III|.-'-4"-|II-:'||r ool L r.-.'; 1-.|I.I.||]||!|- = Fiiriis |-|'1'|'|||'1I:-l1|l Lok -|-.-

diterminer
A II "J | S T Sp— rl.'_-.i.
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CHAPITRE L

Etude du cas ou il n'y a qué deux degres da libarte.

§ I, Représentations géométrigues diverses,

Reprenond Ies équations (1) do g?*-r‘i—‘-ﬂrhr—ﬂfwﬂl-l-

de,  dF de,  dF
/ all -|'.I|.I J i '-I_'u" 3
111l
! dy,  dP iy, _dF
df s, ' | dr

Nous nous bornerons an cax Je plue Simple qui est celui on i1 o'y a
que deax degres de libertdé; jo n'al pas nom'occuper on offet de colul ou
il w'y m guun dered de liberle, ear les dguations de In dynomiogoe

. | = { ] |
-.'":r|1;";:n-rll .'|||:-r-| ||.i|:|"1|:|1_-r|r par |]r- -i.-.|||_|'|-c;= |||_|:_|||r.||;|||.'|_-5,

Nous supposerons done que I fonction F ne dépend que de quatrs
1.':|I'i||.|‘|||'.-' .|'I = |': v My ;I.I__. Rq!-l]-i I-I|.E|||||-'\.l.'|_'||1l:. |||_' Il]u-. ||I.|!I FE e I‘.||I|1':i-l|| gL
uniforme par ropport & ocs quatre varinbles ot Eu--rimli-',m- de période 27
par rapport fh ¥, ot &y,

Lo situstion duo systdme est done définie par les quaire quasnibités

i | |

ey Ny My MniE cotte sfuation ne change pae quand § oo § oope

mente de 2x ou d'un maltiple de 27, En dautres termes, et pour re-
prendre le langage do  chapitre [jt b e dag b, sont des

varinblez loeaires, pendant qooe g, e ¥, sont des varmbles angodniees.

i i b, |5, Twpite o 11 arplenba 1588 IR




iE H. Poiussrd. Jr

Nous conmaissons une intégrale des dquations (2) qui est la suivante:
'l i
|'?.' J‘lflr.r’-. _i|,_|_|||':] -_‘.I-

€ désignant 1o constante des forces vives. Si cotie constante est regardée
comme une des données de la guestion, les quotreé quantités ¢ ot ¥ ne
sont plus indépendantes; elles sont lides par In relation (23 11 suffira
done, pour déterminer—la-sitnotion: do systéme, de se donner arbitenire
ment trois de ces quatre quantites. 11 devient possible, par eonséquent,
de Miprésenter I situation “du evstéme par la position d'un point I dons
|.'|:'.1|:|||.-|':=. i

11 ponrra arriver on outro pour iea raigane aliverses e loa quatre
varinbles = et y soient sonmises, non seulement I"dgalita (2), maiz & une
ou plugienrs inegalités:

(3 Fll e B a0 =0, gllrm N N> 0
[,]

bupposons par oxemple pour fixer les idées que les indgalités (3)
B erivert:
o> >0,

ot que Uégalité (3) eoit telle que lorsque x, stisfuit b cos inégalités, on
puisse tirer de la relation {2) la quatritme variable =
forme des trols aotres oW ek g,

Nous ponvons nlors représenter la sitdation do aysteme par un point

y om fonetion unl-

dont les coordonndes rectangulaires seroni:
X = oy [1 + cosy,ler, + d)), ¥ oo giny,[1 4 cosy,ler, 4 o],
£ = giny,(ex, + d),
¢ et o éant deax nouvelles constantes positives telles i i
[ B S R MR o e
Il et elair en offot qua fonte situaticn du systeme, cest n dire & fonot

systeme de valeurs de r , u e ¥, antisfaisant aux conditions:

U@ W, x>y >0,y >0




Lt |

e —

j N Har |« |lll\."*l|i"'|.ur des 1roes girdjui ol lei dgoationg de |s dysamiqus, Lifh

Mrrﬁ.—:gmmi LIT5] ihcr-lllt de I.II.".l-]:liLlL'I: el un -Ju:ll, |.~|-||1!lri.i enine I-,-;; |'|-|'|,-3; tores:

(1 =TT 7 + 2= (cb + o),

(4] [1 - "_:,".-:—_'_- TP 2 = (oo I.|I:|i'_
Et reciproguement, & tout point de lespace compris entre ces deux tores
corresporsd - un systéme de valeurs de £, %, et w, ot un eenl, satisfuisant
aux indgulités préoédentes,

1l pont  so fmkpe i liw iu('*gu.“l!r'-n-' |'_5,I| iz g eerivent l'll'“: gL = |'.-1
mais que  copendant ces inégalités, jointes b la relation (2) enteaioent
COMING CONSGqUEnoe \

43
a>x > b

81 de plus =, est encore fonction uniforme des troid sutres varinbles, le
thitme mode de représentution péométrique cst ecore |:|.|p|i-:_':|.i||['.

Nowt pouvons nous placer dans wn cng plus gémniral encoro:

Supposons que Uon puisse trouver une variable puxiliaire £, joulzsmnt
do la propridté suivente. Si w0, ¥, ot g, stisfont & la fols & Pégalite
(2} vt mux inégalités (3}, on pourrn exprimer 2 et x, en fonctions uni-
formes de £, de N, ol de iy e plus, en vertu ded indgulites (3, £ ne
[eaad devenir infinfe of peste onprise entee cértaioes lmites de telle fagon

que l'on s comme consegquence de (2] et de (3]
A= s

Nous pourrons aloms définir completenent ko situstion do sysiime
o ot donnant lea trote varmbles Eyy, ol et In représenter par un

|:|-|i:|||[ P dont les coosrdosinoes T\li'l"llll15_'l.|.|j|-lﬂ'5 reront:

X i '-".':"|| I - eos Myl T 4+ -I'_i:,. ¥ HAT !'l'|| 1+ l.n-_l,r:{- = = ql"_:],
& = sing,(cf + o)
aver les conditions:

r":-""l_'lli'lr-|—i||-\.:|Ir1l||+JI_"_'-|_':|_

On voit alors, comme dans le cas précédent, qu'a toute situntion da

systitme cormespond un point de Uespace ef un seul compris entre les deux
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torts (4], of réciprogqooment, qu's tout point compriz enfre ces denx tores
iy peuk l.'l.l]'l"'l.'.-|.ul:ld.rl. |151|:- dume situation du .-_1.>11"1r|-|'

Il peut se foire que pour X =, {on pluz géndraloment pour £=q)
ln situntion duo svateme reeto o mdme quelle que soit In valeur attribuce
f ¥, Nous en verrons dans In euite des oxemples, Tost winsi qu'en
coordonnees polaires, il faut en général pour définir la position d'un point
s donner les doux coordonnées p et @, mois que si on sappose o = o,
ol Pelronye 1“||_ix:-||r-'; Iz mdime |:H.I-II:-T- i euvoir lo EH.'Ph'. |:|u-.-| fqu Bl d,

Ilans co ens on choisira les constantes ¢ et d de felle fagon quo
oa = o = 0,
Le second des doux -tores (4) se réduit slors & un cercle:
FAR X' 4 )7 1,

En chacun des points de co cercle ¥y est indétermindg; mais néanmoins,
cotiime podr § « a la situation du systéme ne dépend pas de g, & chague
point du cercle correspond une situation du syvateme of une seule,

On peut dire nlors gqua toute @tuation du eystme correspond un
]ﬂ"irl! ilo Ti':-'p!ll:".' intérienr mu |-|.'|'|||.i|'r dieg dionix tores il ol guoo riti-
proquement, & on point intérienr de oo tore ne peut correspotdre g
soule situation du systéme

Jenvisagerai encore un nutre cos

bnnginons qu'en vertu des inégulités (3), & puisse prendre toutes les

vileurs positives, de telle sorte que:

2 o, n I- N,
-"!'-IJ]-|"'=4'-I-1 fjuiLs eear 5 o In situation du ".""" el ia -.E|-|-- nili [re
de g, vt que pour § = oo, cotte situation ne dépende pas de o,

Noung pourrons nlors représenter In situstion por on poink dont les
coordonnées: rectungalaires seront:

."l. l.\,l.“..l_lllr!:-\.d-.I 1 -ill_l.l'_!".“l.- ‘:lf E"ill_ll'__

Pour § = o il vient (quel que soit ».)

X == cosy,, K = sinj,, A




O Har lo prebleme des trobs eorps el les dquations de la dysambque. ALY

L point representatif se trouve sor le corelo

X4 e, E=0

i

et e position ne dépend pas de g cela ma pas dlinconviénient puaisgue
par 1I:L"|Jflr1lil"-l' In situntion do #yetene poar © = 0 ne depend pas non
'|.-|.l.Li il :'.'I.
Pour & = oo, an trouve poucvi que coay, soit népuiifs
Xe= Vo, & == gin iy,

Le point rn:-|:|:r|_'--'4:-n|::|_l:'|'|_' gn trouve wlore gor Paxe des & ot sa position ne
dépend pag de u,, mais pour & = 00, ln stuation du systome ne dipend
pos non plee de .

Li mode de representation ndopté est done legpitime

Ce qui précéde o besoin détee appuyé de quelgques exemples, Wi
n'en traiterai ici que trow

Le premier de ces exemples et le plus important parce que et
U CiE !H'|["|";|'I'||illr du probleme dez frols corpe Impginons deéwx corps,
le premier de grande masse, la sccond de mnsso finie, maks tres petite
ot supposons que eces denx corps décrivent autour de loar contre de
:-"ru.vih'- COMMmE e l'i['l"'l!-‘l\..'t'l.'l'-".".' =|.'l|'ll IOy eImene l|.h]f1'|ﬂ|1l?. P‘“II‘-'i‘l!ll'rllrlﬁ
ensuite un troigiéme corps de masse infiniment petite, de fisgon que son
mouvement ssit troubla par Vattraction des donx premiers coTps i
quil me pulsss pos troubler orbite de ees deux prﬂlﬁ- ré corps.  Bornons-
pops de pluz au cas o o trolsiéme corpe e ment dang lo plan des
deux cleeonférences décribes e les deux ||I-'I'Ill-il':l"-'-i MILEECE,

Tel et le ens d'une IH'Ii11: plandte &m mouvant sous Finfloenes du
Soleil et de Jupiter quand on néglige Vexceptricite de Jupiter of I'imecli
nnison des orbites

Tal cst epcore le cng de o Jume s moavant sous 'infuence du Soleil
et de ln Terre quand on néglige Vexcentricité de 'orbite terrestre ot Lin-
clinmison de orbite Iunnire sor Declipfigoe.

Nous définirons la im_:‘p!iun du ' teoisidme ocorps par sca clements

peauloteurs & un instant donnd of nous derirons les cquations du mouye-
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(11 T | LT o] :|ﬂll|-!:s:||.|! les podntong de M. Tespnazn ding @ Mol des 1_1““-,',_
tes Hendus du 34 jmw'n_-r 18487

dL  dR di di

ar . et 7 T T
val

it AR 1y AR

it ly ! o S

Je designe par o, e et n lo grand axe osulateur, Pexcontricité ot Jo
mayen mouvenwnt de la troisiéme masse; jappelle § anomalic DY e
do cefle troisiome masse ot g lo longitwle de son peribelie,

Je pose ensuite:

-Fr=1‘.|, L) yail — a").

Je choisis les unités de telle facon que ln constantn de Gavss soit égale
i L. LELE ]-' mu_'n-n mcEvenIent .;I;_- I ;,_-.,-“m[{. maEse soit ‘.'l.l'-"ll oot e
ln Irlll-,'_:ill.-ldﬂ de cotte seconde mmse soit 4'-|-_r+|||: o {s

Dans ces conditions, I'angle sous lequel la distanee des doux der- =
mieres mnsscs ¢l vue de la premidre ne différe de § 4 g —1 AU LT LR
fonetion |:r|.3ri4:r|]ir|_|_|l_- dis ! de P.-'-rin,q].:_ Iw.

la fonction R est ln fometion perturbatrice ordinnire aogmentes do

] 2 v ' .
;; =T Cette fonction ne l.f1'|n.':|||] que de L, de &, de { ot de [ 4 g—i;
4

car ln distance de ls seconde mnsss & s promidee cet condtante et la
distance deo ln troisidme & k PrEmitee l]-:'-lrl.'tll:l que de L, & of .
Cette fonction est d'aillours périodique de période 2z tant par rapport a
{ gque par mpport & [ 45—,

”‘I! '-'I'lrl'!'Eill. dq.' L L I'am (T

J K il i
it dy

et qoe les dquations (5] admettent comme integrale:

N+ ' = const.

Nous allons chercher & ramener les équahions (g} & la forme des
l:.'I'JL‘II“IHI.-i- I_-| L Foor |'l'1|1 BOiEE 1 i Y ons 1;1[;'“ l‘pns.c-',‘;
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f-l"__ Sur ba problime des irols corps of les dquailoss de ko dysasique 103
g L T L.
y, ===, vl
Fi Fyg Tg o By 6 Byl R4 &,

et lea ..-.|||:|.|iu||_.. I:_;! r--|-rmrru:~n! In forme:

. de, . dF dy, AF
it ol ol il e

La fonction F ||-|-]:-e'r|-| dun [|:|.1'||.1||i'-!n|' rea '|'\-e'li| g e la mmese du

_-'u'»;'u_.|||| |'|!.r'|_|-i ok nous ||||'||.'|.'||1|¢ |'i."rir\'|':
F = F, + uk,

F est piriodique par rapport & g et g, qui sont des variables angulaires,
tandiz que #, et x, sont des variables linésires. 50 Fom fuit g o, F
dr r\-.'-dm! B I"_ [ &

1

F, =

- 'y |

+ U=
ne dépend ploa qoue des variables lindaires.’

Il résulte de ln définition méme de L et de & en fonctions de a et
¢ que 'en doit aveir:

I’ = F o 2>,

ce qui montre que r, peat varier depuis — x, jusqua o4 x.

Bi l'on suppose T - x,, l'excentricité ost nulle; il en résulte que
la fonction perturbatrice ¢t la situation du systeme ne dépendont plus

i de la différence de |I}I:'r','l1lll-§f" des dieins |_-I':|i-'5t'; minzsed, o'eel & dire de:

I*—q-—l’:lrl+?.l=.

s Vo0l ot windde vntr e b Dessien de F, par mpport & 2, et b o2, est entique
L h_l I rmble. done s len cosclosions da ¥ 3 (chajpitré ]l[ [ Load PaFIAE] B wili i
|||';- ap |l|'r:|-'|-. 1 ".-"-n el mien pourlant, paféc I|'.|.-'-". Jiel rbl'rl[':'l'rn'\-l' ¥ far ibn foae
tion arbitraire @[] de telle sorte qoo do beeslitn de @ FL) me soit poa oul.  Urcls reviest
b chanper Usnijl detempe da [apon que eable woldd -J-'-|||-n||.- de ln eonstamie O des Toroes

W e
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Umn on dédmin:

I\.Iilll':l;:

[[] # (0,

d'on 'on eoncliarsii [:l:."i_-::;|1||' Ie valenr miale dée E T,

e5t EUpposte
nulle) que = doit roster constnmment egal b x; mals ce west ln pour
lez equations (1) liulnrm polution singulidee qui doit dtre rejetée,  En ce
qui concerne  lea solutions spucticolicrese que  nows  devons  conserver,
I'dquation [&) signifie ssmplement que quand r. atteint la valonr o,
cotte valear o2t un maximom, o -:i_'.|i est d'willenrs une ponstquenee de
Vindgalité o2 = .

DI WoUs supposons  maintenant r, — i lexeentricite sera encore
mulle; mais e moovement sern retrograde (11 Uest tootes les foie que x,

ef r, ne gont paz de méme signed; alors F ook la sitoution do spstéme me

15.|'|||'I.||1'I:||. pius gue de |':I.r|f-r|'|':
—f g —1 Wy — Wys

oo qui donne:
il dF !

ok

dy,  dy,

Je wais maintenant teaiter la gquestion suivanio;

Trouver une variable & telle gue g1 x, 2, . %, . ¥, ‘otislont oux egn-

litiea ot i1|-"J_::||.'a‘.|'~ vz} it o3 ;||||'| donz le eas -|||i T ERE T riscluigent i
F [ 25 el T o |

ced quatre qaantites peavent sexprimer en fonctions aniforimes de 2,4, of §,.

Je traiterni dabord i guoestion dans le cas ou p o of ol

|I'I -" |:'"I' -

Lo ]
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Hur e problime des drols coeps

Alore ez Sonlitée ot indenlitéa

Conafrimizong In eourbe:

el lez denx dreoites:
A4

Cez draites of eette convbe pe

rentez, reprosenitoes par les figures

Fig. 4.

1'|'|:||'I||||' |||'-i -I:I'l:"-, |'|_-__r||r'|-- |||_".
||:|-_'I|'-||||||'-\. I'."||' r..||p-|r-r 5 |'.|:-;,|' |||l"'-'\.
In moltie qui est ad-tessus doo et
courhbe noug offre doux ares utilea

of O doivent dre mepelcs o caik

ef led dqumilons de ls dynsmbgus: | RLA

(2} ot (1) &corivent:

uvent étre dang di % =ftnntsons diffé.

{ of &,
Fig. ¢
¥
|
I|
f |
r 1
% /
, &
"-.._||_ .-""".,
4 e b x

ralt g2 composcT de denx moltics sys
Ey MGIE NOUS AYONA peprésentE que
nxe,  Daps le ces de la fizore 4, In
B et [¥E pendant que les nees AR
e Uinggnlite ¥ = (X 4 8" Dams

It ez de In fgures 5, il o'y o quun are atile BC of Tore AR doit

‘I'Irl' |'I'_i"rl'.

[a prssago e la Boure 4 o I

:
1 I:.;:

uri: & e foil |JII::I--] la droits 11

devenant tangente n In courbe, les deux '|'-|-i||1- et e confondent

Celn m lien poar:

"_""i 8 TR B -II||-!---'| PolfE diiFE &

pive marbemadlivd  IL Deprimd b 14 sepins

||I-'. L 1| -||il.|'| |||.|-'|- |i:|||-. |. id ||.-
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ln figure 4 ef nons eovimgerons seulement are wlilo B desl en etled
le o le '|'-|u:-l inférestant nu point de van des r.|.p|i-:':|ti-p||-.
P ogama:

fin
|

on voit que § @annule an point & of devient infini an point B ot que
quand on parcourt l'sre BC depuis © jusqulen B, on wvoit & orolire
consfamment deputs 0 juzqua 4 oo Bi done on & donne £, le point
-H-rl*--«|'u-r|-h|.rul die I'are B gorn entidrement détermine, oo qui. risvient n

dire que & ot x, son fonctions uniformes e £,

1
Chu'arrivera-f-il maintenant s g onlest plus nul, mals sealement tres
petit?

I'.il i 2OlE RO

(=Y F . E = 0 i o TRL

r, ot r, seront enoope fonctions uniformes de &, de i, ot de g,. Pour

quil cessdd d'en étee ainsy, il-Inwdeait que le déterminant fonctionnel

aE. F)
&

.

:-;'||.:||||'||.'::'-.‘. R aveteme de valeors :-;:lti:l'.-ni-'.l.llr nuax |'n1'.-3i1i|-:|.: 'IT_ LIy

e o . ; _ I . 1
eitla narrivera pag & u est osser potit ot & O ost assex différent do =

bama In plupart des applications, ces conditions erront remplies;
mofs potarrons done premdre £ comme vanisble indépendante; cette e
rinhle gera casonticllement positive of r, ot r, Brront fonctions uniformes
de £,y of ¥..

P ik voik sisdmend poungod _.'.'rrir erlle dermbire eelsiion: 1are NU comane om I

voli sur ln Beure esi lowl eotier so-dessus de [ aze des X, oo qiid endralng | indgnliil

T, S op N e flile gus eslie (adgaliid mbsidera ebedcs potir led valpmrs fillvidmimeat

L de m.




e Bur lo probleme des ireds sorpe ed les dquations de ls dynsmiqne. o3

Toutefols pour trouver lo mode de représentation plomdtrigque e

plus convenablo, il faut encore faire un chungement de variabled. Posona:

£ =, X, Ty = X, — Iy,

i I 3 . f L N
i ,-\.'I". ¥ Wl L iy — Wale

_"|||t'|'--. LE l:'||||.=|_:,'_'l:l1||.'1r[ de variables, les L'liuu.li-:-u- congerveront  Ia

formc e T [V

did " dF oy, diF
i |]:._- iti _dr:_l
de, | AP dy, iF

i ilary| i oy

D wolt gue g et wy sobl ebcore des varmbles aogileires; quind
enoeffot ol ou gy avmmente d'an moltiple 2=, ¥, ot 4, nugmentent gl
d'un multiple de 22 ot par conségquent la situation du systéme pe
|-||:|.:||J_5|- [HaE.

Muis iy a plus; quand on clange. simultancment g et g oen w47
eb o4 =, ne change pas eb p sugmente de 2z, La situstion du
systeane e change dote pas

Cela pose nous represeptercns la situation du o systome par I point

de Vespace qui a pour coordonnécs rectungolusives:
X = posylot=mr ¥ = giny ef™rs, == E AW,

Pour £ = o lu sitoation du syetéme ne dépend pug dis gy ot 1l en est de

LIEERET T ||.l.| '|-ni||1 n-innﬂ':ulu!il- i ==l ||.|-|n-' zur e |'--r~|-|--
4 =1, =

Pour & = oo, la situation dn systeme ne dopend pas de g et il en
el e pidee du point représentatil gui cst alers sur Paxe des Z 5§ oos g
cab nfgniif ot o Uinfind &0 cosy; est ;k'-.-iE'lit'.

A chogue point de lespace correspond dono une sitoation du sve
teme of une seule; n'-'i||r|-||u-.-r|1|.'r|'l. i -.'||||.|||.|-: satustion du By et cornes
pondent, mon pas un, meks deux points de Despace of en effot aux deux
eystemes de valemrs (0, op.0 .00 ot (g, o8 4 7,.m 4+ 7 cormes-




o T
s H: Pemnpar e 4]
]:--n-irl.! denx |-.-i|-r- differeints die espace, mnke i senle @toation di
evulene

s dquations (1) admettent les invariants intégranx:

| (ol ely, == ar ey, | oy ely b Sy
=l
|| o, olig ate ol [ alE; -l'..': iLE i) .':.
5 wous trensformons oot inveriant par los régles cxpostis dons e
& 3 (1" parbe, chapitre I}y nous vorrons gue:

i #h

yt Ayl ly IXdY %

hdr o o Il i 2
A IS st W £ BT

’ il e, fur, {.r

eEt omeore n inviaeian 'irll-':l'-li.

[ omrme E pal essentiellom I"I'! posital, o -|l|||.|:'|' gl o g f.r'-l

i Il.' TTLETAT '|i (L L L

il I W Tl

LR | LT O, 0N RreELvE:

W al f 1

31 Nous DaOus suppEsons pleces dans le s de la bpgure 4 et sur Parc

donn 'om tire:

p, = == jr — 30> 35—z 3 -
:
K i
Ainsi &, o— + £, 5 ol toujours pegathl quand g oest mul, 1 e
D ike 1 ds. d ’
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o - Sur la prublims ds trods corges ol les dguedlons de ls dosdgoe. (L1

sera cncore de mdme quand g cessers d'dtee nol, pourva que © set aseee

different di

Dans ses conditions Cinteorale:

T
¥ [
| il

cal un invariant positif

! - .
2 fah ginmbeerent misdnanl cominde i e Bt

Pour o 0, lag B IEILEY

ol on fraves
I [ 1 | 5 fF eoEt, . i coneEl, i Wil = CdaiiEl

|_- T |||||l.||-\. minsk u||.'-_-|||;_.'- ot popEreson tees II..I:- liz Tapimli II" Il Ll b

e latinm L-'.--||||':ri|1|;| ;|||-||.[|' jmit cortiines  trugeeloires, (i il ] g ]
sl fermiéed boutes les fots que L moven mouvement 8 est un nombee

les momit tracdes sur des sarboces I.'.-ill.-

r--'|||'|1'|:|-||r.||-|-'. I (L] lllii Nt

o ---|||..|I'.--r| wenier

£y

it .l|_|i BEk EET ...|;-..-..||,. ikl .j.-\. sarhiioes it |-'l.-.|I|I;III| Foerrnivss .|I|:L:II;III =
¢
noides Lores,
:"o:..“;. ST Tir s .|||.-| || Sl COfeit o= ['l'-l:,r..l- gk |l|--|i||-'-l|||.|!l
r mest plus ol
{ am i -.-I.'..1|-!_ -c'n....|'\-||||.'_ = |'\-'J"\-|'\1"|-i-\. |-'||I|".ri-ll -|Il|.‘f _|I|| ||l'_'.| '|-.|I'|l'

ik fin di § g et clapiee

1 W -+ i i fi

i dtanl e foanebiog oo i ¢t il ||-||-I|'.--I"£-|| Har I':|'|-|"-.". T I

= st lmink L U R :-:l'\-']-|||i-|l|-' piur ruppert oo L. stk cageictaon  peral

sderive en reprenant loa notations du

da  dF s 1P de 4 dn Jr

ik i il -I'_l. [if] -Ilr_ ’ i ol £
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BV
iy it bt
- ¥; i LS i =aey H ) — | Mg, & g = r
3 | .
Pogofix
i Wy 2y CORN, o i ; TR 1T

| irs sjunbiond conserveront In forme caponigue des éguntions die la v

mague ef Ia fonction I doependrn de deux voriables lnenires @ ol o de
1 r

denx variables anpolairs v of £.
Chy  voll  nissiment gue  quand on o s doine 8 constanie des Forees

vives L, 2. L L -||l-||:I'i-.'=I|-' vairialile A entieremaent detertninee -

if, <= n | Kiw. o |.;_u

_
P

Fonr I o, la srbmation Jfd syvélesne iw .||'iﬂ':|.| |wits di #, . P T

prravons adome adopter e represenier oot gibniion o ||..';,r|| ilaot les

soordennces sont

X ks OF 4 ¥ 21 Sp = ol B, -i|||.ll_

L chagque sitvation du systeme COTTes] pdd wAnsd w |---5||‘. e l'espaice

t mversomont, 11 faut cxogpler les pomts a Uinfind ot les |:l-|i:|I- do Unxe
dm 2 '|II.' noiEs donberient . o OF pEr ol --_'-||:|'||: i e liak ¥l uzoiee.
Lomund  troisieme cxemple, envisageons umn point 1nobile pesant e

mouvant sur une surfuce parfaitement polic of dons e voksinoee d owe

1l equilibie stable

t'renons jrour origing poanit B lis bas do lo surface: ponr plan

des oy L :-||I.' LiLnigg

[qui & rizoutal; pour axes des o of dea gy les

Ihsats -l"' |.|.'I-|il\.:ll.'..--' -l-' TR ] -|II-' |I| :I'|.||'--|| -EI ]:|_ -||||':'__||- o ECTIVIE:

gz, § etant un engxmble do 1] of T T .|_:_||-.. ikl motE en @ ef o

y uf g oun-coffficient tees potit
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i :l s ||-|'||| I|.:|:|.I|| -.:'-II!' il

Noug mvone obtenn Uéquatidy (o) ¢fi partant des dquations (6 -IJ

ks Gquotions (6] elles-mimes  zontydes transformations de la premicn
ajuation (1) En opérant de mémpN\gur In seconde oquation (3) mouw

iriona tronve:

i - |-'. Als [ i ifa - ! ]ll
1 Iy I fy
/
' ne dépendant que de g, 0, 2l 7,0 y TR T N 2

Nonz illona ghercher n déterminer por récorrdpee lee fonefions a7 o

st e, volel  cominent s |n-|---||--:-|:|-. .":'Il'l .|||'..;| nit

tefming por un colenl préslable, dune part:




B i

Noms mone eonfenlerond danma ce 1!:|FHEIIIFI11I' d'éerire ot de disenter
lra |'-||I1|I.rin|1-i it nos - aprfaees [I‘..‘iji'l'|l.li.|.‘l:'.1 T n-'*u]i,-_rl-.'m! les tormes &0 1L

o ne fenant |'|||||||1|' fuan des termes o Wre

Minie SlUppOseres done e F,od r, sant défintd e [okedinn e i,

ok il H, par li:s -.'-|.|u.|.li-e:-u- st vnnfess
I, == |'|I -+ '|.'-"r: = ),

&y = 2y e & B+ G)
I-r||-|l[|".-'- e, _r'_ REFALL T ceHEElsnie o £, - une |:|_-r|q,-r:|||r| di i "-"-||1-'|||'|'||1|
EI:I‘[L:‘I.II:III]II.:IITI." ol W,

Revenons o notre premier exemple du § 1. Ce que nouws dirons
:-'||.-|r|-'|'|-:|||-.-r||.i! l',_fll|l'IIH.'I'|: unx denx  auntres --.'.;-:'1|||||-.--.. MiRkE & oAk &tiF i
'|-r|'|_:|i|-r i _i!" VN IELEter pfce o CEEl un AR ||;-,-.-1i|-|;||'r|-r du [r-
]ltl'llil' ||1'I— 1F||:,_-'| |,~|'\-|'||_-|_

Nous wvons vu LT I"on Er-rlu'-nil reprisenter ln &tuation do VLG

par le point P qui o pour coordonndes rectangulaires:

cos et =T gin g et 0 B iyl

it
i LB i LI 3 . £, A 5 T
Vi=z( ) =l —g) 3 - ,
] 3 1 ] 3 ] ..-r, - S [ AR .

Nous avions observd de plos gque les variabies

H=Ft 5 K=

& - r -I
forint wviss iy @t 4y un systemie doe vardolles CTERRINE LS,
|

Mdrtin JreaviEgE -|-|r|-- |l."r::arL|l.'r f.,'.' =l J.I:, |'|I|:||||m- (111 -\-r'| CYARITTIE !r.ll‘lil
culier de coopdonndes difiniant o position b point P dons 1% s,

e sorio fue Lot relution entre LS RN Iu'-|||:|||.tin1| dime gueheme,

- 1§

Muis Pour mnensr —ber—erqmmtions—a-la—formequa— soss Joe .-'n:'s-mf ’l'f ';._." o

:-l“"'“‘ﬂ.“‘— dans  be imn;m;rlw—pﬂ"rh!rﬂﬂ, nons avond di feire un suire '!."

changement de variables

Rt

_"'Hlu_-. WY O '|-m,- Inlulr- ﬂl_!ﬂrﬂ:_'r.'lrlhfl; I_-"{-"I’ N |..:-

r: = LB, - |'.-_|'__l _|||_; |||_|l|-| = iy
£ o= fr - ir,. rr:' — Ty iy,

#
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on ohoigiasant lid oombiees enliers @, b, 0,6l e Imedn & aonuler e nombirs
o TeoHs mvoid |||_|i-:|- ||:'
"||'I'I'1 [~ i Il.ll.;_'l'll'.l 1114 ||l' '|.||'i.||||l- MokEsE fiyioms -\.l|||;.|'i|||| '|.'-\. HrCEf s

& et ||' (AR 1] .l-l P oW o N O s

||"'|-III'|I'\- I!Iil-rlll'- el mous g

noavelles yarbles indépendantes o, 5", o ot 5w

E':1| |..|_._'|.|||. e, |-- TiLFni 5 .=||.- (FEELT I M e '|||]H".|'-\. T 5 A | R L

Yy
by doms touk le caledl goi ressplit le & 2, of eeegrelles nons cosserverons
olegaranrE of o, i gond pos  los omémcs guoe eclles gue bous avions
designees par les mdmes lettees dans o previer exdmple du & L, clest
nodhiee OF . F W f et

II L A ] T L LILE ol I|l|||'|.'l'| i CE Nl ||--||l,|'| if., =Lk ||-'-. |r,-|.|'-

tions  lineaires da:

et gque de mupport da wounvil £, an poovel 3 est g fonction lindaire
ot frctionmaire de £,
Moud devons conclure de B que oo peut definir complétement o

|ll“-i|.illll du Erlll.l' P duns |'|-||.,|.'. (L] o [ nasi vl i e mouvel v ot le

: :
rApport du FEIAL b ¥, au nouvel = de telle facon e toute rel

oIkre o 4 0, of = BT icjuation dunt surface

Qoo oe gysieme  particulicr de coordonmtes ost el gue oo peat
.|II._|I|.||-:. ||'I il .-.-J .|'-||| ||.'_|.|'.i|-.:- -||- T RS ||I||' |.' ||||-|'_|I |r" .||;lr|:_'|

l‘Ll--l-ln:. LN

Tpigertoires s
!

aatulifiogue, il st —clir-qoe P eguation-cxacte - de-nos-surfness

. M B
f e AT 4V EIFIC
:"\:"II'\- TNiSLI# ||'-|]---||.'|-| Foinit |!.:I-::-'.-|-'| .i. EiElELFu e ||-. ..|.|'5-.-_|-_-. '|||r|

sefiloe: pir eetin -'-.|u:|1i--|| ||-=-|'--~.,i|||.||'-..- 1.




'#F‘r' b1 Tl [ied Ll dis Ersfs sl li# fiusijurs e la .|_,.- BN 1] |2

Ulservons d'abord . gue o est dguation dune cortaine sarfsce
& ot o] b L 'Illll':i"lll de votte -I'-T|.:I|'|"' ||I|i noaE sern utile st wne l||||'|i||||
e surfuee sung eontact
En effet il suffit de montrer gque on a:
-.|l.lI

el

I
i II [o] [ES | -'l\..'||-'I||Iu|I|| .I|J|-i_ CiLF -\.i Ir||| Iu.-\..l
F = F, + uF

il wiemt:
iy, il Yy
i i [l gl

f I'.I L I

|_|- ||!L'.'.l.|||-':r|' i |:|;|||| [ris |-|-|i!. ii

[ | ||I |||.|'I|'.| '\.i::]l-\.' |11|| (] il
i s ne Caopistmk -|l.|i TR |I|'|i||l.||'l il fruidingi ST
‘
'y B . + s
BT -r.r vl lou)jours e méme sipne el pe [reud & nnnunlier

i C. Q. FD

Lo position o un perint P ogar ln gurfuce 8 sern o définie par los deax

ailres coopdonnecs . el oo gyEteme de coordopmdes est toot & fail

¥
III.II.II'_!III.' LTk I'.I-I-I'-.]||I||||'|_-_- |||||:.i|1'-_ |.I'-|= It .|i:|_-| I|IJ-\.- |.-..' .'-..||r|..-..'
i

e BONEL,

eonit dis courbes ferinos concentriques of gque e point I ne chamge pos
quand Paotre eoordoniee i, mugmente de 3=
Reprenons lies surfaces définies  par Péaguation (1) ef dtudions lewrs
intersections aveo ln portion de surfece & qui o pour coguation g, o,
de remprgque d'abord que Ju Etant s protie, e interseetions diffi-

reronl fort pen des conrbes ! = pongt
hd i
.

Maia pour dtudier plos eompletement la forme de ces coueles dinter

sectlon, il faiat dlabord rechoreher quelles sont les ||-|-n||:-5,|'|. i e ln fonotion
|

[#]
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Revewons aux wotations da & 3 [1*™ purtie, chapitrs 1L Tans o

El.l T ll]l i Nmdils [Yois |I| (L

& 1"..-.! 1 Ly b= i

1 o w4 b,

A ot h dtant des |.|-l|-r|-||-- i &y 5 g 5 £yl COIOTE O B n O ||||:q. i

I|Hl' llu"'l"\.. -|-.-:_'r--- ||I' Ii|u-rI|-. _il-'l';i|-.4i -||r|||]|_'||.|'||r:

F = = A sin iy o= W, ==

En Imizant ensgite:
ir, [ if. w4 @, i U TR i S R o,

FiEklEs RINFLLY i-lll-:

I £ A sin o

N frosuls ansite:

l," E‘ | =108 drk

ln sormmaticon illllir| bty pear liz &1 i} 5 % oeridant 8 Codas les terieies Gils T LHEH

LN [+

d'on
o= g @+ b

[hans le cus (i st oooupey, 8, ostb oul; b condition w,m, S mon s o

s poduit & W, = 0 ¢l o &g, = & il vient dope:

¢ v= S sin (m,®, + B) = SA sin(m,y, + K.

Wapres I dafinition de |.|"Ii. il guflit |-|-|.||'-||_'||,-|.ir polte qupntite
il =] [T s El'.'-.|l:l.=c=i--r| de |"'I toaks leg lermes on w, 1 =t fras il

il wiewt o I

[‘r':.l T 5! B l_lulll: :. _|'| - f'rl

Ainst |a fonction e pous appelons iei [F) ] e la méne quo mtis
|]--h|g||1||r|n ot 1._"' dong In 3=* 5|:111i-,'

[I""I} CiL e codisiqUERt uhe fopction 5:-|'.'illl|i-.|_l.li.' il Ny ol oerte funie.
tion eat finie; elle doit done pesier au mojns par un maximum et par

un  minimein.




J‘J‘T'_ Sur |le probldms des irols eorps @il o vgnaiione de |l dynsmigoe | B3

o
by ERTTE =U[R[rSETRRS - [EEEF lixier les dées ULy i.llll vire oo la I.'|rl'..||

LR IRFLEL |'='||.||I'I . VIEFID ||r;,.||.-\. i i||-\.|||1':|. T

Pour g == o [F] passe par un maximum ém r
Pour g =g [F] passe par un minimum 6 ¥

Padr g = w. [F.] passe por un maximeom dgal & g

Pour y == x, [F,] passe par un minimum égnl & ¢

Pour y = 2x [F,] reprend la wvaleur ¢,

g
Fi 2> =28 >0,

{ ez |'.l.'||-|'!|n--'|'~-' peavent dire rnl..-.'..-“.---.--. par ln eourbe sulvante

dont Vohecizse cat o, ef ordonnie [F ]

Fig. 0,

¥ 1

| i W 23

al- fja

.‘I.:-:r.lr ninei fixe les Gdées, _ir' |-|.|i.-' constenire les conplsea

§ = 0, + = r ! "_:'1i 1I|r + ).

"
mois verrong que #lon la valenr de la constante dimtéomtion €, ces
ponrbes affecteront des formes dilféronties

Pang la feure 17l _i'.l.'. repregenis par un traii ||]|i|| lisg
denx  conrbes € ¢, €t O we g 4 e deux courbes ont chucune

un point douhle dont let eoordonmdez sont respeotivement

I
i —
., ; L] ||'; L
Wl
i
' i | i




L}
S

fepresinle par on il I ey
d'nune eonrbe o reecspondant & we

L

traik mixi i L+ lmn eonrhie eorres-
e voleur de € comprize of L
repredonie par trml g

e correspommdint & une valeur de @ Tnpriee entre e, ol .
Pour g Mame de o & & P it .. an et
fisire on A, 3 -

= it ramche il
B
i
w1 b . 8 i " - e
LR R =1k L11 A HTE III i rsail

lee clonx heanches J poe

s=Aifee BIIF |'|

Poir £ compre enbre
culde; pour £ i L T
L} ] II: g la | PRI il mvant

e £ devient ok

cnbidre imaginoire
Las gurfaces agunbion (1) ont ung forme gensrale gl
ile dleschuir ey s L LA TR TR T I div el

[ (ill]y e
I
ST IR il i

; mbion eendrnle et

Il||'.-ili|'!-'l|:- e -;"'-r i .|||.

S
WASEENRE |




= - L] " 1 s
ﬁ"l"_;. - Zgr la piroklime den breds corge ot lew dnquations de Qs dyramsgus 120

L'ensemble dis lipgnes aingd comstruites constituers uno surface fermée
'I"i S ]'I""'i'""ll"||‘. "unie II.._- iaielacee definies 'i:.:.T' |-|'-|5'I.||.!HI:| ::|I!.

i ikt [t 14 e Cas I-I|r|..|.|-'i- BETOHE £ ._"':'I="I"'-'-| des surfneces fer.
fnecd briploment copnesges [c'est & dire ayant mdmes ConBexons g le torsh

riare |'. - ¢, ol Illll!...‘ I'-'_I COEN PR entre = =y ol - L an fponye
denx - pareilles surfices, intérieures 'une & Pnotre dane e preemer o,

4 l'mutre dans le sccond.

i (0 sompris ootro ¢, o — i, ou enfre — g, ¢t — ¢, on
1 i5 g u'an apl e sarlnee I':||-|--:||--'|I conmexEs enfin [rater "_ : [
In fowen ersse coangeletenmient d'exizier,
Pazanmns aux iqun b purfaces Tomargunbles:
Ly — By Fs v gy -
[.oa .|_!'|._||-|',.' L | ks — g e ntint o conetse dodalsk
b 1 |

i+t ik LTS .-|||||-:q,ciu|'_.. .|||.l |.| -\.||':'..-.-|' a-r|-_r||-|r--|- 1-|r II n-'-ull'-li'lll
d'un limoeon de Pascar & point dooble, on d'une lemnisento aubour d'un
gxe qui ne rencontre pos la courhe

la =nrfoe n"l — = g peduit & dne genle surlnes fermes |I‘i;r|l'-
ment connexe ef o une courbe fermée @oléc; onfin In soeface €, = —¢
sp podmit & oo eourbe fermde solde

[hing e & y 1 [|11-|:|-. ._-i|...|n-‘|'. TN monis nvong envisige |.'-'|||'.||I:i-l:|:

..'.l-

dia_

. ' "
qui peertnit leo n® 1% dans o0 ||.||'.|'_'r.|-||l': OIS AVOTE VI i chacuns
¥ k 5 " i '

e racines de cette Mynation  sorrespond ome e b1 s |--'|l--|lql-l' Mais
damea & ¢ns ||.|; s O e, o 'II.I||rrI'- e renaardgue Qe oNE Vernees

e Fuiee, eotte egquabion peat & BOTI

rE
0
Fiy
e pelle soFe LI bies gkl ud piniss !..-r:_..|]i.|||.-. |'..||"\-'-\.!|i|'-|-'i'||!|| A% mExme of

A minin b “I Dams le ems mctoel, ot muexing, de madoee gee o

mbnima, @seronl @il fiatinbipe e disax,

Mons sorone done déax. sslutions |-|-|'i-- :.l|||--- haiata bilna l.'llll"'-\-lll"'l'|=||l1

nox  degrs coviirhies douables deg gurfames ¢ L i el denx solu-

-1 a 1 H
b matirmativa 1k DTmpiimd o 10 gk 1580 17
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]
.-a'll'- m
|
| fa o
l L
i
i
et
I s
TR T Y
&
|
& bl it ]
= S i
" o {4h
#
& [ {
r - ';.
" ]
y
. L
L -..r. -

i
(HEL H. Paincard. "F".,"'r
tions. perisdiques stalbiles, correspondant aux denx conebes fermees isolées
% ;

ides surtnces O g =

g hlali-voyonsdda plus- pres -en-quoe-eonssie—eet e correspondinoe. -

Envisnpeons en particulier ln solotion périedique qui correspond.- s
I enmrlse dodlsk |]-' L — Caette slolbom  gRIrTa ||'.||_|.'|'\- R AR
o pwonE v dans le & T ish ||".|!E|'_ |'|.|||.:|||' |.|| ay puettee s Io

forme suivante:

T, s NS T NS
F a4 p'8 4
2]
' o= &l 0'G
if. i R Ay = #
Ll | |.'||'| 1]
Eo=xl, Gl S=wl  G=u,

: e L
el on &y . 8y 5 s 55 o ohe. sont ded-Jonctions |--'r|-"-5:-:||:u,=; da £,

LUiethe  soaliting |-|'|'i-l-ii|:|u.-.' firprial r\-e'].r-:'url:r-e'-l- ;11-||1|||-I'r'|-|||--:||-.-:|I [ar nme
courbe trojectoire fermdée qui aurmit pour, équations:
' i 1 ] :I

= polf iy R L

L

fAooet A dtant dea fonctidng de o, ot e poqul westent findes gquand @
g nnngle

Vautra |'|:|.|;'1 In eonehe doable de 'l"I &, nopour |-||I4.:1i1-|'.¢:

Celn mobtre que oo deax conrbes différont infniment e ot i
'nntre g2 |.'n1| Tl.:."=l‘."|l' Ji DOmne nne ||||:.|_ri'|.- imfind et '|-|'1ir-.' ol O '|---|||!
fmire correspondre les deux courbes point par point de fapon quela
digtanco de donx prints eorrespondants soit du méme ordro de grondour
(e g

Uomineg [ aslation |u-ri-u:|il.||.-- iléfnie pinr Ios ddemx |'--:|u:|rin|.--'. a3 st

instable; ou powrrs faire passer por In coorbe définke par les dquations

.:'ll,l denx murlnens I-T.r_im:.'uil'.-n .|-1.'|:|+-|||1i:=||_: B




. e H. Milneard,

W du & 4 (1™ partic, clopitre 11} Ces théorémes ont été priséntds

. f i § H i &
(185 o forme gpéometrique quil avait & omed yeux Uavontage dé mie

fuire comiprendre lo gendse do mos idées ot de s prtter plus” favilement
(FIE Ie'-."h-:"t':l. ation uwlterieurc. Il ne scra |=as intile toutefois, an [l'l'-ll
b woe deo 1'|-r||l-i.,|'|l-~'- 1|||]-|i|'u.1iq-||-. |u|-~.':.ln.|rh-;r de dopmwer E.;.'|' wne deésiosnst

tion onelytigue

Fudoptersi Jeg trve miolat ke G lanz

& différentiellés sous b

2. puragraphes  clies

et plgil] !Ill!l'-' lea l'l:|II:l.lI= orine  snvanlo:

ila, dF
il "."'r |
: : d, dF
i ji =

.I'L alant une fonetion de &, 50y

rppport A g, of w4,
Cop equations admetic

o
(F) S Ve, x

Nots regurderg / la constapte € comms wno

Nous suppopfrons en outre que F dépind d'un
| £ p] et peut g dovelopper suivant lea puissances de oo

y2 yrae. Nnmicre suivhnte:

ﬁ“““. e

%‘IM"IM r'.sj:'.-‘

Py e .{5. : i e : i
;;Il’uﬂ- ‘J"“ f.rt . 4..':'i'l-'lll:l.1.'

‘._--'I _‘.-ﬁ,.-z.- .f-?' AL : -~ =% =i } i T }

'_'#_g;f,..‘ M.:L i ] 1% [, AN J d
'é F

&l Ié: *"""‘j’“ﬁ" 7

rametre de 1o

Fe P, + P+ Fi+ ...,

infin I, e dépendm que de ® et 2, ot e indépendant

maginond que les eodificients do cos denx ||-|'l"|"l."|u-||p{“lu|'-1'|l-' srient dis fone-
tiong e i, el ilin ¥ ot clherchong & déterminer cos eodfficients de 'I'ml-nu

e, res -"-'|u.h1iql-||-' gt 4*-'|'|||||||I!'|1:-!-=.1 nvee |'\-.':= ll"‘lii“i'“‘l’:-' =|ir'|'|:l'1."||li-li'l|l|'-1 ='IZI.

eest B dire que Von aits




Hur lo prvblime des trois corps of ler dpusiions do [ dynambygue

-I_" oot dos zeries lIl"-"'l,"llllllll'l'-' -I.I-!'\'..|.-r 'Il'\- lllli-u-'\.llll"- il

K L K

ef smivant led, smus of eosins des IIJII|.'|i|I|l:'.-\- de £, /

Cies siries “sput couvergentes, peuryy gquaucun cdes l|-:_r|"h: polygones

convexes circonsceds, le premier aux points 4 E oo ol o (fa,
ef lo seoond sux pobgls Ao sy de 0 —y |_J"Irl contionme 'ori-
gine ot quil o'y ait eMge les 4 sucune relation de 1y forme (26),

Cloat done I une hiwyelle démonstration du }hl.:-ll'-'"m-' fondamantnl
du & 5 (1™ partic, chapito

fr eo Choorame aves ceux

quiz ] a1 daeveses dans mo these o fior aves oclol-el:

Ihams le l|'lli-i||.||.§'_l T |---ihl: 1 lez solutionz d'une squation
différenticlle sont |J-'l.'-.-]-l|-El:'.'|:-|.l'-| wtivamt 1k |:|||.Ew-|:|.r|-.x'- (1 T o O

Favais dubord démontréd ve thiordhg (que el ensuite rattoché aux
iies  pénérales qui ont inspind e Aldseh par une vole assex diflévente
donsg Je 45* Cohier du Journal ..!',.;'!'.I_'I-:.-u.].- Polytechnique ef M. -
caup vy avait olé condoit imdépidamment phy dautres consderations
(Comptes Rendus 1378), l

r

E

Hotae F.

Npg [eg HUPFEPES u.u#.l";ul’u”rf!r.l'q.

.f_._.-'i"i donnd dans les :: ¥ 3 ek g (2™ ]:-u'lfu. ||.:|5.ilr-' I la mnnidg
i r.|;'l':-||l.'1_-r I'-u'-|||:|||.rin1| ||x;-c surlnees |l-._'.':||||-l:n1i-|_l.|{':- et de denvenlrer FELCRLE
-|||_;|'T-,m- sont fermes,

_.'- i '|I-|'I||‘ I|||E:—c.-|'||'r' e Illlill:- '\-:I'illll”.!'il'll.t;ll'.l-' duns besenlenls |ur |1':ﬂ’|il'|:-

SO BITIVE & |'|--|l| ibropm dlos sprimoes nay i plotingones, [P antee part, pour de-




=

LF_F:?'H Bar e problEme iles Preds o fps ol lea dquuiioes de la dynas ijus a2

ditde, . d¥ds | 0P

de, dy, ' de,dy, T dy, O
k|
i ol ¥ da, : i M
i 1 '!.""u + ks 1 '!."'| "I:'- :
Cesd !

la le problémo UE DHIS. TROHS  SOTNHICR  Projosd #-Hrln--ll.'.:_: 3 II{-.L:".‘
i_ml.'?i". -'|:||[|i1r|' |‘ﬂ

Ce probleme peut dtre présenté sous une sutre formé (en s plmpant
nu point de vel des Forfesnmgen dber Dynamik),

2or ot x osont deux fonctiona d ¥, et de y, eatisfuisnt aux dqua-
tiand {3}, lexpression :

I I..II_I_lI ~+ -.||I||'1
doven #lm una diftérenticlls x it =i -.E|_|||-_- THikls sk
A% = ¥ ...Il.llll -I- ¥ .'l':"l'..

| g, vl de . i sera définic [HiE |-.~.|||.Ii..|| s
iliFries ||.L:|'|il'||l.'-:
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sont des fonetions péricdiques nor seuloment de w,,

&, = Ly + N + -'C:l:'.

&, et p ebant des constante: pendant que S0 est Eu’-rim'li-pp- ida ["."ril'ﬂli‘
2x tant par rapport Ay, que par rapport o ¥,

En effel, supposons que cela soit vrai pour:

€5, IE'ﬁ'l a5 ,4'_-.-;" |f."i_, T 'E:."_:!'__" I_Ilfvn' 1
iy, : 'Ji"'f ! dy, ! dy, i | i, I iy, ] sy,
. 5 . A L
je diz que celn sern vyl encore pour - 0F ot
L 1 bl 1

s In B {mid 1o J SateEbis 1080, 2.”




En eildt, nosns avors e 'I--|...r|_|--.|

iy 2 b A ORI i -5 R

I A it loa o Stant des eonstantes, . ©f m.
idn anrm onssrit par lefimatiom

“: | ':'_ A O (i g = o
Mits on doit avoir

of par comsequent:

A ctapt one eanEtanie; on en canciul que:

T A, et

Il wvient ainsi

% - " :
tontes fra valodre enbidres

i et l.|.-|..L||I |..||; ST BOHES lin -.i:_:'ll e
i :
bl bess aque me 8
e In forme vonloe, i1 suffit o

Aingd, pour que &, =it de In

el
1

gttt une FaRction I,l."|'i--.|:|||;,| il T Lir | I“J | it ditfimie | .I-'||I|'.'i-l| .
NS 3= M2 Dt g (R
K ne depemalnpt que de 5 . 5 M sorn periodigue en i




_-f.' .':F' HBar lu |-|-|-|,-E mer dien brole corps ef doe Ggnabiswes e B I|_| Tigdaa iy i

b
'

'Iil!li.l' |||' ||'__ 'I|'|I'I. L1 .1I|I|III|I'|'II|' JITRETAS

A i ik o i
cat une eonstants £ de |||||4 y ot une fonetion [T
[} [ :-I]

- Bl b ¥ P § %
]! L | n'h|||r-- I|'|III I I'r | IF"|Ir L ||l|"|1.|"|‘ll'|r|l' R ] Il'.";- sinies =t
il i

les cosinug des multiples de .

Lin o ensuilo:
d¥ : )
", AS )+ K,

I,

HER LT [T nir LT i=al Perimiag e o #, | By-

i
Aingl en chodsizant pour £ upe valenr .-|.||||J|'i1'||r|.' h—y, ek on

cliudasdanl enduite led idlred copsianles A ..:._,. . il l'.u..'u:-n -||'|.lilr:|irl'.
Wl 5 ok . - g :

o touve pour - et o dis geriea ordonnces soivant led sinms et les
oy i,

cosinng - des maltiples de g, ot de . Cos sdries, fuokijue divergentos,

petvent redpdre  does serviced dong cerlains  cud, Il-lm-l f e T

B g Lo [m.'rli.n. -||.||.Erilr-= ]j'

1

K i
I_1I‘f\.'\-l'||'.'\- s nfenant nu ons III\.'

l.'--:-,;.r-:--u-lun
k0 )+

moet Jumaals négitive, mois elle devient mulle pour wng certaineg valone
1‘||' .l_l: i!lll' BiFLIE MNTILIR .J||:il.'||"l' :-: 1]:|E|A ||' !l-:ll'.l_l_ﬂ:‘.l.]!lu' -.-'rr.:-_ .h_- -:|||_||||l-|_'|_'||.i
dans oo gqui ove swivee goo cetbe valoor et nualle: §aicle droit de e
fuire, lorigine des g, étant restée jusgu'ici arbitrire.

Ferivons done |_|"I| 4 € sous torme de sere 'Iri.i;m_mu--rr'n“l-.::
! .I"'I =1 'I =d o VLAY, < r i, cos UL

Pour g, = 0, celte fonction sannule aingst que s dénvee, '||r|i-||||r

In fonction ctant toujours positive, @om cst pour elle un mwinimom, 11

en résilte que Vexpression suivanbe:

/ L
i
" W iaaa ] ' #
7
F L 1 *."i.
= F: i
i
B i ki ) E
rl;_.j.,_ I
# . e of
il
= v Ill P




Wi

- ple. . Poincars
sl III'."'.':'III]rllil.IFII' -.Iiil..-||||| ||__-. _..lr||g., i ||,.,i;|”.\. I‘IE,.._ ,,,|_||”|._r,._ _|| W5 .".-I
une  fonetion poriodigque da B, oaqui e Sanouk Ii;:nu:l.i-u ol e -Il.:-.i-.-||1
ik infinie

[l suit de 15 que l'on peut dering:

o L J
.‘II_-"-I--\--'II:'.'__ T lll.: 100 Wi

] |I.II.' l.'|l||r|-|J1|1'j|r:

d& \ '.. M

Iy e cosmy, + Kb, sinwmy,

Miias pourrons cerire maintensot  Uégquation (o) sous e forme sui-

yankc:
L]
l,_.'.‘llll .|'I'l

W) e ] |
i g 08 Y, 4 L BLD WY,
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chndsisznt "'I CONMIE  Ha viemong de, o fuirs

f li=s  adpdied

I|:l.-.|l:||||.-- ISLI T |||.|l.'-|-r|--||- ne monl

s convergenfes (eledl o
l.|lli fuit U ]

wque divergentes of les Peaves
= ire ug les siries -de M. Laxs
Tl ||.-.|-ir|'.|-||q--; sont on délait.

(b LD eilinit  rendee aeryiees an pnd

STEDT of dans des cas les
i Hl'"\.'l"h.'lllLl- I\.|I.|-|' |-|||.1|-| :
Y i i 2 & =

oarrenee e 2. il il I|-r'.'.-l"- TH L Sioiboape

PUTICR -.ll'.'i'E;_'-l'nl. ¥ sl |,|:|;. ||u||r

néme rsEsn e led s ordi
unigue ccleste,  Cest nn

milres de la m wrnire poareo que les diffi

rentislions ivent antrodoire de graeds sedfiplics

#.  Cadfo |'Ell'|l|||-h|r|."|
ittt r-'l'.lnlql-* A LITLE e fJ-iiiur int  emiglo

peait il

U T

2 efbet mioin

i precodeat el e

donmd & £ une valear -

. _.Lu. prabhde Aiaris

. ”
Pl || I i Ill AANR  mmintennent  f ] e mi

Alors
Ky == ‘Ir'l. :.' F.|+ c
Suppeons  par exemple que, pour la

|'|_'-'] |.|||||.I|-l L]
vaka congidérer nne valeor 5, ile

¥ : ;
st pas  tomjonre o L vilewr
[ b ] . ¥ -I T 1 &

ehomse  de (5, &) peste ¢ Varie depuiz w, jusqu's . e

_l'n" |'ll-lllrll'l'\-|' ] r.i'- il E'I-:

et je valz chegelwr A definie s o ponr ‘toutes les valedes de o eom
prises. entre w, of ..

e
Jabasrve o nlord que ry osf soaceptible de denx: valenrs drales rlk\_\_\-_ ‘?’{l o
ilis gigne oontrnire, & conse duo doulile gigne du mdical: donnons dabord ——— . -
EIlI.:I' |"‘:I'|||.E!II' il i 1'...||i-|'||i |_| "iI.:”'\-' | e

Tmaginoms que Von ait calouls sgecessivement
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Il:ts-' H: Peinoars, - Mo 0
§ 1 Muons pouvons done écrino:

|

| fy(x] = Bl) + Oy

l'ff'.l'," etamt une fonction ontidrement connue de g, ef € | unge constanto

. il intagration,
Ny . g - } . Ay
¥ ath i :"ﬂ-l'll.l-'- déterminerons cetfe constopie par In condition

f.i':_%-l__ - f: g = i,

— L ‘*‘:‘k*;—'l" | Alora Bien UL |_! “mininle pont i, Tyi la I'-n'm-ﬁ-'m
_ e
= J'Ti-l,t. i |.I_| ,..I T Himh
=i 1 - i B | =
!-"T L |1. ; ]
H"\- o b % s reste-{inie pour- g, == p.. f
S -k B """'*ﬁ, Nous nvoms  dome complétement  détorming  les fonctions F} pour
‘H' 'l i - i 3
A ] l""*.".' LR b L ¥, < Eo Lk mdiis -IrIEH'.“I'r-III'Il-i I-;: lea fonetions da &, MMl cldif Fim i mtes.
T 95 Suppozong que 'on recommence le calen]l en dommnnt an codieal e
NEn ‘g & 2 gignie =, Un trouvern ponr les fonctions f de nowvelles valears i
RS, N, "\ﬁ“‘_ jappelle o, et gui scront dailleurs o continuntion analytique des’ pre-
"ll -l 0 . - Mmres.
= .'h Imaginons ensuite que "on remplice € por une constante nouvelle
- e ™ e 1l q g 4
: i et " o O tres volgine de £,
ol e R Alors e rmdienl:
- & -
Al T w - - = L
s ValEl+
- v -

gern réel tontes les fois que g, sera compris entre w, of une cerfaine
vileur x, fres voisine de g,.

f'-:-l.t |l|.lﬂ:I'. ik II.]II!.IlI: |-||r II' EITI'I:"-!'II-I" 1':'1;,E|-'.I-'|.' |'i-||1_l_-"'.-|.|i-'\. .'l|||'|]|1lr !r\-..

{onetinns r, pour lis wnlears de o, comprisis eniee %, ot 0 A nhard on
: T

{ii=nnt:

5= 4/ SIRI+ 0)

(nous. appelleronz o5, les fonctions ninsi caloalies), puia en fuisant

Ty e 1,| _1..:;}'“ 4+ €5

- 1"" {lll‘l":ill'“u il--l1ll-l J'I]l IIII:I"II

(nous appellerons
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;_f_ Hiir o problome des wrels eorps @1 les dpestions do s dyusmsgue | B

Witus allons cnsuibes constrmire lea flaniry beranchies e eotirle;
1 L | T, Pl ¥ iy o

e nous: prolongerons depuiz ¥, = 0, & ¥, =15,

A
¢ if = i T, & !:-'l'-_:'. i i

que nous proloneerons cpuloment depuis g, = 7, jusqu's g, ’
j Pt By = Frahlh Ty = Fralfl

||_I|-_' Ticif= ;H-'\-|||I|_g|'|l|||.-\. ||-\.']'\-I|i.- [ !l: jlll-l|ll.:| _ll'__ 1:.
o o= He=gylnh 5= aln)

gue hous prolongerons egslement dépuis i, . JUsqU W, T,

[kanz ees formules nons avons |u|-u-;

|,_| '|.|'|'||,|i.ln- if || -u'ﬂl-“llll -'||' (L :'\--I||'hl'-\. i !:Il'lu-fl!l'r—'lluﬂ L seropl
fangentes en un mdimg polnt & In courbe v, o

la troddime ot 1o quatridme courbes se raccorderont arulement vl

=eponl tangentes on un (AT LRI LK [ Lt LI TR T of B By, = 0

Fig. B,

L]

Cost ce gu'indigque In figure 8 oo les trois srce pointilles mopre-

gsentent les trols conrhes

ol 'are AR représente la 0" de nos guatre branches dio coorbe, Tare
AP I seeonde, are BC In 3™ et Uare £ o qustrisme.

L] . i - ) by s
= :.i % ol
h -
Ty
L N ™ oy e
P W Y - - . {
i % =
, -
ek . ‘H‘ = £ L h s % "'l‘-
; By s 5 h
. ; -
I'. LY j
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r'i:-nl_lq e vl eranas 'I CPOINHIE e ||||r|II|'|'I i s F_'; imEk roesio ill-ll”lil.'i
ar bl Fan e, :"l--'-l|-| deforn L herens {I jrLr In |-"\-||||i|i||'.| fpue In ™™ ef la 3 .
LE | "||'|||."' b rll-'-'“'-r\-:ll nEk of ||||:|' Il ) E"""-Il'r" |I'r [ | Il!l B Carll '|5II|'|'!- B “illi

F T - , e
cexprime annlytiquement par les conditions:
[ 1 f % .
L3 Fail® ) = el ke Fanl Fe Fral ¥
y . - o Ly
Con deuy dquations ne gont d'nillewrs pog distineles b s mmenent
nounm '\-'I.".lll'-

rIII| reih E-. o j;:-:u-. By nii |l-l.i.l.,|.|,_l'| gir la _ ienixicme Lxrp-||-|-uu.d.‘|l]' thfarorme

1] 1—4—"—1u.-.l'.‘|.|..|,.._|J'.l..||.'|.|.L|‘..l'¥- e ‘a—r} EIEHILE ]:-rlllrrl ats |||II|||I||I|_|' o 5l r; =

it SR e e [rar les |_':=||..|.I'|||I 8 -.:l - lis -|||I|.I1!d-|-|-

(37 FralT) = fulmh Fuslfy) = Fual®y)

bai

soront aussl satiefnites sux quantités pees de Pordre do g ® 5 ifest & dire

que e 2" et In 4™ courbos ex rnecorderont aux quantités pris de oot

otidre, on que la distunee JHF ot un o infiniment petic de mdéme ordre
] |}

i
Maia $o dois faire fei la mdme observation gue plug haut; les giries
AN ||||'-\.-'|||1']||'h 1 ] 1--|r'w-'|---|l de In sorte ne sont [rig convergenfes e
jquelles puigsent remdre des services s oon W8 mamie avee prdsiation
__ammh iy pinsiiomie pus dusuntago. s tos

aoaux cns ob les geries (1) conyvergent,

JETTIRE T ﬂi‘j["

[:I'u.]u':n; L (ug TEOEE uVOnsS Vi an T e partie, eli

nppele dmns fe pimageophe proctdont, il existe des surfpets uRY mipotioues

_'|'.:1| I | HHEF & | AR :I

Naits ponserverons noovs geliitions [o mdme numen
ragraphe procident.

'||'||:|.'||I|-| ||';|h-||||| i

||I.||' ||.||.-.. |1l

4] liow CONSPILNEeE oS |,||||:||,'n|.,-\. i||||“|_||]'|;
wloire dles ||:'|wr||--5:'-u ddung - Tea puragmapshes et

1% LagAfnotions & sont périodiques. par mpport i 9,
:r:':jf-nll'-—'ﬂll-l- il re————— - LR

;{"' MJJ 'i"e:?ii." .f..i(:.i' ,.-I....:_.;r.-r et r-;.l_ Fr .-.E'nr',!-!-.a" ‘,ﬂ.: ..-...q"" ?"
.-;&r-_n} ] ﬁ, -— ,.jr’ fqﬂ.pfﬁ'fa,;__f;;rinf,) - .

# 2 1
Fa ;_".J"I.-.-e.‘--!-ﬂ .l.r"'-f-t’ -"__i"i ff}"‘.il-lq-'l" iy A R "'

tinlomss fomees. st o2 4.-"‘
FLdf ek .Eq:-:,nrrn-ﬂ-ﬂ-rfq? :’?fmn.f.-ﬁ;_.f i’ jﬂ:n?’jﬂﬂr
jfﬁ‘;ﬂ-?‘-ﬂ (B pend’ o Ao oe. Ot (e FEpcrad
zf..l ..-':f?t;f Jﬂ’mrﬂ .ﬂ(‘ ..i‘f'_n.{r‘rm? /{1!' J-"'lfl’rﬁprﬁ'-.-.l -
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[ETRld TRl i l'u'ri::u::l?:'lrlr “dmifres EEFRe MRy ploti ies Ta 'r-';;:'n
fy et In refine [ &0 trouveront de nonveau el 'uila_'il:ﬁfm_ﬁx_r:':;_;-lnn
mirtie|les = o

:E::E';'ﬁ'q:.iusi_llu libration et en particolie
le K, et voyons gieefle région peut n:-||'||-|::-_h}?'--.'.::_--_ subdivisée en trofs
T ianfiA _|_|Jr'.'|4':'|i:-: [l sulfit ponr eeln de démontrer que el r...r“,”

Decupons-nons mainte

=) pnbfaire PHEET une infimife de courbe formees rr|ln.-|rr|1:|n1 |.'|'1.

st —pachodigies — s it ik
(i pent -url-nlt--lrr par les sonsdérations suivantes,

Eerivons les |:-||1|||ri||||-'\.;

. -
+5 £y == py,

'i#" ry = I'-I !-- 0 -.! ' "I- Ir'I - I-I: -I .,|r|r::_

Cirs -'"'|II-=1iHIIG gonl & des fuanfités pres de Povdee n celles de surfices
que nous avons consiroites {volr figure 8): olles satisfont donc B O T &=
tivement nux |--|u:|r'mn- 13 iln -u'."'_ 3. Quant i .u‘: eosl une fopction de
g, ot de , qui ne différe de s} gue par oune fonction de W, de telle

AoTle apine
|||||: -I'_'._:
uf_-.ll 'r.llll :
Cette fonction of doit d'aillonrs rester toujours finie,
de me propoze de modifier o forme do e fonotion F qui - entre
ding nos |'-|||:|:u!i-.'.-||-. differanticlles de facon L LI |'Iillllfirr|:|-'| |: Y} &iiEig=
fassemt eractement aux dquations (3] do -;51&.'.-:-
de cherche done une fonction F* telle que les dquntions:

A i, are dey, dp

; E-, s it .r_-,-l af f "I!'.

b i aly, dp- dly, d P
T da, it e, "

ndmietient des surfoces trajectoires représentées préciatment par ces dqua-
Hnns 5"'
l'|-r||.lli COMIMeTt mons |.|r.lf|'||||.i|'||:'|'||||ll il e r-|1|"||'|i_n|'| F&

ditd msthrmanva. 11, fmprimd b W eplemios 180 1]
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L Yhagorvona o mlsrd jue BT et r o sont ||--|!--r1||i|u--' Bl et elimnn ] LA~

thond gimualianés

L]

{ i L ut fiee de ees deox ||]I!:|.'.i--|:-\. el |; i fometions de (5L
Nous regarderons done désormaiz 2} et o) comme des fonetions conpses de
[Yautre port [F;] est une fonction de gy, de & et de o5, oo qui
nous permet de le regander comnme o fonction conne de y. b de £
&8 cquations (k) nous donneront par conseduent «, et F, on fone-
tions i [ -:.;I' [ de € ot de L
Remarquons que & 5 et r. cont définig par ces dquations

rly, + wyly, = dS

L[] |'|||i..l'l'|'l.fil.'|||' Exacie, i gorte L LIE R

Hésolyvons mmsntensnt  los |'-c;_|!-||l:-|||||-' _':r-’- [ME r:.lu|---|-r O I”II 1l

vhemidrs

[ [onction F* est ninsd définie et on aura en employant Io mobs-

teom ||-." | LA

[F*, #*] = 0.

W ednnst -

il II||-\.';_'F.|||' dies i_l!!lllll'.l'\- ERR

L solation la pluz céndrmle de ces cauntions (2} et ilors:
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_lii.‘: Siur b prubliae des ireds osrps ol ba dquations de la dynsmigue, E ¥

Cherchons - & former effectivemment F* ou du mwoind & nous rendee

compie de Vordre de grondenr de I différshee;

iy .IT val dhing L] I 1'|_|l|-:E||;i|||| TR 1114

ot dtre ane -lll.ll.llﬂill' il micrmi ol e L LLE L 8 _1__:1'_ |'|I-\.tﬂ|||r':nl|| ey il -& ]

N '
Do eomimee ; et nul, In fonction

Kl 4 o, o} + ey 4 ) — €

geri encore de mdme ordre que ayeg quelle que ecit e fonction g,
Waillewrs on s identiguements

e 4 ey, x5 F W Fo = ol [
Dope o diflérence
. N

I ::.'u'|'-|-'l commn fonetion de By e LF, ik i!"l. ile i, iz i, et dia U'opdes

de pyfr.

5 F
Posons mainienant

TR o -

Dea doux -'l!II-uI:-I'II-.- ..I:l oy tirera fooilement !"I el O en fonctions
it Sy ety B p oom voib alors mng peine que O et 'O peavont dice
développis suivant lex puissmances  positives de o, los codfficients atamk
dieg fonetions fnlez de £ il A il o, o il .

Mong venons de voip e o F* it une fonckion i g dis . e s
de F vt de l'-'l dont lo d---.---t'--;qu-num-.: Fuivant lea puissances de p come
menes phroon forme ono e sl nous ¥y remplecons O et O por leurs
vileurs en fovetions de g, de £ A g, de g, eb de g nous verrons que
cette  différenor M — F* est une fonetion developpés suivant les pas-

gnces  di 1t dont les eolfbenta -:'.|-||-||-|-e'.-|L dis B w oy et qui

Lt RN Lt e Ililr un herme om I|-,|_|'|.

i
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Par constquent la fonction:

F— P

iy

Flp o Syv ¥y e By)

no devient pas infinde pour j o,
Poar_le changemnent de variable que nous venons de faire les oqun-

tions (§) deviennent:

fe, d e iy, i
r‘ dl oy ! i s, "
¥
M dE . dbe dy, 2
I udy, i yinds,
e wdmae les dguntions proposse:
ol dF i, ol F
il ll':lI = il W,
|J|‘|i'-.'| b #e Pecdilpe 6
= il i iy, i ¥
k o y, " all da,’
“] g, aF iy, d
ol '|.'-"|'-'| il T

Nous formerons én outre les equations suivanics:

il il iy £ .
- LA W : — (I 4 51"
H?— TR u'_-.I |I ik I ; i I'l'I J
L " - :
Py i _|Il -4 _.f."'.._ I_I' = I._ {1 I gl
i yyrdr, i L LS
I-{-

|.||:E it :'l'\ll:hl.:.-q.-rll i.l. T !I—"-In' I} o ot n I'fl |-|-'.|r Ly _-.'-,,l'n'. ﬁ‘_
} ol par

ll'.-]:l'f—.—; Gir e T lI,]_l'-'l.lrl--' ¥il |'5II-- bimut, lea -'||I£II[-I'-'.’I"'
|:-r|:|--'-qu|-|n: lies |-|"||.||I!illz|1 F] 5{-||'.'|:1:.r T"m‘.:-'-_rr:r exmclEnent ; olks ¢ Avons
donnd par les equations () la sclution e qud i s

=4 |_'||1| |_|i:-'| utn oetin aolution _'_':I'lll'rﬁl-l' ol g1 on cherpcle a la cone-

giruiee on comservant le méme mode de reprécntation ghomdteigue que
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||-||J"; I.-.; 'I:'“r"En'lI'h":? l'r'*&ﬂ""l‘.':"["q i  VOrra I|_||I|| l';'l;il-l‘L' wne i"ﬁ"i-:f" 1E|."'
purfacce trajectaires fermécs,

Ces surfaces qui ont pour équation:

f v T \-':'i'l. ':.'I II & L 4 ey
f :
’ II 5 'y +II|'-':

differeni pron des surfnces que nous avons construites duns I'-"'_E 3 et ddont

E'n.'-lltu.!-l-lln Beerivail:

=+ i\ 8]+ )
\“:;3 % - s -

] : -
Elles ont méme forme gondrale que les surfaces définies par Ngequintion
;-:,#: Si done nous faisons led mémes hypothéses que dana le & 3 un
-||.j|.-1. des mmximan et des minima i :.I"'I!, doux de nos surinees aurorl
des surfuces fermées & conrbe double; ce seront celles qui 1:“1"|‘\:'.-'~'|"'II!|L|I'JI-l
. pux waleurs — ¢ ¢t — ¢, de la constante €. Les sutres s compasont

de une on deux noppes fermies £~

la surface fermée & courbe double s pour nos dquathons Iﬁ-’:l
une surfuce ssymptotique ot elle partagers espace en troks FeaioTEs OIS
nous- Vavens dit plus hauk.

*arimi ced regions, o distingue la région .|'|'.I cotnprise entre lis deux
nappes qui est une région dite de librtion et jo me propose de montrer
que dans oette rigion, on peat tracer une infinité de trajectoires fermios
.-..|-1-.-.-L|...||._|;r||1_ 4 des solutions |l|'|‘i'-|i]l|ll'-.'h'-

Revenons on offet aux équutions (o) qui nous font conmaitee ln so-
lution générale des équations (f) et (F). Dapres lo forme des Gquntions
%"_ (RINLTE !F:!Il'-'1'|'|l- sUrne

8= ay - b, o+ 0y, 8]+ 1' .':. JI ViF,] 'r-..:"l.'-':-

g et b ftant des fonetions de € et de € senlement et #y, , w, ) une fome-
tion réelle ot périodique de g, ot de p.
(b em deéduits

L d8  da g 48 fp
5 di, i %t " T SR 7 \ aN |
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Noug donnerons & L une walewr détermines |||,|i deven dpe pluh
pelite  que — g%, PR DOUR IHILE supposcis placks dams la wogion K.
La surface fermée qui correspond & ectte valear do € présentant
leg mémes connexions que le tore, nous pouvens en faire le tour de dewsx
manitres différentes: 1% on regardunt v, comme constant: 2° en regordant

i
i, codnime  eonstant,

Quand on aora fait le tour de ls surface en régardant i, O
; s ;
constant, @, aura amgmente de 2xoel LA L iia
e
i
bl T R

"1!'“"“" o murd fait lo tour de la surfoce en Fl",‘.':ll:'l]-‘-i]t'i i, Ol

Gonslunt, & Scra reveno o L it pine valeur, maiz |'||.|1".r:|-_4|..

aura nugmentd d'one certiine péricde ¢ difinie comme il auit:
Suppeson: qug les valowrs de iy poue lesquelles le radical WIEF T 4 O

eat teel soient les valeurs comprises entre 3, of Tar O 0N

" (5 J"'I = i

ol

i

Lhunnel notre iu!:-:_l|':|||- anpinenterm de o, aurmenicors do

: 1 1N

Pour qua la solution £ correrpotsd bocelle vileonr d €, st peé-

riodigque, il fuut dose of 1 suffit que ces denx apaniti bads:

:-_I_I, @k r||. =5

okt codntiienzicenbileés entee olles

Coette condition sera dvidemmenit atisfuine pour une infisité de va-
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1 [ ¥ ¢ T . 4 L -, Lin
lisqara il I"I; THOLFE Pl _f.'l content dane une iofinite de 1r-l_|:l'l|"--'"\-
fermees, representant des solutions poriodigues.

Ainsi & K est un nombre commensurable quelcongue, 1équation:

o I -
|F'| -I Hl'\l- .I',‘.

: 4 i . : . "

et contient LE [uiree e = @l # Bant desa fonctlions il L4 ) TWrOs Gom-
L .||_I ]

wera wng valene de T'I 1T -|---||-i:l=|l i ume - eolution  periodige.

Ponr discuter  cetfi -.'-|||_|IEI-|:|. il me faut chercher oo Qi ¢ esl djuA

=
. I me anffit pour cola ide rappieler que
i r:' -I-- I
=L 0k:

A ST s TR R ST R TR

dait g rédoire & € anx l|'|l||‘.ill'- ;-r-'--,':- |--|'|||'- ']"."1."- Ui on ennselat:

g = (N B2, b s B
I\.I.I-lil .
T | I"I— .I"l - ! i
ot
I ir
i’ :
L

el done une oonRtante, il.lll\.']i-:'rlllllll'.l:' de "'-I

;e sorte que Déguation
i)
.':I

(1) pont socrirg

(27 : sk,
Ly w

Il‘l-llf .:_-_-'||h_-r (% LR R r-.|||||:||r| r|||||||1'.||'|'_ |I ] | '.i.lll‘ ||l\.' !.'II!.'FI]I-I':' CLfL.
mant vorie ¢ quand on faitovarier © depuis — ¢, jusgqu'h — g .

Pour. [, — ¢, v ost infini; € variant depuis —g, jusqu'a —g,

diéorolt d'abord  jusqu un ceriain minimum, pour eroline ensuite de
powveRn jiesgqua Uinfin
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Pour ! = — 5y # pEut pdmottre - doox viledrs correspondant nux
denx noppes- de In surface o gqui lon peat envimger séparément, (0,
figure 7.

La promides o prpe da In surefice reste réelle el r'I oAl .-.||r||u-5|=

entro it =+ In walear o | | | 8
i — Fy  Ch =, ML WH AT COFTERpani mnle il @ oo Foill ||.-|.||_|. [T

fimi s un cecfain minioiom quand £ déerali IJ--||||.‘.- & j-'l"'il?'l-"' £

La secomle i i die In surfice rozte raelle .|||_.|-_.| i exl enniriz
ogite -k — i voleap -'--r|'-'-=E---|'_|].| b e & clierdt |||'.ir|j;'\- i
Jusqus un eerbain minimom quarad |"I tlecrnlt -|--|;||.;i-: — i jl|-||||"| .

Mirsd @ sdinets frofs mintima oo moing of st I|.||j..||r,-| S rieET b
wne cordaine limite positive

Si done nons regardons 'équation (5 comme définbsant £ en fone-
o e Jug O wepn fonetinn rontinue o fis TATE AOIER peirrenE  prendre

f1 nEA '|"'HI| [HINT AR erlfe eunian n ailmetle @aucune Ffacine

Ainad il =2 certain quil exise tonjours  une infinité de

|"'ri'=‘”'=‘-|*"': IMER l||I'\'|I|.| o fern decmolire e Eonifed v sov] 1t ianss
raltront 'anis wprred iatee,

Il eésulte de eo qui pricede aque les eguntions (43 admoitont [HanF
=0 une infinite deosolutions ponodiques; Tes priocipes du chapitre 111
3 §-=-I|il'l nonkd permdtient d'nffirmer quil ¥ en m encore une infinitd
pour ks valeurs saffisamment petites de . Comme fo est tris petit, s
i.'.n.l.l:l-n-lr':'l"'lﬂ;'hﬁ‘lr qu il extetern une infinitd de soluions periodigues pous
£ pymy et A dire pour les dquations (3 qui sont déduites par an
changement de varinhle tess ample des dopuntionsg piropaoededt

Par conséquent, i nous revenons & ced éguntions I'nr'.'!u-;ﬂ-' A T E
voyons que dams la région de lifration B il g a wee infinild odd frajee-
foires fernides roprézemfant oes soliffons permdigues

Maie = Insant déerolire g d'une manidre continue, on enit une de
cea teajectoires: lermdes, on la veren so déformoer nusgi Jume facon oon-
tinua of disprraitre ensuite ponr une certaine valeur de u.  Ainsi pour
A o tloutea les golglions |u'|'i-|-ii-5|,u- de ld région }.': surent  disparny
I i ||llr\-."- I'amfre.  Con'eet pas zingi que g |'--III||I.-I'|‘||-'-|| it les solutions
|-I'I'i-'--|i*|‘ll'-= etindiced dine lo q'ﬁ|||-ir|1- 11 #‘I"'"'Tﬂ-.:-h-ﬂ el qu v bsiatnicnt
EESOTE ML i £,

Un pent démontrer que dins le voisinage d'une trajectoire formée

reproseiifant o g0 | mien |-|5|i-|-|i|4|:|-_ st sioble, goit instable, il [reassre
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mne anfinité  dlautees H‘ﬂj&d’tlrflh':t fermison,  Cela ne sufli pasy en tadto
rigueur, pour conclure que toute région de lespace, & petile quelle
' mnis etln
enffit pour donner b eette hypothese un oot cametere de venismnblance,
s —-I'i-_:—_ﬂ"_-rr-l'-h~ oot e |rr|:|=.'-f"-||‘ W Erer i |'r:n||'|1r,-n!—'|r:-f|-|q'u_m}|-|m
IV du chapitre TT [T partic)-pest-étre- gtilise pour (etude de Lo distri-
butlon destrajecioires fermers dans Iaspeaon, =

goit, o8t traversde par une infinité de teajectoircs formdbes,

CHAPITRE 11
Résume général des résultats.
II 8 1. Résulints posiiifs,

No# risultats dappliquent anx équations de In dwfiemique toutes fes

fole o'l 11':.' a e deussgdesrés de lberté; ils € liquent done apiciale-

[ ment & un cos 1-:|r|:'|n'u1iur r wrahldine des i= eorps qui cat eelui

|

III i i ln masso de la |.l!.1 fo - Lre to ctant ounlle l¢ moovement
da In plandgte tronblants i Réplerien.

2® ol Dexcentricite de o glandidtroublunte cat nulle, eolle de la
Eﬂ.lr.l.ll.- tronblée petvant dpe UG g
atl Uinelinaison g orbites est nulle
Lorsquiil o'y awr'que deux degrés de liberte, Mwsitoation du systéme
peut dtre reppiontée par la position d'un point dweg Uespoes, oo qui
permet d'épdneer les résultats obtenus sous une forme pfsgitrigue
| Tt

frapectoire; les 1r||-j'|.'|."'tl.|iil'|'r| fermées correspondent aux solutions péridsigues,

" you tolgeT=yune infinite atectoires forpuies mais ces trajectobses
fedmigs-fouvent § |-||.r|!'||‘-l- iy (B . MBS i

T

: solution peat étre représentée par une courbe gaiiMag appeléo

lza brmvanx riesnis de M., Casrmod oots osd &fipris en oMol [podar employer la

& e o8 aavael glomalbice) Wil i rrscmbild jril ."nl |.:rF..'¥_ sk dire PO R

44

S
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gepintil  cet fred volane  dumne Inljl.'-'!--ir-' 514l|.l||'. L] ||-rrillr rester

nellemeht tris prée de cotte trajeetoire.

trijectoires formiées inatnbles.

Pang le voiskpaoe A" I|'!|_':|'|-rn:.r|- formdn  imetabl ¥
de o Epru||'|'ir'-rr'-

0 oupe ine
finite de trajectoired, dites asymplofigues qui jouisse

giivanie:

Le |'r|lliI|| n'pn".-l.:h“ af -'|Il.li 1mr¢-u'.u‘! LTI rfl'li.'] oo ﬂ=:|'lr|TlTntillll1' l.'ll-‘l.

pour, | = — &0 infinimer, rapproché de lo

'|1|'.||||"||I|I|"| il gen éloigne asymptotisquement, it par en dttee tres -':l-l-'l;.;l'u'-,

puis &en rapproche !IF-_'|'II|||1-|'|r:I|| emont de mapiere & oen dire desBonvean
infintment pros. pour = 400,

Cin “voit gans peine quil doit oxi
ﬁ_-:}'ln.pl||I!'|-.|_||1'|r'|li'r|T d'une  trajectoire

r des trujectoirgg“qui &éloionent
rmde instable of d'autees gqui gon
mp'lir-r'q'il-:'lli u:-::,-'m!rtll!itl_tlt':rl'.'rli. magd e résnliat difficile & établie of vén-

tnblemont innttendo, oot ll‘llﬂ.’l_.- er Eonil (88 nh"llll-e.'-'? lrnj_-u'rl-n':[r_--'. nEym .

tiques, qui sprés s'étre’ éloighées asympiatiquement d'une trajecloire

i fermée se r|1|:||||:‘1'u-'||.|-1nl el |I.='|'|:|||I'Illl-|l!|_l|H':I| bk l|1.' fi mrme 1l'|l-jl:'\-'lilrih:
7 o
fermie, il

Lonsemble des tropctoires nafmplotiques re

{ived o umeE mdme 8o
Ik iom r"i-ri.-r.;l_i.:{u::- instahle, formb ane surfuee dite o :|||'-I!-'rl'r||ul-.

lez sucfaocs as

“EfT'l'_Fi‘i"“'“ gont des suefacis fermdes d courbe doealile
vs pimnexions que la surface qu'enfendremit la ré-
nagon & point double oo done !l'mr-iﬂulnt{ mutour un
axe ne renconpipnt pas la courbe.

préseniont b ek

'|.'||1I|1i-|h|1 dlun 13

Chocung’ de era surfaces pariage dome |.'-l".-'~Elﬁr"-l" on trois TREions

Dane Sehpeung de ces teols rogions, 0l ¥ b eneors ung i-I'I-.I:!_Irirl'1 do
trll:jlu-[ni. 2 fermees imetables, &t par |-..|:_'1-e'-|||:||.'||l nne ilul.ilﬁh" e 5\!{:u1i
srmpEotigues—ll—on-résulte que chacine de ces troff regions peytda

e dtre subdivieds on trois sobres of oingl de soite.

i
Cette =abdivision peut dee continnde & Uinfind of an Ll In [roiRRCE
3 lciini ]1I'||j:|' |||||' e valume |'|_|_' |'I|||-||1|.|"' Tl!"FIn:II ]I-.nrrlsn-”:- EOoll nusg |-|-|ir

ju'on leveul

mjectoire fermée corres-)

L]
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Bar lo probliase dew trois corps eb les dquuibess da 1s dyvnam i %
Qo T !r:l_i.-rluiru- na pent pmsser dume region n|.||||:-__,.-|’|:‘|:t| 5
e ahind conclure o K In stnbilité esi rigoureusement démontrée’ qu'il eft
.|na-ui|||-|-, ant donnde - In position  initinle duo point. représentatil - de
i tuniion du i, e irouver e r:-!_l:.--rl d'oi cp ]Him LR e T T
ortie ot d'sssigndy & ceite région, sieon ses Nofes pfcoises, du ol ¢
Himnites sussi rapprishioes quon le vedt de o Befiites ||r|-|-i.:u|.'=.
Il v & done trofewgries de traje
1% Les teajectoloes Serindees ""-['Fl.'-El-l__I.l“'iThllt nux sslubions peciodicgres
s dont 11 est aist par les Peincipes dg€hapitee T (1 parthe) de trouv
fles dqpuntions sous forme d'égn¥tes o { entreut dos séckm converginules,
- g Las 1|'.I,'l;----lnir-~1' nEy i ililll.':' dont nous Yerodd de ||.|.:r|-=-r [k 1 1

1c:tmil, I'.n [= L I.IIIi |-|-- EAEICErEM, BoMis GVohs ditine dliung e q'!|:|||:|l|'|- E'J'
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tairia :'1.-'-I1.|||.Erll.-liiﬂi1|:-.'.- ol bat- by e jrar ine -|_'.|i-.'||ﬁ--|| convenahle '.?1.-4 ||r I~

cipes dez. Forleswngen/iber  Dgnmmik,

¥ lag 1.—.|.j:;rf1--ir|.=.1 lizs [IIIH roncrle: 9wl ne rentrent donms aucsing
des deux ]'-r|-||.|i'-n-.- pabdmores,

:":”II." I.ll.l

Yons af'l_lrl-u..-r |:E|:||,'--|r|-|m- .Il l'lll:lllllr ]Il - |:|"||-1i|.'. it &1
petite qulelle eoid il
me inbnité de fiisd

ost mome hautement veatsembloble qoe toute 7
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i tpdverscs par une infinie de trajectoines fermoes.

wjours des trajectoires qui ln troverseront

rtion die espdog

il en st min

Bsl pied quon Vet oo oqui permetbrnt de trouver Uéquation ay

ik o0 voudrsit. e —
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mmadiatement aux cos plus peocmmux, tandis que les conclasions '|u|,'|1i.'|:|:-;:,

ne ponvent se ghmiraliser sang une démanetration spéciale.

debors de Dinfegrale des  forces  evees, les dgnpfeons de Mg gfnia-

melfend en gdndrad aucune nddgrale guil goid dofo fers see Baelion

un.:'lr'u.rmr.
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malypfigue )

Sioean oHlgt ane parcille intégrale exitait oi s Ton ava

|.|}.:_r| o _qT] == gt

b etanl uni fonetio
fon géndérale des surfa
iffirentes wvalours, on dyveeit rotroaver les o
BE un}'luplil.llii“l—!.'ﬁ. Mais
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g projectoings fermdes ot en gonnant o 1o constunte

Liong des diverss our-

chaque surface as
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artielles do @ deveatont 2'armu

Maiz dane le voisinnge dunesde ¢

inite dwuatres conrbes doubles de m

|]|l:u1i|i1||' T ] T4 |.=1:|||r|||.-.
Jouble ¢t en tous les points donble les quutre dérivées
courhes doublos pnsse une e
rue Fon deveit trouver dans e
|r'irilhllll;_['|_' il"un ]rlilll’. domnd nne infinig, de courles 1o ilml: l.[i.'&-qll.l.*lh'-i les
justro dépivees de & gannolent au e  Cette fonction 4 e sauraki
one dtre analyeigue, GO F D

Co risnliat ne coserait @otre veni queSJaps lo e exooptionnol o
s denx noppes d'une infingé de surfaces asympdotiques viendraiont & se

miomlre en une seuwle.
En effet be misonngfment l'pli. 1l|.‘|1n.'-:[|:' oat em ddaat s on peut ail

miffire que iung nne L:'Hiulilrl défermings, il :||.'_:| o s fe surfaco RS T

totkjue # courbe degfible; poor cels if fout qoe quoind oonstante virie
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¢ = inat.
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i annomned. plus_ ot .u-l;.-..n.l-l-'lll.nil-.lhlli-nlf guie los 8eries propsers
par M. LixperenT ne gont pad convwergenios  Je eredd necessaire de pe-

venir sur ce sujet avee plus de détails, mois jo veux suparwvant rappeler

ol ||||a-i pongiste ln mathode de M. LovpsteoT. Je |'l.':~.|ul-|'lr:l-:l, il =t vl

pves des potations différentes de eelles gqu'avait adopiés ce savent astros
nomse, car jo désice, pour plus de elartd, conserver celles dont ol fuit
neage plug haot.

Mettons les oquations de I dynnmigque sons I wbiner forime oo

dans . secomde |uL:|'1il.' du présent mémoire ef Gorivons:

da.  dF dz P iy, dF i
ol iy, T o, il " il i de,”

F ara ung fonctien donnée des guntre vuriables x, , o, @, ob i el nous

LTl g ] 0 "

V= F + aF.

F, sera une fouction de x, et do i, indopendunte de g ot de g5 sern
un eotlicient trts petit, de sorte que af, sera la fomction perfurtalrice,
Cest on effet sous eette forme gue se presentent les prohilémes de
In dynamigque of eén particulier les problémes de o mdéeaniguo cilesto,
b il dfait nul, x, o T, eppniont des conglantes. S nesk pas ol
mais tres petit, et quion ;||,|]:u,-]|-|_' I les walewrs initisles de o« of
da i, lea difforences &, — § ot r, — §, seront du wéme ordre de gran-
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|I!. 1 rr-ﬂ':a
.--T.I| .'f-""-hru ||-':".l'r




I"|| ||||-|-" 1rsElS ;l,'_.|||l|u||-|. N, BL N |.-\. l,'||-|l||:'-\. .l.- r it il

pour ¢ SR £ los différences:

de grandeur que g, oo qun bous permelbm dae

EI' =T "

& irl ¥ almnt dis [ispictbsris da ¥ vl idi Fy ||||'| fie dail k= i i ::'.I”ll-'-\..

|.':'- --l'il.ll:--h:- -lll L TR TR T EM -'|_-|-|'i-.|-|.r _|||||"\.:

.I.'I ") i R g [ ) i il g |
i I 3 :

:";Il.llll'l-ll!n mEnlensnt F L1 LR o o i il |i.|| ||

- regurdis . o

recfeaeaid. comme  dos lonclions de § sodient ||:;.|||':|_-| eoming des Topctions

ile denx vuriablcs:

ob que on pose:

& el & scront I copstuntes 'intéerntion arbitmires: 1 of 4 sFoRl

chira constnnbes ijue ln muite du ealewl ||."|"||i|||.I i
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Ju suppose que les coBfficients & sont des constantes el fgue les
colffficients w ot xf sont des siries trigonométrigues ordonness suivant
les shnug et les cosious dea woltiples de w, eb de o,

Jo aupposeral d'aillcurs comme Je Tai toujours it jusquiici que F,
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est wlair que los poticicnts dea diviraes puizsances de p seront des siriex
apdonmee  guivant les lignes !|"I;_:ll||ll:|||-."I:|'i~|_||.l- hiss |||.1|.:Ili|-]-.- ils Wl e,
Juppelle:
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Il et possible de détermiver les 2 4 2 constantos
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Supposons que Pen wit déterming par un caleul préalable:

Ay ey g

&L Von proje=e e deterininee

F A S B -

[Pasar celin, dorivees que le eoailicient i b et piil dans 0, ot 9, 0

Il vient:

B [ Pk ,
F ilary ;
r II | I.:|l_|l -II
= III. I i |I.|.l } 3 I
i = m ' = i |

I' il :I clant des fu|u-||--
X b ¥ ot f: gopt dos et

I
1 u'R i) ELeoig

1 ! gy § i
L CHEE qjikiE § 1ekfoTiat



i e

>

M ,;__‘_ III,.“‘-—-
'

* -
'lj?r Hir s |'\-r|||||-"1'-r dies Lrols oEFpe FL lrs .'qu:ii-q- de la I|_| r:hi-l'\tr. 1

T = = e 5
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mis de supposer.

1 qoe dans les séries trigonométriques X, of X, les termes fout
connng soient nufa, 1l en est effectivement ainsi, mnois In démonsteation
de ce fnit important est dolicwte of ne sorait tronver plece el je ome
barne & dipe .||:|'rﬂ-:l ilokt Mre fondde sor 1'|'|1|r|1-:-i ides invarinntE intégrnn,

3" que dens les séries trigonomdtriques . . ot 1, les fermes foul
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Lintegration des cquitionsg 1) eét alops pomible, Leur fobégration
introduirs quiatre constuntez arbitraires, A chague approximation neavel e,
LA aurnes pins quatre constantcs d'i1:h’-gr~.|1iu|n il ||'|||-.': nong benr dons
THHPFIRS |||--. l..-|||-|||l'-1 1|I:l'|4'lljlii1ll.-*~ o nnirs me colEerverons o antees consiantea
arbitraires QU0 gary o iy @ ol |Tl,_.

Aingi lea géries de M. Lixpsreot sont des séries trigonomdétriques on
w, ot ey oelles sont développeéss suivant los puissances de p et anssi
pivant lea puissances des denx constantes o, et .

Cez stries Jd'aprés e théorome de M, Lixpsveor, satisfont foremlle
nierl nux. equationg do monvemnent, S done elles édent uniformiément

CONVErgenies, elles wonz donnernient Uintegrle péndmle de cos |'et|t||.r.i-|:||.-
ofe iz gue cela wa'es! pas possiide

En  effior pupposons quil en goit ninsl ef que Bod Rericd convergent
nnilormdment pour  toufes lea wnlenrs du LEmpsd of pour liw wnleira

s vt Is-e'rih'u il i ile tely il e .

Il est clike e .JI a] ':': ponl wigs Jed g ordonnee -iu'l'l.'.||:! 1:-5
puizsances de p, g et w.,  Pour corfuines valeors do o ot i, lo rapport
] : 3 7 +
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valenrs dos eonstantea d'intégration sont alors des solutions périodiques.
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cortain  mombire lri'.l"}rl.'\.nlﬂ."- -"lrr'lrll'l.:”ﬂ'i"lrlrv"-'. Vovom: eominent on [k
cinlenler ooz cxpomants quond on possede Uintegrale péndrale des égun-

tiong ionncea.
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o bien que:
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Cecopons-nons . d'abord de In relaton (5). S nows fnkeons dans le

fonction perturbatrice F

Foodeviendra ane fonction  périodique de f. Supposons oetie fanction
gorie irigonométrique, of eoll ¢ le terme Lot
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CHAPITRE -+
Tentatives de générallsation.

_'FH_ E"ﬂ:n.} A ) ety op . B

Eisg-il |l|'r|||'|:" d'esparer qu'on ||'||=-'*-'u.' etendre les résultats procédents
% 1Ikis IIF.I. |l:l- |-i_'.IIII'II||!'|- |E|' |.| ||:|'1|.|||Li.||||l' .'\--||.|-.-|r.\,-||| ||:||-\. .|| .|.-|.|:l.:
dizprriea chie lilsertc ot paE conscguent o eins gendral du ||.—\.||.E.'-||.._- did n |'--r|l-..:'

Clegt possible, mols o0 ne som pas -sang an nouvel effort,

Je croynis, en commengant ve trnvail, que ln solution du probléme,
une fois trouvie” pour le eng particulier que j'al traité, o géndralisernit
nnmediniement giang -|=.|'--|'| it & woaitnere dpcune diffiealtd mouvelle en

deliors de colles qui zont does an nombre plus pramd des variables of o

Pimpossibilitd dane repreésentation gbométrigue.  Je me Eroin s,

Aurdl erotéje devoir imsizter un pew Wi sur la nature des obstacles
qui gopposent bocotte géndrulisation,

ail v o p degeés deslibertd, In situntion da sysitmme pouk dtra ro-
i-:--l'li--h LT '|--.i|-r dang ]--=|-.||'-- N3 —1 i ninges
La plupart des conclusions de la premicre partic &onk encors Yeaies of

prisentéc par s

wont o subir aucnn chongement, I existe done une iofinitd de solutions
piriodigques  repréfentées par des trajectoires fermées ot se clumant en
ftnbles of epn itetables, on méme en entésorics plus nombrenses, d'iprés
la mature de leurs exposants caractévistiques. [l existe apssi une infinité
dve solotions asy mplotiues,

1_—_—-|.'1-||.|;a.-:||.||||-- thea trijectorres :I=:.'I'I'I'|'II:I'I1i||1|:IH relotives e -tra-
jectiirs-fermée mstable forme uve multiplicité & p dimensions; i1 me
semble trés protrble, quoique je n'aie pag achevd lo ealenl, quoe eetto
r||'|:||i|_||i1'i.'1- st fermio foontm e #ont les gorfocecs .|-I1.'|||.§pIn:i-|||-.-_-. Bli=

visngees duns les chapitres qui préecdiftie nais comme elle v'a que p

dimensions, elle ne pariape pes en deox ou plosiewss rdgions Uespace o

tp— 1 dimessions, car du moment que p> 2, on & IPE=—t 4 |

= _H.ul.la- ne 'I.!'.||'|'..:'|- Ao ennalure i TI- :I;TrﬂT- S e
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Ces gurfaces ning
r odes trujectoires fermées doivent dire ropardées commo |
1L

nplotiques dont les deox nappes so sont conforadwes,
1l exlgte dosic |'I.'L'I::4-|I|l'1:'|t'}|_1" dea dquations différenticlles
dizs éqquationy de f
el uniforme, |

v la formes
|J1|.|' |.'|II|

Lu fl.:'.'llill:l]l-lLlw.' 15|'.:. adlpnebtont wne {utegr
MmE =

v annlytigue
g

Vom peut dire

on les fabrigue

k= celn w'arrivern quexcepticnnelloment o
ontrere die pareilles Gquations 1
Lok |"\,||L‘|',‘ .

“ [t ! Il.il."\-d" 1!"

||.|:|' ||I|r| E e l':'l;,l'l"ll‘lid'\lllllle']
dang le problome des

FOIS  COT]S.
e effet apiee o oondition
Sait

] :I-;
,

B - b]

Pour qu'il

prmsantrerm
anivante Fil T i

i
produesit, il faudrait

un ferme quelcongue de ln fond
et de x, o m,

T

L)
1 I_I __.I

i (Ernes, o EEVIT

mibre  ecerloines [imites
e il

1:.I|:"|'| 2L
vives  of

vad aing: dope
lia

|:|.'|T‘:I'-

en dehors de 'inté

S E s

inidéoen

pyergEentis, car lear convergencs entralnermit Pexietenes «
snalytique et uniforme.

sl #0 trouve confirmé un résaltat qoe M. Buoxs wvait obtenn
i vobe enticromoent différente,




i
..l:"-"‘_: Sar le probEese des jrods corps ob les dquatbkona da la dynEmque Faxik
-
__.J.l-l—\. L.!..;I:-ll||||.'- ||_II-\.' i r-||---||‘|'.|il JI|JI'|'|-|lE- {F I |I'hll'":|.'.li-|E1|I' eorbred i
i ]". iFIRCD |||'-| -|'|'i|-i ||||;|_i|lrl CiHFITIRE O |l.' '-\.-\.'.1|
A n Toeege cornina potiia divisenrs; yai trouve o meyveh de tourner
oird dlifhenlies ef eag oo qui ms permiz darriver-pour le cas de p 2
mux resulbabs qoe j'ni -:7'-:'1.-‘“.--'-- dang e travail; mnie on sabataele amnlosne
e dres=e dovant nonz dis '|'|1.'|- ] v " 81 en offet lex canelens pelits i
viseurs ont dizparn, nous peneonitrans de nouvesux petitssdivisenrs qui
anEit cenx e _| St b 151 dang e % 511 o ':'|I'|:|I |'||:||||1:'|' 1 Lo
difficalid dtant de mdme nafore qoo esllo gqui 8 déjn éé waimeie, on
peut-ospérer que des moyvens analogues permettront. d'en venir o bomd,
itk inabgrepaws—ellorts oot poo e e - fretver, - =

.1':|i l||l|-\.'::I|' |.'_
i :

: i = rd
lement & étendre nu ens gesdml le enlenl do -;\

on Inigant de obte la question di. convergencs

LILLE Tii® |-u-|.r Lt _'.|I'i|'\-l' SO I r|--'-||||-- ll!I-!' !.E.Irl'\-' II' (=T} -il-' |||.\,|:,I:i|.!,|-

citiés :|-:|'1|||ll--li'|-|l|'- nop i OLs QHE  TELE . VEROS de défimie.  Lgs
PRI R .-|||'..|| obtient e In sorie pruvent en effet, mdme |--|'~-|l|'l-||--: fi-
vorgent, dtre uliles dong cerfaing cmd oux fstronomes of preft-dlne oiifior
les edéometees vers o solution déBmitive.

W Suppreong trois degres de liertd of reprenons les équations (1) duo
&‘:W-h |-.|i-'.|I|| o gndianes I|_.|--|r|-|--|-' FIL clas
o paraTrapin,

Cherchons encaite trois fonctions de g, , 5, 903
e My

satizfaiznnt anx équntions:
ol ' iz, P o ! i [P
|'_I i._ ada .|_|-L |'-_ -4 -'., I.II + Iy L

i . i it T ik i, 1F .
i P I g R S
f I de JfF de dF  dI

H { i,




=

(i . Peincard
L0 PO e L ||||:] revient au mdme,  anx l:-g1ll|tllll-*~i

. ! e i dz, o iz e
f , iy, it i .|'|-. . y. e, .|'_,I g

Nons B pposErang . goe F, o, 1, F,  peuvent se -|.---.~-'|-r|l|-|-1' aiivant les

puissances de g on de o oot gl pour g = o, clls s riduisent & des

consfantes ¥}, ® F.

Naons prosurines ememife comm '||'|||.-'. L HATE
dF, iF alF,

.
o o ] & a1 is L

=1 enkre Wy g My By il ||.'_'I p aucone relation lindaire & codfficients
coticrs, on peot développer x,, 5, eof 5, suivanlles puissances gz
chagque ferme est périodique & la fois par rapport by, ooy, el o N,
Muiz il g'introduit de pefits divisrura
Si oentre w o w, et m, il ¥ o une relation linéaire et une seule
cocfficients entiers:
N, = N, = E e, = O

Ies enlenls pouwvent se poursuivre absolument - comime dape: Je § 2 pdu
chapitre I. Les troie fonctions r  r, et r, & diveloppent suivant les
t:-.|i--;,-|r|.-|_-i: i .,"_.'. el ollé gont il mieinE dotublement ]u-r.---ILi_"---'. .:i:- VX
dire qu'ellea ne changent pne grand w, . g, ot v, augmentent d'un multiple

de 27 de

encons e i:-"li-l‘.w diviseurs,

=
tello f:|l_'l'|l| L L TR T =+ di i, e chanpe Jns; il ¥ On

Il peste un trodsicine  cas, l |||||-' interestant de tons, liui st ool

||'i| iI o ENipeE m ||JI n, |||_l'||.:~; r-':.l.‘fi-l'lné |i|||'.|:ITl.'I- 4] -.'..-::I'I-I-'i-:'rllr- l.I|[i1'I.'.'|:

W, = g = o,
W, s WGEL e W s O

|:||| ||I i ;.'!-.-|'-i |'||"..'|'|--J.-r|- r JI 7 .-".I 1] 4 -'Iji'..|||lI |-'- '|-IIi=-L-II||'--- ||-\.' y fit i1 -:||.'
fagon que ces fonctions soient périodiques, je venx dire qu'clies ne
changent pna quind &, , ¥, eb §, sogmentent d'on multiple de 2z ot i
telli=  sodfe ue i, - mo b o ur [l & "l";_'ll. - ."I:.l_': - iyl N eh anrent

pas. Il w'y o plus de petits diviecurs, mals le ealenl de ees fonctione

TR [=id EmiE O rliTes l|i|'|i~':l:'=1"-'.

r-F
3




;' E:\j. i Rir e preblime Sos Irns perfjis ¢l [ea dguations de da dyeammgees 1al

En premiere approximation, In determination de ces fonctions dipend

oy ile Uintéomtion d'nn ayEl T o' [ tions diffirentiollea -|E'|Ii nirk b forime
-':|I|l|'|i-\.|'-||' |.|l'-'\. |'|._'Il||‘|l|||- |i-\.' |;| .|:|,'|.;|r||i||||l'. |.'.'.|'..'\-' [ |'|I|l'.|| r |'|I.|'-'_I||:.'h' i rl.'lll'l e

ERIN e ||||.- |.|'|'-.|u| LELTR L Bt ||- g

. . . '
I bR, crs equations |1--||4-r|-|.r--1ll

d'un. porametre tres petit par mpport anguel on pourrn développer, il
mamices qpon pourr bear appligoer les conclagong des - chapibrés et 11
1" parth
Dane les approximations suivantes, on noora plig & effectuer gue
i F ilics ||I|'||I'|r|I|'|'-'
U mest pas tonot: L | L shrliane ibes m LR e L |.I-.'l-.'I|.|‘l\.' b liieulies

-Iu-';'ll-\. .|||...|| Lk regenntee |x|.-| ||||:-\. ] == :_-'I'.'ll.'l'.l.l Yind idoaefe odie

-

.|i||-||'||.|I.< e Bl e :|l|-,,-|.' d'--l_'|||;||!| e |'|'|||'-| |.|||I'||‘ j:li —i'_']llll' ||.|I-|¢

haut Vexistence, ot un pen Puftention doit permetin d'en trinmphaer.

Muis Jon dole- dire iel quelgoes. mols

fane le probléme des 0 corpe, B, o de

- ||-|'.|| :"-' -E.'\- LERAREL ||l-i &L=

riables lincaires =; [par eonscuel, nom giilement le hiessien ola J° [

{ .-..,.;....-r mx wirmbles T sl ||'.|'., matd e hesaen o ane fonotion achitvaine
i e M et oneors nal CE ln note ni bz de o pagne (o4.) Cela vienl
dw falk soivant: 85 n o, el Boiliee dans e meouvement |{|||'2| riem, s
|||'i|u|:|_--i snnit  fixes
Cotte aifficnltes  n'existnit ek ibing e ong que mons avoms brais 1"
£ |~_|||||r.||1l_ ; I .-';|||.ir|-- ] |||'|;~_E||-:||' ||.'..'|E-r =|:||'| i) ||I||' {Eid] :-'.'i-lll-\. I.I'i-‘
¢ per variable, nan s g longituale  du ||||i|u-i'-.|,-_ mais g {. - Ello
J ||'1-~\.E-I--r.-.'|-‘ [ Lot L 5-|::- wyee uine lob oalfrmction sobe LY I mwisiy R
II |'|i||||.I
Vel .||..-||.-.; o gont les Gfranpes COTE IR rR £
r Moz avens v quil v n denx sortes de solutions périsdigues: les -
slutions dn 1™ genrs, dont nouns avons parlo dang e chapitre 1L (177 - |
r;r|r|:.| of ||||i g ligistent |||.|'|I|I:|' '|II'1i| f) L st i, =l les eolutions du 2*
O ils o ilont momER Avons I.-||-':.- ifnna i -.': 5 I\_.'Il.llirll"' r. - |-.|rI||- [ ||Ili
|'|:-;- rdizsent ['une erud Initre l.:uil"l'i. on fuit décrolte Fi
r PDans e cas di |.|-..|||-'-|-|-:- idea  tros COTpE. A I'on fait o= gy b
1 orbites des denx petits corps s reduizsent & donx ellijses Keéplerbenpes

Chae devienpent alors les solol wliques duo 1" genee quanid on

o

fuit g = 0? En dautres termed guel ponit los solationa périodigues

des Gpuntions da monvement Repl

Fien? lea  nnes |'-|'|'.-'-\.|u.;|-|i'|_'-|1'! il =hs

s TFEFE aprimd e | ¢ 1ian ¥l
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o’ les deux moyens mounvements sont commensurablee  Made 0] en est
d'mutres I|IJ'i|. LC ¢ |l]u|i mnluigs ||'||F|I'r-'-.-1.'|-'.'r tf &ur I"'"t""ll"':“ _'|r- doia insisior.

o o, c'eat que les masses des doux planddes sont infiniment
petites b quelles ne peavent agir Pone sor Pootee d'ooe mnnidee. son-
F;I'I'II'.. & modnR o dtre & dpre disdiTRce TR I|.-'.'!.|'l' {Virmg a8 [ anlie Miiia
#i oes plandétes passent infiniment prés une de antre, leurs orbites yont
i I‘IFII'\-‘||II|'III|'!|| r||-ui||i--|--. comne 8 elies &itnient r"‘|-|l'||-| & LHy |||-|||
|.|i'\-|l'l':.|r III'h |-|-||-iir'|.|:|. ir|i:i|||_-. |]|' ‘_||||' |"|....r| |||JI [ i ] -'|"-|'-. ] ||r||-|I.'.
eont periodiguement et on obbient pined des solations discontinees qui
sont de  viritables solutions peériodigees du  prohleme du woonvement
héplorsen of gue woNd wavons guy B drodd de loisser ofs eidd

Telles gont Jes raisons poor lesquelles j'ni renomed, an meins momen-
innement, & &tendre an end peneml les mésuline obtenus. Non senlement
lie t.-:|1|u. min il l.il'l-l.'ll‘F LT _| PPOEe ||I|'|||||' ;I'.|r\-|"'.”|l teritn lve aerirkl
prématiorde

Ean aifur, _ir nai pu fsire eneore du ess I irticnlier mdme mug el _:|-'

mir- gus restremt ane ctode suffisamment approfondie. Ce n'est qu'apres

bien des rechorches ot dies offorta R lex peomctre: oonnalbront compl it
et ee  domaine, o i-' 'l Jria T -|u'||.:|-- AIEple ToCoaEnnissnee, ol
guils v trouverant un  fermain eslide d'on ils puissent sdlnpeer & de

FAaiLyE | .!l-'-l ORI ib i
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