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Introduction. 

Le travail qui va suivre et qui a pour objet l'étude du problème 

des trois corps est un remaniement du mémoire que j'avais présenté au 

Concours pour le prix institué par Sa Majesté le Roi de Suède. Ce 

remaniement était devenu nécessaire pour plusieurs raisons. Pressé par 

le temps, j'avais dû énoncer quelques résultats sans démonstration; le 

lecteur n'aurait pu, à l'aide des indications que je donnais, reconstituer les 

démonstrations qu'avec beaucoup de peine. J'avais songé d'abord à publier 

le texte primitif en raccompagnant de notes explicatives; mais j'avais été 

amené à multiplier ces notes de telle sorte que la lecture du mémoire 

serait devenue fastidieuse et pénible. 

J'ai donc préféré fondre ces notes dans le corps de l'ouvrage, ce 

qui a l'avantage d'éviter quelques redites et de faire mieux ressortir 

l'ordre logique des idées. 

Je dois beaucoup de reconnaissance à M. PHKÀGMÉN qui non seule­

ment a revu les épreuves avec beaucoup de soin, mais qui, ayant lu le 

mémoire avec attention et en ayant pénétré le sens avec une grande 

finesse, m'a signalé les points où des explications complémentaires lui 

semblaient nécessaires pour faciliter l'entière intelligence de ma pensée. 

Je lui dois la forme élégante que je donne au calcul de 6*f et de Tf à 

la fin du § 1 2 . C'est même lui qui, en appelant mon attention sur un 

point délicat, m'a permis de découvrir et de rectifier une importante erreur. 

Dans quelques-unes des additions que j'ai faites au mémoire primitif, 

je me borne à rappeler certains résultats déjà connus; comme ces résultats 

sont dispersés dans un grand nombre de recueils et que j 'en fais un 

fréquent usage, j 'ai cru rendre service au lecteur en lui épargnant de 

fastidieuses recherches; d'ailleurs je suis souvent conduit à appliquer ces 

théorèmes sous une forme différente de celle que leur auteur leur avait 

d'abord donnée et il était indispensable de les exposer sous cette nouvelle 

forme. Ces théorèmes acquis, dont quelques-uns sont même classiques 
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sont développés, à côté de quelques propositions nouvelles, dans le cha­

pitre I E R ( i è r e partie). 

Je suis bien loin d'avoir résolu complètement le problème que j'ai 

abordé. Je me suis borné à démontrer l'existence de certaines solutions 

particulières remarquables que j'appelle solutions périodiques, solutions 

asymptotiques, et solutions doublement asymptotiques. J'ai étudié plus 

spécialement un cas particulier du problème des trois corps, celui où 

l'une des masses est nulle et où le mouvement des deux autres est 

circulaire; j'ai reconnu que dans ce cas les trois corps repasseront une 

infinité de fois aussi près que l'on veut de leur position initiale, à moins 

que les conditions initiales du mouvement ne soient exceptionnelles. 

Comme on le voit, ces résultats ne nous apprennent que peu de 

chose sur le cas général du problème; mais ce qui peut leur donner 

quelque prix, c'est qu'ils sont établis avec rigueur, tandis que le pro­

blème des trois corps ne paraissait jusqu'ici abordable que par des mé­

thodes d'approximation successive où l'on faisait bon marché de cette 

rigueur absolue qui est exigée dans les autres parties des mathématiques. 

Mais j'attirerai surtout l'attention du lecteur sur les résultats né­

gatifs qui sont développés à la fin du mémoire. J'établis par exemple 

que le problème des trois corps ne comporte, en dehors des intégrales 

connues, aucune intégrale analytique et uniforme. Bien d'autres circon­

stances nous font prévoir que la solution complète, si jamais on peut la 

découvrir, exigera des instruments analytiques absolument différents de 

ceux que nous possédons et infiniment plus compliqués. Plus on réflé­

chira sur les propositions que je démontre plus loin, mieux on comprendra 

que ce problème présente des difficultés inouies, que l'insuccès des efforts 

antérieurs avait bien fait pressentir, mais dont, je crois avoir mieux encore 

fait ressortir la nature et la grandeur. 

J'ai fait voir également que la plupart des séries employées en mé­

canique céleste et en particulier celles de M. LLNDSTEDT qui sont les plus 

simples, ne sont pas convergentes. Je serais désolé d'avoir par là jeté 

quelque discrédit sur les travaux de M. LINDSTEDT ou sur les recherches 

plus profondes de M. GÏLDÉN. Rien ne serait plus éloigné de ma pensée. 

Les méthodes qu'ils proposent conservent toute leur valeur pratique. On 

sait en effet le parti qu'on peut tirer dans un 'calcul numérique de 

l'emploi des séries divergentes et la série fameuse de STÏRLING en est un 



Sur le problème des trois corps et les équations de la dynamique. 7 

exemple frappant. C'est grâce à une circonstance analogue que les dé­

veloppements usités en mécanique céleste ont rendu déjà de si grands 

services et sont appelés à en rendre de plus grands encore. 

L'une des séries dont je ferai usage plus loin et dont je démontrerai 

d'ailleurs la divergence, offre une grande analogie avec un développement 

proposé par M. BOHLIN à l'Académie de Stockholm le 9 mai 1888. 

Comme son mémoire n'a été imprimé que quelques mois plus tard, je 

n'en avais pas connaissance à l'époque de la fermeture du concours, c'est 

à dire le I E R juin 1888. Je n'ai donc pas cité le nom de M. BOBXIF, 

je m'empresse de lui rendre ici la justice qui lui est due. (Cf. Supplé­

ment aux comptes rendus de l 'Académie de S t o c k h o l m , Tome 

14 et A s t r o n o m i s c h e Nachr ichten , № 2883.) 



P r e m i è r e p a r t i e . 

Généralités. 

C H A P I T R E I. 

Propriétés générales des équations différentielles. 

§ 1. Notations et définitions. 

(0 

Considérons un système d'éi 

dœi -y dco3 

dT = !' dT = 

: d'équations différentielles: 

~ 2 ' ' * * ' dT ~~ 
x, 

où t représente la variable indépendante que nous appellerons le temps, 

xx, , •. •, a>„ les fonctions inconnues, où enfin Xx, X^, . . . , Xn sont des 

fonctions données de xx, os3, .. . , xn. Nous supposons en général que les 

fonctions Xx, X 2 , . . . , Xn sont analytiques et uniformes pour toutes les 

valeurs réelles de 

Si l'on savait intégrer les équations ( i ) , on pourrait mettre le résultat 

de l'intégration sous deux formes différentes; on pourrait écrire: 

(2) xx = <px(t ,Cx,Ci,...,Gn), se, = pa(t ,Cx,Ci,..., Cn), . . . 

7 2 , . . . , C„ désignant les constantes d'intégration. 

On pourrait écrire encore, en résolvant par rapport à ces constantes: 

(3) 

Cx = Fx(t, xx, œ. 

Gn = Fn(t, xx, x 3 , . . . , 
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dF 

dxi 
(i = l,2,...,J» 

2 

Pour éviter toute confusion, nous dirons que les équations (2) repré­

sentent la solution générale des équations (1) si les constantes C y restent 

arbitraires et qu'elles représentent une solution partiadière si on y donne 

aux G des valeurs numériques. Nous dirons d'autre part que dans les 

équations (3), F1, F3, ..., Fn sont n -intégrales particulières des équations 

( 1 ) . Le sens des mots solution et intégrale se trouve ainsi entièrement fixé. 

Supposons que l'on connaisse une solution particulière des équations 

(1) qui s'écrira: 

(4) »1 = » 2 = P S ( F ) , • • • , = 

On peut se proposer d'étudier les solutions particulières de (1) qui 

diffèrent peu de la solution (4). Pour cela posons: 

xi = ?x + £ i>
 œ s = + > • • • > = ?n + Ç„ 

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues ^ , £ 2 , . . . , £„. .Si la so­

lution que l'on veut étudier diffère peu de la solution (4), les £ sont 

très petits et nous en pouvons négliger les carrés. Les équations (1) 

deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des £: 

(5) dt ~ dm, ^ + dxt ^ + • • ' + dsn 0 - 1 , . , . . . , . . ) 

dX-

Dans les dérivées -^r •> l e s quantités xx, x.¿, .. ., xn doivent être rem­

placées par p^t) / f a ( 0 1 • • • > fuif)) de sorte que ces dérivées peuvent 

être regardées comme des fonctions connues du temps. 

Les équations (5) s'appelleront les équations aux variations des équa­

tions (1) . On voit que les équations aux variations sont linéaires. 

Les équations (1) sont dites canoniques lorsque les variables x sont 

en nombre pair n = 2p>, se répartissant en deux séries 

xx, x3, . . . , xp, 

V\ 3 y i 3 • • • > % i j 

et que les équations (1) peuvent s'écrire: 

d-Xf dF d-iji 

dt diji dt 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 28 avril 1S90. 
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Elles ont alors la forme des équations de la dynamique et nous dirons, 

à l'exemple des Anglais, que le système d'équations (6) comporte p 

degrés de liberté. 
On sait que ce système (6) admet une intégrale dite des forces vives: 

F = const. 

et que si l'on en connaît p — i autres, on peut considérer les équations 

canoniques comme complètement intégrées. 

Considérons en particulier le cas de n = 3 ; nous pourrons alors 

regarder # 3 , x3 et cr-3 comme les coordonnées d'un point P dans l'espace. 

Les équations: 

(6) dt ~ A i ' dt ~ d f - A s 

définissent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonnées. 

Considérons une solution particulière des équations (1) 

Lorsque nous ferons varier le temps t, le point P décrira une certaine 

courbe dans l'espace; nous l'appellerons une trajectoire. A chaque so­

lution particulière des équations (1) correspond donc une trajectoire et 

réciproquement. 

Si les fonctions Xx, X a et X , sont uniformes, par chaque point de 

l'espace passe une trajectoire et une seule. Il n'y a d'exception que si 

l'une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles s'annulent toutes 

les trois. Les points où ces cas d'exception se présenteraient s'appelleraient 

points singidiers. 

Considérons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points 

de cette courbe passe une trajectoire; l'ensemble de ces trajectoires con­

stitue une surface que j'appellerai surface-trajectoire. 

Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point 

singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en aucun point singulier 

ne peut être coupée par aucune trajectoire. 

Nous aurons fréquemment dans la suite à nous occuper de la question 

de la stabilité. Il y aura stabilité, si les trois quantités xx,coti, xs restent 
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inférieures à certaines limites quand le temps t varie depuis — co jusqu'à 

+ c o ; ou en d'autres termes, si la trajectoire du point P reste tout en­

tière dans une région limitée de l'espace. 

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire fermée S; cette surface 

partagera l'espace en deux régions, l'une intérieure, l'autre extérieure, 

et aucune trajectoire ne pourra passer d'une de ces régions dans l'autre. 

Si donc la position initiale du point P est dans la région intérieure, ce 

point y restera éternellement; sa trajectoire sera tout entière à l'inté­

rieur de S. Il y aura donc stabilité. 

Ainsi la question de stabilité se ramène à la recherche des surfaces 

trajectoires fermées. 

On peut varier ce mode de représentation géométrique; supposons 

par exemple que l'on pose: 

J'i — 4\ ( / l J * î > ~-j)> 

^ 2 = , ~ 2 , . ? „ ) , 

les d> étant des fonctions de g qui sont uniformes pour toutes les valeurs 

réelles des 0. Nous pourrons considérer non plus x-t , x 2 , mais 

01, 02, z3 comme les coordonnées d'un point dans l'espace. Quand on 

connaîtra la position de ce point, on connaîtra 21} z3, z3 et par consé­

quent xx, cea, %3. Tout ce que nous avons dit plus haut reste exact. 

Il suffit même que les trois fonctions <p restent uniformes dans un 

certain domaine, pourvu qu'on ne sorte pas de ce domaine. 

Si n > 3, ce mode de représentation ne peut plus être employé en 

général, à moins qu'on ne se résigne à envisager l'espace à plus de trois 

dimensions. Il est pourtant un cas où la difficulté peut être tournée. 

Supposons par exemple que n — 4 et qu'on connaisse une des inté­

grales des équations (1). Soit: 

(7) Ffa , x„, x3, a?J = G 

cette intégrale. Nous regarderons la constante d'intégration G comme 

une donnée de la question. Nous pourrons alors tirer de l'équation (7) 

une des quatre quantités xx, x t , x3, # 4 en fonction des trois autres, ou 
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x, 2 

on satisfasse à l'équation (7) quelles que soient les valeurs de gx, zi}, 03. 

Il arrivera souvent qu'on pourra choisir ces variables auxiliaires 0 de 

façon que les quatre fonctions <p soient uniformes, sinon pour toutes les va­

leurs réelles des 0, au moins dans un domaine d'où on n'aura pas à sortir. 

On pourra alors représenter la situation du système par un point 

dont les coordonnées dans l'espace seront zx, $2 et g3. 

Supposons par exemple que l'on ait des équations canoniques avec 

deux degrés de liberté: 

dmt _ dF dx2 _ dF 

dt dijj1 dt dyt' 

dyl dF dya dF 

dt ek'j' dt dm2 

Nous aurons quatre variables xx, xi, yx, y%, mais ces variables seront 

liées par l'équation des forces vives: 

F=G, 

de sorte que si nous regardons la constante des forces vives G comme 

connue, il n'y aura plus que trois variables indépendantes et que la re­

présentation géométrique sera possible. 

Nous distinguerons parmi les variables xx , xa, .. ., xn, les variables 

linéaires et les variables angulaires. Il pourra arriver que les fonctions 

Xx, Xi;..., Xn soient toutes périodiques par rapport à l'une des variables 

xt et ne changent pas quand cette variable augmente de 27t. La variable 

Xi et celles qui jouissent de la même propriété seront alors angulaires; 

les autres seront linéaires. 

Je dirai que la situation du système n'a pas changé si toutes les 

variables angulaires ont augmenté d'un multiple de 27V et si toutes les 

variables linéaires ont repris leurs valeurs primitives. 

Nous adopterons alors un mode de représentation tel que le point 

représentatif P revienne au même point de l'espacé quand une ou plu-

bien encore trouver trois variables auxiliaires ex , #3 , 03 telles qu'en 

faisant: 

^ = ^ , ^ , 03), a>3 = és(gx , 03 , 0a), 
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§ 2. Calcul des limites. 

L'une des plus belles découvertes de CAUCHY (Comptes rendus, 

tome 1 4 , page 1020), quoiqu'elle ait été peut-être peu remarquée de son 

temps, est celle qu'il a appelée le calcul des limites et à laquelle nous 

conserverons ce nom, quelque mal justifié qu'il puisse être. 

Considérons un système d'équations différentielles 

dz . , . 

fa = № > y > *)• 

Si /j et f9 peuvent être développés suivant les puissances croissantes de 

x , y et 0, ces équations admettront une solution de la forme suivante 

y = ?1(x), 0 = ?i(x), 

sieurs des variables angulaires aura augmenté de 27c. Nous en verrons 

des exemples dans la suite. 

Parmi les solutions particulières des équations (1) , nous distinguerons 

les solutions périodiques. Soit 

x1 = f^t), x3 = pt(t) , . . . , xn = <pn(t) 

une solution particulière des équations (1) . Supposons qu'il existe une 

quantité h telle que: 
?t(t + h) = ?t(t) 

quand x{ est une variable linéaire et: 

wt(t - j - Ji) = <Pi(t) + 2for» (fi étant entier) 

quand xt est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution 

considérée est périodique et que h est la période. 

Si l'on adopte un mode de représentation géométrique tel que le 

point représentatif reste le même quand une des variables angulaires 

augmente de 27c, toute solution périodique sera représentée par une tra­

jectoire fermée. 
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dt 

dx 

dt 

Remplaçons-y ensuite f, fx et f3 par la fonction de M . WEIEESTRASS 

f'(x, y, 0) = j ^ - •—r ; 

elles deviendront: 

. . dx dy dz M 
( 2 ) dt dt dt i — a(x + y + s) 

Les équations ( i ' ) sont satisfaites formellemant par des séries: 

X = f(t) = t, y = px(t), 2 = fa(t) 

développées suivant les puissances croissantes de t et s'annulant avec t. 

<px et fa étant des séries développées suivant les puissances croissantes 

de x et s'annulant avec x. 

Pour le démontrer, CAUCHY remplace les deux fonctions fx et f3 

par une expression de la forme: 

, „ V M 
T ^ , V , *) — ( I _ _ _ , 

en choisissant M, a, ¡3, y de façon que chaque terme de f ait un plus 

grand coefficient (en valeur absolue) que le terme correspondant de fx 

et de f3. En remplaçant ainsi fx et fs par f, on augmente les coeffi­

cients de <px et de <pa et comme ces deux séries sont convergentes après 

ce changement, elles devaient l'être également avant ce changement. 

Tel est le principe fondamental du calcul des limites dont CAUCHY 

a fait d'ailleurs beaucoup d'autres applications et que plusieurs géomètres 

ont notablement perfectionné depuis. 

Le plus grand de ces perfectionnements est dû à M . WEIEBSTRASS 

qui a remplacé la fonction f'(x, y, s) de CAUCHY par une autre plus 

simple qui peut jouer le même rôle. 

Ecrivons les équations ( i ) sous la forme: 

fx(x, y, g), 
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De même les équations (2') seront satisfaites par des séries 

« = 9>V), V = Ç>i(t), * = 9*(t) 

développées suivant les puissances croissantes de t et s'annulant avec if. 

(On voit facilement d'ailleurs que <p'(t) — f[{t) = (f'-iif)) 

Si M et a sont convenablement choisis, les coefficients des séries <p' 

sont plus grands que ceux des séries <p; or les séries <p' convergent; donc 

les séries f convergent également. 
C. Q. F. D. 

Je n'insiste pas sur ces démonstrations qui sont devenues tout à fait 

classiques et qui se trouvent développées dans tous les traités un peu 

complets d'analyse, par exemple dans le Cours d'Analyse de M. JOKDAN 

(tome 3, page 87). 

Mais on peut aller plus loin. 

Théorème I. Imaginons que les fonctions fx et fa dépendent, non 

seulement de x , y et 2, mais d'un certain paramètre arbitraire /1 et qu'elles 

puissent se développer suivant les puissances croissantes de x,y,2 et jx. 

Ecrivons alors les équations (1) sous la forme: 

Jt 
f{x,y ,2,lj) = I , 

(*") jr = №>y >*>/*)> 

dz 
di 

On peut trouver trois séries 

x = cp(t, ¡ 1 , a?0, y9, *0) = t + a?0, y = <px(t, /1 , »0, y 0 > 

z = <pa{t,n,x0, y0,20) 

qui satisfassent formellement aux équations (1"), qui soient développées 

suivant les puissances croissantes de t, de ¡1 et de trois constantes d'inté­

gration x0, y0, 20 et qui enfin se réduisent respectivement à x0, y0 et z0 

pour t — o. 
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» 

Je dis que ces séries convergent pourvu que t,p,x0,y0 et g0 soient 

suffisamment petits. 

En effet remplaçons f, fx et f2 par la fonction: 

(! — ^ [ i — «0» + 2/ +«)]* 

Cette fonction f peut être développée suivant les puissances de a;, 

y , # et /t. On peut prendre M, a et yS assez grands pour que chaque 

terme de f soit plus grand que le terme correspondant de f, de fx 

et de /g. 

Nous obtiendrons ainsi les équations 

cte dy dz M 

(2") d t ^ d l ^ di~ {i --Pfi)[l —a{x + y+ z)] ' 

On peut trouver trois séries 

x = ,/x,x0,y0, ee), y = ?[{t, p,x0,y0, e0) 

* = 9i(t>P> %o,y<>, 0q) 

développées suivant les puissances de t, p, x0, y0, 0O, satisfaisant aux 

équations (2") et se réduisant respectivement à x0, yQ, 0O pour t = o. 

En raisonnant comme le faisait CAUCHY, on démontrerait que chaque 

terme des séries cp' est plus grand que le terme correspondant des séries 

<p. Or les séries (p' convergent, si t, p , x0, y0 et 0O sont assez petits. 

Donc les séries cp convergent également. 
C. Q. F. D. 

On peut tirer de là diverses conséquences. 

Théorème II. Nous venons de voir que x , y et 0 peuvent être dé­

veloppés suivant les puissances de t, p, x0, y0 et 0O pourvu que ces cinq 

variables, y compris t, soient suffisamment petites. 

Je dis que x, y et 0 pourront encore être développées suivant les 

puissances des quatre variables p, xQ, y0 et quelque grand que soit t 

pourvu que les quatre variables p, x0, y0 et g0 soient assez petites. Il 

y a toutefois un cas d'exception sur lequel je Reviendrai. 
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En effet nous trouvons d'abord trois séries 

•x = p(t,fi, a?0, y0, e0), y = fi{t,n, x0, y0, e0), 

* — <f » /* » > ?/o » *o) 

qui définissent se,?/ et .* pour les valeurs suffisamment petites de p,x0, 

y0, g0 et quand 

\t\<P> 

p étant le rayon de convergence de ces séries. Si donc tx est un point 

intérieur au cercle de convergence et si xx, yx et gx sont les valeurs de 

x, y et g pour t = fx, on voit que x1,y1 et gx sont des fonctions holo-

morpbes de p, x0, y9 et g0, c'est à dire développables suivant les puis­

sances de ces variables si elles sont assez petites. 

Soient ensuite x\, y\ et g\ les valeurs de xx, yx et gx pour 

p = x0 = y0 = gn = o. 

Cela posé, on aura dans le voisinage du point t = tx 

tl , p , — «1 , ?/l 

t l , p , x 1 — y î , * i — < 

tl, /I, X, > #1 - 2 / ! , ^ - < 

Les séries <p', <p\ et ç>'2, tout à fait analogues aux séries <p,fx et jo 2, sont 

définies comme il suit. 

Elles satisfont aux équations différentielles; elles sont développées 

suivant les puissances de t — t x , p, xx— x\, yx—y\ et gt— g°x; elles se 

réduisent à xx,yx et gx pour t = tx. 

Elles convergeront si p, xx — x\,yx — yn

x,gx — g\ sont assez petits et si 

\t — tx\<px, 

px étant le rayon du nouveau cercle de convergence Gx. 

Si t est un point intérieur à ce nouveau cercle de convergence Gx, 

on voit que x,y et g seront fonctions holomorphes de p,xx— x\,yx— y\ 

et gx — g\. Mais xx — x°x , yx — y\, gx — g\ sont déjà fonctions holo­

morphes de p,x0,y0,g0. Donc, pour tout point t intérieur au cercle 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 10 mai 1890. 3 
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Cj, les trois quantités x, y et z sont des fonctions holomorphes de p,x0, 

y0, z0 développables selon les puissances de ces variables si elles sont 

assez petites. 

Supposons maintenant que le point t soit extérieur au cercle Gv le 

théorème sera encore vrai; il est clair en effet qu'il suffit pour le dé­

montrer pour une valeur quelconque de t, de répéter le raisonnement 

précédent un nombre suffisant de fois, pourvu que les rayons plf />3, ... 

des cercles de convergence envisagés successivement restent supérieurs à 

une quantité donnée. 

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de t 

inférieure à t0, quelque grand que soit t0. 

On ne serait arrêté que dans un cas. 

Le théorème de CAUCHY cesse d'être vrai si les fonctions fx et fs ne 

sont plus holomorphes en x , y, z; par exemple si elles deviennent in­

finies, ou cessent d'être uniformes. 

Si on ne peut pas développer les fonctions f, fx et /j suivant les 

puissances croissantes de p, de x — x\, y — y\, z — z\, il n'existera pas 

en général trois séries f', <p[ et p!2 de la forme (3) satisfaisant aux équa­

tions différentielles. 

On dit alors que le point 

# = xï> V = Vii z = z\ 

est un point singulier. 

Si donc, en faisant varier t, on voyait le point mobile (x, y, z) 

passer par un point singulier, notre théorème serait en défaut. Si t 

variant depuis t — o jusqii'à t = t0, le point mobile (x, y, 0) ne passe 

par aucun point singulier, le rayon de convergence de la série de CAUCHY 

ne pourra s'annuler et on pourra lui assigner une limite inférieure, de 

sorte que les trois fonctions x, y, 0 seront développables suivant les puis­

sances de p , x0, y0, z0 pour toute valeur de t inférieure à t0. Mais si 

pour t — t0, le point (x, y, z) se confond avec un point singulier, le 

théorème cessera d'être vrai pour les valeurs de t supérieures à f0. 

Notre théorème comporte donc un cas d'exception. Mais ce cas ne 

se présentera pas dans le problème des trois corps et nous n'avons pas 

à nous en inquiéter. Soient en effet: 

fa . !h > gi) > » y-i > gs) > fa » V3 » *j) 
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les coordonnées des trois corps, r u , r13, r l s leurs distances mutuelles, 

m2 et ma leurs masses. Les équations du problème seront de la forme 

suivante: 

dt- ' rU *+" j»a 

Le second membre de cette équation ne pourrait cesser d'être bolo-

morphe en xx, •y1, sx, x.2, y.}, s2, xs, y.i, z3 que si l'une des trois distances 
r 2 3 > r i 3 > f i 2 venait à s'annuler, c'est à dire si deux corps venaient à ce 

choquer. Or nous n'appliquerons jamais notre théorème que quand on 

sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire. 

Le même résultat peut encore être établi d'une autre manière. 

Reprenons les équations: 

dx . \ 
T t = f(x,y,s, /x), 

Les fonctions f, fx, /j pourront en général être développées suivant les 

puissances croissantes de x — x0, y — yQ, z — s0 > №—/4>> pour les valeurs 
de x,y,0 et ¡1 suffisamment voisines de x0, y0, g0 et ju0. S'il existe un 

système de valeurs de # 0 , y0, # 0 , /i 0 pour lequel cela n'ait pas lieu, je 

dirai que ce système de valeurs est un des points singuliers de nos équa­

tions différentielles. 

Cela posé, ces équations admettront une solution telle que x, y.et s 

s'annulent avec t; et cette solution dépendra manifestement de /x. Soit: 

x = co^t, /x), y = a>a(t, /x), s = a>t(t 

cette solution. Il résulte de la définition même de cette solution que 

l'on a, quel que soit fx: 

°h(° > /l) — (0A° ' /0 — > l>) = °-

Dans la plupart des applications, on pourra effectuer l'intégration pour 

ix — o, de telle sorte que les fonctions a>x(t, o ) , co2(t, o ) , co3(t, o) seront 



20 H. Poincaré. § 2. 

connues. Je suppose que, pour aucune des valeurs de t comprises entre 

o et t v le système de valeurs 

û»I(*> ° ) > a>$> °) , a)s(t, o) , o 

ne soit un point singulier de nos équations différentielles. 

Pour employer un langage incorrect, mais commode, je dirai que la 

solution particulière 

x = <»,(*, o), y = ma(t, o), s = (t>s(t, o) 

ne passe par aucun point singulier. 

Si cela n'avait pas lieu, nous nous trouverions dans le cas d'excep­

tion dont j 'ai parlé plus haut. 

Si au contraire cela a lieu, ce que je supposerai, je dis que les ex­

pressions COJ^J , p) , <ws(^ , p), (ûz{tx, /i) sont des fonctions de p dévelop-

pables suivant les puissances croissantes de cette variable. 

Posons en effet 

a> = £ + û>,(tf, o) , y = yj + co2(t, o ) , 2 = C+ (o3(t, o) , 

les équations différentielles deviendront: 

j t = ?>(£» 7> C, t,fi), 

(4) ^ = ^ , 7 ] , Ç,t, fj), 

Il résulte de l'hypothèse que nous avons faite que pour toutes les va­

leurs de t comprises entre o et t i ; les fonctions <p, <px et p2 peuvent être 

développées suivant les puissances de ê;, rj, C et p, les coefficients du 

développement étant des fonctions du temps. 

J'observe de plus que pour p — o, les équations différentielles doi­

vent être satisfaites pour 
ç = rj = C = o, 

ce qui veut dire que <p , cpx et <pa s'annulent quand p,Ç,y],Ç s'annulent 

à la fois. 
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i — a ( f + 7 + C + /i) 

ou a fortiori que le coefficient correspondant du développement de: 

№ ] , Î , C ' / J J ~ i - a ( f + v + Ç + p) 

Comparons donc les équations (4) aux suivantes: 

(5) ë ^ a H ^ ^ * ' * ' ^ -

La solution des équations (4), qui est telle que £ , rj et Ç s'annulent à la 

fois pour t = o, s'écrit: 

Ç = Û»j(f , fi) ~ oj^t, o), Vj = a>2(t, ¡1) — Oi,(t , o) , 

<T= cos(l,p) — toa(t, o). 

D'un autre côté les équations (5) admettent une solution: 

£ = ? = C = û > ' ( * , / I ) 

telle que Ç, yj , Ç s'annulent avec t. 

En raisonnant comme l'a fait CATJCHY, on verrait que si co'(t, p) 

est développable suivant les puissances croissantes de p, il doit en être 

de même de (o^t, p) — o)x(t, o) , co^t, p) — a)3(t, o ) , <o3(t, p) — (os(t, o ) , 

et que chaque coefficient du développement de ces trois dernières fonc­

tions est plus petit en valeur absolue que le coefficient correspondant de 

a>'(t, p), au moins pour toutes les valeurs de t telles que 

o < t < tx. 

Or les équations (5) sont faciles à intégrer et on vérifie aisément que 

On pourra alors trouver deux nombres positifs M et a tels que, 

pour toutes les valeurs de t comprises entre o et t v chaque coefficient 

du développement de <p, <px ou <p% suivant les puissances croissantes de 

' ç , y], C et p soit plus petit en valeur absolue que le coefficient corres­

pondant du développement de: 

Jf (c + Y/ + Z + n) 
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û)'(t „ p) peut se développer suivant les puissances de p. Donc £ , y] et 

C sont également développables suivant les puissances de p pourvu que 

o < t < t v 

C. Q. F. D. 

Théorème III. Cela posé, soit: 

x = 0)$ , fi, x0, y0, sa), y = o>3(t , p , x 0 , y 0 , -n), 

* = Û»3(*>^> ; ro> Vu h) 

celle des solutions de nos équations différentielles, qui est telle que: 

pour t — o. 
Considérons les fonctions: 

(o^ + t , fi, , y0, g0), Û» 3(^ + r, fi, xQ, y0, g0), 

Je dis qu'elles sont développables suivant les puissances de p, xn,y0, 8a 

et r pourvu que ces quantités soient suffisamment petites. 

Posons en effet 

X = x' + fl?0, y = y'+yo, g = J -{- g0, 

Nos équations deviendront: 

ri.-;' 
i + , - № + + - s ' + w ) , 

w = {1 + t)W + > / + y* > * + ¿0> /*)> 

Ces équations contiennent cinq paramètres arbitraires à savoir 
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Considérons donc la solution ' de ces équations qui est telle que x', y', s' 

s'annulent avec t'; soit: 

:!•/= 0)[(f,/JL , X0,y0, g0, Z), 

;?/' co^f, p , x0, ?/0 , ea, r), 

s' = = (o!,(t',/x,x0,y0, e0, T). 

Il résulte de ce que nous venons de voir que si l'on fait t' — tx les ex­

pressions: 

co[(t1, / J . , x ( 1 , y0, , : 0 , r), 

oÀ(tl, p , x 0 , y 0 , g0, T), 

coi^ , p , xn, y 0 , .t0, r) 

sont développables suivant les puissances de p, x0, y0, gd et r. Mais il 

est manifeste que l'on a: 

(6) a»i(^ , /£, ac0, y 0 , « „ , r) = a ) , ^ -f- T , /i , » : 0 , y 0 , * 0 ) , 

Donc les seconds membres des équations (6) sont également développables 

suivant les puissances de p , x0, y0, z0 et r. 
C. Q. F. D. 

Théorème IV. CAUCITY a tiré du calcul des limites un autre théorème 

d'une extrême importance. 

Voici quel est ce théorème: 

Si on a n + p quantités y1,yi, ..., yn, x1} xa, ,.., xp entre lesquelles 

ont lieu n relations: 

fiil/i < V-i }-"> V* , ^ , a , , . . . , x,j) = o, 

fifai < V3 > • • • i ?/» > a \ . * s i 3 V ) = ° ' 

(7) 

= o ; 
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si les / ' sont développables suivant les puissances des x et des y et 

s'annulent avec ces n -f- jp variables; 

si enfin le déterminant fonctionnel des f par rapport aux y n'est 

pas nul quand les x et les y s'annulent à la fois; 

on pourra tirer des équations (7) les n inconnues y sous la forme 

de séries développées suivant les puissances croissantes de xx , x2, ..., xp. 

Considérons en effet xx comme la seule variable indépendante x.2, 

x,t, .. . , xp comme des paramètres arbitraires, nous pourrons remplacer 

les équations (7) par les n équations différentielles: 

Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous venons de nous occuper. 

En particulier si f(y , xx, x2, . . . , x„) est une fonction développable 

suivant les puissances de y, xx, x % x n ; si quand les x et y s'an­

nulent à la fois on a: 

f=o, 

si enfin y est défini par l'égalité 

y sera développable suivant les puissances de x. 

Il nous resterait à examiner ce qui se passe quand le déterminant 

fonctionnel des f par rapport aux y est nul. Cette question a fait l'objet 

de recherches nombreuses sur lesquelles je ne puis insister ici, mais au 

premier rang desquelles il convient de citer les travaux de M. PUISEUX 

sur les racines des équations algébriques. J'ai eu moi-môme l'occasion 

de m'occuper de recherches analogues dans la première partie de ma 

thèse inaugurale (Paris, Gauthier-Villars, 1 8 7 9 ) . Je me bornerai donc à 

énoncer les théorèmes suivants, en me bornant à renvoyer pour les dé­

monstrations, soit aux traités classiques, soit à ma thèse. 

Théorème V. Soit y une fonction de x définie par l'équation 

(8) = o. ( f - 1 , 2 , . . . , » ) 

f=o, 

(9) /"(;!/, s) = o 

où f est développable suivant les puissances de x et de y. 
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Je suppose que pour x — y = o, f s'annule ainsi que: 

d y ' ^ ' dy"'-1 ' 

dm f 

mais que -7—^ ne s'annule pas. 

Il existera m séries de la forme suivante: 

L - -
(10) y = axx

n + a.2x
n - f ^x'1 + • • • 

(où n est entier positif et où ax , a.2, . . . sont des coefficients constants) 

qui satisferont à l'équation (9). 

Corollaire I. Si la série (10) satisfait à l'équation (9) il en est de 

même de la série: 
1 2 3 

y = axaxn + a 2 aV ' + « 3 a V 1 + • • • 

ou a est une racine na de l'unité. 

Corollaire IL Le nombre des séries de la forme (10) développées 
1 

suivant les puissances de x11, (sans pouvoir être développées suivant les 
1 

puissances de xv, p < n) est divisible par n. 

Corollaire III. Si 7;1m1 est le nombre des séries (10) développ'ables 
1 

suivant les puissances de xni, si \n2 est le nombre des séries (10) dé-

veloppables suivant les puissances de x"~, .. . , si \ n p est le nombre des 

séries (10) développables suivant les puissances de x"p on aura: 

M i + Kn2 + • • • + \% — m> 

d'où l'on conclut que si m est impair, l'un au moins des nombres nx, 

w 2 , . . . , np est aussi impair. 

Théorème VI. Si l'on a les équations 

/ i (* / l , # 2 > • • - , % , » S ) = O» 

( „ ) f 2 ( « / i . « / s ) - - M 2 / P , » ) = o, 

f,fai 1 y a , • • • , 2/„ > = o, 

Acta mathematica. 18. Imprimé le 30 mai 1800. 4 
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% 3. Applications du calcul des limites aux équations aux 
dérivées partielles. 

CATJCHY avait déjà appliqué le procédé du calcul des limites aux 

équations aux dérivées partielles. Madame KOWALEVSKI a considérable­

ment simplifié la démonstration de CATJCHY et a donné au théorème sa 

forme définitive. 

Voici en quoi consiste le théorème de Madame KOWALEVSKI (Jour­

na l de Crel le , tome 80). 

Considérons un système d'équations aux dérivées partielles définis­

sant 11 inconnues #j, £ 2 , . . . , s„ en fonctions de p variables indépendantes. 

dont les premiers membres sont développables suivant les puissances des 

y et de x et s'annulent avec ces variables, on pourra toujours éliminer 

entre ces équations 

• y 2 ' Vz ' • • • ' Vp 

et arriver à une équation unique: 

de même forme que l'équation (9) du théorème précédent. 

Il n'y aurait d'exception que si les équations ( 1 1 ) cessaient d'être 

distinctes. 

Corollaire des théorèmes V et VI. Le théorème IV s'applique toutes 

les fois que le déterminant fonctionnel des f n'est pas nul, c'est à dire 

toutes les fois que quand les x s'annulent, les équations 

(7) £ = / ; = . . . = £ = o 

admettent 

Vi = y, = • • • = Vn = o 

comme une solution simple. 

Il résulte des théorèmes V et VI et de leurs corollaires énoncés 

plus haut que le théorème IV est encore vrai si cette solution est mul­

tiple, pourvu que Tordre de multiplicité soit impair. 



§ 3 . Sur le problème des trois corps et les équations de la dynamique. 27 

Supposons que ce système s'écrive: 

dzl / dz¡ dz{ . dzi 

di ^ ( ^ ' ^ ' • • • ' ^ "' dx9 ' dr, ' • • * ' dxj ' 

( 0 dxt ' A 1 ' 2 ' ' ' ' ' * ' dx2 ' dx3 dxp. 

dx, - H i ' 2 ' ' ' * ' p ' dxt ' âx3 ' ' • • ' rf.^' 

fi;f2,---,fn étant développés suivant les puissances de 

^ I ? ^2 ? * * • ? ^ oes ^ — OC^ 

(i prend les valeurs i , 2 , . . . , n ; Je les valeurs 2 , 3 , . . . , _p; enfin les 

octt. sont des constantes quelconques). 

Soit maintenant 

<Px{xi » » , ) • • • ) a>) ' ^ a f e > ^ 3 » • • • > xp) > • • • » ^«0 C2 » « 8 > • • • » ; rr) 

w fonctions données quelconques, développées suivant les puissances crois­

santes de x2, xs, . .., xp et telles que: 

d(pt 

dxk 

pour 
X i — X2 — • • • — XP = °-

Il existera n fonctions 

*t = pl(xi, x2,..., xp), 0 3 = f%(xx ,x2,...,xp), . . . , 0 N = fn{xx xp) 

dévéloppables suivant les puissances de xx, x2, . . . , xp, qui satisferont aux 

équations (1) et qui se réduiront respectivement à <px, <p%,..., d>n pour xx = o. 

J'ai moi-même cherché à étendre les résultats obtenus par Madame 

KOWALEVSKI {Thèse inaugurale, Paris, Gauthier-Villars, 1879) et j'ai étudié 

en détail les cas que la savante mathématicienne avait laissés de côté. 
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Je me suis attaché en particulier à l'équation: 

où X j , X 3 , . . . , X„ sont développés suivant les puissances de xx, x2,..., xu; 

je suppose de plus que dans le développement de X x , X , , . . . , X„ , il 

n'y ait pas de terme tout connu et que les termes du I E R degré se ré­

duisent respectivement à Àx Xaxn, de telle sorte que 

X: = ; ^ - r i 5 

Yt désignant une suite de termes du 2 d degré au moins par rapport à 

xx , x3 , . . . , xn. 

J'ai démontré qu'à certaines conditions cette équation admet une 

intégrale holomorphe développable suivant les puissances de xx, x2,..., xn. 

Pour que cette intégrale existe, il suffit: 

i° que le polygone convexe qui contient les n points Xx , X.2 , . . . , Xn 

.ne contienne pas l'origine, 

2° que l'on n'ait aucune relation de la forme 

m , K + • • ; + m » K = Xx 

où les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande que i . 1 

Je vais chercher à généraliser le résultat obtenu dans ma thèse. 

Au lieu de l'équation (2) envisageons l'équation suivante: 

(3) ! + + + + 

1 Dans ma thèse, je n'énonce pas cette restriction et je ne suppose pas que la 

somme des m soit plus grande que 1. Il semblerait donc que le théorème est en défaut 

quand on a par exemple /?2 = Àx. Il n'en est rien. Si l'on avait 

MA;. 2 + . . . + m,Jn = À± (m2 + M 3 + . . . + M„ > 1) 

certains coefficients du développement prendraient la forme — et deviendraient infinis. 

C'est pour cette raison que nous avons dû supposer qu'une pareille relation n'a pas lieu. 

Si l'on avait au contraire A, — Xt certains coefficients prendraient la forme - • 
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Nous avons encore 

•XI = ÀiO&i — Yi} 

Yt désignant une fonction développée suivant les puissances de xx, x2, xn 

et ne comprenant que des termes du 2 a degré au moins par rapport à 

ces n variables. Mais Y{ ne dépend pas seulement des x, il dépend aussi 

de t, de sorte que les coefficients du développement de Yt suivant les 

puissances, des x sont des fonctions de t. Nous supposerons que ce sont 

des fonctions périodiques de t de période 27c développées suivant les sinus 

et cosinus des multiples de t. 

Je me propose de chercher dans quel cas l'équation (3) admettra 

une intégrale holomorphe développée suivant les puissances de 

et telle que les coefficients du développement soient des fonctions pério­

diques de t. 

Voyons d'abord qu'elle va être la forme de Yv Nous allons dé­

velopper Yi suivant les puissances croissantes de xx , xa, . . . , xn; con­

sidérons le terme en 

1 2 • • * ™1\ • 

Le coefficient de ce terme étant une fonction périodique de t pourra 

se développer suivant les sinus et cosinus des multiples de t, ou ce qui 

revient au même suivant les puissances positives et négatives de e ' , _ 1 . 

Nous pourrons donc écrire 

i ^^i.l?.a1a2...a„ti M l -"i • ' • -"n • 

Les G sont des coefficients constants; ¡3 est un entier positif ou né­

gatif; ccj, a 3 , . . . , an sont des entiers positifs tels que 

a i + cc2 + ••• + « „ > 2. 

J'écrirai aussi quelquefois en supprimant les indices: 

Yt = HGé^x^x"? . • • xa

n\ 

Posons maintenant: 

Y[ = £ | G | eF^xpx? ... 
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et envisageons l'équation suivante: 

(4) (X[x, - * ! ) £ ; + № * > - Y * ) d £ î + -•'• + ~ ^ ) | ; -

Dans cette équation ^ n'entre plus; nous pouvons donc regarder t 

comme un paramètre arbitraire et xx , x2, . . . , x„ comme' les seules va­

riables indépendantes. Si donc les quantités X[, X'2, .. ., X'n satisfont aux 

conditions que nous avons énoncées plus haut, l'équation (4) (qui est de 

même forme que l'équation (2)) admettra une intégrale holomorphe. 

Nous supposerons 
X[ — X'% = . . . = Xi'n. 

Nous supposerons de plus X[ réel et positif. 

Cela posé, soit 

(5) • * = T A ^ ^ y ^ x ^ . . . sC 

une série satisfaisant formellement à l'équation (3). Comment pourra-t-on 

calculer les coefficients A par récurrence. 

En écrivant l'équation (3) sous la forme 

dz , . dz , , , dz . T , ¿ 8 . , . , dz - r dz 

et en identifiant les deux membres on trouve: 

A ? M ^ M n { ^ ~ + V i + V * + • • • + Xnan — A,] == P [ C , A], 

P[C, A] étant un polynôme entier à coefficients positifs par rapport aux 

C et aux coefficients A déjà calculés. 

Soit maintenant 

(6) e = TA'^^e^'x^xf . . . x? 

une série satisfaisant à l'équation (4). Pour calculer les coefficients A' 

nous écrirons l'équation (4) sous la forme: 
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En identifiant les deux membres, nous trouverons: 

+ + • • • + K « n — X[] = ? [ | G |, A']. 

P[\G\,A'~\ ne diffère de P[G, A] que parce que les G sont remplacés 

par leurs modules et les A par les A'. 

Les A' étant réels positifs ainsi que les coefficients du polynôme P, 

les A' seront aussi réels et positifs. 

Pour que l'on ait ensuite: 

I A I <r A' 

il suffit que l'on ait toujours: 

Aîct! + X'2a2 + ... + X'nan— X[ < \ f i s f ^ l + AjCtj + A2a2 + . . . + Xnan — Aj | 

ou 

fi\j— i + ^ ( A , — i) + ^ « 2 + • • • + Xna„ 

( « t — i) + A A + . . . + A„ 

Si l'on a choisi AJ de façon à satisfaire à l'inégalité (7), on aura donc 

\A\<A'. 

Or la série (6) converge, donc il en sera de môme de la série (5). 

Ainsi donc pour que la série (5) converge, il suffit qu'on puisse 

trouver une quantité positive X[ satisfaisant à l'inégalité (7) pour toutes 

les valeurs entières et positives des a, et pour toutes les valeurs entières 

positives et négatives de {3. 

Commençons par remarquer que le second membre de l'inégalité (7) 

est toujours plus grand que: 

/ , ( « , — 1) + A 2 «, 2 + . . . + X„an 

| fi | + (A, — 1) + A 2 + . . . + an 

Il suffira donc que X[ soit plus petit que l'expression (8) . Or cette 

expression (8) est le module d'une certaine quantité imaginaire repré­

sentée par un certain point G. Or il est aisé de voir que ce point G 

n'est autre chose que le centre de gravité des n + 2 masses suivantes: 

i° n masses égales respectivement à cq, a 3 , . . . , a„ et situées respec­

tivement aux points Aj, A 2 , . . . , A„; 

(7) X[< 

(8) 
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d'où 

Si donc: 

M>3U + 20?± 

2° une masse égale à | fi j et située soit au point + \J— i soit au 

point — v

/—~* 5 

3° une masse égale à — i située au point Xx. 

Toutes ces masses sont positives à l'exception de la dernière. 

Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours 

supérieure à une certaine limite X{. 

Composons d'abord les n + i premières masses; nous obtiendrons 

une masse: 
M^a, + a3 + . . . + «* + \p\ 

située en un certain point G' et comme ces n + i premières masses sont 

positives, le point G' sera située à l'intérieur de l'un ou de l'autre des 

deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les n -f- i points 

\ , X2, . . . , Xn et + y/—7, 

et le second les » + i points 

Xt, X2, . . . , Xn et — v / I T ï . 

Si aucun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra 

assigner à la distance OG' une limite inférieure ¡1 et écrire: 

OG' > p. 

Il reste à composer la masse M située en G' et la masse •— i située 

en Xv On obtiendra ainsi une masse M— i située en G. On aura 

évidemment ; 

OG > OG' — GG', 

n n , G'Àj OG' CU, 
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l'méa;alité 

(9) 00 > u 

sera satisfaite. 

Il n'y a donc qu'un nombre fini de combinaisons des nombres entiers: 

<*i > a2 >•••>«»> 

pour lesquelles l'inégalité (9) pourrait ne pas être satisfaite. 

Si pour aucune de ces combinaisons 067 n'est nul, nous serons certains 

de pouvoir assigner à OQ une limite inférieure Xv 

Nous sommes donc conduits à la règle suivante: 

Pour que l'équation (3) admette nue intégrale développable suivant les 

puissances des x et périodique par rapport à t, il suffit: 

i° qu aucun des deux polygones convexes circonscrits, le premier aux 

points Xx, ?Ki, ..., Xn et + y/— 1, le second aux points ?h , X2, . . . , An et 

— ^— i, ne contienne l'origine, 

2 0 qu'il n'y ait entre les quantités X aucune relation de la forme 

/5 V /—1 + cc^ + a.2X.} + .. . + a.nXn = Xv 

les a étant entiers positifs et /9 entier positif ou négatif. 

C'est là une généralisation du théorème démontré dans ma thèse. 

Or de ce théorème découlaient un certain nombre de conséquences. 

Voyons si on pourra en tirer de semblables du théorème généralisé. 

Nous allons pour cela suivre absolument la même marche que dans 

la thèse citée. 

Considérons l'équation: 

c7g „ clz v dz v dz 

( I O ) ^ + ^ + ^ + - - - + ^ = = ° > 

obtenue en supprimant le second membre de l'équation (3). 

Considérons en outre l'équation: 

( 3 ) S + x * djt + x > a \ + • • • + x - i k = ^ 

Acta mathemallca. 13. Imprimé le 27 juin 1890. 
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et l'équation: 

V1' d t ^ 1 dxx ^ 2 diet ^ ^ " dxn 

Si les X satisfont aux conditions que nous venons d'énoncer, l'équa­

tion ( 3 ) admettra une intégrale 

z = Tx 

où Tx est ordonné suivant les puissances des x et périodique par rap­

port à t. 

De même l'équation ( 1 1 ) admettra une intégrale 

z ^ T 2 

où T2 est de même forme que Tv 

On en conclut que l'équation (10) admet comme intégrale particulière: 

j_ i_ 
T}>Ta \ 

Comme on peut dans le second membre de ( 3 ) remplacer successive­

ment Xxz, par \ z , Xtz, Xnz et qu'on obtient ainsi 1 1 — 1 équations 

analogues à l'équation ( 1 1 ) , on peut conclure que l'équation (10) admet 

M —• 1 intégrales particulières 

-*• 1 2 > 1 3 > ' • • ! - t 1 - Z
 M 

où T s , T3, . .., Tn sont de même forme que Tx. 

Pour avoir l'intégrale générale de (10) , il faudrait posséder encore 

une ne intégrale particulière. Pour cela considérons l'équation: 

. dz , v du v dz 

( I 2 ) dt + x ^ + - ' - + x ^ r " -

Cette équation admettra comme intégrale particulière z = ê. 

Nous en conclurons que l'équation (10) admet comme intégrales 

particulières 
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de sorte que l'intégrale générale de cette équation (10) sera:. 

s — fonction arbitraire de (Txe~llt, T^e"^', . . . , Tne~Xnt). 

En d'autres termes les équations différentielles: 

fio') < ? i - ^ = ^ = . . . = J ? 

admettront comme intégrale générale 

Klt K3, . . . , Kn étant n constantes d'intégration. 

Ce théorème peut être regardé comme la généralisation de celui que 

j'ai démontré à la page 70 de ma thèse. 

Supposons maintenant que nous cherchions à déterminer les p pre­

mières variables x à savoir 

T /y* n* -'']•) ^3 > • • • 5 -"p 

en fonctions des n—p autres à savoir 

et de t, à l'aide des équations suivantes: 

d">\ 1 y dxl y dxl . . -y - Ç R 

dt + ^ + 1 7 t e ^ + dííp+s + • • • -t" -*»¿ , K - ^ 1 ' 

(13) <7T + X ^ l ü ^ ¡ + A ^ * l ^ r a + • • • + " - 3 ' 

1 y dxp yr diCp y dxp - R R 

dt + + í , + 2 l t e ^ ¡ + • • • "t" - - v 

Il est aisé de voir que l'intégrale générale des équations (13) s'écrira: 

(14) ? 1 = p s = . . . = ^ = o, 

<px, <p2, . . ., <pv représentant p fonctions arbitraires de 
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Prenons en particulier: 

Fi = f a = Tae-« , . . • , <pp Tpe~^. 

Les équations (14) s'écriront: 

(14 ' ) Tl== Ta = ... = Tp = o. 

Des équations (14 ' ) on pourra tirer xx, x%, .. . , xp en fonctions de 

xp+1, xp+2 et t et on verra que ce sont des fonctions holomorphes 

par rapport à xp+1, x p + 2 , .. . , xn et périodiques par rapport à t. 

Donc les équations (13) admettent une solution développable suivant 

les puissances croissantes de. xp+1, xp+2, .. •, xH et suivant les sinus et 

cosinus des multiples de t. 

Ce théorème est démontré quand les X satisfont aux conditions 

énoncées plus haut; voyons comment on pourra l'étendre aux cas où ces 

conditions ne sont pas remplies. Je suivrai pour cela la même marche 

que dans la 4™° partie de mes recherches sur les courbes définies par les 

équations différentielles ( Journa l de L i o u v i l l e , 4 m o série, T. 2, pages 

1 5 6 — 1 5 7 ) -
Proposons-nous de calculer les coefficients de l'intégrale holomorphe 

des équations (13) (à supposer que cette intégrale existe) et à cet effet 

écrivons ces équations (13) sous la forme suivante: 

Soit: 

une quelconque des fonctions Tx, Tt, . . . , Yn, ainsi que nous l'avons 

supposé plus haut, et proposons-nous de calculer les p fonctions 

xx, xa, . . . , xp 

sous la forme 

\ l Dj — • £ - " t t i . , } . a r + i « J , + 2 . . . « » E Jjp+lJjp+î • - - Jjn -
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Pour calculer les coefficients A par récurrence, substituons les séries 

(15) dans les équations (13 ' ) et identifions les deux membres. Nous 

aurons pour calculer AL13,ap+1_ail l'équation suivante: 

•Ai.p.ap+iaf+s...an(fi \/—1 + ar+i^+i + «p+s^+a + • • • + — 

= P[G,(-C'),A], 

P[G, (— 6"), A] étant un polynôme entier à coefficients positifs par 

rapport aux coefficients G de 

Y Y Y 

aux coefficients G" de Yt changés de signe et aux coefficients A déjà 

calculés. 

Pour qu'aucun des coefficients A. ne devienne infini nous devons donc 

d'abord supposer qu'il n'y ait entre les X aucune relation de la forme: 

(16) P\f—~ï + «Vfi^P+i + + • • • + « A — Xt = o 

où les a sont entiers positifs et fi entier positif ou négatif. 

Cela posé soit X' une quantité positive que nous déterminerons plus 

complètement dans la suite. 

Soit ensuite: 

Y' — T" I ( ) I * M = ï . r " i R ' < 2 r°" 
•"•i — \ Kji.?.aln1...an I e Jl2 • • • 

pour 
i = p + I , p -F 2 , . . . , n 

et 

J ï = - £ | C'., ,^.. . , , , , | ^ - ^ ' ^ . . . j % 

pour ¿ = 1 , 2 , 

Formons les équations 
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Cherchons à satisfaire aux équations (13") à l'aide de séries de la 

forme suivante 

C1
 5 ) Xi — £ j 5 < . ( ? . « p + 1 a I , + 2 „ . a 1 , 6 ' ' Î V *Œr+lftp+l • • • ' 

Les coefficients B nous seront donnés par les équations suivantes: 

I W ^ , . . « » № ^ + + • • • + « » - * ) ] = n \ G | , 1 o | , B] 

où P [ | Gr | , \ C\, B] diffère de P[C, (— G), A] .en ce que les coefficients 

G et — G' y sont remplacés par leurs modules, et les coefficients A par 

les B correspondants. 

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est 

plus grand que le module du A correspondant. 

Il suffit pour cela d'une seule condition, c'est que: 

A'(a,,+i + a j P + 2 + - + c t » — * ) < \ N ~ l + a y . - n ^ - f i + a / + 2 ^ + 2 + - - + aBA„ — A s[. 

Si cette condition est remplie chacun des termes de la série (15) 

sera plus petit que, le terme correspondant de la série (15 ' ) et comme 

cette dernière converge, la série (15) convergera également. 

Il suffit pour cela que l'on puisse trouver une quantité positive A' 

assez petite pour que l'on ait toujours: 

., ¡3\J— 1 + «P+iA^+i + . . . + anÀn — Xi 
A <- ; ; ; — 

ffp+l + . . . + « „ — I 

c'est à dire, d'après ce que nous avons vu plus haut, qu'aucun des deux 

polygones convexes circonscrits, le premier aux points A 7 , + 1 , Ap + 2 , . . . , ? , „ 

et + s/— 1 , le second aux points , Ar+2, . . . , A„ et — \J—i, ne con­

tienne l'origine. 

Si- donc aucun de ces deux polygones convexes ne contient Vorigine, s'il 

n'y a entre les A aucune relation de la forme (16) , les équations (13) ad­

mettront une intégrale particulière de la forme suivante: 

xx = <px{xpJrl, x p + i , . . . , xn , t), 

X2 = Pîfop+i > %p+v > - ' • > %n > t)> 
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les <p étant développantes suivant les puissances de x p n , xp+.2, . . . , xn et les 

sinus et cosinus des multiples de t. 

Cela posé, envisageons les équations: 

(IO 'O = 

Ces équations sont de même forme que les équations (10 ' ) ; la seule 

différence, c'est que les A n'ont pas des valeurs qui satisfont aux condi­

tions suffisantes énoncées plus haut pour que l'équation (13) ait une inté­

grale holomorphe. 

Nous allons nous proposer de trouver non pas la solution générale 

des équations (10") , mais une solution contenant 11—p constantes arbi­

traires. 

Parmi les équations (10" ) , je considère en particulier les suivantes: 

\M) ~ d T ~ r*1' ~ d ~ r ~ > jT ~ 

J'écris en outre les équations: 

(18) Xi = <Pi(xp+1, x t + 3 , . . . , xn , t), a~i,t,-,p) 

les (fi étant les intégrales holomorphes des équations (13) définies plus haut. 

Il est évident que si xx, x3, . . . , xn sont n fonctions de t qui satis­

font aux équations (17) et (18) , elles satisferont également aux équa­

tions (10") . 

Dans les équations (17) substituons à la place de xx, x.2, . . . , xp 

leurs valeurs (18) , ces équations deviendront: 

. . . , -¡ff — + Yiu, 

Zp+l, ZpV2, . . . , Zn étant des séries développées suivant les puissances de 

xp+l, Xpw , . . . , x„, dont tous les termes sont du 2 d degré au moins et 

dont les coefficients sont des fonctions périodiques de t. 
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Ces équations (19) sont de la même forme que les équations (10 ' ) ; 

leur intégrale générale sera donc de la forme suivante: 

où Ep+1, . . . , / £ „ sont des constantes d'intégration, où T'P+1, . . . , T'n sont 

des séries développées suivant les puissances des x et les sinus et cosinus 

des multiples de t. 

Les équations 

Tt — O, ( ¡ - 1 , 2 , ...r) 

(20) 
T'j = Kqe'qt, ( < / = I F + I , P + 2 , . . . , » O 

nous donnent donc une intégrale des équations (10") dépendant des n—p 

constantes arbitraires Kp+1 , Kp+i, • • ., Kn. 

Pour obtenir cette intégrale sous forme explicite, il faut résoudre 

ces équations (20) par rapport à xx, x2, . . . , xn; on trouve ainsi: 

•h = & ( ¿ > Jh-+i » • • • » Kn), 

a \ = 4'Áf > Kp+í : '••> K Ù 

les <l> étant des séries développées suivant les puissances de 

^ I F L 0 > - " 7 1 + 2 ° ; • • • J - " • H 1 ' 

et suivant les sinus et cosinus des multiples de t. 

Ces séries sont convergentes, pourvu qu'aucun des deux polygones 

convexes circonscrits, le premier aux points Xp+1, Xp+i, . . . , Xa et -f- \j—i> 

et le second aux points Xp+1, Xp+i, . . . , A„ et — y/— 1, ne contienne l'ori­

gine et qu'il n'y ait entre les X aucune relation de la forme (16) . 

Cette démonstration fait ressortir l'analogie de ce théorème avec ceux 

que j 'ai énoncés dans ma thèse et en particulier avec celui-ci: 

Dans le voisinage d'un point singulier, les solutions d'une équation 

différentielle sont développables suivant les puissances de t, f'1, t h ¡ , . . . , t?". 
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§ 4. Intégration des équations linéaires à coefficients périodiques. 

On sait qu'une fonction de x périodique et de période 27c peut se 

développer en une série de la forme suivante 

(1) f(x) — A0 + A cosœ + A.2 cos 2x - f • • • + A„ cosux + .. . 

+ B1 sin x + B.2 sin 2X + • • • + #« sin + • • • 

J'ai montré dans le Bu l l e t in as t ronomique (novembre 1886) que 

si la fonction f(x) est finie et continue ainsi que ses — 2 premières 

dérivées et si sa p— i e dérivée est finie, mais peut devenir discontinue 

en un nombre limité de points, on peut trouver un nombre positif K tel 

que l'on ait, quelque grand que soit n, 

| n?A„ | < E, | n'B„ | < K. 

Si f(x) est une fonction analytique, elle' sera finie et continue ainsi 

que toutes ses dérivées. On pourra donc trouver un nombre K tel que: 

| \<E, | n*Bn | < K. 

Il résulte de là que la série 

| A01 + K | + K | + • • • + \An | + ... 

+ | B, | + | B.21 + . . . + | BH | + • • • 

converge et par conséquent que la série (1) est absolument et uniformé­

ment convergente. 
Ada iwthciiiaticd. 18. Imprimé le 28 juin 1890. g 

J'avais d'abord démontré ce théorème (que j'ai ensuite rattaché aux 

idées générales qui ont inspiré ma thèse) par une voie assez différente 

dans le 4 5 e Cahier du J o u r n a l de l ' E c o l e p o l y t e c h n i q u e et M. PI­

CARD y avait été conduit indépendamment par d'autres considérations 

(Comptes rendus 1878) . 
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Cela posé, considérons un système d'équations différentielles linéaires: 

dt 

d;e, 

( 2 ) dt 
= <f 2.1*1 + <f 2.2*2 + • • • + ? 2.n#«> 

¿ 7 " == £VI*I + <p „ .2*2 + • • • + p».»*». 

Les %2 coefficients sont des fonctions de t périodiques et de 

période 27r. 

Les équations ( 2 ) ne changent donc pas quand on change t en 

t -\- 17c. Cela posé soient: 

( 3 ) 

*i = W ) > *2 = ^i.A(0> • • • » x n = f&i.„(0» 

w solutions, linéairement indépendantes, des équations ( 2 ) . 

Les équations ne changent pas quand on change t en t -f- 27: et les 

» solutions deviendront: 

»1 = + 2 ^)> • • • » 0« = </'l.n{t + 27T), 

«1 = + 27T), • • • J *» = ^2.„(* + 2?r), 

Elles devront donc être des combinaisons linéaires des n solutions 

( 3 ) de sorte qu'on aura: 

d,ul(f, + 27T) = + - W 2 . l ( 0 + • • • + ^..»^',.l(0. 
W + 27T) = A l ^ . l ( 0 + A.2 ^2 . l(0 + • • • + A.iM<p,lA(t), 

M * + 27T) = + A.2^2 .l(0 + • • • + A.»^«.l(0. 

les ,4 étant des coefficients constants. 
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On aura d'ailleurs de même (avec les mêmes coefficients) 

M { + 27r) = A.i$i.*(t) + A s i M O + • • • + A.nM{) 

43 

etc. 

Cela posé formons l'équation en S: 

A1A — S A l A 

(5) 

A-t.n 

A« „ 

An.i 

= o. 

Soit Sx l'une des racines de cette équation. D'après la théorie des 

substitutions linéaires, il existera toujours n coefficients constants 

B1} Ba, . . . , Bn 

tels que si l'on pose: 

6ul(t) = B^{t) + B2<p2A(t) + . . . + b . Î&, . I (0 

et de même: 

M * ) B^U*) + + • • • + Bn<pnA(t) 

on ait: 

et de même: 

Posons: 

il viendra: 

<U* + 2TT) = s^ut)-

S1 = e , 8" r , 

e-a>it+2r) diA(t + 2?r) = S^-^e-^ÔUt) = e~ait dul(t). 

Cette équation exprime que: 

est une fonction périodique que nous pourrons développer en une série 

trigonom étriqué: 
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xit - G^'X^t) + 0.2e"-n,,n{t) + • • • + ^ " ' • ' A , 1 . „ ( 0 -

Les G sont des constantes d'intégration, les a sont des constantes et les 

X sont des séries trigonométriques absolument et uniformément con­

vergentes. 

Voyons maintenant ce qui arrive quand l'équation (5) a une racine 

double, par exemple quand ax = a.¿. Reprenons la formule (7), faisons-y 

G.¿ = G, ==... = Gn = o 

et faisons-y tendre a2 vers ax. Il vient: 

J\ = ^ » [ C y 1 . 1 ( í ) + G,e"'^X2A(i)) 

ou en posant 
G1 = G[ — Gt, 

Si les fonctions périodiques fi.k(t) sont analytiques, il en sera de 

même des solutions des équations différentielles (2) et de X1A(t). La 

série X1A(t) sera donc absolument et uniformément convergente. 

De même 

sera une fonction périodique qu'on pourra représenter par une série tri-

gonométriqiie: 

Nous avons donc une solution particulière des équations (2) qui s'écrit: 

(6) xH = e^X1A(t), o% - d*K*{f), • • • > = ^ . « ( O -

A chaque racine de l'équation (5) correspond une solution de la 

forme (6). 

Si l'équation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons n solu­

tions de cette forme linéairement indépendantes et • la solution générale 

s'écrira: 

xA = G^X^t) + G^'X,A(t) + • • • + C B e " " A N I L ( 0 , 

x.2 = G^X^it) + G,e^XUt) + ••• + C^X^t), 
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Il est clair que la différence 

s'annulera pour a3 = ar Nous pourrons donc poser: 

4i(0 = ^. I(0 + ( a a ~ « 1 ) A ' ( 0 -

Il vient ainsi: 

et à la limite (pour oc3 = a j ; 

^ = C î ^ ' A u + C y p A i . ! + l imA'(0]. 

On verrait que la limite de X'(t) pour ct3 = a t est encore une série 

trigonométrique absolument et uniformément convergente. 

Ainsi l'effet de la présence d'une racine double dans l'équation (5) 

a été d'introduire dans la solution des termes de la forme suivante: 

e^tX{t), 

X(t) étant une série trigonométrique. 

On verrait sans peine qu'une racine triple introduirait des termes de 

la forme: 

et ainsi de suite. 

Je n'insiste pas sur tous ces points de détail. Ces résultats sont 

bien connus par les travaux de M M . FLOQUET, CALLANDKEAU, BRUNS, 

STIELT.TES et si j'ai donné ici la démonstration in extenso pour le cas 

général, c'est que son extrême simplicité me permettait de la faire en 

quelques mots. 

il viendra: 
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C H A P I T R E II . 

Théorie des invariants intégraux. 

§ 5. Propriétés diverses des éqtvations de la dynamique. 

Soit F une fonction d'une double série de variables: 

DJJ > 3/J , . . . } xn, 

et du temps t. 
Supposons que l'on ait les équations différentielles: 

W dt ~ d]H dt dsi' 

Considérons deux solutions infiniment voisines de ces équations: 

i 
xx > x2, . . . , xn , y1, y2, . . . , 1Jn, 

$i + ? i r > r

2 + , • • • , x» + £» ,!/x + Vi > Vt + r h . • • • ; ^ + fr, 

les £ et les 37 étant assez petits pour qu'on puisse négliger leurs carrés. 

Les £ et les y satisferont alors aux équations différentielles linéaires 

dçi c l * F f , d * F 

^H. _ V — - £ -4- V 

( 2 ) 

qui sont les équations aux variations des équations ( i ) . 

Soit £| , une autre solution de ces équations linéaires de sorte que: 
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Multiplions les équations (2) et (2') respectivement par vj[ ,—Ç't,— 

et faisons la somme de toutes ces équations, il viendra: 

dt 

d*F 

dÇ'j , „ dr/, 

'^dt Ç i dt , 

d*F d*F 

ou 

dytdyt

 1 dxidxk ' 1 dxidiji 

Y V L e ™ , T t r , d ' F » g y , ^ 

ou enfin 

(3) 9Îf i — Éï^i + — fsî?s + • • • + VuS* — ^»7« ~ constante. 

Voilà une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques des 

équations linéaires (2). 

Il est aisé de trouver d'autres relations analogues. 

Considérons quatre solutions des équations (2) 

t & t" t"> 

SJ > SI ! S{ , SJ , 

Vi, Vi, Vi, yjt 

Considérons ensuite la somme des déterminants: 

V'i Vt' Vt" 

SI S* SI SI 

Vi V'k fit y't" 

où les indices * et Je varient depuis 1 jusqu'à 11. On vérifierait sans 

peine que cette somme est encore une constante. 

Plus généralement si l'on forme à l'aide de 2p solutions des équa­

tions (2) la somme de déterminants: 

(a 1 , « 2 , . . . , ap = 1 , 2 , . . . , n) 

cette somme sera une constante. 
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En particulier, le déterminant formé par les valeurs des 211 quantités 

£ et 7] dans 2-n solutions des équations (2) sera une constante. 

Ces considérations permettent de trouver une solution des équations 

(2) quand on en connaît une intégrale et réciproquement. 

Supposons en effet que 

soit une solution particulière des équations (2) et désignons par £ t et rjt 

une solution quelconque de ces mômes équations. On devra avoir: 

££• /% •— 37, a< = const. , 

ce qui sera une intégrale des équations (2). 

Réciproquement soit 

£j.,-6 + £ # ^ i = const. 

une intégrale des équations (2), on devra avoir: 

d'où en identifiant 

dt 
-7 — + > r-Ji; 

idijid.fi ^kdxkdxt 

2~kdy!!d!ii " 2~kdxkdy{ ' ce qui montre que: 
6 — Bu fji — — Ai 

est une solution particulière des équations (2). 

Si maintenant: 
0(cc{, i/i, t) — const. 

est une intégrale des équations (1) , 

di> « . . -<R-V dd> 

http://idijid.fi
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sera une. intégrale des équations (2), et par conséquent: 

sera une solution particulière de ces équations. 

Si § = const., <DX — const. sont deux intégrales des équations (1) , 

on aura r /d(Pd0l d0d0A _ t 

\dxi dyt dyt dxi / 

C'est le théorème de POISSON. 

Considérons le cas particulier où les x désignent les coordonnées 

rectangulaires de n points dans l'espace; nous les désignerons par la no­

tation à double indice: 
X\f , X>¿i , x 3 i , 

le premier indice se rapportant aux trois axes rectangulaires de coor­

données et le second indice aux n points matériels. Soit mt la masse du 

ie point matériel. On aura alors: 

d^_d¥_ 
m* dt' te*' 

V étant la fonction des forces. 

On aura alors pour l'équation des forces vives: 

Posons ensuite: 

d'où 

(4) — V l i i — y — const. 

et 

, ,> dxu dF_ dyu dF 

^ ' _ dt dyu' dt dam 

Aeta matheniatka. 13. Imprimé la 30 juin 1890. 
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Soit: 

(5) «u = ?Jt), Vu = «*«#H(0 

une solution de ces équations (1 ' ) , une autre solution sera: 

= 9>u(t + /0, Vh = mt9>Uf + h)> 

h étant une constante quelconque. 

En regardant h comme infiniment petit, on obtiendra une solution 

des équations (2') qui correspondent à (1') comme les équations (2) cor­

respondent à ( 1 ) : 

7« désignant un facteur constant très petit que l'on peut supprimer quand 

on ne considère que les équations linéaires (2'). 

Connaissant une solution: 

m ' ' dx 

de ces équations, on peut déduire une intégrale: 

— y — const. 

Mais cette même intégrale s'obtient très aisément en différentiant l'équa­

tion des forces vives (4). 

Si les points matériels sont soustraits à toute action extérieure, on 

peut déduire de la solution (5) une autre solution: 

h et h étant des constantes quelconques. En regardant ces constantes 

comme infiniment petites, on obtient deux solutions des équations (2') 

£H = l> 6« = Su = Vu ~ V21 = Vu — °> 

Çu=t, ^ = £ 3 i = 3?2i = 7]U == o, >?H = 
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On obtient ainsi denx intégrales de (2') 

£¡>7ii = const., 

T,7¡ut — T.m^u = const. 

On peut obtenir ces intégrales en différentiant les équations du 

mouvement du centre de gravité: 

Xm-iXu = tLyu + const., 

= const. 

Si l'on fait tourner la solution (5) d'un angle w autour de l'axe 

des 0, on obtient une autre solution: 

%u ~ <f\i c o s o — fii s m (o, = <p'u cos co — <p'2i sin 0) , 

x2i — fu s m w + f S Í C O S 0 ) i — = (p'u sin (0 + (f'.u COS (û , 

En regardant <y comme infiniment petit, on trouve comme solution 

de (2') 

6 i = *2iî ^li = 2/2Í5 

6 i — 2̂1 — 2/liJ 

• - o , î ? a i = o , 

d'où l'intégrale de (2') 

^ ( ^ n 7 « — tó* — + 2/246,-) = const. 

que l'on pouvait obtenir aussi en différentiant l'intégrale des aires de (1') 

2-(a>u#„ —a?î,#i() =
 c o n s t -

Supposons maintenant que la fonction Y soit homogène et de degré 

— 1 par rapport, aux x ce qui est le cas de la nature. 

Les équations (1') ne changeront pas quand on multipliera t par X", 
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Si l'on regarde A comme très voisin de l'unité, on obtiendra comme 

solution des équations (2') 

Su = z<Fu — 3tpU, Vu = — mi9'ki — 3»M?>M, 

ou 

(6) eH = 2 x M - 3 t ^ , ^ , = - ^ - 3 ^ , 

d'où l'intégrale suivante des équations (2'), laquelle, à la différence de 

celles que nous avons envisagées jusqu'ici, ne peut être obtenue en diffé-

l'entiant une intégrale connue des équations (1 ' ) : 

+ const. 

§ 6. Définition des invariants intégraux. 

Considérons un système d'équations différentielles: 

dT - A " 

X{ étant une fonction donnée de xx, xs, . . . , xn. Si l'on a: 

Ffa , x2, . . . , x,) = const., 

cette relation s'appelle une intégrale des équations données. Le premier 

membre de cette relation peut s'appeler un invariant puisqu'il n'est pas 

altéré quand on augmente les x{ d'accroissements infiniment petits clxt 

compatibles avec les équations différentielles. 

Soit maintenant 

les x par A2 et les y par A - 1 , A étant une constante quelconque. De la 

solution (4) on déduira donc la solution suivante: 
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une autre solution des mêmes équations différentielles, de telle façon que 

l'on ait: 

dt ~ " 

XI étant une fonction formée avec x[, x'2, . . . , x'n comme Xt l'était avec 

iCj , x,2, . . . , Xn. 

Il pourra se faire qu'on ait entre les 211 quantités x et x', une 

relation : 

J^iOi, x2 , . . . , # „ , x[, x!2, . . . , x'n) = const. 

Le. premier membre F1 pourra encore s'appeler un invariant de nos équa­

tions différentielles, mais au lieu de dépendre d'une seule solution de ces 

équations, il dépendra de deux solutions. 

On peut supposer que x1, x2, . . . , xn représentent les coordonnées 

d'un point dans l'espace à n dimensions et que les équations différentielles 

données définissent la loi du mouvement de ce point. Si l'on considère 

deux solutions de ces équations, on aura deux points mobiles différents, 

se mouvant d'après une même loi définie par nos équations différentielles. 

L'invariant Fx sera alors une fonction des coordonnées de ces deux points, 

qui dans le mouvement de ces deux points conservera sa valeur initiale. 

On pourrait évidemment de même, au lieu de deux points mobiles, 

en envisager trois ou même un plus grand nombre. 

Supposons maintenant que l'on considère une infinité de points mo­

biles et que les positions initiales de ces points forment un certain arc 

de courbe G dans l'espace à n dimensions. 

Quand on se donne la position initiale d'un point mobile et les 

équations différentielles qui définissent la loi de son mouvement, la po­

sition du point à un instant quelconque se trouve entièrement déterminée. 

Si donc nous savons que nos points mobiles, en nombre infini, forment 

à l'origine des temps un arc G, nous connaîtrons leurs positions à un 

instant t quelconque et nous verrons que les points mobiles à l'instant t 

forment dans l'espace à n dimensions un nouvel arc de courbe G. Nous 

sommes donc en présence d'un arc de courbe qui se déplace en se dé­

formant parce que ses différents points se meuvent conformément à la 

loi définie par les équations différentielles données. 
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lLYaâxtdxk, 

étendue à tout l'arc de courbe, demeure invariable; ce serait encore un 

invariant intégral. 

On peut imaginer également des invariants intégraux qui soient 

définis par des intégrales doubles ou multiples. 

Imaginons qu'on considère un fluide en mouvement permanent et 

de telle sorte que les trois composantes X, Y, Z de la vitesse d'une 

molécule quelconque soient des fonctions données des trois coordonnées 

x , y, 0 de cette molécule. Alors on pourra dire que la loi du mouve­

ment d'une quelconque des molécules du fluide est définie par les équa­

tions différentielles: 

dx „ % _ y i f 7 

dt ~ ' dt ~— X ' dt~ ' 

On sait que l'équation aux dérivées partielles 

dX dT . d Z _ 

dx dy dz 

exprime que le fluide est incompressible. Supposons donc que les fonc­

tions X, Y, Z satisfassent à cette équation et considérons un ensemble 

de molécules occupant à l'origine des temps un certain volume. Les 

molécules se déplaceront, mais, en vertu de l'incompressibilité du fluide 

Supposons maintenant que dans ce déplacement et cette déformation 

l'intégrale suivante: 

f(Y1dx1 + Y3dx2 - f . . . + Yndxn) = fTYidXf 

(où les Y sont des fonctions données des x et qui est étendue à tout 

l'arc de courbe) ne change pas de valeur. Cette intégrale sera encore 

pour nos équations différentielles un invariant, dépendant non plus d'un, 

de deux ou de trois, mais d'une infinité de points mobiles. Pour indiquer 

quelle en est la forme, je l'appellerai un invariant intégral. 

De même on pourrait imaginer qu'une intégrale de la forme: 
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le volume qu'elles occuperont demeurera invariable. En d'autres termes 

le volume, c'est à dire l'intégrale triple: 

JjJ dxdydz 

sera un invariant intégral. Plus généralement si l'on envisage les équations: 

d.Vi 

dt = X* 

et que l'on ait la relation: 

l'intégrale d'ordre 11 

Jdxxdx2.. . dxn 

que je continuerai à appeler le volume, sera un invariant intégral. 

C'est ce qui arrivera en particulier pour les équations générales de 

la dynamique; car si l'on considère ces équations: 

dxi dF dì/i d-F 

il est aisé de voir que 

dt dì/i' dt dx^ 

2 
d{dy) , d ( dag _ 

dxi ^Lmé dyi 

Mais en ce qui concerne ces équations générales de la dynamique, il y a 

outre le volume, un autre invariant intégral qui nous sera encore plus 

utile. Nous avons vu en effet que: 

— Êity) = const. 

Cela traduit dans notre nouveau langage signifie que l'intégrale double 

ffH^diji 

est un invariant intégral, ainsi que je le démontrerai plus loin. 

Pour exprimer ce résultat d'une autre manière, prenons le cas du 

problème des n corps. 
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Nous représenterons la situation du système des n corps par la po­

sition de 2>n points dans un plan. Le premier point aura pour abscisse 

Yx du premier corps et pour ordonnée la projection sur l'axe des x de 

la quantité de mouvement de ce corps; le second point aura pour abscisse 

Yy de ce môme corps et pour ordonnée la projection sur l'axe des y de 

sa quantité de mouvement et ainsi de suite. 

Imaginons une double infinité de situations initiales du système. 

A chacune d'elles correspond une position de nos 2>n points et si l'on 

considère l'ensemble de ces situations, on verra que ces 3 » points rem­

plissent 3 » aires planes. 

Si maintenant le système se déplace conformément à la loi de l'at­

traction, les 2>n points- qui représentent sa situation vont aussi se déplacer; 

les 3 » aires planes que je viens de définir vont donc se déformer, mais 

leur somme demeurera constante. 

Le théorème sur la conservation du volume n'est qu'une conséquence 

de celui qui précède. 

Il y a dans le cas du problème des n corps, un autre invariant 

intégral sur lequel je veux attirer l'attention. 

Considérons une simple infinité de positions initiales du système 

formant un arc de courbe dans l'espace à 6n dimensions. Soient C0 et 

Cj les valeurs de la constante des forces vives aux deux extrémités de 

cet arc. Je démontrerai plus loin que l'expression 

/ T(2Xidyi + ytdxt) + 3 ( 0 , — O0)t 

(où l'intégrale est étendue à l'arc de courbe tout entier et où le temps 

n'entre plus si Gx = G0) est encore un invariant intégral; on peut 

d'ailleurs en déduire aisément les autres invariants intégraux dont il a 

été question plus haut. 

Nous dirons qu'un invariant intégral est du I E R ordre, du 2 a ordre, 

. . . . ou du ne ordre selon qu'il sera une intégrale simple, double, . . . . 

ou d'ordre n. 

Parmi les invariants intégraux nous distinguerons les -invariants po­

sitifs que nous définirons comme il suit. 

L'invariant, intégral d'ordre n 

JMdx^lx^.. . dxn 
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sera un invariant- positif dans un certain domaine, si M est une fonction 

de xx, x t , , . . , xn qui reste positive, finie et uniforme dans ce domaine. 

Il me reste à démontrer les divers résultats que je viens d'énoncer; 

cette démonstration peut se faire par un calcul très simple. 

Soit: 

dxt 

dt 

dx2 

df 

un système d'équations différentielles où X , , X 3 , . . . , Xn sont des fonc­

tions de xJ, 0 3 2 , . . . , xn telles que: 

00 
d^.dX^ dXn 

dx, dx„ dxn 
o. 

Soit une solution de ce système d'équations dépendant de n constantes 

arbitraires: 

Cette solution écrira: 

x i =
 9 ^ ' a i ' a s > • • • > a»)> 

ou 

*s = = Pa(*> « 1 » a s , . . . , «„), 

a3 , . . . , oc„). 

démontrer que l'inté graie 

J = Jdx^dx^... dxn = 

dxt dx2 

dax dax 

dxx dx2 d*ii 

A = da^ da2 da2 

dxx dxç 

dan da*. dan 

da„ 

est une constante. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 7 juillet 1890. 
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On a en effet: 

. dJ fdA 7 , , 

d J - J . - d T ^ ^ - - ' ^ ' 

et 

Ai étant le déterminant A dans la ke colonne duquel on a remplacé: 

par 

Mais on a 

d'où: 

dxjc d%n dxk 

dâx ' da2 ' ' ' ' ' dan 

d'ttt d\rk d*xk 

daxdt ' da^dt ' ' ' ' ' daudt 

dxk 

dt = X*' 

dlœk __ dX^dx, dX^dx^ , dXtdxn 

datdt ~~ dâ\ don dx2 deu dxn dai 

On déduit de là: 

d'où 
clJ~ 

^ = Y ' ( A 1 + A a + . . . + AJrfo^Oj . . • dan 

C. Q. F. D. 

Supposons maintenant qu'au lieu de la relation (2) nous ayons: 

. dMX1 , dMX, , , dMXn 

( 2 ) - ^ r + ^ + --- + - ^ r = = 0 ' 
M étant une fonction quelconque de <cx, ce2, . . . , xu. 
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Je dis que 

J =f Mdxxdx%. .. dxn = jMAd^da^. . . dan 

est une constante. 

On a en effet: 

Il faut montrer que: 

. dM . TM-dA 
A~dT + MHt=°-

On a en effet (en vertu des équations (i)) 

dt ~~ 1 dxt

 + 2 dx, + ' ' - + 

et (d'après ce que nous venons de voir): 

\dx± dx3 dxnJ 

dA 
dt 

Il vient donc: 

dM , ^dA. A /di¥X t , dMX 2 , , d.MXn\ 

~dt~ 1 di \ dxx dxt dxn j 

C. Q. F. D. 

Passons maintenant aux équations de la dynamique. 

Soient les équations 

dxi dF dïji dF 

dt dïji dt dxi 
( i ' ) - ^ = 1 — , - v r = = — • ( ¡ = 1 , 2 , . . . , « ) 

Soit une solution contenant deux constantes arbitraires a et ¡3 et 

s'écrivant: 
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Je dis que: 

J ^/(dx.dy, + d*%dyt + ... + dxndyn) =j g (^^~^yadp 

est une constante. 

Il vient en effet: 

dJ 

dt 

/ ds%i dyt d*yi dxi _ d^Xj dyt _ d 2 ^ dxA , 

2-* \dldâ dfi + dtdfi da dt dp da ~dtd~a dj) 

Il vient ensuite: 

d?Xi 

dtda 

d2.F dœ* 
dyidxk da 

diF dy* 
dyid%jkda ' 

d%Xi 

dtdfi 

d*F dxk 

dytdxk dj3 

d 2.F dy t 

dyidykdft ' 

d\ji _ 

dtda. - r . 
d2F dxk 

dxidxk da 

d 2 F dy» 
dxidykda ' 

dSji d'2F dxk — V 
d 2 *' dy* 

dtdfi dxi dxk djïi dxidykdfi 

On conclut de là que: 

•̂ -v / d2a?j d ^ d2;/^ d*i' 

' \df da dp dt da d[3 

•̂ -v •v-s / d 2 P dxkd]ii d*F dykdyt d*F dxkdxi d2F dxidyk 

L-/ L^\dyidxkdo. d/9 dyidykda d/9 dx{dxkda d/3 dxtdykdfi do.. 

Le second membre ne change pas quand on permute a et fi, on a donc: 

S / d 2 X i dyi d2'j/,- da;A ^ - v / d2a^ dy^ d2j/j dasA 

\dtdadj3 dtdadft) ~ 2^\dtdj3da~ dtdfdâj 

Cette égalité exprime que la quantité sous le signe J dans l'ex-
dJ 
dt 
cLïF 

pression de - r - est nulle et par conséquent que 

dJ 

d t ^ 0 -

C. Q. F. D. 

file:///dtdadj3
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Il me reste à envisager le dernier des invariants intégraux qui se 

présente dans le cas du problème des n corps. 

Reprenons les équations de la dynamique, mais en posant: 

F — T -\- Ü, 

T ne dépendant que des y et U des os seulement. De plus T est homogène 

de degré 2 et U homogène de degré — 1. 

Prenons une solution 

= > «)> Vt = > «) 

ne dépendant que d'une seule constante arbitraire a. ^ 

Considérons l'intégrale simple: 

J - / E h TE + * S R ) * + - W> 

C1 et C0 étant les valeurs constantes de la fonction F aux extrémités 

de l'arc le long duquel on intègre. 

Il vient: 

df 

dt : 

Il vient: 
dxi_dF _dT dyi dU 

dt dyi dyi' dt dxi' 

d2%i dtT dyk d^yi ^—v d*U dxk 

dtda *-*k dyidyiida ' dtda ¿-*kdxidxkda ' 

d'où 

dJ 

dt /

y^^*./dTdyi ^ d*T dyk dxjdU ^ d*TJ dxk\^ ^ ^ 

L - / d y i d a Jldyidykda da dxt

 1 dx{dxkda ) 1 0 

Mais en vertu du théorème des fonctions homogènes on a: 
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d'où 

ou 

Or d'après la définition de Cx et C0 on a 

C0 — Cr=fdF=f (dT + dZ7). 

Il vient donc 
dJ 

dt=°-

G. Q. F. D. 

§ 7. Transformation des invariants intégraux. 

Reprenons nos équations différentielles 

dx< -tr dx„ d, 

W dt ~ *' dt ~ » " * ' ' dt ~~ n 

et supposons que l'on ait 

(2\
 d(MXJ + . . = 0 

A ' dxt dx.2 ' ' ' dxn ' 

de telle sorte que l'intégrale d'ordre n 

J — JMdxLdx2... dxn 

soit un invariant intégral. 

Changeons de variables en posant: 

X l = » *s> ' " > *«)> 

^ « 8 = » ^ > • • • > *»)» 
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les fonctions Z ne dépendant plus que de g1, ga, . . . , #„_i puisque gn y 

a été remplacé par sa valeur numérique. 

et appelons A le déterminant fonctionnel des n fonctions <p par rapport 

aux n variables g. 

Nous aurons après le changement de variables: 

J —JMAcl^d^... dgn. 

Si l'invariant J était positif avant le changement de variables, il restera 

positif après ce changement, pourvu que A soit toujours positif, fini et 

uniforme. 

Comme en permutant deux des variables g, on change le signe de 

A , il nous suffira de supposer que A est toujours de même signe ou 

qu'il ne s'annule jamais. Il devra de plus être toujours fini et uniforme. 

Cela arrivera si le changement de variables ( 3 ) est doublement univoque, 

c'est à dire si dans le domaine considéré les x sont fonctions uniformes 

des g et les g fonctions uniformes des x. 

Ainsi après un changement de variables doublement univoque, les 

invariants positifs restent positifs. 

Voici un cas particulier intéressant: 

Supposons que l'on connaisse une intégrale des équations (1) 

F(x1, x2, . . . , xn) = G. 

Prenons pour variables nouvelles gn = G d'une part et d'autre part n — 1 

autres variables sJ, z2, gn_lr II arrivera souvent qu'on pourra choisir 

^ , gtJ, ..., gn_i de telle sorte que ce changement de variables soit double­

ment univoque dans le domaine considéré. 

Après le changement de variables, les équations (1) deviendront: 

/ \ dzx r / dz2 „ dzn-i „ dzn „ 
^ dT ^

 z i ' df ~ z*' ' ' • ' ~dT~ ~ z - 1 ' dT ~ ^ - °' 

Z1, Z 2 , . . . , Zn_x étant des fonctions connues de g^, #2, . . . , gn. Si l'on 

regarde la constante G — gn comme une donnée de la question, les équa­

tions sont réduites à l'ordre n — 1 et s'écrivent: 

/ ,s dzt „ dz„-i y 
( 4 ) ¿ 7 " - A » • • • > ~W ~~ ^ n - 1 ' 
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Si les équations ( i ) admettent un invariant positif 

J"Mdxxdx%. . . dxn, 

les équations (4) admettront également un invariant positif: 

J =f pudg^dg^ . . . dgn_xdgn. 

Je dis maintenant que les équations (4') qui sont d'ordre n — 1 

admettent également un invariant intégral positif qui devra être d'ordre 

n — 1. 
En effet, dire que J est un invariant intégral c'est dire que 

dz1 dzt ' ' ' dzn 

ou puisque Z„ est nul, 

djfiZj d(pZa) d^Z,^)^ q 

dz1 dzt , ' ' ' dsn-i ' 

ce qui prouve que l'intégrale d'ordre n — 1 

yfidg^dẑ ... dgn_! 

est un invariant pour les équations (4'). 

Jusqu'ici nous avons fait porter les changements de variables sur 

les fonctions inconnues x1, x2, ..., x„, mais nous avons conservé le temps 

t qui est notre variable indépendante. Nous allons supposer maintenant 

que l'on pose: 

t = ?{h) 

et que nous prenions tx comme nouvelle variable indépendante. 

Les équations (1) deviennent alors: 

U\ ^ = X'. = X ^ = X — • «-!,»,...,«) 
v5J dt 1 ldt ldt 

Si les équations (1) ont un invariant intégral d'ordre n 

JMdxxdx2.. , dxn 
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on devra avoir 

ce qui peut s'écrire 

Cela montre que 

JM^-dxxdxi... dxn 

est un invariant intégral pour les équations (5). 
Pour que cette transformation puisse être utile, il faut que t et tx 

dt 
soient liés de telle sorte que -r± puisse être regardé comme une fonction 

dit 

connue, finie, continue et uniforme de xx, x%, .. ., xn. 

Supposons par exemple que nous prenions pour nouvelle variable 

indépendante: 

** 

Il vient alors 
d^ 
dt 

et les équations (5) s'écrivent 

dxt Xj cfc2 X 2 

dt1 Xn ' dt^ ~X.n ' 

et elles admettent comme invariant intégral: 

JM~Kndx1dx2,.. dxn. 

De même si nous prenons pour nouvelle variable indépendante: 

6 étant une fonction quelconque de xx, xa, . . ., xn, le nouvel invariant 

intégral s'écrira: 

+ a ; * + • • • + dÂx¥x^> • • • 
Mta mathematm. 13. Imprimé le 8 juillet 1890. 9 

X , 

dt. 
dxn 

d t , = l > 
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Il est à remarquer que la forme et la signification d'un invariant intégral 

est beaucoup plus profondément modifiée quand on change la variable 

indépendante appelée temps que quand le changement de variables porte 

seulement sur les fonctions inconnues x1, x2, . . . , xn, car alors les lois 

du mouvement du point représentatif P se trouvent complètement trans­

formées. 

Supposons il = 3 et regardons x1, xa, x% comme les coordonnées 

d'un point P dans l'espace. L'équation: 

0(x1, xt, x3) = o 

représentera une surface. Considérons une portion quelconque de cette 

surface et appelons S cette portion de surface. 

Je supposerai qu'en tous les points de S on a 

Il en résulte que la portion de surface S n'est tangente à aucune tra­

jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact. 

Soit P 0 un point de S; par ce point passe une trajectoire. Si cette 

trajectoire prolongée vient recouper S en un point Pv je dirai que Px 

est le conséquent de P 0 . A son tour P1 peut avoir un conséquent P 2 

que j'appellerai le second conséquent de P 0 et ainsi de suite. 

Si on considère une courbe C tracée sur S, les nes conséquents des 

divers points de cette courbe formeront une autre courbe C que j'appel­

lerai la n* conséquente de C. On définirait de la même façon l'aire qui 

est ne conséquente d'une aire donnée faisant partie de S. 

Cela posé, soit une portion de surface sans contact S ayant pour 

équation 0 = o ; soit C une courbe fermée tracée sur cette surface et 

limitant une aire A; soient C et A' les premières conséquentes, C" et 

An les nos conséquentes de C et de i . 

Par chacun des points de C passe une trajectoire que je prolonge 

depuis sa rencontre avec G jusqu'à sa rencontre avec G. L'ensemble de 

ces trajectoires formera une surface trajectoire T. 

Je considère le volume V limité par la surface trajectoire T et par 

les deux aires A et A'. Supposons qu'il y ait un invariant positif 
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Posons: 
dB d0 dd 

Të ~ M f 

dn 

on aura alors 

^ = fMHdco —fMHdœ, 
A' 

la première intégrale étant étendue à l'aire A' et la seconde à l'aire A. 

L'intégrale 

JMHdco 

conserve la même valeur qu'on l'étende à l'aire A, ou à A', ou par 

conséquent à An. C'est donc un invariant intégral d'une nature parti­

culière qui conserve la même valeur pour une aire quelconque ou pour 

l'une de ses conséquentes. 

Cet invariant est d'ailleurs positif, car par hypothèse, M, H et par 

conséquent MH sont positifs. 

§ 8. Usage des invariants intégraux. 

Ce qui fait l'intérêt des invariants intégraux, ce sont les théorèmes 

suivants dont nous ferons un fréquent usage. 

Nous avons défini plus haut la stabilité en disant que le point 

mobile P doit rester à distance finie; on l'entend quelquefois dans un 

diîf 
J'étends cet invariant au volume V et j'écris que -77 est nul. 

Soit dco un élément de la surface S. Menons la normale à cet élé­

ment, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite an. Soit 

0 4- 4- dn la valeur de 0 à l'extrémité de cette longueur. Si l'on a 
dn 0 

mené la normale dans le sens des 0 croissants, on aura 

d0 

dn 
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autre sens. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que le point P revienne 

au bout d'un temps suffisamment long sinon à sa position initiale, du 

moins dans une position aussi voisine que l'on veut de cette position 

initiale. 

C'est dans ce dernier sens que POISSON entendait la stabilité. Lors­

qu'il a démontré que, si l'on tient compte des secondes puissances des 

masses, les grands axes des orbites demeurent invariables, il s'est seule­

ment attaché à établir que les développements de ces grands axes en 

séries ne contiennent que des termes périodiques de la forme smat ou 

cos ai, ou des termes mixtes de la forme t sin ai ou t cos at, sans contenir 

aucun terme séculaire de la forme t ou t"*. Cela ne signifie pas que les 

grands axes ne peuvent jamais dépasser une certaine valeur, car un terme 

mixte t cos at peut croître au delà de toute limite; cela veut dire seule­

ment que les grands axes repasseront une infinité de fois par leur va­

leur primitive. 

La stabilité, au sens de POISSON, peut-elle appartenir à toutes les 

solutions? POISSON ne le croyait pas, car sa démonstration suppose ex­

pressément que les moyens mouvements ne sont pas commensurables; 

elle ne s'applique donc pas quelles que soient les conditions initiales du 

mouvement. 

L'existence des solutions asymptotiques, que nous établirons plus loin, 

montre suffisamment que si la position initiale du point P est convenable­

ment choisie, ce point P ne repassera pas une infinité de fois aussi près 

que l'on voudra de cette position initiale. 

Mais je me propose d'établir que, dans un des cas particuliers du 

problème des trois corps, on peut choisir la position initiale du point P (et 

cela d'une infinité de manières) de telle façon que ce point P repasse 

une infinité de fois aussi près que l'on voudra de sa position initiale. 

En d'autres termes, il y aura une infinité de solutions particulières 

du problème qui ne jouiront pas de la stabilité au second sens du mot, 

c'est à dire au sens de POISSON; mais il y en aura une infinité qui en 

jouiront. J'ajouterai que les premières peuvent être regardées comme 

exceptionnelles et je chercherai plus loin à faire comprendre le sens 

précis que j'attache à ce mot. 

Supposons n = 3 et imaginons que x1, x2, xs représentent les coor­

données d'un point P dans l'espace. 
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Théorème I. Supposons que le point P reste à distance finie, et que 

le volume Jdx^dx^dx^ soit un invariant intégral; si l'on considère une 

région r0 quelconque, quelque petite que soit cette région, il y aura des 

trajectoires qui la traverseront une infinité de fois. 

En effet le point P restant à distance finie, ne sortira jamais d'une 

région limitée B. J'appelle V le volume de cette région B. 

Imaginons maintenant une région très petite r0, j'appelle v le volume 

de cette région. Par chacun des points de r0 passe une trajectoire que 

l'on peut regarder comme parcourue par un point mobile suivant la loi 

définie par nos équations différentielles. Considérons donc une infinité de 

points mobiles remplissant au temps o la région r 0 et se mouvant en­

suite conformément à cette loi. A u temps z ils rempliront une certaine 

région -ra, au temps 2z une région r 2, etc. au temps nz une région rn. 

Je puis supposer que z est assez grand et r0 assez petit pour que r 0 et 

n'aient aucun point commun. 

Le volume étant un invariant intégral, ces diverses régions r 0 , r^, 

. . . , r„ auront même volume v. Si ces régions n'avaient aucun point 

commun, le volume total serait plus grand que nv; mais d'autre part 

toutes ces régions sont intérieures à B, le volume total est donc plus 

petit que V. Si donc on a: 
Y 

n> — , 
V 

il faut que deux au moins de nos régions aient une partie commune. 

Soient rp et rq ces deux régions (q > p). Si rp et rq ont une partie 

commune, il est clair que r0 et ra_p devront avoir une partie commune. 

Plus généralement, si on ne pouvait trouver Je régions ayant une 

partie commune, aucun point de l'espace ne pourrait appartenir à plus 

de Je — i des régions r0, rx, . . . , rn. Le volume total occupé par ces 

régions serait donc plus grande que j — ^ • & donc on a 

/7 \ Y 
n>Qc— i) —, 

il faut que l'on puisse trouver Je régions ayant une partie commune. 

Soient: 

V\ ' Pi ' * ' " 5 
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ces régions. Alors 

auront aussi une partie commune. 

Mais reprenons la question à un autre point de vue. Par analogie 

avec la nomenclature du paragraphe précédent nous conviendrons de dire 

que la région r„ est la rf conséquente de r0 et que r 0 est la ne anté­

cédente de rn. 

Supposons alors que rp soit la première des conséquentes successives 

de r0 qui ait une partie commune avec r0. Soit r'0 cette partie com­

mune; soit s'0 la p" antécédente de r'0 qui fera aussi partie de r0 puisque 

sa p° conséquente fait partie de rp. 

Soit ensuite r'p la première des conséquentes de r'0 qui ait une partie 

commune avec r'0; soit r'0' cette partie commune; sa p\ antécédente fera 

partie de r'0 et par conséquent ' de r0, et sa p + JPï antécédente que j'ap­

pellerai s'0' fera partie de s'0 et par conséquent de r0. 

Ainsi s'0' fera partie de r0 ainsi que ses pe et p -f- Pi conséquentes. 

Et ainsi de suite. 

Avec r'0' nous formerons r'0" comme nous avons formé r'u' avec r'0 

et r'0 avec r0 ; nous formerons ensuite r j v , . . . , rj*, . . . . 

Je supposerai que la première des conséquentes successives de r0

! qui 

ait une partie commune avec ri soit celle d'ordre pn. 

J'appellerai s" l'antécédente d'ordre p + p1 -f- pt} + . . . -4- pn_x de r%. 

Alors s" f e r a partie de r0 ainsi que ses n conséquentes d'ordre: 

P > P + Pi > P + Pi + P t > • • • » P + ïh + + • • • + P n - f 

De plus si fera partie de 6 „ _ 1 , s'I"1 de sl~'2, ... . 

Il y aura alors des points qui appartiendront à la fois aux régions 

'RO > s'o 5 s',,', . . . , si, S O + 1 , . . . ad. inf. L'ensemble de ces points formera 

une région a qui pourra d'ailleurs se réduire à un ou à plusieurs points. 

Alors la région a fera partie de r0 ainsi que ses conséquentes d'ordre 

P i P + Pi i • • • 5 P + P i + • • • + P» , P + P i + • • • + pn + P n + i , • • • ad. inf. 

En d'autres termes, toute trajectoire issue d'un des points de a tra­

versera une infinité de fois la région r 0. 
C. Q. F. D. 
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Corollaire. Il résulte de ce qui précède qu'il existe une infinité de 

trajectoires qui traversent une infinité de fois la région r0; mais il peut 

en exister d'autres qui ne traversent cette région qu'un nombre fini de 

fois. Je me propose maintenant d'expliquer pourquoi ces dernières tra­

jectoires peuvent être regardées comme exceptionnelles. 

Cette expression n'ayant par elle-même aucun sens précis, je suis 

obligé d'abord d'en compléter la définition. 

Nous conviendrons de dire que la probabilité pour que la position 

initiale du point mobile P appartienne à une certaine région r0 est à la 

probabilité pour que cette position initiale appartienne à une autre région 

r'0 dans le même rapport que le volume de r0 au volume de r'0. 

Les probabilités étant ainsi définies, je me propose d'établir que la 

probabilité pour qu'une trajectoire issue d'un point de r 0 ne traverse pas 

cette région plus de le fois est nulle, quelque grand que soit h et quelque 

petite que soit la région r0. C'est là ce que j'entends quand je dis que 

les trajectoires qui ne traversent r0 qu'un nombre fini de fois sont ex­

ceptionnelles. 

Je suppose que la position initiale du point P appartienne à r0 et 

je me propose de calculer la probabilité pour que la trajectoire issue de' 

ce point ne traverse pas li + i fois la région r0 depuis l'époque o jusqu'à 

l'époque nz. 

Nous avons vu que si le volume v de r0 est tel que: 

W 
n > — 

v 

on pourra trouver h -\- i régions que j'appellerai 

et qui auront une partie commune. Soit sai cette partie commune, soit 

s0 son antécédente d'ordre ak; et désignons par sP la pe conséquente de s 0. 

Je dis que si la position initiale du point P appartient à s0, la tra­

jectoire issue de ce point traversera h -J- i fois au moins la région r0 

entre l'époque o et l'époque nz. 

En effet le point mobile qui décrit cette trajectoire se trouvera à 

l'époque o dans la région s0, à l'époque pz dans la région sp, à l'époque 
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Extension du théorème I. Nous avons supposé: 

i° que n = 3 , 

nz dans la région sn. Il traversera donc nécessairement, entre les époques 

o et nz, les régions suivantes: 

Or je dis que toutes ces régions font partie de r 0. En effet saii fait partie 

de r0 par définition; s0 fait partie de r 0 parce que sa a| conséquente 

s„ft fait partie de ra j t, et en général sat_at fera partie de r0 parce que 

sa «t conséquente sak fait partie de rai. 

Donc le point mobile traversera Je + i fois au moins la région rQ. 

G. Q. F. D. 

Soit maintenant c 0 la portion de r0 qui n'appartient ni à s 0, ni à 

aucune région analogue, de telle façon que les trajectoires issues des 

divers points de a0 ne traversent pas la région r0 au moins Je + i fois 

entre les époques o et nz. Soit w le volume de aQ. 

La probabilité cherchée, c'est à dire la probabilité pour que notre 

trajectoire ne traverse pas h -f- i fois ra entre ces deux époques sera 
, w 

alors 
v 

Or par hypothèse aucune trajectoire issue de a0 ne traverse Je + i 

fois rù ni a fortiori a0 entre ces deux époques. On a donc: 

w < — 

et notre probabilité sera plus petite que 

W 
nv 

Quelque grand que soit Je, quelque petit que soit v, on pourra toujours 

prendre n assez grand pour que cette expression soit aussi petite que 

nous le voudrons. Donc il y a une probabilité nulle pour que notre 

trajectoire, que nous savons issue d'un point de r 0, ne traverse pas cette 

région plus de Je fois depuis l'époque o jusqu'à l'époque + es. 

C. Q. F. D. 
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2° que le volume est un invariant intégral, 

3 ° que le point P est assujetti à rester à distance finie. 

Le théorème est encore vrai si le volume n'est pas un invariant 

intégral, pourvu qu'il existe un invariant positif quelconque: 

J Mdx1dx2dx3. 

Il est encore vrai si il > 3 , s'il existe un invariant positif: 

yMdxxdxa. .. dxn 

et si x^, xa, .. ., xn, coordonnées du point. P dans l'espace à n dimen­

sions, sont assujetties à rester finies. 

Mais il y a plus. 

Supposons que xx, x3 ne soient plus assujetties à rester finies, 

mais que l'invariant intégral positif 

yMdxxdxa... dxn 

étendu à l'espace à n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le 

théorème sera encore vrai. 

Voici un cas qui se présentera plus fréquemment. 

Supposons que l'on connaisse une intégrale des équations (1) 

F(xx, xs, . . . , xn) — const. 

Si F = const. est l'équation générale d'un système de surfaces fermées 

dans l'espace à n dimensions, si en d'autres termes F est une fonction 

uniforme qui devient infinie quand une quelconque des variables xx, x,v 

. . . , x,t cesse d'être finie, il est clair que x1,xi, ..., xn resteront toujours 

finies, puisque F conserve une valeur constante finie; on se trouve donc 

dans les conditions de l'énoncé du théorème. 

Mais supposons que les surfaces F = const. ne soient pas fermées; 

il pourra se faire néanmoins que l'invariant intégral positif 

y Mdx1dxi... dxn 

étendu à tous les systèmes de valeurs des x tels que: 

C1 < F < Ca 

ait une valeur finie; le théorème sera encore vrai. 
Acta r.xathematica. 13. Imprimé le 2 août 1890. \Q 
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dx 

di ~ 
x', 

dx 

~dt 

dy __ 

dt y', 
dy' 

à 

\\/(x2 + y2)3 /' 

qui admettent l'intégrale: 

F = *L+J- - g _ 3 n>*œ* = const. 
2 s]x

i + y 1 2 

et l'invariant intégral 

ydxdydx'dy'. 

Si l'on regarde x, y, x' et y' comme les coordonnées d'un point 

dans l'espace à 4 dimensions, l'équation F = const. représente un système 

de surfaces qui ne sont pas fermées. Mais l'invariant intégral étendu à 

tous les points compris entre deux de ces surfaces est fini, comme nous 

allons le montrer. 

Le théorème I est donc encore vrai; c'est à dire qu'il existe des 

trajectoires qui traversent une infinité de fois toute région de l'espace à 

4 dimensions, quelque petite que soit cette région. 

Soit donc à calculer l'intégrale quadruple 

J = y dxdydx'dy', 

cette intégrale étant étendue à tous les systèmes de valeurs tels que 

G1<F< Cr 

Changeons de variables et transformons notre intégrale quadruple, en 

posant: 

x' = côs <p y/ir, y' — sin (p yjîr, 

x — p cos co, y = p sin (o ; 

C'est ce qui arrive en particulier dans le cas suivant. 

M . HILL dans sa théorie de la lune a négligé dans une première 

approximation la parallaxe du soleil, l'excentricité du soleil et l'incli­

naison des orbites; il est ainsi arrivé aux équations suivantes: 
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cette intégrale devient: 

et il vient d'autre part: 

F - r —'- — In'Y cos 2 co. 
P 2 

Nous devons intégrer d'abord par rapport à <p entre les limites o et 2,t, 

ce qui donne: 

J = 27tJpdpdrdco 

et l'intégration doit être étendue à tous les systèmes de valeurs de p, r 

et eu qui satisfont aux inégalités: 

•r > o , r> Ox + - + - » ' V c o « 2 °>> 

(0 

P 2 ' 

De ces inégalités on peut déduire la suivante: 

Cl + / - + ^ » ' V 2 c o s 2 w > o. 
1 p 2 ' 

Regardons /? et Û> comme les coordonnées polaires d'un point et construi­

sons la courbe 

I 2 

Nous verrons que si C\ est plus petit que —-(Çr?*'/-4)3 cette courbe se 

compose d'une ovale fermée située tout entière à l'intérieur du cercle 

et de deux branches infinies situées tout entières à l'extérieur de ce cercle. 

Le lecteur fera facilement cette construction; s'il y éprouvait quelque 

difficulté, je le renverrais au mémoire original de M. HILL dans le tome 

I de l ' A m e r i c a n Jou rna l o f Mathematics . 

M. HILL conclut de là que si le point p, w est à l'origine des temps 

à l'intérieur de cette ovale fermée, il y restera toujours; que par consé-

J —fpdpclrclcodf 
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quent p restera toujours plus petit que \ J . Ainsi si Год négligeait 

la parallaxe du soleil, son excentricité et les inclinaisons, il serait permis 

d'assigner une limite supérieure au rayon vecteur de la lune. En 

ce qui concerne la lune en effet, la constante C 2 est plus petite que 

— 5 ( 9 » » * . 

C'est ce remarquable résultat de M . HILL que je me propose de 

compléter en montrant que, dans ces conditions, la lune jouirait égale­

ment de la stabilité au sens de POISSON; je veux dire par là que, si les 

conditions initiales du mouvement ne sont pas exceptionnelles, la lune 

repassera une infinité de fois aussi près que l'on voudra de sa position 

primitive. C'est pour cela, comme je l'ai expliqué plus haut, que je 

nie propose de démontrer que l'intégrale J est finie. 

Comme p est plus petit que \ J e t par conséquent limité, l'intégrale: 

J — 27vJpdpdrdo) 

ne peut devenir infinie que si r croît indéfiniment, et r ne peut devenir 

infini, en vertu des inégalités (1) que si p s'annule. 

Posons donc: 
J = J> + J", 

J' représentant l'intégrale étendue à tous les systèmes de valeurs tels que 

(2) r > о , p > p0 , Gx < F < G, 

et J" représentant l'intégrale étendue à tous les systèmes de valeurs 

tels que: 

(3) r > o , p < p 0 ) Ог <F<G,. 

Quand les inégalités (2) sont satisfaites p ne peut s'annuler; donc r ne 

peut devenir infini. Donc la première intégrale J' est finie. 

Examinons maintenant J". Je puis supposer que p0 a été pris assez 

petit pour que 
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Les inégalités F > Gx, p < p0 entraînent alors r > o. Nous devons donc 

intégrer par rapport à r entre les limites: 

Il vient alors: 

J" = 27r(C\ - C\)fda>fpdp = 2x>pï(C\ - C\). 
0 0 

J" et par conséquent J est donc fini. 

C. Q. F. D. 

M. BoHLiisr a généralisé de la manière suivante le résultat de M. 

HILL. Considérons le cas particulier suivant du problème des trois corps. 

Soit A un corps de masse i — / ¿ , 5 un corps de masse fi et C un corps 

de masse infiniment petite. Imaginons que les deux corps A et B (dont 

le mouvement doit être Képlerien, puisqu'il n'est pas troublé par la masse 

de G) décrivent autour de leur centre de gravité commun supposé fixe 

deux circonférences concentriques, et que G se meuve dans le plan de 

ces deux circonférences. Je prendrai pour unité de longueur la distance 

constante AB, de telle façon que les rayons de ces deux circonférences 

soient i — p . et ¡1. Je supposerai que l'unité de temps'ait été choisie 

de telle sorte que la vitesse angulaire • des deux points A et B sur leurs 

circonférences soit égale à i (ou ce qui revient au même que la con­

stante de GAUSS soit égale à i ) . 

Choisissons alors deux axes mobiles ayant leur origine au centre de 

gravité des deux masses A et B; le premier de ces axes sera la droite 

AB, et le second sera perpendiculaire au premier. 

Les coordonnées de A par rapport à ces deux axes sont — /i et o; 

celles de B sont i — p. et o ; quant à celles de C je les appelle ce et y; 

j'ai alors pour les équations du mouvement: 
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Au ^ BG 
On a d'ailleurs: 

AG* = (x + ixf + if, BG"' = (a H- fi - l ) 2 + i/2. 

Ces équations admettent une intégrale: 

JP H* 'j/'" y + y 2
 J£ 

et un invariant intégral: 

J — y dxdydx'dy'. 

M. BOHLIN, dans le tome 10 des Âe t a mathematica, a généralisé le 

résultat de M . HILL, en montrant qué si la constante K a une valeur 

convenable (ce que nous supposerons) et si les valeurs initiales de x et 

de y sont assez petites, ces quantités x et y resteront limitées. 

Je me propose maintenant de montrer que l'intégrale J étendue à 

tous les systèmes de valeurs tels que 

KX<F<K2 

est iinie; d'où nous pourrons conclure, comme nous l'avons fait plus haut, 

que la stabilité au sens de POISSON subsiste encore dans ce cas. 

Si les constantes Kx et K„ sont convenablement choisies, le théorème 

de M . BOHLIN montre que x et y seront limités. Quant à x' et y' ils ne 

pourront devenir infinis que si V devient infini, c'est à dire si AU s'annule, 

ou si BU s'annule. 

Posons alors: 

J = J' + J" + J'", 

l'intégrale J' étant étendue à tous les systèmes de valeurs tels que: 

Kx < F < K% , AG- > pl , BG* > pl, (p0 < £ 

l'intégrale J" à tous les systèmes de valeurs tels que: 

K,<F< K,, l ô 2 < pl, (d'où BG" >pï), 

on posant 
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et l'intégrale J'" h tous les systèmes de valeurs tels que: 

Kx <F< K.2 , BO* < pl, (d'où JÔ* > pl). 

Comme pour aucun des systèmes de valeurs auxquels l'intégrale J' est 

étendue, AG ou BG ne s'annule, cette intégrale J' est finie. 

Examinons maintenant l'intégrale J". Je puis supposer que p0 ait 

été choisi assez petit pour que 

+ K > o , £ + K > o . 
Po 1 Po 1 

Dans ce cas - — ^ — peut varier entre les limites 

L = K 4- 1 ~ f l + a * + y' et K 4- 1 ~ ' Â 4- 4- * ' + - L 

car la plus petite de ces deux limites est positive. 

Posons alors comme plus haut: 

oc' = sfïr cos <p, 

l'intégrale deviendra 

et on devra intégrer par rapport à <p entre les limites o et 27: et par 

rapport à r entre les limites Ll et L2; il viendra donc: 

J" = 27r(if2 — IQfdxdy. 

L'intégrale double Jdxdy devra être étendue à tous les systèmes de va­

leurs tels que. J/f < pl; elle est donc égale à Ttpl; de sorte, qu'il vient: 

J" ^^pliK. — lQ. 

J" est donc fini, et il en est de même cle J'" et de J. 

C. Q. F. D. 

Nous devons donc conclure que (si les conditions initiales du mouve­

ment ne sont pas exceptionnelles au sens donné à ce mot dans le corol-

y = \]2r sm <p, d ou r — -— ; 

J" = Jdxdydrdç 
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laire du théorème I) le troisième corps G repassera une infinité de fois 

aussi près que l'on voudra de sa position initiale. 

Dans le cas général du problème des trois corps, on ne peut plus 

affirmer qu'il en sera encore de même. 

Théorème II. Si n — 3 et que x x , x i , xz représentent les coordon­

nées d'un point dans l'espace ordinaire, et s'il y a un invariant positif, 

il ne peut pas y avoir de surface fermée sans contact. 

Soit en effet 

J =y Mdxxdxadx3 

un invariant intégral positif. Supposons qu'il existe une surface S fermée 

et sans contact, ayant pour équation 

F(xx, x%, x3) = o. 

Soit V le volume limité par cette surface; nous étendrons l'invariant 

J" à ce volume tout entier. 

La surface S étant sans contact, l'expression: 

iZx + — x +ci^x. 
dx1

 1 dxî

 2 dxs 'J 

ne pourra s'annuler et par conséquent changer de signe; nous la suppo­

serons positive pour fixer les idées. 

Soit dû) un élément de la surface S; menons la normale à cet élé­

ment du côté des F croissants; prenons sur cette normale un segment 
dF 

infiniment petit dn. Soit -^dn la valeur de F à l'extrémité de ce seg­

ment. On aura: 

dF 

dn 

J étant un invariant, on devrait avoir 
dJ 

d J - ° -

Mais nous trouvons 

r ÏIx + ^x + ^x 

dt I dF 

%J dn 



§ 8. Sur le problème des trois corps et les équations de la dynamique. 81 

L'intégrale du second membre, étendue à toute la surface S, est positive 

puisque la fonction sous le signe J est toujours positive. 

Nous arrivons donc à deux résultats contradictoires et nous devons 

conclure qu'il ne peut exister de surface fermée sans contact. 

Extension dit théorème IL II est facile d'étendre ce théorème au 

cas de n > 3 ; il suffit pour cela, puisque la représentation géométrique 

n'est plus possible, de la traduire dans le langage analytique et de dire: 

S'il y a un invariant intégral positif, ¿1 ne peut pas exister une 

fonction uniforme F(xl, x a , . . . , xn) qui soit positive, qui devienne infinie 

toutes les fois que l'un des x cesse d'être fini et qui soit telle, que 

' dt ~~ dxv

 1 + dx%

 2 + " ' * + dxn

 11 

soit toujours de même signe quand F est nul. 

Pour faire comprendre l'importance de ce théorème, je me bornerai à 

faire observer que' c'est une généralisation de celui dont je me suis servi 

pour démontrer la légitimité de la belle méthode de M. LINDSTEDT. 

Je préfère toutefois, au point de vue des applications ultérieures, 

lui donner une forme un peu différente en y introduisant une notion 

nouvelle, celle des courbes invariantes. 

Nous avons à la fin du paragraphe précédent envisagé une portion 

de surface S, définie par l'équation 

6{xx, * 2 , x3) = o 

et telle que l'on ait pour tous les points de S 

de „ de v de v 

c ^ X i + < ^ X * + a ^ > 0 ' 

de telle sorte que S soit une portion de surface sans contact. 

Nous avons défini ensuite ce qu'on doit entendre par le n* consé­

quent d'un point de 8 ou par la we conséquente d'une courbe ou d'une 

aire appartenant à S. J'entends maintenant et j'entendrai désormais le 

mot conséquent, dans le sens du paragraphe précédent, et non dans le 

sens employé plus haut dans la démonstration du théorème I. 
Acta rnatlwmatica, 12. Imprimé le 2 août 1890. \ l 
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Nous avons vu que s'il existe un invariant positif 

. JjjMdx-1dxidcD3, 

il existe également une autre intégrale 

/ MHdco 

que l'on doit étendre à tous les éléments dco d'une aire appartenant à S 

et qui jouit des propriétés suivantes: 

i°. La quantité sous le signe J, MH est toujours positive. 

2° . L'intégrale a la même valeur pour une aire quelconque appar­

tenant à S et pour toutes celles de ses conséquentes qui existent. 

Cela posé, j'appellerai courbe invariante du ne ordre, toute courbe 

tracée, sur S et qui coïncidera avec sa ne conséquente. 

Dans la plupart des questions de dynamique il entre certains para­

mètres très petits de sorte qu'on est naturellement conduit à développer 

les solutions suivant les puissances croissantes de ces paramètres. Telles 

sont les masses en mécanique céleste. 

Nous imaginerons donc que nos équations différentielles 

d&i -VR CZIE2 Y y 

df~ i' dT ~~ s' dT ~~ a 

dépendent d'un paramètre ju. Nous supposerons que Xx, X3, Xs sont 

des fonctions données de x1} xs, x3 et /¿, susceptibles d'être développées 

selon les puissances croissantes de p et que ¡i est très petit. 

Considérons alors une fonction quelconque de [x; je suppose que cette 

fonction tende vers o quand ¡i tend vers o , de telle façon que le rapport 

de cette fonction à an tende vers une limite finie. Je dirai que cette fonc­

tion de ¡i est une quantité très petite du ne ordre. 

Il importe de remarquer qu'il n'est pas nécessaire que cette fonction 

de ¡i soit susceptible d'être développée suivant les puissances de p. 

Cela posé, soient A0 et B0 deux points d'une surface sans contact S, 

et soient A1 et Bx leurs conséquents. Si la position 'de A0 et B0 dépend 

de ¡x suivant une loi quelconque il en sera de même de la position de 

Ax et Bv Je me propose de démontrer les lemmes suivants: 
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Lemme I. Si on envisage une portion de surface sans contact S, 

passant par le point a0, b0, c 0 ; si x0, y0, 30 sont les coordonnées d'un point 

de S et si xx, yx, 3X sont les coordonnées de son conséquent, on pourra 

développer xx , yx , 3X suivant les puissances de x0 — a0, y0 — b0, 30 — c 0 

et ¡1 pourvu que ces quantités soient suffisamment petites. 

Je puis toujours prendre pour origine le point a0, b0, c0 de telle 

façon que 

Si alors 

3 = ?(x,y) 

est l'équation de la surface S; cette surface passera par l'origine 0 et on aura: 

<p(o , o) = o . 

Je supposerai de plus qu'en tous les points de la portion de surface S 

envisagée la fonction p(x,y) est holomorphe. Par l'origine O passe une 

trajectoire; imaginons que quand //. = o cette trajectoire vienne au temps 

t = r recouper la surface S en un point F dont les coordonnées seront: 

x — a, y = b, 3 — c. 

D'après la terminologie que nous avons adopté, le point P sera 

quand on suppose /1 = 0 le conséquent du point O. 

Soit maintenant x0, y0, 30 un point A très voisin de O et apparte­

nant à la surface S. Si l'on fait passer par ce point A une trajectoire, 

si on suppose que /j. cesse d'être nul, mais reste très petit, on verra que 

cette trajectoire viendra, à une époque t très peu différente de r couper 

la surface S en un point B très voisin de P. 

Ce point B dont j'appellerai les coordonnées xx, yx, sx sera d'après 

notre terminologie le conséquent du point A. 

Ce que je me propose de démontrer, c'est que xx, yx, sx peuvent 

se développer suivant les puissances croissantes de x 0 , y0, z0 et fi. 

En effet, d'après le théorème III § 2, si x, y, 3 sont les coor­

données au temps t du point mobile qui décrit la trajectoire issue 
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du point A, si de plus x0, y 0 s Q , p et t—r sont suffisamment petits, 

on aura: 

x = <px{t— r,ft, x0, y0, g0), 

(4) # = *o)> 

^ , (/'3 et ç&3 étant des séries ordonnées suivant les puissances de t — r, 

Ces séries se réduiront respectivement à a, b , c pour 

t — T = p. = x9 = y0 = g0 = o. 

Comme <p [x, y) est développable suivant les puissances de x — a et 

y — gi x — a et y — b sont assez petits, nous aurons également: 

(pi étant une série de même forme que d)l, (p2 et 

Ecrivons que le point x,y,z se trouve sur la surface S, nous aurons: 

(5) & = 

La relation (5) peut être regardée comme une équation entre t —> r, 

p, x0, y0 et gQ et on peut chercher à la résoudre par rapport ht — r. 

Pour: 

t — r ¡1 a?0 = i/0 = * 0 = o 

cette relation est satisfaite, car on a 

<Pz = ^ 4 = ° -

D'après un théorème de CAUCHY, que nous avons démontré dans un 

des paragraphes qui précèdent, on pourra tirer de la relation (5) t — r 

sous la forme suivante: 

(6) t—z = 0(p,xo,yo,0()), 

0 étant une série ordonnée suivant les puissances de p., x0, y0 et gQ. 
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Il n'y aurait d'exception que si pour 

on avait 

d<pa _ # 4 
dt ~ dt ' 

Or cette équation exprime que la trajectoire issue du point 0 pour 

¡1 — o va toucher la surface S au point P. 

Mais il n'en sera pas ainsi, parce que nous supposerons toujours que 

S est une surface ou une portion de surface sans contact. 

Dans les équations (4) remplaçons t—z par 6 et x , y , s par xv 

yï, ^ ; il viendra: 

*x = 0i(n > > U0 > *„)> 

y, = 0 8(/i , x a , y n , g0), 

0t , (92 et 0S étant des séries développées selon les puissances de a , xn, 

y» 6 t G. Q. F. D. 

Lemme IL Si la distance de deux points At et B0 appartenant à la 

portion de surface sans contact £ est une quantité très petite d'ordre n, 

il en sera de même de la distance de leurs conséquents Ax et Bv 

Soient en effet ax, a2, a3 les coordonnées d'un point fixe P 0 de S 

très voisin de A0 et de B0', a[, a'2, a'3 les coordonnées de son conséquent I\. 

Soient xx, x2, xs ; x[, 4 , <c{ ; yx, y.2, >J3 ; y[, y'2, y'3 les coordonnées de 

• Aa, Ax , B, et Bx. 

D'après le lemme I x[ — a[ , x2 — cù , x's — a3 peuvent se développer 

selon les puissances croissantes de xx — a1, x2 — a2, x3 — a3 et ¡1, 

. L'expression de y[ — a[, y'2 — a'2, y'3 — as en fonctions de yx — , 

y2 — «2, y3 — az et ¡1 sera évidemment la même que celle de x[ — a[, 

x2 — 5 xs — a's e n fonctions de :rx — ax, x2 — a2, x3 — as et \i. 

On déduit de là que l'on peut écrire: 

• y№ + (x2 - y2) F'2' + (xt - yt)F's', 

»1 — V \ = {X, 

(7) 
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les F étant des séries développées suivant les puissances de: 

/x,xx—ax, sb 2 — aa, x3 — a3 ,yx — ax, y2 — aa, y3 — a3. 

Les quantités Fx, F2, etc. sont finies; si donc xx — y 1 , x2 — y a et 
xs — V-j s o n ^ ^ C t ! quantités très petites d'ordre n, il en sera de même de 

G. Q. F. D. 

Théorème III. Soit A1AMB1B une courbe invariante, de telle façon 

que Ax et Bx soient les conséquents de A et B. 

Je suppose que les arcs AAX et BBX soient très petits (c'est à dire 

tendent vers o avec JX) mais que leur courbure soit finie. 

Je suppose que cette courbe invariante et la position des points A 

et B dépendent de /x suivant une loi quelconque. Je suppose qu'il existe 

un invariant intégral positif. Si la distance AB est très petite du 11e ordre 

et que la distance AAX ne soit pas très petite du n" ordre, l'arc AAX 

coupe l'arc BBV 

Fig. i. Fig. 3 . 

Je puis toujours joindre les points A et. B par un ai'c de courbe 

AB situé tout entier sur la portion de surface sans contact S et dont la 

longueur totale soit du même ordre de grandeur que la distance AB, 

c'est à dire une quantité très petite du n" ordre. Soit un arc de 

courbe qui soit le conséquent de AB, il sera aussi très petit du 11e ordre 

d'après le lemme IL 

Voici maintenant les diverses hypothèses que l'on peut concevoir: 

jore hypothèse. Les deux arcs AAX et BBX se coupent. Je me pro­

pose d'établir que c'est cette hypothèse qui est réalisée. 

2 e hypothèse. Le quadrilatère curviligne AAXBXB est tel que les 

quatre arcs qui lui servent de côtés n'ont d'autre point commun que les 

quatre sommets A, Ax, B et Bx. C'est le cas de la. figure i. 



§ 8. Sur le problème des trois corps et les équations de la dynamique. 87 

3 e hypothèse. Les deux arcs AB et A1B1 se coupent. C'est le cas 

de la figure 2. 

4 e hypothèse. L'un des arcs AB ou A1B1 coupe l'un des arcs AAX 

ou BBX ; mais les arcs AAX et BBX ne se coupent pas, non plus que les 

deux arcs AB et AXBX. 

S'il y a un invariant positif il existera d'après le paragraphe pré­

cédent une certaine intégrale 

J MHdco 

dont tous les éléments seront positifs et qui devra avoir la même valeur 

pour l'aire ABBXMA et pour sa conséquente AAXBXMA. 

Cette intégrale étendue à l'aire 

ABAXBX = AAXBXMA — ABBXMA 

doit donc être nulle et comme tous les éléments de l'intégrale sont positifs, 

la disposition ne peut être celle de la figure i où l'aire ABAXBX est convexe. 

La seconde hypothèse doit donc être rejetée. 

La disposition ne peut non plus être celle de la figure 2. 

En effet dans le triangle ABAX, les distances AB et A: B sont très 

petites du if ordre car elles sont plus petites que les arcs AB et AXD, 

lesquels sont plus petits que les arcs AB et AXBX qui sont du ne ordre. 

De plus on a: 

AAX <AD + AXD. 

La distance AAX devrait donc être une quantité très petite du n" ordre, 

ce qui est contraire à l'énoncé du théorème. 

La 3 e hypothèse doit donc être rejetée. 

Je dis que la 4 e hypothèse ne peut non plus être acceptée. Supposons 

en effet par exemple que l'arc AB coupe l'arc AAt en un point A'. Soit 

ANAX la portion de l'arc AB qui va de A en A'; soit APA' la portion 

de l'arc AAX qui va de A en A'. 

Je dis qu'on pourra remplacer l'arc ANA'B par l'arc APA'B; et 

que le nouvel arc APA'B sera comme l'arc primitif ANA'B une quantité 

très petite du 11e ordre. 

En effet l'arc AN A' est plus petit que AB, il est donc du tf ordre; 
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C H A P I T R E III. 

Théorie des solutions périodiques. 

§ 9. Existence des solutions périodiqties. 

Considérons un système d'équations différentielles 

(1) W = X t ^ n ) 

où les X sont des fonctions des 00 et d'un paramètre /x. Les X pourront 

aussi dépendre de t, mais ce seront alors des fonctions périodiques de 

cette variable et la période sera 27t. 

la, distance AA' est donc elle-même du 11° ordre; l'arc APA' est plus petit 

que AAX qui est très petit, c'est à dire qui tend vers o avec /x; l'arc 

APA' est donc très petit et sa courbure est finie; on peut donc assigner 

une limite au rapport de l'arc APA' à sa corde AA'; ce rapport est fini 

et AA' est du ne ordre; donc APA' est du ne ordre, c. q. f. d. 

D'ailleurs le nouvel arc APA'B ne coupe plus l'arc AAV il a seule­

ment avec lui une partie commune APA'. 

On retombe donc sur la 2 e hypothèse qui a déjà été rejetée. 

La i è r c hypothèse est donc seule acceptable et le théorème est dé­

montré. 

Remarque. — Nous avons supposé dans l'énoncé du théorème que 

les arcs AAX et BB1 sont très petits et que leur courbure est finie. En 

réalité nous ne nous sommes servis de cette hypothèse que pour montrer 

que si la corde AA' est très petite du ne ordre, il en est de même de 

l'arc APA'. 

Le théorème sera donc encore vrai quand même l'arc AAX ne serait 

pas très petit et sa courbure finie, pourvu qu'on puisse assigner une limite 

supérieure au rapport d'un arc quelconque (faisant partie de AAX ou de 

BBX) à sa corde. 
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Supposons que pour la valeur o du paramètre n, ces équations ad­

mettent une solution périodique, de telle sorte que 

ç>i étant une fonction périodique du temps dont la période sera par 

exemple 27t. 

Posons: 

«< = <Pi + St 

et cherchons pour les valeurs très petites de fi à trouver les valeurs des 

£ que nous supposerons également très petites, il viendra 

Dans les dérivées partielles des X les xt sont remplacés par les fonctions 

périodiques {z>4. Les £ sont ainsi déterminés par des équations linéaires 

à second membre dont les coefficients sont des fonctions périodiques. 

Deux cas peuvent«.se présenter. 

i°. Les équations sans second membre: 

<p étant une fonction périodique de période 2%. 

2 0 . Les équations sans second membre admettent une solution pé­

riodique de période 27t. 

Alors les équations à second membre peuvent ne pas avoir de solu­

tion périodique, de telle façon qu'en général nous trouverons une solution 

de la forme suivante: 

les (p étant toujours des fonctions périodiques, ou même dans certains cas 

Acta mathematica. 13. Imprimé le fi août 1890. 12 
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Plaçons-nous dans le premier cas et voyons la chose de plus près. 

Cherchons à former une solution périodique et à la développer sui­

vant les puissances de m posons par conséquent: 

= 9i + m . i + A*Vsu + 
Quand on substituera à la place des xt ces valeurs dans les Xi} on 

trouvera 

X. = X0A + pX1A + ij?X2a + 

Il est clair que les X0A ne dépendent que des pf, les X1A des $?< et des 

jz»1-4, les X 3 - 1 des <p1A et des jc 2 - i etc. De plus si les <pnA sont des fonctions 

périodiques de t de période 27t, il en sera de même des XnA. 

Nous avons de plus 

Dans le second membre, dans les dérivées < ^ - 1 , on doit substituer les <pi 

à la place des xt ainsi que nous l'avons fait plus haut. De plus Tnd ne 

dépendra que des <pi7 des <p1A, des p 2 i i , . . . , des j v - L O mais ne dépendra 

plus des j?M > i. 

Cela posé on est conduit aux équations suivantes 

( 3 ) * = a L , 5 £ * - + R - « ' 

Supposons qu'on ait déterminé les quantités 

à l'aide des équations précédentes sous forme de fonctions périodiques de 

t; on pourra ensuite à l'aide des équations ( 3 ) déterminer les <pnA. 

Ces équations ( 3 ) sont des équations linéaires à second membre et 

les coefficients sont périodiques. 

Par hypothèse les équations sans second membre 

qui ne sont autres que les équations (2), n'ont pas de solution périodique; 

donc les équations ( 3 ) en admettent une. 
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Il résulte de là qu'il existe des séries 

«>t — 9>t + M>u + + 

dont les coefficients sont périodiques et qui satisfont formellement aux 

équations ( i ) . 

Il resterait à démontrer la convergence de ces séries. Nul doute 

que cette démonstration ne puisse se faire directement; je ne le ferai 

pas toutefois, car je vais, en reprenant la question à un point de vue 

différent, démontrer rigoureusement l'existence des solutions périodiques, 

ce qui entraîne la convergence de nos séries. Nous n'aurons en effet qu'à 

nous appuyer sur les principes les plus connus du ^calcul des limites.» 

Soit J9J(O) + j3t la valeur de xt pour t = o. Soit JP4(O) + yt la va­

leur de a>i pour t — 2 t t . Les rt dépendront évidemment de p. et des 

valeurs initiales des variables et elles s'annuleront avec elles. 

Cela me permet d'écrire: 

r. = # + aifx + Tbvfc + S [m î\][f1^^ ... 

= Pi + <f>t, 

les a, les b et les [m J>„] étant des coefficients constants. 

On obtiendra les solutions périodiques de période 2?r en cherchant 

les cas où: 

h = fr' 

On peut donc considérer p comme une donnée de la question et chercher 

à résoudre par rapport aux 11 inconnues /? les équations 

(4) fa = & = • • • = = o. 

Nous savons que les <p sont des fonctions holomorpb.es de p et des ¡3 

s'annulant avec les variables. (Voir théorème III § 2.) 

Si le déterminant fonctionnel des (p par rapport aux ¡3 (c'est à dire 

le déterminant des bik) n'est pas nul, on peut résoudre ces n équations 

et on trouve comme solution: 

les dt étant, d'après un théorème bien connu, des fonctions holoniorphes 

de /jl s'annulant avec p. (Voir théorème IV § 2.) 

http://holomorpb.es
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C'est le cas que nous avons étudié plus haut et où les équations 

(2) n'ont pas de solution périodique. 

On doit en conclure que pour les valeurs de p, suffisamment petites, 

les équations (1) admettent une solution périodique. 

Supposons maintenant que le déterminant fonctionnel des <p soit nul; 

nous pourrons alors, en vertu du théorème V I § 2, éliminer entre les 

équations (4) /9 2 , / ? 2 , . . . , nous arriverions ainsi à une équation unique 

0 = o 

dont le premier membre sera développé suivant les puissances de p et 

de pn. 

Il n'y aurait d'exception que si les équations (4) n'étaient pas distinctes; 

mais dans ce cas nous leur adjoindrions une autre équation choisie arbi­

trairement. 

Si l'on regarde p. et p„ comme les coordonnées d'un point dans un 

plan, l'équation 0 — o représente une courbe passant par l'origine. A 

chacun des points de cette courbe correspondra une solution périodique, 

de sorte que pour étudier les solutions périodiques qui correspondent aux 

petites valeurs de p. et des /9, il nous suffira de construire la partie de 

cette courbe qui avoisine l'origine. 

Si le déterminant fonctionnel des <p est nul on aura, (pour p. = /?„ = o ) : 

dp* ~ °' 

En d'autres termes, la courbe § = o sera tangente à l'origine à la 

droite ¡1 = o , ou bien encore pour p. = o , l'équation 0 — o sera une équa­

tion en fîn qui admettra o comme racine multiple; j'appelle m l'ordre 

de multiplicité de cette racine. 

En vertu du théorème V § 2 on pourra trouver m séries développées 

suivant les puissances fractionnaires et positives de p, s'annulant avec p. 

et qui substituées à la place de fin satisfassent à l'équation § — o. 

Considérons l'intersection de la courbe 0 — o ou plutôt de la portion 

de cette courbe qui avoisine l'origine avec deux droites p. = s, p = — s 

très voisines de la droite p. = o. On obtiendra les points d'intersection 

en faisant p. = s, puis p = — e dans les m séries dont je viens de 

parler. 
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Soit m1 le nombre des points d'intersection de # = o et p. — + s 

réels et voisins de l'origine. Soit m 2 le nombre des points d'intersection 

de (p = o et /t = — s réels et voisins de l'origine. 

Les trois nombres m, m1 et m2 seront de même parité. 

Si donc m est impair, mx et m2 seront au moins égaux à i. Donc 

il existera des solutions périodiques pour les petites valeurs de p, tant 

positives que négatives. 

Comment une solution périodique peut-elle disparaître quand on fait 

varier ¡1 d'une manière continue? Comment peut-il se faire que le nombre 

des solutions pour ¡1 = + s soit plus petit que pour ¡1 = — s, que 

m1 < ms ? 

J'observe d'abord qu'une solution périodique ne peut disparaître quand 

H passe de la valeur — s à la valeur + e que si pour /1 = 0, l'équation 

0 = o admet une racine multiple; en d'autres termes une solution pério­

dique ne peut disparaître qu'après s'être confondue avec %me autre solution 

périodique. De plus m1 et m 2 étant de même parité, la différence m 2 — m1 

est toujours paire. 

Donc les solutions périodiques disparaissent par couples à la façon des 

racines réelles des équations algébriques. 

Un cas particulier intéressant est celui où pour ¡1 = o , les équations 

différentielles (1) admettent une infinité de solutions périodiques que j'écrirai: 

xx h), x2 = ?2(t ,li) , . . . , xn = <pn{t, h), 

h étant une constante arbitraire. 

Dans ce cas les équations (4) ne sont plus distinctes pour ¡1 = o et 

0 contient p. en facteur de sorte que nous pouvons poser: 

0 = 110,, 

$j étant holomorphe en j3n et a; d'ailleurs 0X dépendra aussi de h. La 

courbe ^ = 0 se décompose alors en deux autres, à savoir la droite 

p, — o et la courbe 0X = o ; c'est cette dernière courbe qu'il convient 

d'étudier. 

La courbe 0 — o passe forcément par l'origine; il n'en est pas toujours 

de même de 0X = o ; il faudra d'abord s'arranger pour l'y faire passer, 
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en disposant convenablenent de h. Une fois qu'on l'y aura fait passer, 

on l'étudiera comme on a fait de la courbe # = ex 

Si pour p. = j3n = o , n'est pas nul, (ou plus généralement si pour 

¡1 = o , l'équation & t = o admet j3n = o comme racine multiple d'ordre 

impair) il y aura encore des solutions périodiques pour les petites va­

leurs de p.. 

Il arrivera souvent que, môme avant l'élimination, quelques-unes des 

fonctions (['i contiennent fi en facteur. Dans ce cas on commencerait par 

diviser par fi les équations correspondantes. 

Si les équations ( i ) admettent une intégrale uniforme: 

F(cc1, # 2 , . . . , # „ ) = const. 

les équations (4) ne seront pas distinctes à moins que l'on n'ait à la fois 

dF dF _ dF _ 

dx1 dx2 ' ' ' dœn 

pour 

»1 = ®2 = Ps(°) > • • • » = F«(o). 

En effet il viendra identiquement: 

•F|>«(o) + P i + ft] = F[p<(o) + 

dF 

Si par exemple pour œt = <pi{p), n'est pas nul; on pourra tirer de 

cette équation: 

& = № + № +••• + №», 
8U, 83,... 8„ étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de 

La première des équations (4) est donc alors une conséquence des 

11 — 1 dernières. On la supprimera alors pour la remplacer par une autre 

équation choisie arbitrairement. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que les fonctions Xlf X3, 

. .. , Xn qui entrent dans les équations différentielles (1) dépendent du 

temps t. Les résultats seraient modifiés si le temps t n'entre pas dans 

ces équations, 
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Il y a d'abord entre les deux cas une différence qu'il est impossible 

de ne pas apercevoir. Nous avions supposé dans ce qui précède que les 

X i étaient des fonctions périodiques du temps et que la période était 27c; 

il en résultait que, si les équations admettaient une solution périodique, 

la période de cette solution devait être égale à 2 j ou à un multiple de 

27t. Si au contraire les X { sont indépendants de t,- la période d'une so­

lution périodique peut être quelconque. 

En second lieu, si les équations (1) admettent une solution pério­

dique (et si les X ne dépendent pas de t), elles en admettent une infinité. 

Si en effet 

X l = P L O » » 8 = PS(0 > • • • » Xn = ?n{t) 

est une solution périodique des équations (1) , il en sera de même (quelle 

que soit la constante h) de 

x i = + *)> ®* = ?$ + ll) > • • • » 8» = ?n(t + h). 

Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes étendus d'abord et dans 

lequel pour p. = o, les équations (1) admettent une solution périodique 

et une seule, ne peut se présenter si les X ne dépendent pas de t. 

Plaçons-nous donc dans le cas où le temps t n'entre pas explicite­

ment dans les équations (1) et supposons que pour ¡1 — o, ces équations 

admettent une solution périodique de période T: 

x i = F»I(0> x2 — F»(0 > • • - > œ n = ?n{i)-

Soit <pi{d) + Pi la valeur de xt pour t = o; soit $94(o) + la valeur 

de Xi pour t — T + T. Posons ensuite, comme nous l'avons fait plus haut, 

Les (pi seront des fonctions holomorphes de /x, de' f i x , / 9 2 , . . . , fin et de r 

s'annulant avec ces variables. 

Nous avons donc à résoudre par rapport aux n + 1 inconnues 

les 11 équations 

(5) & = é 2 = . . . = <pn = o. 
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dipn d<pn d<pn d<j)n 

dfti dfc ' dy?M_i dr 

ne soit nul pour [x = $ = z = o. 

Si ce déterminant était nul, au lieu de poser arbitrairement = o, 

on poserait par exemple fit = o, et la méthode ne serait en défaut que 

si tous les déterminants dans la matrice: 

d<p1 dip^ d(px d<p1 

dft dfc ' ' ' djFn ~ck~ 

d<j)^ dfa d(p2 dipi 

d^ d/92 ' ' ' dJ3n dz 

dju dt/in dj)n d(pn 

dj2t dftt ' ' ' d/3n dr 

étaient nuls à la fois. (Il est à remarquer que le déterminant obtenu 

en supprimant la dernière colonne de cette matrice est toujours nul pour 

m = A = 7 = °0 
Comme en général tous ces déterminants ne seront pas nuls à la 

fois, les équations (1) admettront pour les petites valeurs de [x, une so­

lution périodique de période T + r. 

Nous avons une inconnue de trop, nous pouvons donc poser arbi­

trairement par exemple 

ß» = o. 

Nous tirerons ensuite des équations (5), ßlf ß3, . . . , ßn_x et r en fonctions 

holomorphes de ¡1 s'annulant avec /x. Cela est possible à moins que le 

déterminant: 

dipl d<pt d<pt d<pi 

dßt dß3 ' dßn-x dt 

d<p2 d<p3 d<pt dfa 

dßt dß2 " * * dßn-x dt 
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§ 10. Exposants caractéristiques. 

Reprenons les équations: 

(i) ^ = X 
d%i 

dT 

et imaginons qu'elles admettent une solution périodique 

Formons les équations aux variations (voir chapitre I) des équations 

(1) en posant: 

= + Êi 

et négligeant les carrés des Ç. 

Ces équations aux variations s'écriront: 

(2) dT - d* t ^ + dp», £ « + • • • + d t V ) i 

Ces équations sont linéaires par rapport aux ç, et leurs coefficients 
dX-
-f-ï, (quand on y a remplacé par ft(t)) sont des fonctions périodiques 
de t. Nous avons donc à intégrer des équations linéaires à coefficients 

périodiques. 

On sait quelle est en général la forme dos solutions de ces équa­

tions; on obtient ti solutions particulières de la forme suivante: 

fi _ P^t a £ _ p a i i a > _ p n l t a 

Çj — es Oj 2 , ç 2 — es o ï 2 , . . . , s„ -— e o „ 2 , 
( 3 ) 

fi — pa„t q t _ j î J C I fi — p«,.f O 

les a étant des constantes et les SR des fonctions périodiques de t de 

même période que les fi{t). 
Acta 'iiiatheuwtka. 13. Imprimé le 6 août 1800. 13 
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Les constantes a s'appellent les exposants caractéristiques de la solu­

tion périodique. 

Si a est purement imaginaire de façon que son carré soit négatif, 

le module de é" est constant et égal à i. Si au contraire a est réel, 

ou si ce est complexe de telle façon que son carré ne soit pas réel, le 

module eat tend vers l'infini pour t = + co ou pour t — — co . Si donc 

tous les a ont leurs carrés réels et négatifs, les quantités £ x , £ 3 , . . . , Çn 

resteront finies; je dirai alors que la solution périodique xt — (p¿£) est 

stable; dans le cas contraire, je dirai que cette solution est instable. 

Un cas particulier intéressant est celui où deux ou plusieurs des 

exposants caractéristiques a sont égaux entre eux. Dans ce cas les solu­

tions des équations (2) ne peuvent plus se mettre sous la forme ( 3 ) . 

Si par exemple 

«i = « 2 

les équations (2) admettraient deux solutions particulières qui s'écriraient' 

et 

$ - te°*SiA + e*'#. s, 
les S.L1 et les S{.2 étant des fonctions périodiques de t. 

Si trois des exposants caractéristiques étaient égaux entre eux, on 

verrait apparaître, non seulement t, mais encore t2 en dehors des signes 

trigonométriques et exponentiels. 

Supposons que le temps t n'entre pas explicitement dans les équa­

tions (1) de telle sorte que les fonctions Xt ne dépendent pas de cette 

variable; supposons de plus que ces équations (1) admettent une intégrale 

(4) F(xx, x2, . . . , O = G. 

Il est aisé de voir que dans ce cas deux des exposants caractéristiques 

sont nuls. 

On se trouve donc alors dans le cas d'exception que nous venons 

de signaler; mais il n'en résulte pas de difficulté; il est aisé en effet à 

l'aide de l'intégrale (4) d'abaisser d'une unité l'ordre des équations (1). 

Il n'y a plus alors que n —> 1 exposants caractéristiques et il n'y en a 

plus qu'un qui soit nul. 
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Nous allons maintenant envisager un cas particulier qui est celui où 

les équations ( i ) ont la forme des équations de la dynamique. Ecrivons-

les donc sous la forme: 

. dx( dF dj/i dF 

^ ' dt diji' dt dzi' ' ' 

F étant une fonction quelconque de xx, x 2 , ... , x№ , yx, y2, • • •, yn; nous 
pourrons supposer, soit que F est indépendant de t; soit que F dépend 

non seulement des x et des y, mais encore de t, et que par rapport à 

cette dernière variable, c'est une fonction périodique de période 271. 

Supposons que les équations (1') admettent une solution périodique 

de période 27c: 

et formons les équations aux variations en posant: 

xt = ?{(t) + 6, yt = 4u{t) + %. 

Nous avons vu dans le chapitre II que l'intégrale double: 

ff ( ^ V t y i + dxady3 + . . . + dxndy,) 

est un invariant intégral, ou (ce qui revient au môme) que si çt, yjt et 

£•, 7]'t sont deux solutions particulières quelconques des équations aux 

variations, on a * 

i — çfa) = const. 

Je dis qu'il en résulte que les exposants caractéristiques sont deux à 

deux égaux et de signe contraire. 

Soient en effet et yft les valeurs initiales de ç ; et de pour t o 

dans une des équations aux variations; soient et yj\ les valeurs cor­

respondantes de £ s et de ^ pour t = 27t. Il est clair que les fj et les 

7j) seront des fonctions linéaires des £• et des rj\ de telle sorte que la 

substitution: 

sera une substitution linéaire. 
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Soit: 

•''2.2m 

#2n.l «2H.2 
« 2 k . 2 b 

le tableau des coefficients de cette substitution linéaire. 

Formons l'équation en A 

# 1 1 ^ #12 

« 2 1 « 2 2 

0 1 O , , 

#'2n'! 

— O. 

Les 2 « racines de cette équation seront ce qu'on appelle les 2% multi­

plicateurs de la substitution linéaire T. Mais cette substitution linéaire 

T ne peut pas être quelconque. Il faut qu'elle n'altère pas la forme 

bilinéaire: 

Pour cela, l'équation en X doit être réciproque. Si donc on pose: 

les quantités a devront être deux à deux égales et de signe contraire. 

C. Q. F. D. 

Il y aura donc en général n quantités a 3 distinctes. Nous les ap­

pellerons les coefficients de stabilité de la solution périodique considérée. 

Si ces n coefficients sont tous réels et négatifs, la solution périodique 

sera stable, car les quantités Çt et yjt resteront inférieures à une limite 

donnée. 

Il ne faut pas toutefois entendre ce mot de stabilité au sens absolu. 

En effet, nous avons négligé les carrés des £ et des -q et rien ne prouve 

qu'en tenant compte de ces carrés, le résultat ne serait pas changé. Mais 

nous pouvons dire au moins que les £ et rj, s'ils sont originairement très 

petits, resteront très petits pendant très longtemps. Nous pouvons ex-
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primer ce fait en disant que la solution périodique jouit, sinon de la 

stabilité séculaire, du moins de la stabilité temporaire. 

On peut se rendre compte de cette stabilité en se reportant aux 

valeurs des £ {; on trouve en effet, pour la solution générale des équa­

tions aux variations: 

Çt = TAke^Sih, 

les Ak étant des coefficients constants et les Sik des séries trigonométriques. 

Or si al est réel négatif, on trouve 

ea"1 = cos t sj—a% + i sin t \J—al, 

de sorte que | 4 s'exprime trigonométriquement. 

Au contraire si un ou plusieurs des coefficients de stabilité devient 

réel positif ou imaginaire, la solution périodique considérée ne jouit plus 

de la stabilité temporaire. 

On voit aisément en effet que ^ est alors représenté par une série 

dont le ternie général est de la forme: 

AeM cos {lit + mt + l) 

où (h + iky est un des coefficients de stabilité, où m est un entier et l 

et A des constantes quelconques. Le défaut de stabilité se trouve ainsi 

mis en évidence. 

Si deux des coefficients de stabilité deviennent égaux entre eux, ou 

si l'un d'eux devient nul, on trouvera en général dans la série qui repré­

sente £{ des ternies de la forme: 

AteM cos (ht + mt + /) ou At cos (mt + /). 

En résumé, £4 peut dans tous les cas être représenté par une série 

toujours convergente. Dans cette série le temps peut entrer sous le signe 

sinus ou cosinus, ou par l'exponentielle ehl, ou enfin en dehors des signes 

trigonométriques ou exponentiels. 

Si tous les coefficients de stabilité sont réels, négatifs et distincts, 

le temps n'apparaîtra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura 

stabilité temporaire. 

Si l'un des coefficients est positif ou imaginaire, le temps apparaîtra 

sous un signe exponentiel; si deux des coefficients sont égaux ou que 
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l'un d'eux soit nul, le temps apparaît en dehors de tout signe trigono-

métrique ou exponentiel. 

Si donc tous les coefficients ne sont pas réels, négatifs et distincts, 

il n'y a pas en général de stabilité temporaire. 

Toutes les fois que F ne dépend pas du temps t, l'un des n coeffi­

cients de stabilité est nul; car d'une part le temps n'entre pas explicite­

ment dans les équations différentielles; d'autre part ces équations ad­

mettent une intégrale 

Nous nous trouvons donc dans le cas dont nous avons parlé plus 

haut et où deux des exposants caractéristiques sont nuls. Mais, comme 

nous l'avons dit, cela ne peut créer une difficulté parce que l'on peut, 

à l'aide de l'intégrale connue, abaisser à 211—1 l'ordre des équations (1 ' ) . 

Il n'y a plus alors que 21% — 1 exposants caractéristiques; l'un d'eux est 

nul et les 2n — 2 autres, aux carrés desquels on peut conserver le nom 

de coefficients de stabilité, sons deux à deux égaux et de signe contraire. 

Reprenons le déterminant que nous avons eu à envisager dans le 

paragraphe précédent. 

Nous avons dans ce paragraphe envisagé d'abord le cas où les équa­

tions (1) dépendent du temps t et d'un paramètre /1, et admettent pour 

¡1 = o une solution périodique et une seule. Nous avons vu que si le 

déterminant fonctionnel: 

F{xr, x. '2 > 

d(<Pl ,<P*, <pn) 
4= o 

les équations admettront encore une solution périodique pour les petites 

valeurs de p.. 

Ce déterminant peut s'écrire: 
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Or les exposants caractéristiques a sont donnés par l'équation: 

djri 

dp, 

dpn 

dfin 

djn djn 
dfr 

djn 

o. 

Dire que A est nul, c'est donc dire que l'un des exposants carac­

téristiques est nul de sorte que nous pouvons énoncer de la façon sui­

vante le premier des théorèmes démontrés au paragraphe précédent. 

Si les équations ( i ) qui dépendent d'un paramètre /x admettent pour 

p. = o une solution périodique dont aucun des exposants caractéristiques ne 

soit nul, elles admettront encore une solution périodique pour les petites va­

leurs de p. 

% 11. Solutions périodiques des équations de la dynamique. 

Je prendrai, pour fixer les idées, les équations de la dynamique 

avec trois degrés de liberté, mais ce que je vais dire s'appliquerait évi­

demment au cas général. J'écrii*ai donc mes équations sous la forme: 

(0 

dxt dF dxt _ dF dx3 dF 

dT ~~ dt df ~ chJ3 ' 

dVt _ dF %2 _ dF dF 

dt dx,' dt dx2 ' dt dxs' 

F étant une fonction uniforme quelconque des x et des y, indépen­

dante de t. 

Je supposerai ensuite que xx, x2 et xs sont des variables linéaires, 

mais que yx, y2 et ys sont des variables angulaires, c'est à dire que F est 

une fonction périodique de yx, y% et y3 avec la période 27:, de telle façon 

que la situation du système ne change pas quand une ou plusieurs des 

trois quantités y augmente d'un multiple de 27t. (Cf. chapitre I.) 
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Je supposerai de plus que F dépend d'un paramètre arbitraire p. et 

peut se développer suivant les puissances croissantes de ce paramètre de 

telle sorte que l'on ait: 

F=F,+pF,+p*F,+p*F3 + . . . . •• 

Je supposerai enfin que F0 ne dépend que des x et est indépendant 

des y de telle sorte que: 

Rien n'est plus simple alors que d'intégrer les équations ( i ) quand 

p — o ; elles s'écrivent en effet: 

dxl dœ2 dxs 

I T ~~~dT ~ l î t ~~ ° ' 

dyl dF^ dy^ dF¿ dy^ _ dl\ 

dt dx1 ' dt dx2 ' dt dx3 

Ces équations montrent d'abord que xx, x,2 et x„ sont des constantes. 

On en conclut que 

_ d l \ _dTJ\ __dF» 

dx1 ' dxt ' dx3 

qui ne dépendent que de o\, x% et x3 sont aussi des constantes que nous 

appellerons pour abréger r\, n.} et n3 et qui sont complètement définies 

quand on se donne les valeiirs constantes de xx, x.2 et x.y II vient alors: 

Vi = «M + S>i» Vt — n»t + ©s» y-¡ = na* + S 3 > 

£Dj, 552 et G)3 étant de nouvelles constantes d'intégration. 

Quelle est la condition pour que la solution ainsi trouvée soit pé­

riodique et de période T. Il faut que si l'on change t en t + T, y1, yLJ 

et ys augmentent d'un multiple de 27c, c'est à dire que: 

« j T , n.2T et n3T 

soient, des multiples de 2 r . 
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Ainsi pour que la solution que nous venons de trouver soit pé­

riodique, il faut et il suffit que les trois nombres nx, n2 et n3 soient 

coinmensurables entre eux. 

Quant à la période T, ce sera le plus petit commun multiple des 

trois quantités: 

27T 27T , lit 
—•, — et — 
» 1 « 2 « 3 

Nous exclurons, au moins provisoirement de nos recherches, le cas 

où les trois fonctions , et ne sont pas indépendantes l'une 

de l'autre. Si on laisse ce cas de côté, on peut toujours choisir xx, î c 2 

et x3 de telle façon que nx, n3 et n.} aient telles valeurs que l'on Areut, 

au moins dans un certain domaine. Il y aura donc une infinité de choix 

possibles pour les trois constantes xx, x.2 et xs qui conduiront à des so­

lutions périodiques. 

Je me propose de rechercher s'il existe encore des solutions pério­

diques de période T lorsque ¡i n'est plus égal à o. 

Pour le prouver je vais employer un raisonnement analogue à celui 

du § 9. 

Supposons que ¡i cesse d'être nul, et imaginons que, dans une certaine 

solution, les valeurs des x et des y pour t = o soient respectivement: 

xx — ax + âax, x2 = a3 + da3, x.¿ = as + da3, 

yx = GJX + dcDx, y„ = ffi„ + dSa, y% = S 3 + dai.¿. 

Supposons que, dans cette même solution, les valeurs des x et des 

y pour t = T soient 

xx = ax + âax + A.ax, 

x% = «2 + daa + Aa,, 

x3 = a3 + da3 + Aa3, 

Vi = s i + n i T + + A s i ' 
Y, = 553 + n 2 T + <Î552 + A S 3 , ^ 

V» = ">3 +
 W

3

T + ° X + A a V 
4oío maíAemosíico. 13. Imprimé LE 14 AOÛT 1890. 14 
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La condition pour que cette solution soit périodique de période T c'est 

que l'on ait: 

(2) Aax = A « 2 = Aa3 = A53j == Aô>2 = A653 = o. 

Les six équations (2) ne sont pas distinctes. En effet, comme F = const. 

est une intégrale des équations (1), et que d'ailleurs F est périodique 

par rapport aux y, on a: 

F(at + dat, 55, + ôQt) = F(at + dat + Aat, ffi, + ntT + <?55£ + Affi<) 

= F(ai + oX + Affl4, 55, + dcDi + A55t). 

Il nous suffira donc de satisfaire à cinq des équations (2). Je supposerai 

de plus: 
ÙJ1 = âœ1 = O, 

ce qui revient à prendre pour origine du temps l'époque où yY est nul. 

Il est aisé de voir que les Aat et les Aa), sont des fonctions holomorphes 

de p, des 0 ^ et des dG}t s'annulant quand toutes ces variables s'annulent. 

Il s'agit donc de démontrer que l'on peut tirer des cinq dernières 

équations (2) dax, da3, âa3, dS)2 et âc53 en fonctions de p. 

Remarquons que quand p est nul, on a 

Aax = Aa3 = Aas = o. 

Par conséquent Aa^, A«- s et Aa3, développés suivant les puissances de 

p, des dat et des ô5>(, contiennent p en facteur. Nous supprimerons ce 

facteur p, et nous écrirons par conséquent les cinq équations (2) que 

nous avons à résoudre sous la forme: 

( 3 ) - ^ L = - ^ Ï - = = ASJ, = A ® , = A s , = 0. 

p p . l i s 

Il nous faut déterminer 55 2 et S3 3 de telle façon que ces équations 

soient satisfaites pour 

(4) p = dcô3 == ÔG)3 = dax — âa3 = da3 = o. 

Voyons ce que deviennent les premiers membres des équations ( 3 ) quand 

on y fait p = o. 
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Il vient: 

0 

d'où: 

et de même: 
dxt 

Il importe d'observer que dans F0 il faut remplacer c r 1 , r 3 et x3 par 

ax + da1} a3 + ôai} as + ôa3\ en effet pour //. = o, F se réduit à JP0 et 

ÎCJ , .r3, ÎC3 à des constantes qui restent constamment égales à leurs valeurs 

initiales ax + àa1} a3 + âa2, a3 -f- <?a3. 

Il vient d'autre part: 

/x ¡i J dt ¡x J dy2 

0 0 

ou puisque F0 ne dépend pas de y2: 

A J dy* \ P J 
o 

ou pour ll = o 

o 

Supposons que /x, les dû) et les ota soient nuls à la fois; il faudra 

alors faire dans F, 
x 

*i = °i> «s = ffs' ^ 3 = fl3> 2/i = y» = *M + ffia> 2/3 = V + "V 

deviendra alors une fonction périodique de t de période T, et 

une fonction périodique de 533 et de 653 de période ZTT. 
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ET DE MÊME 

A« 3 ^rpty 
¡1 dcD3 

NOUS DEVONS DONC CHOISIR 552 ET 553 DE FAÇON À SATISFAIRE AUX ÉQUATIONS 

d<fi d<p 

CELA EST, TOUJOURS POSSIBLE; EN EFFET LA FONCTION (p EST PÉRIODIQUE EN 

55„ ET EN 55, ET ELLE EST FINIE; DONC ELLE A AU MOINS UN MAXIMUM ET UN 

MINIMUM, POUR LESQUELS SES DEUX DÉRIVÉES DOIVENT S'ANNULER. QUAND ON 

AURA CHOISI DE LA SORTE 552 ET 553, ON VERRA QUE LES ÉQUATIONS ( 3 ) SONT 

SATISFAITES QUAND ON Y FAIT À LA FOIS: 

p. = o552 = dû)s = dax = âas = ôas = O. 
NOUS POURRONS DONC TIRER DES ÉQUATIONS ( 3 ) LES CINQ INCONNUES ôa( 

ET d&i SOUS LA FORME DE FONCTIONS HOLOMORPHES DE ¡1, S'ANNULANT AVEC /t. 

IL N'Y AURAIT D'EXCEPTION QUE SI LE DÉTERMINANT FONCTIONNEL: 

W 3 A©. , A ® . . A i 
Aa„ A » , „ _ 

3(^aj , â a 3 , d a s , d w . 2 , âs>3) 

ÉTAIT NUL. MAIS POUR ¡1 = O , A55 x , A552 ET A553 SONT INDÉPENDANTS DE <?552 ET DE C?553, DE SORTE QUE CE DÉTERMINANT FONCTIONNEL EST LE PRODUIT 

DE DEUX AUTRES: 

Aa„ A a . 

,,. ) e t 3 ( A s 1 , A s , , As„) 
3((îc52 , dSJ3) d(da± , daa , da3) 

SI L'ON SUPPRIME LES FACTEURS T S ET — T3, LE PREMIER DE CES DÉTER­

MINANTS EST ÉGAL AU HESSIEN DE <p PAR RAPPORT À 552 ET 553 ET LE SECOND 

AU HESSIEN DE F0 PAR RAPPORT À œ\, x\ ET x\. 

SOIT <p LA VALEUR MOYENNE DE F1 CONSIDÉRÉE COMME FONCTION PÉRIO­

DIQUE DE t. IL VIENDRA: 
T 

a I as), atô. 
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Si donc aucun de ces deux hessiens n'est nul, il sera possible de 

satisfaire aux cinq équations ( 3 ) et par conséquent pour des valeurs 

suffisamment petites de p., ïl existera une solution périodique de période T. 

G. Q. F. D. 

Nous allons maintenant chercher à déterminer, non plus seulement 

les solutions périodiques de période T, mais les solutions de période peu 

différente de T. Nous avons pris pour point de départ les trois nombres 

nx, n2, n3 ; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres 

n[, n'2, n'z, pourvu qu'ils soient commensurables entre eux, et nous serions 

arrivés à une autre solution périodique dont la période T aurait été le 

plus petit commun multiple de 
í x L » ! 9Z2 n3 

Si nous prenons en particulier: 

»i = »i(i + e), n'2 = n2(i + e), »i = » , ( i + e) 

les trois nombres n\, n'2, n'3 seront commensurables entre eux puisqu'ils 

sont proportionnels aux trois nombres nx, n2 et ns. 

Il nous conduiront donc à une solution périodique de période: 

T 1 + e 
T 

de telle façon que nous aurons: 

(6) x^tp^t, fx,s), yt=*9>'t(t, ¡x, e), 

les fi et les <p\ étant des fonctions développables suivant les puissances 

de pL et de s, et périodiques en t, mais de façon que la période dé­

pende de s. 

Si dans F nous remplaçons les xt et les yt par leurs valeurs (4), F 

doit devenir une constante indépendante du temps (puisque JT=const. 

est une des intégrales des équations (1 ) ) . Mais cette constante qui est 

dite constante des forces vives, dépendra de p. et de e et pourra être 

développée suivant les puissances croissantes de ces variables. 

Si la constante des forces vives B est une donnée de la question 

l'équation 

F(jx,s)^B 
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PEUT ÊTRE REGARDÉE COMME UNE RELATION QUI LIE s À fi. SI DONC NOUS 

NOUS DONNONS ARBITRAIREMENT B, IL EXISTERA TOUJOURS UNE SOLUTION PÉ­

RIODIQUE QUELLE QUE SOIT LA VALEUR CHOISIE POUR CETTE CONSTANTE, MAIS LA 

PÉRIODE DÉPENDRA DE e ET PAR CONSÉQUENT DE [x. 

UN CAS PLUS PARTICULIER QUE CELUI QUE NOUS VENONS DE TRAITER EN 

DÉTAIL EST CELUI OÙ IL N'Y A QUE DEUX DEGRÉS DE LIBERTÉ. F NE DÉPEND 

ALORS QUE DE QUATRE VARIABLES x t , y1, x 3 , y2 ET LA FONCTION (p NE DÉPEND 

PLUS QUE D'UNE SEULE VARIABLE 552. LES RELATIONS (5) SE RÉDUISENT ALORS À 

(7) £ r ° ' 

ET LE HESSIEN DE é SE RÉDUIT À D'OÙ CETTE CONCLUSION: 
r dm\ 

A CHACUNE DES RACINES SIMPLES DE L'ÉQUATION (7) CORRESPOND UNE SOLU­

TION PÉRIODIQUE DES ÉQUATIONS (1) , QUI EXISTE POUR TOUTES LES VALEURS DE 

p. SUFFISAMMENT PETITES. 

JE POURRAIS MÊME AJOUTER QU'IL EN EST ENCORE DE MÊME POUR CHACUNE 

DES RACINES D'ORDRE IMPAIR AINSI QUE NOUS L'AVONS VU AU § 9, ET QUE CETTE 

ÉQUATION ADMET TOUJOURS DE PAREILLES RACINES PUISQUE LA FONCTION <p A AU 

MOINS UN M A X I M U M QUI NE PEUT CORRESPONDRE QU'AUX RACINES IMPAIRES DE 

L'ÉQUATION (7). 

REVENONS AU CAS OÙ L'ON A TROIS DEGRÉS DE LIBERTÉ, ET OÙ LA PÉRIODE 

EST CONSTANTE ET ÉGALE À T. 

JE DIS QUE x x , #a, x 3 , y x , y%, y3 PEUVENT SE DÉVELOPPER SUIVANT LES 

PUISSANCES CROISSANTES DE fi. EN EFFET, EN VERTU DU THÉORÈME III § 2, 

LES x ET LES y PEUVENT ÊTRE DÉVELOPPÉS SUIVANT LES PUISSANCES DE ¡1, ET DE 

dax, da3, âa3, âôJ2 ET dcD.d. MAIS IMAGINONS QUE L'ON AIT DÉTERMINÉ LES da 

ET LES d& DE FAÇON QUE LA SOLUTION SOIT PÉRIODIQUE DE PÉRIODE T. ON 

TIRERA ALORS LES da ET LES âGi DES ÉQUATIONS ( 3 ) SOUS LA FORME DE SÉRIES 

ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES DE fi, DE SORTE QUE LES x ET LES y SERONT 

FINALEMENT ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES DE ¡1. 

LA SOLUTION DEVANT ÊTRE PÉRIODIQUE DE PÉRIODE T QUEL QUE SOIT a, LES 

COEFFICIENTS DES DIVERSES PUISSANCES DE fx SERONT DES FONCTIONS PÉRIODIQUES DE t. 

REMARQUONS DE PLUS QUE L'ON PEUT TOUJOURS SUPPOSER QUE L'ORIGINE 

DU TEMPS AIT ÉTÉ CHOISIE DE TELLE SORTE QUE yx S'ANNULE AVEC t, ET QUE 

CELA AIT LIEU QUEL QUE SOIT fi. ALORS POUR t = o ON AURA: 
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1 Les chiffres placés en haut et à droite des lettres % et y dans les équations (8) 

sont des indices et non des exposants. 

L'existence et la convergence de ces séries étant ainsi établie, je vais dé­

terminer les coefficients. 
Pour cela, je vais chercher à satisfaire aux équations ( i ) en faisant1 

%i = A -f- /i#î + /-t2#i + • • • , 

#2 = #2 + №\ + fi A + .. •, 

x* = 4 + pool + fi4 + • • • > 
(°) 

Vi = yl + ¡jy\ + fiy\ + • • •, 

2/2 = y\ + m\ + fiy\ + • • •, 

2/3 = 2/3 + py\ + fiyl + 

Dans ces formules désignent les valeurs constantes que j'avais 

été conduit plus haut à attribuer à xy, x2 et xs quand je supposais 

a —o et qui sont telles que: 

•^F0(x[)

}a%,a%) = — nl, -^F0(xl,xn

2,x¡)=^ — n2, ^ ^ « ^ ^ = - « 3 . 

On a de plus: 

y\ = «M + Si-

Enfin les les y], les a;-, les ?/• etc. sont des fonctions du temps qu'il 

s'agira de déterminer et qui devront être périodiques de période T. 

Dans F, à la place des x et des y, substituons leurs valeurs (8) , 

puis développons F suivant les puissances croissantes de ¡1 de telle sorte 

que l'on ait: 
F=0O -\-fX0, + fi02 + . . . . 

Il est clair que 

0o = Fo(xl,xî,xl) 

ne dépend que des x¡; que 

(9) *i = Fx(x¡,xl,x\,y\, yl, y¡) + x \ ^ + x]^ + x l ^ 

file://-/-fX0
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On trouve ensuite: 

dx\ 1 

W^dyl' dt ~ dyl 7 dt ~~ dyl 

dx\ _ dFt dx\ _ dFt dœ\ _ dF1 

et 

dy\ _ d01 dyl _ d<I\ dy\ d0t 

d t ~ ~ dxl' W ~ dxj' d t ~ ~ d x j ' 

et plus généralement: 

d%\ d 0k 

dt dyl (10O 
et 
(„') ^ =

 d0*^_ àQ* xl d*F<> x \ d*F° Xl ^ , 
dt dx\ dx\ dx\dx\ dx\dx\ dx\dx\ 

Intégrons d'abord les équations (10). Dans Fx nous remplacerons 

y\ ? yl > yl P a r leurs valeurs: 

nxt + uj1 , nat + S3S, nst + 553. 
Puisque y\ doit s'annuler avec t, 55j sera nul. Alors les seconds 

membres des équations (10) sont des fonctions périodiques de t de période 

ne dépend que des xl, des yl et des x\; que 03 ne dépend que des x\, 

des y\, des x\, des y\ et des x\ etc. 

Plus généralement, je puis écrire: 

0k = 0, + ^ ^ + a£ + a£ U = 6>A — nyx\ — n2x\ — n3 x\, 

où 8k dépend seulement 

des xl, des x\, .. . et des x\~x, 

des yj, des y}, . . . et des y^~\ 

Je puis ajouter que par rapport à yl, yl, yl la fonction 8k est une 

fonction périodique de période 27r . L'équation (9) montre que 8X — Fy. 

Cela posé les équations différentielles peuvent s'écrire, en égalant 

les puissances de même nom de fi: 

dT ~~ dT ~~ dt ~ °' dt ~
 w i ' dt ~ n * ' dt ~ n * ' 
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1; ces seconds membres peuvent donc être développés en séries procédant 

suivant les sinus et les cosinus des multiples de Pour que les valeurs 

de x\, x\ et cc\ tirées des équations ( io ) soient des fonctions périodiques 

de t, il faut et il suffit que ces séries ne contiennent pas de termes tout 

connus. 

Je puis écrire en effet: 

JPj = TAsm^yl + m2yl + mzy\ + li), 

où ii\ , m 3 , m3 sont des entiers positifs ou négatifs et où A et h sont des 

fonctions de c c \ , x\, xn

s. J'écrirai pour abréger: 

R = 2^4 si sm co 

en posant 

co = rn^yl + m,2y?2 + msyl + h. 

Je trouverai alors 

DF, ^ CLF. V . . 
-~ — l*Am. cos co, -rv = 2*.4»?„ cos co, -r-R = 2~ Am, cos w 
« y i « 2 / 2 « ¿ / 3 

et 

w = ^ ( « ^ « j + m 2 « 3 + « y ' s ) + 72 + M ^ 5 5 3 + « î - 3 5 5 R 

Parmi les termes de ces séries, je distinguerai ceux pour lesquels 

m i n i +
 ma1la + » » 3 W J = 0 

et qui sont indépendants de t. Ces termes existent puisque nous avons 

supposé que les trois nombres nx, « 3 et ns sont commensurables entre eux. 

Je poserai alors 

çp = SAsinco, ( M i 1 » 1 + m 4 M s + OTaw3 = o, w = 7i + » î 2 Sj + w 3cù 3) 

la sommation représentée par le signe S s'étendant à tous les termes de 

Fx pour lesquels le coefficient de t est nul. Nous aurons alors: 

dé Q , dé c J 

-r— = oAm„ cos, co, -y— = oAnh cos co. 
ds^ 2 dms

 3 

Ada mathematica. 13. Imprimé le 16 août 1890. 1 \ § 
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Si donc on a: 

. . dé dé 
( 1 2 ) 7 T - — T ^ = 0 , 
x ' dcu^ dw3 

il viendra: 

(13) $ A m 1 cos co = o, SAm3 COS CO = o, Sj.w?s cos<y = o. 

La première des équations ( 1 1 ) est en effet une conséquence des deux 

autres, puisque en vertu de la relation + m 3 n 3 + m.ins = o, on a 
identiquement 

•JSAÌÌI1 COSCO + fi¡tSAm¡t cosco -f- n s S A m s cosco — o. n. 

Si donc les relations ( 1 2 ) sont satisfaites, les séries iLAnit cos co ne con­

tiendront pas de terme tout connu, et les équations ( 1 0 ) nous donneront: 

_ y A m ^ a œ ^ ^ w » a i n a ' + C\, 

Y ^ « N « + 

O í , C\ et étant trois nouvelles constantes d'intégration. 

Il me reste à démontrer que l'on peut choisir les constantes S>2 et 

5)3 de façon à satisfaire aux relations ( 1 0 ) . La fonction <p est une fonc­

tion périodique de 55 2 et de 55 3 qui ne change pas quand l'une de ces 

deux variables augmente de 27c. De plus elle est finie, elle aura donc 

au moins un maximum et un minimum. Il y a donc au moins deux 

manières de choisir 55 2 et 53 3 de façon à satisfaire aux relations ( 1 2 ) . 

Je pourrais môme ajouter qu'il y en a au moins quatre, sans pouvoir 

toutefois affirmer qu'il en est encore de môme quand le nombre de degrés 

de liberté est supérieur à trois. 

Je vais maintenant chercher à déterminer à l'aide des équations ( n ) 

les trois fonctions y] et les trois constantes C\. 

Nous pouvons regarder comme connus les ÎC° et les y"; les x\ sont 

connus également aux constantes près G\. Je puis donc écrire les équa­

tions ( 1 1 ) sous la forme suivante: 

( 1 ) ' ¿ Y ' - G T c\ d ° ' F o Cl
 <PF° c¡ l P K , 

dt 1 dx\ dx¡ " dx\ dx\ dx\ dx\ 
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où les Hi représentent des fonctions entièrement connues développées en 

séries suivant les sinus et cosinus des mult iples de - y - . Les coefficients 

de G\, Cl et Cl sont des constantes que l 'on peut regarder comme connues. 

P o u r que l a va leur de y] tirée de cette équation soit une fonction 

périodique de t, i l faut et i l suffit que dans le second membre le terme 

tout connu soit nul. Si donc _H¡ désigne le terme tout connu de la 

série t r igonométr ique Si} je devrai avoir : 

fp TV rPF rl-F 
( i 5) c î - U j _ + c î - F L I J L + cl——^- = El 

dx\dx\ dxldxl dx\dx\ 

Les trois équations linéaires (15) déterminent les trois constantes C\, Cl et CJ. 

I l n ' y aurai t d 'exception qui si le déterminant de ces trois équa­

tions était n u l ; c'est à dire si le hessien de F0 par rapport à x\, x\ et 

x\ était n u l ; nous exclurons ce cas. 

Les équations (14) me donneront donc: 

yl = Vi + y\ = vl + Icl> yl = yl + 

les 7]\ étant des fonctions périodiques de t entièrement connues s 'annulant 

avec t, et les A\- étant trois nouvel les constantes d'intégration. 

Venons maintenant a u x équations (10') en y faisant Jc= 2 et i = 1 , 2 , 3 

et cherchons à déterminer à l 'aide des trois équations ainsi obtenues, les 

trois fonctions x\ et les trois constantes h\. 

I l est aisé de voi r que nous avons : 

a —0 4. „ 1 d F i _ { _ „1
 dF< _i_ „ 1 D F * 

+yid¡Ñ + y * W + y s d y j ' 

où ii2 dépend seulement des x\, des y\ et des x) et où l 'on a, comme 

plus haut : 

—- = ¿, Amt cos a). 
di/i 

Les équations (ÎO ' ) s 'écrivent alors: 
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ou 

dz' 
( 1 6 ) = H'i — Jcl^Am^ii sin OJ — kl^Am-tm-i sin co — kl^Am^Hi s înco, 

H[ étant une fonction pér iodique de t, que l'on peut regarder comme 

entièrement connue. P o u r que l 'on puisse tirer de cette équation x\ sous 

la forme d'une fonction pér iodique, i l faut et i l suffit que les seconds 

membres des équations (16) , déve loppés en séries t r igonométr iques, ne 

possèdent pas de termes tout connus. Nous devons donc disposer des 

quanti tés k] de manière à annuler ces termes tout connus. Nous serions 

ainsi conduits à trois équations l inéaires entre les trois quantités k\; mais 

comme le déterminant de ces trois équations est nul , i l y a une petite 

difficulté et j e suis forcé d'entrer dans quelques détails. 

C o m m e y\ s 'annule avec t, on doit avoi r : 

h\ = o ; 

nous n'aurons plus alors que d e u x inconnues k\ et k\ et trois équations 

à satisfaire; mais ces trois équations ne sont pas distinctes comme nous 

al lons le voir. 

Appe lons en effet Et le te rme tout connu de E[, ces trois équa­

tions s'écriront: 

Ex = k]SAm.2m1 sin co + klSAmsMi sin co, 

( 1 7 ) E2 = kl S Ami sin co + kl $Ams m2 sin co, 

Et — kl'SAm^m^ sin co + k\$Am\ sin co, 

en conservant au signe de sommation S le même sens que plus haut . 

Je ne considérerai d 'abord que les d e u x dernières des équations (17) que 

j ' é c r i r a i : 

2 awâ dojidœ3 

rp _ 7.1 , 7 . 1 d V 
3 2dmtdm3

 3 dw\ 

D e ces d e u x équations on peu t tirer k\ et kl, à moins que le hessien 

de à par rapport à S52 et 633 ne soit nul . Si l 'on donne a u x k\ les 
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valeurs ainsi obtenues, les d e u x dernières équations (16) nous donneront 

x\ et x\ sous la forme suivante: 

s» = É» + G1, x\ = $ + C\, 

les étant des fonctions périodiques de t entièrement connues et les 

Cl étant de nouvel les constantes d'intégration. 

P o u r t rouver x\ nous pouvons, au l ieu d 'employer la première des 

équations (16) , nous servir des considérations suivantes: 

Les équations ( i ) admet tent une in tégra le : 

F = JD, 

B étant une constante d' intégration que j e supposerai développée suivant 

les puissances de /x en écr ivant : 

B = B0 + ¡xBx + iSBt + . . . , 

de sorte que l 'on a: 

0 O = B O , ^ = B V 0 t = * B i t . . . , 

B0, Bx, B2 etc. étant autant de constantes différentes. 

L e premier membre de l ' équat ion: 

<I\ = B, 

dépend des x", des y\, des x\, des y), de x\ et de x\ qui sont des fonc­

tions connues de t et de x\ que nous n'avons pas encore ca lculé . D e 

cette équation, nous pourrons donc tirer x\ sous l a forme suivante: 

%\ = Gi + G\. 

fi sera une fonction périodique de t entièrement déterminée et G{ est 

une constante qui dépend de B2, de C'I et de C | . 

Nous pouvons conclure de là que la première des équations (17) 

doit être satisfaite et par conséquent que ces trois équations (17) ne sont 

pas distinctes. 

Prenons maintenant les équations ( 1 1 ' ) et faisons-y k = 2 ; nous ob-
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tiendrons trois équations qui nous permettront de déterminer les con­

stantes C\, Cl et C\ et d 'où l 'on tirera en outre les y\ sous la forme: 

y\=>yl + yl = yl + kl, y\ = y¡\ + K, 

les yj étant des fonctions pér iodiques de t ent ièrement connues et les k\ 

étant trois nouvel les constantes d'intégration. 

Reprenons ensuite les équations ( i o ' ) en y faisant k = 3 ; si nous 

supposons k\ = o, nous pourrons tirer des trois équations ainsi obtenues, 

d 'abord les deux constantes k\ et k\, puis les x\ sous la fo rme: 

< = S + ci, 

les £ étant des fonctions périodiques connues de t et ' les C\ étant trois 

nouvelles constantes d ' intégration. 

E t ainsi de suite. 

V o i l à un procédé pour t rouver des séries ordonnées suivant les puis­

sances de fi, périodiques de période T par rapport au temps et satisfai­

sant a u x équations (1) . Ce procédé ne serait en défaut que si le liessien 

de F0 par rapport aux x\ était nul ou si le liessien de çp par rapport à 

io3 et 633 était nul. 

Ce que nous venons de dire s 'applique en par t icul ier à une équation 

que l 'on rencontre quelquefois en mécanique céleste et dont plusieurs 

géomètres se sont déjà occupés. Cette équation est l a suivante: 

(18) y + n*p + mp3 = pB(p , t). 

n et m sont des constantes, p est un paramètre très peti t et B est une 

fonction de p et de t, développée suivant les puissances croissantes de p 

et périodique par rapport à t. 

P o u r bien nous en rendre compte, i l faut d 'abord ramener l 'équa­

t ion (18) à la forme canonique des équations de la dynamique . Ce la se 

fera en posant: 

* = F = Ç + ^ + ^--vfR(p,$)dp + v , 

£ et rj étant deux nouvel les var iables auxil iaires et l ' intégrale JR(p,Ç)dp 

étant calculée en regardant £ comme une constante. On t rouve alors : 
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dp__dF da__ dF d? __dF 

^ y ' dt da ' dt dp 7 dt dr¡ ' 

auxquel les nous pourrons adjoindre (y¡ étant restée jusqu' ici complètement 

arbitraire) l 'équat ion suivante: 

. . d'/i dF 

qui complète un système canonique. 

Quand p = o l ' intégrale générale de l 'équation (18) s'écrit 

(20) p = hsn(gt + 55), a = kg en (gt + 55) dn (gt + 55) 

où g et 55 sont d e u x constantes d'intégration et où h, ainsi que le mo­

dule du sinus ampl i tude sont deux fonctions de g faciles à déterminer. 

Nous allons changer de var iab les ; nous prendrons au l ieu de £, yj, p 

et a, quatre var iables a\ , y1, xtJ, y,2, définies comme i l suit. Nous aurons 

d 'abord: 

«s — 7 » Va = £• 

Des équations (20) qui donnent p et a en fonctions de g et de gt + 55 

pour p = o, on peut tirer g et gt + 55 en fonctions de p et de a. I l 

v ient : 

Nous prendrons alors pour xx une certaine fonction de ^ (p, a) et pour yx 

h désignant la période réel le de gn(ic). 

Si alors xx a été convenablement choisi en fonction de %y les équa­

tions conserveront leur forme canonique 

dyl_dF dy2_dF d^ dF dx^ __dF 

dt dxl ' dt cte2 ' dt dyl ' dt dy2 

I l est clair d 'ai l leurs que pour p = o, F ne dépend que de xx et de x2 

et non de yt et de yr 

Nous nous t rouvons donc bien dans les conditions énoncées au débu t 

de ce paragraphe. 
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(0 

dF dF 

dt dUi ' dt dy3 ' 

dVi _ dF dF 

dt dx^ ' dt ' dx-.2 ' 

On désigne par xl l a vitesse aréolaire du point G, pa r cc2 la. racine 

carrée du grand axe de l 'orbite de G, par yx l a différence de la longi­

tude du périhélie de G et de la longi tude de B, pa r y% l 'anomalie 

moyenne. 

D'ai l leurs F peut être développée suivant les puissances de p et 

l 'on a: 

I l est aisé de vo i r que le hessien de F0 par rappor t à xx et à x% est nul . 

L 'équat ion (18) a surtout été étudiée par les géomètres dans le cas 

où m — o ; i l semble au premier abord qu 'e l le est alors beaucoup plus 

simple. Ce n'est qu 'une i l lus ion; en effet, si l 'on suppose m = o, on se 

t rouve dans le cas où le bessien de F0 est nu l et ce que nous avons dit 

dans ce paragraphe n'est plus appl icable sans modification. 

Ce n'est pas que les part iculari tés que présente l 'équat ion (18) dans 

le cas général ne soient encore vraies pour m = o, toutes les fois du 

moins que p n'est pas nul . L a seule différence, c'est qu 'on ne peut les 

mettre en évidence par un développement suivant les puissances de p. 

L'apparente simplification qu'a reçue ainsi l 'équation (18) n'a fait qu 'aug­

menter les difficultés. I l est vrai qu 'on est conduit quand m = o , a des 

séries beaucoup p lus s imples que dans le cas général , mais ces séries ne 

convergent pas comme nous le verrons dans la suite. 

L a méthode exposée dans ce paragraphe s 'applique également à un 

cas part iculier du prob lème des trois corps. 

Supposons une masse nul le G attirée par deux masses mobi les A et 

B égales l 'une à 1 — p et l 'autre à p et décr ivant d 'un mouvement 

uniforme deux circonférences concentriques autour de leur centre de gra­

vité commun supposé fixe. Imaginons de plus que la masse C se meuve 

dans le p lan de ces d e u x circonférences. 

Nous verrons plus loin que dans ce cas les équations du mouvement 

peuvent se mettre sous la forme suivante: 
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ou 

dxt=d_ f<p(F)-i djii = d r f ( F ) - i 

V1 ) dt dyi\jp\0)y dt dxilpXO)]' 

E n généra l , le hessien de ^ " ^ y n e s e r a P a s n u l . C'est ce qui arr ive en 

par t icul ier quand 

* * . ) - * : - 4 

Les solutions des équations ( i ) qui correspondent à la va l eu r part icul ière 

G de l ' intégrale F appartiennent aussi a u x équations ( i ' ) . 

Considérons maintenant une solution des équations ( i ) qui soit telle 

que l ' in tégrale F soit égale à une constante Gx différente de G. 

Je dis que cette solution appart iendra encore a u x équations ( i ' ) 

pou rvu qu 'on y change t en 

V(C)* 

O n a en effet: 

dx{ dF dyt dF # 

dt dy( ' dt d%i ' 

Ada, mathematica. 13. Imprimé le 18 août 1890. \Q 

I l semble donc d 'abord que les méthodes du présent paragraphe sont 

en défaut. I l n'en est r ien et un artifice très simple permet de tourner 

la difficulté. 

Les équations ( i ) admettent comme intégrale 

F = G. 

Considérons l a constante G comme une donnée de l a question. 

Si alors <p(F) est une fonction quelconque de F et <p'(F) sa dé­

r ivée, on au ra : 
f(F) = ?>{C) 

et les équations ( i ) pourront s'écrire: 

dxj _<p'{F)dF dy{_ <p'{F)dF 

dt ~~ (p\0)din dt ~~ <p\G)dxi 
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dzj_ p'jOjdF dyt_ ?'{G,)dF 

dt <f'{G) diji' dt d-x 

ou- puisque F = C\ 

dxj __ f\F) dF dj/i <p\F) dF 

dt (p'[G)dyi dt <p'(G)dxi 

0. Q. E . D . 

Des solutions de ( i ) i l est donc aisé de déduire celles de ( i ' ) et in­

versement . 

Les méthodes du présent paragraphe sont donc, grâce à cet artifice, 

appl icables à ce cas part iculier du p rob lème des trois corps. 

E l l e s ne le seraient pas aussi a isément au cas général . Dans le cas 

généra l en effet, non seulement le hessien de F0 est nul , mais celui de 

f(F0) est encore nul , quel le que soit l a fonction cp. 

D e l à certaines difficultés dont j e ne parlerai pas ic i ; j ' y revi­

endrai p lus loin et j e me bornerai pour le moment à renvoyer le lecteur 

à un t rava i l que j ' a i inséré dans le B u l l e t i n a s t r o n o m i q u e , tome 

I E R , page 6 5 . 

§ 12. Calcul des exposants caractéristiques. 

Reprenons les équations (r) d u paragraphe précédent 

. dxt dF dy, dF _j ^ 

^ ' dt dyi dt dxt 

Supposons qu'on ait t rouvé une solution périodique de ces équations: 

= f>t(t), Vi = <pi{t) 

et proposons-nous de déterminer les exposants caractéristiques de cette 

solution. 

P o u r cela nous poserons: 

si on change t en t V, i l v iendra : 
<p{G) 
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d& V A D * F » , D * F 

•7* 

fi, i=l,2,3) 
df L-,kdytdxk Z^kdyidyk 

( 2) 
d?;4 ^ d*F \ P d a F 
df ~ Z*kdxidxk ^" 2-,kdxidyk 

et nous chercherons à intégrer ces équations en faisant: 

( 3 ) 6 = ent8t, V i = eatTi} 

Si et T 4 étant des fonctions périodiques de t. N o u s savons qu ' i l existe 

en généra l s ix solutions particulières de cette forme (les équations l i ­

néaires (2) étant du s ixième ordre). Mais i l importe d'observer, que dans 

le cas part icul ier qui nous occupe, i l n 'y a p lus que quatre solutions 

particulières qu i conservent cette forme, parce que d e u x des exposants 

caractéristiques sont nuls, et qu ' i l y a par conséquent d e u x solutions 

part iculières d'une forme dégénérescente. 

Cela posé, supposons d 'abord ¡1 = o , alors F se rédui t à F0 comme 

nous l 'avons v u dans le paragraphe précédent et ne dépend plus que de 

x\, %l et x°s. 

A l o r s les équations (2) se réduisent à: 

= O ^ = _ V d ° F ° 
K ' dt u ' dt ¿s*dxldxl 

Les coefficients de dans la seconde équation (2') sont des' constantes. 

Nous prendrons comme solutions des équations (2') 

£1 = £2 = £3 = ° > yi = yh Vi = vl, ?S = 

yj\, Y¡\ et 7j\ é tant trois constantes d'intégration. 

Cette solution n'est pas la plus générale puisqu 'e l le ne contient que 

trois constantes arbitraires, mais c'est l a p lus générale parmi celles que 

l 'on peut ramener à la forme ( 3 ) . Nous voyons ainsi que pour ¡1 — o, 

les s ix exposants caractéristiques sont nuls. 

Ne supposons p lus maintenant que /x soit nul . Nous allons main-

puis nous formerons les équations a u x variations des équations ( i ) que 

nous écrirons: 
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dfn dyn dyn y 

dp^ dj, ' ' ' dpn 

L e premier membre de cette équat ion est holomorphe en a; de p lus 

d'après le théorème III , § 2, les y peuvent être développés suivant les 

puissances de p. et des /? (cf. § 9), d 'a i l leurs d'après le § 9 les p peuvent 

se développer eux-mêmes suivant les puissances de p. D'après cela les 

y et le déterminant que j e viens d'écrire peuvent eux-mêmes être dé­

veloppés suivant les puissances de p. I l résul te de là que les exposants 

a nous sont donnés en fonctions de a par une équat ion: 

G (a , p) — o 

dont le premier membre est holomorphe en a et en p. 

Si pour fi = o, tous les exposants a étaient différents les uns des 

autres, l 'équation G = o n 'aurai t pour / 1 = 0 que des racines simples, 

et on en conclurai t que les a seraient développables suivant les puissances 

de p, (théorème I V , § 2). 

tenant chercher à développer a, St et Ti} non pas suivant les puissances 

croissantes de p,, mais suivant les puissances de \Jp en écr ivant : 

ce = cq sfji + a2fi + asp •fp + . . . , 

Ti=T° + T1

iS/Ji + Tfa + TÏ/A\J/l + . . . . 

Je me propose d'abord d 'établir que ce développement est possible. 

Montrons d'abord que les exposants caractéristiques a peuven t se 

déve lopper suivant les puissances croissantes de \Jp. 

D'après ce que nous avons v u au § 10 , les exposants caractéristiques 

nous seront donnés par l 'équat ion suivante, en reprenant les notations 

des §§ 9 et i o : 

djj O.T §n dît 
dp1 dp, ' • - dpn 

dn dr* e

a T . ^ 
dpi dpz ' dpn _ G < 
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dAwt dAwl ri" A s , 
ddat dâa2 dâa3 

dAs)2 d-Aw, dAm, 
dda1 dda, dda3 

dAm3 dAm3 dAm3 

dâa1 dda, dda3 

Cela fait, j e pose: 

a 

Je divise les trois premières l ignes du déterminant par \Jp\ j e divise en­

suite les trois dernières colonnes par (de sorte que le déterminant 

lu i -même se t rouve finalement divisé par ^t3). 

Je fais ensuite p — o. 

J 'observe que d'après ce que nous avons v u au § i l , A a l 5 A<? 3 , Aas 

sont divisibles par p. Si donc j ' env isage le premier é lément de la pre­

mière l igne cet é lément après l a division par \Jp s 'écrira: 

dAat I — e A r v ^ 

\jp.dda1 \Jp 

dAa 

ddai 

I + l - ofl-T 
dAg,x 

dda. 

dAa, 

dda1 

dAa3 

dda. 

dAa„ 

dàa„ 
L + i -

dAa^ 

dôa„ 

dAa^ 

dda3 

dAa, 

dda. 

dAa, 

dda, 

dAa^ 

dAa, 

dds>1 

dAg3 

ddw, 

dAâ), 

ddi51 

dAôJ, 
ddô)l 

dAm, 

dAwt 

ddm„ 

dAw 

dda)., 
'+i—ea 

dAml 

ddcô3 

d&w, 

ddm. 

dAô)s 

ddw„ 

dAm 
ddw. 

¿ + 1 - 6 « 

Xjp 

et quand on y fera p = o i l deviendra — XT. 

Mais i l n'en est pas ainsi; nous venons de voir en effet que pour 

p = o , tous les a sont nuls. 

Reprenons les notations du § 1 1 , notre équation pourra s'écrire, en 

supposant trois degrés de l iberté seulement: 

o = 6r(a , p) = • 

dAat dAax 

ddw, docô3 

dAa, dAa, 

ddm, dâm3 

dAa3 dAa3 

ddm, ddws 
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D e même le second élément de l a i 6 r e l igne s'écrit: 

dAat 

\//xdâa2 

et i l tend vers o avec fx. 

Ains i quand on aura fait /x = o , les trois premiers éléments des trois 

premières l ignes s'annuleront à l 'except ion des éléments de l a diagonale 

principale qui deviendront é g a u x à — XT. 

Considérons maintenant les trois derniers éléments des trois dernières 

l ignes ; ils s'écriront: 

d A o * + lz_£___" OU D A M * 
\jnddcôi \J[x \/fid§Wi 

selon qu' i ls appartiennent ou non à la diagonale principale. D'après 

ce que nous avons v u au § и , Atok est développable su ivant les puis­
sances de /x, des даг et des дсЪг, de plus pour jx — о, Лй5* ne dépend 

pas des dwt. On en conclura que est divis ible par jx. 

Donc quand on fera /x = o, les trois derniers éléments des trois 

dernières l ignes deviendront é g a u x à 

— XT ou à о 

selon qu' i ls appartiennent ou non à la diagonale principale. 

Considérons maintenant les trois premiers éléments des trois dernières 

H dAs)t , * 

gnes —=—•. D après ce que nous avons v u au § n , on a pour /x = o: 

dAcôi d*Fa 

ddak dxid;ek 

Passons enfin a u x trois derniers éléments des trois premières l ignes qui 

s 'écrivent: 

dAat 

pdâwa 

D'après ce que nous avons v u au § n , si dans Fx on substitue 

%xt + iox, n3t + 55 2 , n3t + G53 à l a p lace de xx, x2, x s , yx, y3, yB, on voi t 

q u e Fx devient une fonction pér iodique de t de période T et si l 'on appel le 

cb l a v a l e u r moyenne de cette fonction périodique, on a pour /x = o : 
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d'où 
dAai m d*é 

= T-
fiddcok dcoidajfr 

I l importe de remarquer que l 'on a ident iquement : 

dé dtp dé 
1 dm1

 2 dm, 3 dm3 

Nous voyons donc que pour p. — o on a: 

— X O O 

0 — X O 

0 0 — X 

d*F„ d>F0 

dx\ dxt dx3 

• d*F0 d'Fa d'F0 

dx1dxi dxl dxt dxs 

d>F0 d*F0 d*F0 

dxxdx3 dx2 dx3 dxl 

d'ê d'à d*é 

dw\ dcD^iw, d&1dw3 

d*é d*ê d'é 

diô1dsji dw% dw.2dw3 

d2é d-é d*è 

ds}ldi03 dœ.2dws dwl 

— X O O 

0 — X O 

0 O — A 

E n éga lan t à o ce déterminant, on a une équation du 6 8 degré en X; 

d e u x de ses racines sont nul les ; nous n'en parlerons pas, car elles se 

rapportent a u x d e u x solutions particulières de forme dégénérescente dont 

j ' a i par lé p lus haut . Les quatre autres solutions sont distinctes en général . 

I l résulte alors du théorème I V , § 2, que nous pourrons tirer de 

l 'équat ion 

G{Xsj[i,Li) 

psTa ~~ U 

X (et par conséquent a) sous la forme d'une série développée suivant les 

A«» = rpdê 

p. dwi ' 
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(2") 

puissances croissantes de \JJi. J 'ajouterai que }, peut se développer suivant 

les puissances de p et que le développement de oc ne contient que des 

puissances impaires de y ^ . E n effet les racines de l ' équat ion: 

G(a, p) = o 

doivent être d e u x à d e u x égales et de signe contraire (cf. § 10). Donc 

a doit changer de signe quand j e change \Jp en — fy. 

Démontrons maintenant que S( et Tt peuvent aussi se développer 

suivant les puissances de 

St et Tt nous sont donnés en effet par les équations suivantes: " 

dt 1 * t—f dyidxk

 k 1 L-, dyidyh *' 

^ , T = y d*F y d*F 

dt Z-* dandxt * Z^dxidyk *' 

Soit $ l a va l eu r ini t iale de # 4 et /9- celle de 2^.; les va leurs de St et de 

Tt pour une va l eu r quelconque de t pourront d'après le théorème III , 

§ 2, se développer su ivant les puissances de p, de a , des j3t et des L3[. 

De p lus à cause de la forme linéaire des équations, ces valeurs seront 

des fonctions linéaires et homogènes des [3t et des 

Soit, pour employe r des notations analogues à celles du § 9, $ + fa 

l a va leur de S{ et L% + fa{ cel le de T,- pour t = T. L a condition pour 

que la solution soit pér iodique c'est que l 'on ait 

fa = fa = o . 

Les et les fa sont des fonctions linéaires des $ et des ces équa­

tions sont donc linéaires par rapport à ces quantités. E n généra l ces 

équations n'admettent d 'autre solution que 

# = = o, 

de sorte que les équat ions (2") n 'ont d'autre solution périodique que 

8T = T, = o. 

Mais nous savons que si l 'on-chois i t a de façon à satisfaire à G(a,p) — o, 

les équations (2") admettent des solutions périodiques autres que Si—T—o. 
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P a r conséquent le déterminant des équations linéaires <pt = (p[ = o est 

nu l . Nous pourrons donc t irer de ces équations les rapports : 

£ et & Pi e t Pi 

sous l a forme de séries développées suivant les puissances de a et de ¡1. 

C o m m e p[ reste arbitraire, nous conviendrons de prendre p[ = 1 de 

tel le sorte que la va leur initiale de Tx soit égale à 1. Les pt et les 

P't sont alors développés suivant les puissances de ce et de /r, mais les 

S{ et les Tt sont comme nous l 'avons v u développables suivant les puis­

sances de a, de /1, des pt et des p\ et d'autre part a est développable 

suivant les puissances de y/̂ . 

Donc les S% et les T( seront développables suivant les puissances de y/«. 

C. Q. F . D . 

On aura en par t icu l ie r : 

Tx = Tl+ 2 * $ + Hu+ . . . . 

Comme, d'après notre hypothèse, p{ qui est la va leur initiale de Tx doit 

être égale à 1, quel que soit a, on aura pour t = o : 

o Ti = T: 

A y a n t ainsi démontré l 'existence de nos séries, nous allons chercher à en 

déterminer les coefficients. 

Nous avons: 

Sî = o, 

e t : 

£4 = e*'(S° + S] s/Jt + ...), V i = <?(Tl + Tf & + 

(4) 

dt 

dSl , ,- dSl , 

dt 

Aeta matlwnatica. 13. Imprimé lo 20 août 1830. 

dVt _ po.t 

dt ~ & 

dTi du . 
dt 

17 
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Nous développerons d'autre par t les dérivées secondes de F qui 

entrent comme coefficients dans les équations (2) en écr ivant : 

d ' F = A% + i x A l + n ' A i + . . . , 
dytdxk 

= B% + ^ + + 
d'F 

dijidyt 

d<Vi dyk 

Ces développements ne contiennent que des puissances entières de /x 

et ne possèdent pas comme les développements (4) des termes dépendants 

de sjjx. 

O n observera que : 

A% = B% = B% = o, 
6 

rira fim "Dm T>m Ara T)m 
^ik — ° M ? — — -L'ai' 

Nous substituons dans les équations (2) les va leurs (4) et (5) à la place 

des f, des yj, de leurs dérivées et des dérivées secondes de F. Dans les 

expressions (4) j e suppose que a soit déve loppé suivant les puissances de 

y/fi, sauf lorsque cette quantité a entre dans un facteur exponentiel eat. 

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables de 

y/jû et nous obtiendrons ainsi une série d 'équations qui permettent de dé­

terminer successivement: 

« i ; « 2 , c c 3 , etc. S * , 8 } , . . . , T l , T \ , . . . . 

Je n 'écrirai que les premières de ces équations obtenues en égalant 

successivement les termes tout connus, les termes en y/£, les termes en 

p etc. Je fais d 'ai l leurs disparaître l e facteur eat qui se t rouve partout. 

Ega lons d'abord les termes en s/jj.; i l v ient : 

.7 m l 
(7) 
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Egalons les termes en vient : 

(8) + ^ + = + j , k S l + 5 0 í T 2 + e . 1 > l f t t 

outre trois équations analogues donnant les • 

Si l 'on tient compte maintenant des relations (6) , les équations (7) 

deviennent: 

L a première de ces équations montre que S{, S¡ et SI sont des con-

dT1-
stantes. Quant à la seconde, el le montre que est une constante; mais 

comme T\ doit être une fonction périodique, cette constante doit être 

nul le , de sorte qu 'on a: 

(9) «i7? = i M + < M + C M , 

ce qui établ i t trois relations entre les trois constantes r¡'¡, les trois con­

stantes 8} et l a quanti té inconnue a r 

D e son côté l 'équat ion (8) s 'écrira: 

f i + aiS¡ = Z . B ^ Î . 

Les B% sont des fonctions périodiques de t; développons-les d'après la 

formule de FOURIEK et soit ba le terme tout connu de B%. I l v iendra : 

ou en tenant compte des équations (9), i l v iendra : 

(10) a\Sl = Tb^CiSl + a,Sl + G¡3Sl). 

En faisant dans cette équat ion (10) ¿ = 1 , 2 et 3 , nous aurons trois 

relations linéaires et homogènes entre les trois constantes S]. E n élimi­

nant ces trois constantes, nous aurons alors une équation du 3 M O degré 

qui déterminera X[. 
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Si nous posons pour abréger 

e i k — hi + hì^lh + 3̂̂31) 

l 'équat ion due à cette él iminat ion s'écrira: 

$ 12. 

(") 

^12 

e21 

e31 

en — aï 

"33 

= O. 

E l l e peut encore s'écrire: 

— « 1 
o o 

/"10 
^12 C?3 

o — « 1 o ^21 ^23 

o o — a l ° 3 1 ° 3 2 es. 
i n — « 1 O o 

K h, o — a l 
o 

K K ht o o — « 1 

o . 

L a détermination de ay est la seule partie du ca lcu l qui présente quelque 

difficulté. 

Les équations ana logues à (7) et à (8) formées en égalant dans les 

équations (2) les coefficients des puissances semblables de fy, permettent 

ensuite de déterminer sans peine les ak, les S™ et les T?. Nous pouvons 

donc énoncer le résultat suivant : 

Les exposants caractéristiques a sont déveïoppables suivant les puissances 

croissantes de \Jp\. 

Concentrant donc toute notre attention sur la détermination de av 

nous allons étudier spécialement l 'équation ( 1 1 ) . Nous devons chercher 

d 'abord à déterminer les quantités C-k et bik. 

On a évidemment : 
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»! »2 % O o o 

O — «1 O 2̂3 2̂2 o 

o o 

ci, 

— «l 
/ ï O 
^ 3 3 

¿33 

— «1 

¿32 

O 

o 

% 
/11) o 1 2 

/ 1 0 
2̂1 

/ 1 0 
3̂2 

/ 1 0 
3̂1 

O 

O 

— «1 

o 

% 

= o. 

et 

dyl dyl 
ou 

B'ff. = — S^4'Wгiw7. sin co (0»=i»wî+m2ya+M3ï5+7»> 
et 

bik = — SAmimk ÛQ.w. 

D'après les conventions faites dans le paragraphe précédent, l a somma­

tion représentée par le signe S s'étend à tous les termes, quel les que 

soient les valeurs entières attr ibuées à m1, m2 et m3. L a sommation re­

présentée par le signe S s'étend seulement a u x termes tels que 

nyn\ + ntm2 + n3m3 = o. 

Sous le signe S nous avons par conséquent: 

o) — m2G)3 + mscô.i + h. 

Cela nous permet d'écrire 

h a = d i ^ i ( P ° u r * et ifc= 2 ou 3)-

Si un ou deux' des indices * et h sont é g a u x à i , 6 t t. sera défini par l a 

relat ion 
+ M 2 & 0 + == o. 

Nous allons à l 'aide de cette dernière relation, transformer l 'équa­

t ion ( n ) de façon à mettre en évidence l 'existence de d e u x racines nulles 

et à réduire l 'équation au quatr ième degré. 

Je t rouve en effet par une simple transformation de déterminant et 

en divisant par al: 
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Dans le cas par t icul ier où l 'on n'a p lus que d e u x degrés de liberté, cette 

équation s'écrit: 

»1 »* O O 

o 
— « i 

d'à 

dâ)\ 
O 

G\\ rio 
° 2 2 — « 1 

rio 
° 2 1 O 

, ou : 
d'à 

L'expression n\Gl^— 2n1n.2C°12 -f- n e dépend que de a;? et # 2 ou si 

l 'on veu t de nx et de n2. Quand nous nous serons donné les deux 

nombres nx et n2 dont le rapport doit être commensurable , nous pour­

rons regarder n\G\2 — 2t%xn2G\2 -f- nlC^ comme une constante donnée. 

A l o r s l e signe de a\ dépend seulement de celui de 

Quand on s'est donné nx et n2, on forme l 'équat ion: 

(12) 
dé 

qui est l 'équation (7) du paragraphe précédent. Nous avons v u dans 

ce paragraphe qu 'à chaque racine de cette équation correspond une so­

lut ion périodique. 

Considérons le cas généra l où l 'équation (12) n'a que des racines 

simples; chacune de ces racines correspond alors à un m a x i m u m ou à un 

min imum de <p. Mais la fonction cp étant pér iodique présente dans chaque 

période au moins u n m a x i m u m et un m i n i m u m et précisément autant 

de m a x i m a que de minima. 

O r pour les va leurs de 652 correspondant à un min imum, ^ est 

positif; pour les va leurs correspondant à un m a x i m u m , cette dérivée est 

négative. 

Donc l 'équation (12) aura précisément autant de racines pour les­

quelles cette dér ivée sera positive, que de racines pour lesquelles cette 

dérivée sera néga t ive , et par conséquent autant de racines pour lesquelles 

a\ sera posit if que de racines pour lesquelles a\ sera négatif. 
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(13) 

Cela revient à dire qu ' i l y aura précisément autant de solutions 

périodiques stables que de solutions instables, en donnant à ce mot le 

même sens que dans le § 10 . 

Ainsi, à chaque système de valeurs de nx et de n%, correspondront au 

moins une solution périodique stable et une solution périodique instable et 

précisément autant de solutions stables que de solutions instables pourvu que 

/i soit suffisamment petit. 

Je n 'examinerai pas ici comment ces résultats s'étendraient au cas 

où l 'équation (12) aurai t des racines mult iples . 

V o i c i comment i l faudrait continuer le ca lcul . 

Imaginons que l 'on ait déterminé complètement les quantités 

et les fonct ions: 

710 711 qnm—\ 
J-i > X i } ' • • > 5 

et que l'on connaisse les fonctions S?+1 et à une constante près. 

Supposons qu'on se propose ensuite de calculer am+1, d 'achever la dé­

termination des fonctions S™+1 et Tf et de déterminer ensuite les fonc­

tions S'»+2 et T"l+l à une constante près. 

E n égalant les puissances semblables de ¡1 dans les équations (4), on 

obtient des équations de la forme suivante, analogues a u x 'équations (7) 

et (8) 

«m+i^t0 — quanti té connue, 

(i=l,2,3) 

o m + 1 S j = quant i té connue. 

Les deux membres de ces équations (12) sont des fonctions périodiques 

de t. Ega lons la va l eu r moyenne de ces d e u x membres. Si nous dé­

signons par \y\ l a va l eu r moyenne d'une fonction périodique quelconque 

U, si nous observons que si TJ est périodique on a 
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§ 13. Solutions asymx>totiques. 

Soient : 

si nous rappelons que, T% étant connu à une constante près, T% — [Tf] et 

[JBi(2ï-[2ï])] 

sont des quantités connues, nous obtiendrons les équations suivantes: 

— ai{Tf] — am+1Tl = quantité connue, 

( H ) T ^ i m — o 1 [ 5 T + 1 ] — « f f l + 1 $ = quantité connue. 

Ces équations (14) von t nous servir à calculer a O T + t , [T?] et [Sf 4 * 1 ] et 

par conséquent à achever la détermination des fonctions T"1 et S^+1 qui 

ne sont encore connues qu 'à une constante près. 

Si l 'on additionne les équations (14) après les avoi r respect ivement 

mult ipl iées par 
AI CI 01 710 710 710 

°i ? ° 2 ? "s > -«-l 7 •Li } J-3 

on t rouve : 
2 X i # J T ? a m + 1 — quantité connue, 

ce qui détermine a m + 1 . 

Si dans les équations (14) on remplace am+1 pa r la va l eu r ainsi 

t rouvée , on a pour déterminer les s ix inconnues et [ £ f + 1 ] s ix équa­

tions linéaires dont cinq seulement sont indépendantes. 

Ce la posé, on déterminera [ T f ] par la condition que [ T f ] soit nu l 

pour t = o, conformément à l 'hypothèse faite p lus haut , et les cinq équa­

tions (14) restées indépendantes permettront de ca lculer les cinq autres 

inconnues. 

dT"l+1 

Les équations (13) nous permettront ensuite de calculer — ^ — et 

dSm+2 

—f— et par conséquent de déterminer les fonctions T f + 1 et S?+2 à une 

constante près — et ainsi de suite. 
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une solution part icul ière périodique de ces équations. Les ce" seront des 

fonctions de t périodiques de période 27:. Posons: 

®i ~ "f" 

I l v iendra: 

(2) w - a * 

Les S seront des fonctions des £ et de t, périodiques par rapport à t et 

développées suivant les puissances des £; mais i l n 'y aura plus "de termes 

indépendants des £. 

Si les £ sont très petits et qu 'on négl ige leurs carrés, les équations 

se réduisent à 

qui sont les équations a u x variat ions des équations (1) . 

El les sont linéaires et à coefficients périodiques. On connaît l a forme 

de leur solution générale, on t r o u v e : 

£ = Axe^<fn + A^<p.n + . . . + Ane
aJ?,a, 

f 2 = A^cpn + A^f.» + . . . + Ane'^<pni, 

en = A x e * 9 x u + A3€^p„ + . . . + Au&
J<pnn; 

les A sont des constantes d'intégration, les a des constantes fixes qu'on 

appel le exposants caractéristiques, les <p des fonctions périodiques de t. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 1 septembre 1890. 1g 

n équations différentielles simultanées. Les X sont des fonctions des % 

et de t. 

P a r rapport a u x ce elles peuvent être développées en séries de puis­

sances. 

P a r rapport à t, elles sont périodiques de période 2 7 : . 

Soi t : 
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Si alors nous posons: 

fi = yji f u + ?]-i<Fn + • • • + rjn<fin-

£> = "^ifis + y-if-ii + • • • + VnÇ,,o, 

les équations (2) deviendront : 

m 

où les Ht sont des fonctions de t et des rj de môme forme que les S. 

Nous pourrons d 'ai l leurs écrire 

(2') # + # + + # + . . . ; 

E\ représente l 'ensemble des termes de H% qui sont de degré p par rap­

port a u x y. 

Quant a u x équations ( 3 ) , elles deviennent : 

(30 g * = # = 

Cherchons maintenant, l a forme des solutions générales des équations 

(a) et (2'). 

Je dis que nous devrons t rouver : 

7ji — fonction développée suivant les puissances de A^"1', A^e"-',..., 

Ane
a,,t dont les coefficients sont des fonctions pér iodiques de t. 

Nous pouvons écrire alors: 

(4') v* = ii + + • • • + 9? + • • • > 

yjp représentant l 'ensemble des termes de ^ qui sont de degré p par rap­

port a u x A. 

Nous remplacerons les yjt par leurs valeurs dans E\ et nous trou­

verons: 
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C § - - *ty$ = w« + h*« + . . . s~ m* = A ; . 

Ces équations permettront de calculer successivement par récurrence 

2 3 y 
?}i , rJi 3 ' • • ) tfi > • • • ' 

E n effet Kq ne dépend que des rj1, y2, . . . , rjl~^. S i nous supposons que 

ces quantités aient été préalablement calculées, nous pourrons écrire Kq 

sous l a forme suivante: 

KX = Y. AÇ A{*... 4 " « W H ~ + * * ^ > 

les ¡3 étant des entiers positifs dont la somme est q et à une fonction 

périodique. 

On peut écrire encore: 

G étant un coefficient généra lement imaginai re et y un entier positif ou 

négatif. Nous écrirons pour ab rége r : 

AïAf... Ai" = A\ aj, + a 2/9 3 + . . . + an!3n = Sa/?, 

et i l v iendra : 

Or on peut satisfaire à cette équation en faisant: 

IIf'q désignant l 'ensemble des termes qui sont de degré q pa r rappor t 

a u x A. 

Nous t rouverons alors: 

^ = a Y)1 ri1 — A e"tl 

2 7T2.2 d'1l „ „ 3 Ï72.3 I ÏT3.3 

•jt = , -jj atrjt = ht + ht , 
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I l y aurait except ion dans le cas où l 'on aurai t : 

r vZ—ï + ^*aP — a i — °> 

auque l cas i l s 'introduirait dans les formules des termes en t. Nous ré­

serverons ce cas qui ne se présente pas en général . 

Nous devons maintenant traiter la question de l a convergence de 

ces séries. L a seule difficulté provient d 'ai l leurs comme on v a le voi r 

des diviseurs 

(5) r ^ + Ta/3—at. 

Cet te convergence est une conséquence immédiate des résultats obtenus 

dans le § 3 mais j e préfère en donner une démonstration directe. 

Remplaçons les équations (2') par les suivantes: 

(2") V t = + m + a + . . . + H? + • . . . 

Définissons Hf. On voi t sans peine que Ef est de la forme suivante: 

G est une constante que lconque , les p sont des entiers positifs dont la 

somme est p, y est un entier positif ou négatif. Nous prendrons a lors : 

ÏÏl = Y.\G\rfcifc...ifc. 

Les séries ainsi obtenues seront convergentes pou rvu que les séries tri-

gonométr iques qui définissent les fonctions périodiques dont dépendent 

les E convergent absolument et uniformément; or cela aura toujours 

l ieu parce que ces fonctions périodiques sont analyt iques . Quant à s, 

c'est une constante posit ive. 

O n peu t tirer des équat ions (2") les rj sous l a forme suivante: 

(4") V i = XMs-Z'AtA?... Ai-é*»' 

Plus ieurs termes pourront d 'a i l leurs correspondre a u x mêmes exposants p. 

Si on compare avec les séries tirées .de (2') qui s'écrivent: 
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voic i ce qu'on observe: I O M est réel positif et p lus grand que \N\. 

2° H désigne le produi t des diviseurs (5) (q < S/9). 

Si donc l a série (4") converge et si aucun des diviseurs (5) n'est 

p lus peti t que s, l a série (4') convergera également . V o i c i donc com­

ment on peut énoncer la condition de convergence. 

L a série converge: 

si l 'expression 

rV—~* + Sa/9 —a¡ 

ne peut pas devenir p lus petite que toute quantité donnée s pour des 

valeurs entières et positives des /9 et entières (positives ou négatives) de y\ 

c'est à dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre­

mier les a et + y/—1, le second les a e t — y j — 1 , ne contient l 'or igine; 

ou si toutes les quanti tés a ont leurs parties réelles de même signe 

et si aucune d'elles n 'a sa partie réel le nul le . 

Que ferons-nous alors s'il n'en est pas ainsi. 

Supposons par exemple que k des quantités a aient leur partie réel le 

positive, et que n — k aient leur partie réel le négat ive ou nul le . I l 

arr ivera alors que l a série (4') restera convergente si on y annule les 

constantes A qui correspondent à un a dont la partie réel le est négat ive 

ou nul le , de sorte que ces séries ne nous donneront plus l a solution gé­

nérale des équations proposées, mais une solution contenant seulement k 

constantes arbitraires. 

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations 

de la dynamique , nous avons v u que n est pair et que les a sont deux 

à d e u x é g a u x et de signe contraire. 

A l o r s si k d'entre e u x ont l eu r partie réel le positive, k auront leur 

part ie réel le négat ive et n — 2k auront leur partie réel le nul le . En 

prenant d'abord les a qu i ont leur partie réel le positive, on obtiendra 

une solution par t icul ière contenant k constantes arbitraires; on en ob­

tiendra une seconde en prenant les a qui ont leur part ie réel le négat ive . 

Dans le cas où aucun des a n'a sa partie réel le nul le et en par­

t iculier si tous les a sont réels , on a d 'a i l leurs: 
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Nous al lons nous placer maintenant dans un cas très particulier. 

Supposons d 'abord n = 2, de telle façon que les équations ( i ) se réduisent à: 

dxi -y- dx, -y 
df ~ A l ' df~ 

Supposons de p lus que 

(6) — + — = o 
' dx1 dx, 

L a situation du système dépend alors des trois quanti tés x x , x2 et t; on 

peut donc la représenter par la position d 'un point dans l 'espace; voici 

quel mode de représentation on peut adopter pour fixer les idées: 

Les coordonnées rectangulaires d u point représentatif seront: 

eXl cost, eXl sin£ et x2. 

De cette façon 

i ° . à tout système de valeurs des trois quanti tés x l t x 2 et t corres­

pondra un point de l 'espace; 

2°. à tout point de l 'espace correspondra un seul système de va­

leurs des quanti tés xx, x 2 , cos t , sin t, et par conséquent une seule situa­

tion du système si l 'on ne considère pas comme distinctes d e u x situations 

qui ne diffèrent que parce que t a augmenté d 'un certain nombre de 

périodes 27r; 

3° . si l 'on fait var ier t, (xx et x2 restant constants) le point re­

présentatif décri t une circonférence; 

4°. à la condition xx = x2 = o correspond le cercle g = o, a ; 3 + î / 2 = i; 

5°. à la condition — — c o correspond l ' axe des s. 

A toute solution des équations ( i ) correspondra une courbe décrite 

par le point représentatif. Si la solution est pér iodique, cette courbe 

est fermée. 

Considérons donc une courbe fermée G correspondant à une solution 

périodique. 

Formons les équations (2), ( 3 ) , (2') et ( 3 ' ) re la t ives à cette solution 

périodique et imaginons que l 'on ca lcule les quanti tés et correspondantes. 

Ces quantités sont a u nombre de deux , et en ve r tu de la relation 

(6) elles sont égales et de signe contraire. 
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D e u x cas peuvent se présenter: ou bien l eur carré est néga t i f et l a 

solution périodique est s table; ou bien leur carré est posit if et l a solu­

tion est instable. 

Plaçons-nous dans ce dernier cas et appelons + a et — a les d e u x 

valeurs de l 'exposant a; nous pourrons supposer alors que a est réel 

positif. 

Cela posé, les séries (4') seront développées suivant les puissances 

croissantes de AeaC et de Be~at', mais elles ne seront pas convergentes si 

A et B y entrent à l a fois; elles l e deviendront au contraire, si l 'on y 

fait soit A — o, soit B = o. 

Faisons d 'abord A = o ; alors les r¡ seront développés suivant les 

puissances de Bé~at; si donc t croît indéfiniment, yjl et % tendent simul­

tanément vers o . Les solutions correspondantes peuvent s 'appeler solu­

tions asymptotiques; car pour t = + 00, les rj et par conséquent les £ 

tendent vers o , ce qui veut dire que la solution asymptot ique se rapproche 

asymptot iquement de l a solution périodique considérée. 

Si on fait de même B = o, les r¡ sont développés suivant les puis­

sances de Aeal; ils tendent donc vers o quand t tend vers — 00. Ce 

sont donc encore des solutions asymptot iques. 

I l y a donc d e u x séries de solutions asymptotiques, l a première 

correspondant à t = + 00, l a seconde h t — — 00. Chacune d'elles 

contient une constante arbitraire, l a première B, l a seconde A. 

A chacune de ces séries de solutions asymptot iques correspondra une 

série de courbes se rapprochant asymptot iquement de la courbe fermée 

C et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L 'ensemble de ces 

courbes asymptot iques formera une surface asymptotiqae. I l y aura deux 

surfaces asymptot iques, l a première correspondant à t = + 00, la seconde 

à t — — 00. Ces d e u x surfaces iront passer par la courbe fermée G. 

Supposons que dans les équations (1) les X dépendent d 'un para­

mètre ¡x et que les fonctions X soient développables suivant les puissances 

de ce paramètre. 

Imaginons que pour ¡x = o, les exposants caractéristiques a soient 

tous distincts de tel le façon que ces exposants, étant définis par l 'équa­

tion G (a , /x) — o du paragraphe précédent, soient eux-mêmes dévelop­

pables suivant les puissances de /x. 

Supposons enfin qu'on ait, ainsi que nous venons de le dire, annulé 
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I l est à remarquer que les nombres h et p0 sont indépendants des entiers 

/9 et y. 

toutes les constantes A qui- correspondent à un a dont l a part ie réel le 

est négat ive ou nul le . 

Les séries (4') qui définissent les quantités 3^ dépendent alors de p. 

Je me propose d 'établir que ces séries peuvent être développées , non 

seulement suivant les puissances des A{e
a,t, mais encore suivant les puis­

sances de p. 

Considérons l ' inverse de l 'un des diviseurs (5) 

( y ^ + Sa/9 — a,.)-1. 

Je dis que cette expression peu t être développée suivant les puissances de p. 

Soient ax, a3, . . . , ak les h exposants caractéristiques dont l a partie 

réel le est positive et que nous sommes convenus de conserver. Chacun 

d 'eux est déve loppable su ivant les puissances de p. Soi t a\ l a va leur de 

cti pour p — o ; nous pourrons prendre p0 assez peti t pour que ai diffère 

aussi peu que nous voudrons de oc? quand |^i|</t 0 . Soit alors ~h une 

quantité positive p lus petite que la plus petite des parties réel les des k 

quantités ocj, al, . . . , al; nous pourrons prendre p0 assez petit pour que, 

quand \p \ < pt, les k exposants ax, oc2, . . . , a,, ait l eur partie réel le plus 

grande que h. 

L a partie réel le de y \¡—1 + Sa/9 — a¡ sera alors p lus g rande que 

h (si fit > o), de sorte qu 'on au ra : 

I ys/^ï + Sa/? — «< I > h. 

Ains i si \p \ < p0, l a fonction 

( r v / = T +Sa/5—a,-)"' 

reste uniforme, continue, finie et p lus petite en va l eu r absolue que ^ • 

Nous en conclurons d'après un théorème bien connu que cette fonc­

tion est développable suivant les puissances de p et que les coefficients 

d u développement sont p lus petits en va l eu r absolue que c e u x du dé­

veloppement de 
1 
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Nous avons écrit plus hau t : 

Ada mathematica. 13. Imprimé le 10 septembre 1SU0. 19 

I l y aurai t except ion dans le cas où j3t serait nul . L a partie réel le 

d u diviseur (5) pourrai t alors être plus petite que 7i et même être né­

gat ive. E l l e est é g a l en effet à la partie réel le de Soc/9 qui est positive, 

moins la partie réel le de a4 qu i est également posit ive et qui peut être 

p lus grande que celle de Sa/?, si $ est nul . 

Supposons que la partie réel le de a.t reste p lus petite qu 'un certain 

nombre \ tant que \/x\ < ti0. A l o r s si 

(7) 1 

l a partie réel le de (5) est certainement p lus grande que Ji; i l ne peut 

donc y avoir de difficulté que pour c e u x des diviseurs (5) pour lesquels 

l ' inégal i té (7) n 'a pas l ieu. 

Supposons maintenant que l a part ie imaginaire des quantités <xx, cc2, 

. . . , at reste constamment p lus petite en va leur absolue qu 'un certain 

nombre positif 7«2; si l 'on a alors : 

(8) • \ r \ > h j : f i + h 

l a partie imaginaire de (5) et par conséquent son module sera encore 

p lus grand que h; de tel le sorte qu ' i l ne peut y avoir de difficulté" que 

pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels aucune des inégali tés (7) et 

(8) n 'a l ieu. Mais ces diviseurs qui ne satisfont à aucune de ces inégali tés 

sont en nombre fini 

D'après une hypothèse que nous avons faite p lus haut , aucun d 'eux 

ne s'annule pour les va leurs de /x que nous considérons; nous pouvons 

donc prendre li et /x0 assez petits pour que l a va leur absolue de l 'un 

quelconque d'entre e u x reste p lus grand que h quand | /x ( reste p lus 

petit que /x0. 

A l o r s l ' inverse d 'un diviseur (5) quelconque est déve loppable suivant 

les puissances de n et les coefficients du développement sont p lus petits 

en va l eu r absolue que ceux de 

1 
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D'après nos hypothèses , G peut être développé suivant les puissances de 

p de tel le sorte que j e puis poser: 

G = TEp1, Ht = XEfSyftyfr . . . rjï-è^. 

Reprenons maintenant les équations (2") en y faisant: 

-*('-£)• 

Les seconds membres des équations (2") seront alors des séries conver­

gentes ordonnées selon les puissances de p, de yj1, r¡2, . . . et yjn. 

On en tirera les % sous l a forme de séries (4") convergentes et or­

données suivant les puissances de p., A,eait, A ie
eh/ , . . . , Ahe"*:. 

Des équations (2') nous tirerions d'autre par t les rj{ sous la forme 

de séries (4') ordonnées suivant les puissances de p, A ^ ' , A^e"4 , . . . , 

Ake"ki, eh'~l, e~~w~\ Chacun des termes de (4') est p lus peti t en va leur 

absolue que le te rme correspondant de (4") et comme les séries (4") 

convergent, i l en sera de m ê m e des séries (4'). 

§ l é . Solutions asymptotiqu.es des équations de la dynamique. 

Reprenons les équations (1) du § 1 1 

dxi dF diji dF 

^' dt diji dt d%i 

et les hypothèses faites à leur sujet au début de ce § 1 1 . 

Nous avons v u dans ce § 1 1 que ces équat ions admettent des solu­

tions périodiques et nous pouvons en conclure que p o u r v u que l 'un * des 

exposants caractérist iques a correspondants soit rée l , ces équations ad­

mettront aussi des solutions asymptotiques. 

A l a fin du paragraphe précédent, nous avons envisagé le cas où 

dans les équations (1) dudi t § 1 3 , les seconds membres X{ sont dévelop-

pables suivant les puissances de p, mais où les exposants caractéristiques 

restent distincts les uns des autres pour p — o. 

http://asymptotiqu.es
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Dans le cas des équations qui von t maintenant nous occuper, c'est à 

dire des équations ( i ) des §§ n et 1 4 , les seconds membres sont encore 

déve loppables selon les puissances de //.; mais tous les exposants carac­

téristiques sont nuls pour ¡1 == o. 

I l en résul te u n grand nombre de différences importantes. 

E n premier l i eu les exposants caractéristiques a ne sont pas dé­

veloppables su ivant les puissances de /x, mais suivant celles de sjjx (cf. 

§ 12) . D e même les fonctions que j ' a i appelées <piM au début du § 13 

(et qui , dans le cas part iculier des équations de la dynamique qui nous 

occupe ic i , ne sont autres que les fonctions $ et Ti clu § 12) sont dé­

ve loppables , non suivant les puissances de /x, mais suivant les puissances 

de yjjx. 

A l o r s dans les équations (2') ( d u § 1 3 : 

27 ~ B t 

le second m e m b r e IIt est développé suivant les puissances des r¡, de é^-1, 
e - t \ - i e £ ¿ e ^ ~ ^ n o n p a s ¿ j e jÀy 

O n en tirera les r¡t sous la forme des séries obtenues au paragraphe 

précédent 

et N et H seront développés suivant les puissances de \jjx. 

U n certain nombre de questions se pose alors na ture l lement : 

i ° . N o u s savons que N et H sont développables suivant les puis­

sances de sjjx; en est-il de même du quotient ^ ? 

2 0 . S ' i l en est ainsi, i l existe des séries ordonnées suivant les puis­

sances de s[¡x, des A ^ , de e^-1 et de e - ' ^ qui satisfont formellement a u x 

équat ions proposées; ces séries sont-elles convergentes? 

3 0 . S i elles ne sont pas convergentes, quel part i peut on en tirer 

pour le ca l cu l des solutions asymptot iques. 

N 
Je m e propose de démontrer que l 'on peu t développer — suivant 

les puissances de y£ et que par conséquent i l existe des séries ordonnées 

suivant les ptxissances de sjjx, des Ate
a'*, de e ' i = ï et de e~Wri qui satisfont 
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formel lement a u x équations ( i ) . On pourra i t en douter; en effet H est 

le produi t d 'un certain nombre des diviseurs (5) du paragraphe précédent. 

Tous ces diviseurs sont développables su ivant les puissances de ^ ; mais 

quelques-uns d'entre eux , ceux pour lesquels y est nul , s 'annulent avec 

jjj.. I l peu t donc arr iver que U s 'annule avec a et contienne en facteur 

une certaine puissance de sjjt- Si alors N ne contenait pas cette même 

N 

puissance en facteur, le quotient — se développera i t encore selon les puis­

sances croissantes de mais le développement commencerai t par des 

puissances négatives. 
Je dis qu ' i l n'en est pas ainsi et que le développement de ^ ne 

contient que des puissances positives de 

V o y o n s par que l mécanisme ces puissances négat ives de \JJt disparais­

sent. Posons: 

et considérons les x et les y comme des fonctions des variables t et w. 

I l importe avant d'aller plus lo in de faire la remarque suivante : 

pa rmi les 2ÎI exposants caractéristiques ce, d e u x sont nuls et les autres 

sont d e u x à d e u x é g a u x et de signe contraire. Nous ne conserverons 

que n — 1 au p lus de ces exposants en convenant de regarder comme 

nuls les coefficients A{ et les variables wt qu i correspondent a u x n - j - 1 

exposants rejetés. Nous ne conserverons que c e u x de ces exposants dont 

la part ie rée l le est positive. 

Cela posé, les équations (1) deviennent : 

. . dxi dxi dF 

( 2 ) â T + i L ^ s ^ W 

( o ) dt + Z . k

a * w * d i V k - dx; 

Cherchons, en par tant de ces équations, à développer les et les yt — n{t 

suivant les puissances croissantes de \Jp et des w de tel le façon que les 

coefficients soient des fonctions périodiques de t. 

Nous pouvons écr ire: 
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car nous avons v u au § 12 comment on peut développer les exposants 

caractéristiques suivant les puissances de 

Ecr ivons d'autre par t : 

p 

xt = ajj + œ\ y/Ji + ... = Sœf//.2, 

yt - M - y; + y) S/Jx + . . . = Xtf //, 

les et les #f étant des fonctions de £ et des w, périodiques par rapport 

à t et développables suivant les puissances de w. 

Si dans les équations (2) et ( 3 ) nous substituons ces valeurs à la 

place de ak, des xt et des yf; les d e u x membres de ces équations seront 

développés suivant les puissances de \JJx. 

Egalons dans les d e u x membres des équations (2) les coefficients de ¡12 , 

et dans les d e u x membres des équations ( 3 ) les coefficients de nous 

obtiendrons les équations suivantes : 

(4) 

M _i_ V a 1 » - P —Y d*F° X" 
dt +Z~t

a>w* dwk ~ l f LtdAâvf" 

où Z\ et Tf ne dépendent que de 

Xi , Xi , . . . , xf , 

Convenons, comme nous l 'avons fait p lus haut, de représenter par [Z7] 

l a va leur moyenne de U, si U est une fonction périodique de t. 

Des équations (4) nous pourrons alors déduire les suivantes: 

(5) 
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Supposons maintenant qu 'un ca lcu l préa lable nous ai t fait connaître: 

, v 0 O"1 wP ^ tP Pr^l 
*l i 3 "̂ i 3 • • * 3 ""i 3 i L i J » 
y?, yî, • • • , y?" 3 , yr1 - [ y r 1 ] -

Les équations (5) von t nous permettre de ca lcu ler [ . / f ] et [ f / f - 1 ] et par 
conséquent x\ et î / f _ 1 . Les équations (4) nous permett ront ensuite de 
déterminer 

—1>? + 1 ] et — [y? ] , 

de sorte que ce procédé nous fournira par récurrence tous les coefficients 
des développements de xt et de yt. 

L a seule difficulté est la détermination de [:rf] et [ y ? - 1 ] par les 
équations (5). 

Les fonctions [a#] et [ y ? - 1 ] sont développées suivant les puissances 
croissantes des to et nous allons calculer les divers termes de ces dé­
veloppements en commençant par les termes du degré le moins élevé. 

Pour cela nous al lons reprendre les notations du § 1 2 , c'est à dire 
que nous allons poser: 

d'K _no p t r d'Ft -i 
d-Xi dzk \_diji dijaJ 

(pour les va leurs nu l les de w). 
Si alors nous appelons Çt et ^ les coefficients de 

dans [a$] et [ y f - 1 ] , nous aurons pour déterminer ces coefficients les équa­
tions suivantes: 

(6) 
SiC?^^— S7]i= fit. 

Dans ces équations (6) Xt et /4 sont des quanti tés connues, parce qu'elles 
ne dépendent que de 

®i 1 %i ? • • • 3 $ > D"?]» 

file:///_diji
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ou des termes de [itf ] et [ y f - 1 ] dont le degré par rapport a u x w est p lu s 

peti t que : 

»»i + » * , + . . . + mn_x. 

D e plus nous avons posé pour abréger 

S = Btjotî + m^a] + . . . + «v^aJLi-

Nous avons donc pour le ca lcul des coefficients ^ et ^ un système d'équa­

tions linéaires. I l ne pourrai t y avoir de difficulté que si le déterminant 

de ces équations était n u l ; or ce déterminant est éga l à: 

s*[s* - ( « } ) 2 ] [ £ 2 - («lY] . . . [ s 2 - ( « L O 2 ] -

I l ne pourrait s 'annuler que pou r : 

S = o, S=±a], 
c'est à dire pour 

mi + m2 + . . . + wî„_i = o ou i . 

On ne pourrai t donc rencontrer de difficulté que dans le ca lcu l des termes 

du degré o ou i par rapport a u x w. 

Mais nous n 'avons pas à revenir sur le ca lcu l de ces termes; en effet 

nous avons appris à calculer les termes indépendants des w dans le § 1 1 

et les coefficients de 

M l ) » , » " - ) Wn-1 

dans le § 1 2 . 

Les termes indépendants des w ne sont en effet autre cbose que les 

séries (8) du § 1 1 et les coefficients de 

ne sont autre cbose que les séries S{ et Tt du § 1 2 . 

I l me reste à dire un mot des premières approximations. 

Nous donnerons a u x x\ des valeurs constantes qui ne sont autres 

que celles que nous avons désignées ainsi au § 1 1 . 

Nous aurons alors les équations suivantes: 
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(8) 

Ces équations (8) doivent servir à déterminer les y\ e t les x\ en fonc­

tions des ÎO. Peut-on satisfaire à ces équations en substi tuant à la place 

des y\ et des x\ des séries développées suivant les puissances des w? 

P o u r nous en rendre compte envisageons les équations différentielles 

suivantes: 

dt ~ 2-°«aî" 

(9) 
dx{ dé 

Ces équations différentielles où les fonctions inconnues sont les y\ et les 

x], admettront une solut ion périodique 

œ \ = °3 fi — ®i> 

toi étant la quantité désignée ainsi au § i r . 

Les exposants caractérist iques relatifs à cette solution périodique sont 

précisément les quanti tés a]. P a r m i ces quantités nous sommes convenus 

de ne conserver que celles dont l a part ie réel le est positive. Les équa­

tions (9) admettent u n système de solutions asymptot iques et i l est aisé 

de voi r que ces solutions se présentent sous la forme de séries développées 

suivant les puissances des w. Ces séries satisferont alors a u x équations 

(8). Ces équations peuven t donc être résolues. 

Dans F qui ne dépend que des xi} ces quantités doivent être remplacés 

par Xi. Dans Fx les xf sont remplacés par x\ et les yt par ntt. F^ 

devient alors -une fonction pér iodique de t dont la période est T. Nous 

désignerons par <p c o m m e dans les §§ 1 1 et 12 la v a l e u r moyenne de 

cette fonction pér iodique F1; <p est alors une fonction périodique et de 

période 27r par rappor t a u x y\. 

Les d e u x premières équations (7) montrent que les y\ et les x\ ne 

dépendent que des w. En égalant dans les deux dernières équations (7) 

les va leurs moyennes des d e u x membres, i l v ien t : 
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Les x\ et les y\ étant ainsi déterminés, le reste du ca lcul ne présente 

p lus comme nous l 'avons v u aucune difficulté. I l existe donc des séries 

ordonnées suivant les puissances de y^ , des 10 et de e*^'- 1 et qui satisfont 

formellement a u x équations ( i ) . 

Cela prouve que le développement de ^ ne débute j amais par une 

puissance négat ive de <JJi. 

Malheureusement les séries ainsi obtenues ne sont pas convergentes. 

Soit en effet: 
i 

\j— i y + — ai 

Si y n'est pas nul , cette expression est développable suivant les puissances 

de mais l e r ayon de convergence de l a série ainsi obtenue tend vers 

o quand tend vers o . 

Si donc on développe les diverses quantités — suivant les puissances 

de on pourra toujours parmi ces quantités, en t rouver une infinité 

pour lesquelles le r ayon de convergence du développement est aussi pet i t 

qu'on le veut . 

On pourrai t encore espérer, quelque invra isemblable que cela puisse 

paraître, qu ' i l n 'en est pas de même pour les développements des diverses 

quantités — ; mais nous verrons dans l a suite d'une façon rigoureuse qu' i l 

n'est pas ainsi en généra l ; i l faut donc renoncer à ce faible espoir et 

conclure que les séries que nous venons de former sont divergentes. 

Mais quoiqu'el les soient divergentes ne peut-on en tirer quelque par t i? 

/Considérons d 'abord la série suivante qui est p lus simple que celles 

que nous avons en v u e 

Cette série converge uniformément quand ji reste positif et que w reste 

p lus petit en va leur absolue qu 'un certain nombre positif io0 p lus petit 

que i . D e m ê m e la série: 

j]p IjJT ' — — 2̂  (i + n]îf 

converge uniformément . 
Acta maiheniutka. 12. Imprimé le 18 septembre 1890. 20 
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cPiN' 
et 

Ywïiv'ï . . . wïë''^-1 . \ P / = T ^ J T - , 

ces séries sont uniformément convergentes pourvu que les to restent in­

férieurs en va leur absolue à certaines limites et que \Jp reste réel. 

Si l 'on développe ~ suivant les puissances de \¡p, les séries (10') 

sont divergentes ainsi que nous l 'avons dit. Supposons qu'on négl ige 

dans le développement les termes où l 'exposant de yV/ est supérieur à p, 

on obtiendra une certaine fonction 

qui sera développable suivant les puissances des w, de e±h'-1 et qui sera 

un polynôme de degré p en \Jp. 

Si maintenant l 'on cherche à développer F(w, p) su ivant les puis­

sances de p, l a série à l aque l l e on est conduit 

(10) I # ( - » ) y 

ne converge pas. Si dans cette série on négl ige tous les termes où l 'ex­

posant de p est supérieur à p, on obtient une certaine fonction 

<Pv{w, p). 

I l est aisé de voir que l 'express ion: 

F(w, p)— 0p(w 

p" 

tend vers o quand p tend vers o par valeurs positives, de sorte que la 

série (10) représente asympto t iquement la fonction F(w, p) pour les 

petites va leurs de p de la môme manière que la série de STIRLING repré­

sente asymptot iquement la fonction eulérienne pour les grandes va leurs de x. 

Les séries divergentes que nous avons appris à former dans le présent 

paragraphe sont tout à fai t ana logues à l a série (10). 

Considérons en effet l 'une des séries: 
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On voi t alors que l 'expression 

155 

tend vers o quand [x tend vers o pas valeurs positives, et cela quelque 

grand que soit p. 

E n effet si l 'on désigne par Hp l 'ensemble des termes du développe-

et l a série d u second membre est uniformément convergente et tous ses 

termes tendent vers o quand /x tend vers o. 

On peut donc dire que les séries que nous avons obtenues dans le 

présent § 14 représentent les solutions asymptotiques pour les petites 

valeurs de /x de la même manière que la série de STERLING représente 

les fonctions eulériennes. 

O n s'en rendra d'ail leurs m i e u x compte de l a manière suivante; 

supposons deux degrés de l iberté seulement pour f ixer les idées; alors 

nous ne conserverons plus qu 'une seule des quantités w et nous pourrons 

écrire nos équations sous l a forme suivante: 

dx, , dxt d-F di/i , di/i dF 
-TT + aiv-y-—-j-, -fr + aw-j- — j -
dt dw di/i dt dw dxi 

en supprimant les indices d'à et de w devenus inutiles. 

Nous savons qu 'a est dével 'oppable suivant les puissances impaires 

de sjfi et par conséquent a 2 suivant les puissances de /x; inversement /x 

est développable suivant les puissances de a 2 ; nous pouvons remplacer ¡1 

par ce développement de sorte que F sera développé suivant les puis­

sances de a 2 . P o u r a = o, F se réduit à F0 qu i ne dépend que de x1 

et de o?2. 

la solution périodique qui nous sert de point de départ . Posons, comme 

au § 12 

ment de — où l 'exposant de sjp est au plus éga l à p, on a: 

Soi t : 

*i = ?i(t), ìli = M*) 

Vi = <pi{t) + Vi 
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nos équations deviendront: 

/ s à& i dii r-, dm dm TT 

Si et- Hi sont développés suivant les puissances des Çif des y]t et de a2; 
et les coefficients sont des fonctions périodiques de t. 

T - , dF 

Pour a = o, -7- et par conséquent ¿7; s'annulent; donc £ t est di-

visible par a 2 et je puis poser: 

^ = a s X 4 + a 2X; 2 V 

i 1 

a*Xt représentant l'ensemble des termes du premier degré par rapport aux 

£ et aux rj, et a2X'i représentant l'ensemble des termes de degré supérieur. 
dF 

De même, quand a est nul, -y- et par conséquent ne dépendent 

plus que des ^ et non des ^ . 

Je puis donc poser: 

Hi^Yi+Y'i + a'Qi + a'Ql, 

Yt + a2Qi représentant l'ensemble des termes du premier degré par rapport 

aux £ et rj, pendant que Y\ + a2Q't représentent l'ensemble des termes" 

de degré supérieur au premier. Je suppose en outre que Y{ et Y\ ne 

dépendent que de £j et de £ 2 . 

Posons 

= «Cj, £ 2 = aÇ2, 

Y{ deviendra divisible par a et Y\ par a 2 de sorte que je pourrai poser: 

Yi + a2Qi = aZi, Y'i + a 2 $ = o?Z\ 

et que nos équations deviendront: 

(12) 

âf + a w Ë , = aX* + aXî> 

^ + a w p = aZt+ a'Z'i. 
dt 1 dw 4 1 * 
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Considérons les équations: 

cKi 

(13) 

Ces équations sont l inéaires par rappor t a u x inconnues Q et ^ . E l les 

ne diffèrent pas des équations (2) du § 1 2 , sinon parce que ^ et ç 2 y 

sont remplacés par aÇx et aCr D 'après ce que nous avons v u au § 1 2 , 

l 'équat ion qui définit les exposants caractéristiques admet 4 racines, l 'une 

égale h -\- a, l 'autre à — « et les d e u x autres à o . 

A la première racine, c'est à dire à la racine + a, correspondra une 

solution des équations (2) du § 12 que nous avons appris à former dans 

ce § 12 et que nous avons écrite ainsi: 

Je rappel le que S¡ est nu l et par conséquent que Si est divisible par a. 

A l a seconde racine — a correspondra de même une autre solution 

des équations (2) et nous l 'écr irons: 

ïi^e-'Si, V i = e-alT¡. 

Enfin a u x d e u x racines o, correspondront deux solutions des équations 

(2) que nous écrirons: 

Ê- = S'-' Y)- = T'-' 

£« = Si" + atS¡', Vi=Tt" + atIÏ'. 

Ti, T'/, Ti", Si, Sf', St" sont des fonctions périodiques de t, comme St et TT. 

D e p lus S¡, S¡', S'/' seront comme Si divisibles par a. 

Posons alors: 

«Ci = + S'A + S',% + Si"0i} 

aC¡ = SA + S'A + S'2'63 + S'J'di, 

V L = TA + T'A + Ti% + T'i'd,, 

r/2 = T^di + T'A + T'a'&3 + Tï'di. 
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( H ) 

ddt . dd a n dff d-0 _ 

df + a W d Ù - a d i = a 0 » df + aWdfo + = 

de, , de, a , n

 d â i . M* n 

df + a w d ^ - a0± + a d - df + awlfa = a 0 f 

61, <92, 03 et 6>d sont des fonctions développées suivant les puissances de 

0X , â2, 03, 0à et a dont tous les termes sont du 2 a degré au moins par 

rappor t a u x 0, et dont les coefficients sont des fonctions périodiques de 

t. De plus les 0 do iven t être des fonctions périodiques de t et les termes 

du I E R degré en w dans 0X, 02, 03 et 0à doivent se réduire a w, o , o et o . 

Ces équations (14) sont analogues a u x équations (2') du § 1 3 . 

Cela posé, soit 0 une fonction qui, de même que 6 1 } Q%, 63 et (94, 

soit développée suivant les puissances de 01} 0<t, 0S, 0±, de a, e^-1 et e~iv~l 

et qui soit te l le que chacun de ses coefficients soit rée l positif et p lus 

grand en valeur absolue que le coefficient du terme correspondant dans 

@i> $ 2 1 ®s e* ®i 5 * o u s ^ e s termes de § seront d 'a i l leurs , comme ceux 

des 6t, du second degré au moins par rapport a u x 0. 

Observons que le nombre 

n\J— I 

« +* 
(où n est entier positif, négat i f ou nul , et où <p est entier positif et au 

moins éga l à 1) est toujours p lus grand en va leur absolue que 1, quels 

que soient d'ailleurs n, p et a. 

Formons alors les équat ions: 

(15) 0± = w + <P, 02 = 0 , 0S = 0, + 0, 0 , ^ 0 

qui sont analogues a u x équations (2") du § 1 3 . 

Des équations (14) on peut tirer les 0 sous l a forme de séries or­

données suivant les puissances de w et de e±h>=i et qu i sont analogues 

a u x séries (4') du § 1 3 . Des équations (15) on peu t t i rer les 0 sous la 

forme de séries ordonnées suivant les puissances des mêmes var iables et 

analogues a u x séries (4") du § 1 3 . Chacun des termes de ces dernières 

Les fonctions 0t ainsi définies joueront un rôle ana logue à celui des fonc­

tions rji du § 1 3 . Les équations (12) deviennent alors 
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séries est posit if et p lus grand en va leur absolue que le terme corres­

pondant des premières séries; si donc elles convergent, i l en est de même 

des séries tirées des équations (14) . 

Or i l est aisé de voir que l 'on peut t rouver un nombre w0 indé­

pendant de a, tel que si \w\<w0, les séries tirées de (15) convergent. 

I l en résulte que les séries ordonnées suivant les puissances de VJ 

et tirées de (14) convergent uniformément ' quelque petit que soit a et par 

conséquent que lque peti t que soit /i, ainsi que je l 'ai annoncé plus haut . 

N o u s possédons maintenant les 6 sous la forme de séries ordonnées 

suivant les puissances de w et de e±h'~u, les coefficients sont des fonctions 

connues de a. S i '"on développe chacun de ces coefficients suivant les 

puissances de a, on obtiendra les 6 développés suivant les puissances de 

a. Les séries ainsi obtenues sont divergentes, comme nous l 'avons v u 

plus hau t ; soient néanmoins: 

(16) dt = e \ + «e\ + «»$ + . . . + d?e\ + ... 

ces séries. 

Posons: 

H, = e, + e i ; R, = e, - eti H3 = es + e v = &é. 

Posons : 

(17 ) = $ + 0.6} + «»#+... + dP6l + oFUi 

en égalant 6f a u x j> + 1 premiers termes de l a série (16) plus un terme 

complémenta i re apu{. 

Si dans St on remplace les ^ par leurs développements ( 17 ) , les 

H t peuvent se développer suivant les puissances de a et on peut écrire : 

Ht - 61 + aG] + a20? + • • • + a'-'er1 + arUt, 

les 9] é tant indépendants de a pendant que Vf est développable su ivant 

les puissances de a. 

On aura alors les équations: 
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/ N. (hii dvi ddi T T 

dt div dw 1 

Voic i quel le est la forme de la fonction TJ^ les quantités 6\ peuvent être 

regardées comme des fonctions connues de t et de w, définies par les 

équations (18) et par l 'équation (20) que j ' é c r i r a i plus loin ; pendant que 

les ut restent les fonctions inconnues. A l o r s C/̂  est une fonction développée 

suivant les puissances de 10, de e±h'~l, de a et des ut. De plus tout 

terme d u cf degré par rapport a u x w{ est au moins du degré p[q— 1) 

par rapport à a. 

Soi t 17? ce que devient Z74 quand on y annule a et les %; on aura: 

(20) « ^ - [ 1 7 ] . 

Je puis ensuite, en posant: 

p u i s : 

Vx = Z7[ — щ, F 2 = Щ + щ, Vs = U's — щ, F 4 = TTit 

mettre les équations (19) sous l a forme: 

dn, , du. du , du. . T r -~ + aw ~j — au, —av., + aw - 7 -* + au = a V , 
dt ' dw 1 a' dt dw 3 i 

(21) 
dn, diK T r du , . , D V 4 ~XT 

dt dw 4 3 dt dw 4 

On voi t alors que les Vt ne contiennent que des termes du 2 d degré au 
moins par rappor t à w et a u x щ. 

En effet les ^ sont divisibles par w et se réduisent à № ou à о 
quand on y supprime les termes de degré supérieur au premier en w. 
I l en résulte d'abord que в\ est divisible par w2. D'autre part le second 
membre de l 'équation (17) ne contiendra que des termes du I e r degré au 
moins par rapport à w et u4. Donc в{ ne contient que des termes du 
2 a degré au moins par rappor t à w et a u x щ. I l en résulte que les 

et ensuite: 
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seuls termes d u i o r degré qui peuvent subsister dans TJ1, Z7 2 , Us et TIi 

se réduisent respect ivement à , — u2, w 4 et o. 

dSv 

D'ai l leurs w-r1- est divisible pa r w 2 ; donc les ne contiennent que 

des termes du 2 a degré au moins. 

0. Q. F. D . 

Des équations (21) on peut tirer les uL sous la forme de séries dé­

veloppées su ivant les puissances de w et de e±h'-'. E n appl iquant à ces 

équations le môme raisonnement q u ' a u x équations (14) on peut démontrer 

que ces séries convergent quand | w | < u\ et que la convergence reste 

uniforme que lque peti t que soit a. 

I l en est de môme pour les séries qui représentent , '-j— etc. 

I l résul te de là qu'on peut assigner une l imite supérieure indé­

pendante de a, à uif à ~ ' <~j~ï~ e * c -> pou rvu que \ w\ < w0. 

Mais j e v e u x démontrer maintenant que cela a encore l ieu pour 

toutes les va leurs positives de tv. 

Reprenons les équations: 

à%n âii-i TTI 
-7— + au< = i'i. 
dt 1 dm i 

U'{ peut être regardée comme une série développée suivant les puissances 

de a et des ut et dont les coefficients sont des fonctions de t et de tv. 

Je dis que cette série reste convergente quels que soient t et w pou rvu 

que a et les u{ soient assez petits. E n effet el le ne pourrai t cesser de 

converger que si la fonction: 

> * 9 » Vi » VU 

cessait d'être développable suivant les puissances de a, des vt et des v\ 

quand on y remplace cct par : 

4 + <*»} + a*cc? + . . . + o c P + I 4 4 1 + a>*lVi 

et yf par : 

ntt + y°t + oy , } .+ aV? + • • • + « + a?v'{, 
^.cta mathematim. 13. Imprimé le 23 septembre 1890. 21 
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\ U Í \ < W. 

ou, ce qui revient au môme, si l a fonction F pour une va leur quelconque 

de t ou de w (c'est à dire pour un système quelconque de va leurs de t, 

de y\ et de y'¡) cessait d'être déve loppable suivant les puissances de 

cr¡ — .r", et de y.¿ — n¡t — y'¡. Or i l est manifeste qu' i l n'en est pas ainsi. 

Je puis donc toujours t rouver une fonction 0 développée suivant 

les puissances de a et des «¿, mais dont les coefficients sont des constantes 

au l i eu d'être fonctions de t et de w comme ceux de TJ¡; et de plus 

m'ar ranger de tel le sorte que le coefficient d'un terme quelconque de 0 

soit réel positif et plus grand en va leur absolue que le coefficient cor­

respondant de U¡ ( ¿ = 1 , 2 , 3 , 4 ) , au moins pour les va leurs de t et 

de ÎV que j ' aura i à considérer. 

J 'ajouterai que, d'après la forme particulière des fonctions U'{, j e 

puis t rouver deux nombres réels positifs M et {3 tels que la fonction 0 

satisfasse à la condition que j e viens d'énoncer si j e prends: 

(¡) — + + v.¿ + iia + ii-4) _ 

1 —¡3a—i3a}'(iil + 11^ + w3 + 

Si je considère les va leurs de iv positives et inférieures à une certaine 

l imi te W, j e devrai prendre, pour satisfaire à cette condition, de nombres 

M et p d'autant plus grands que W sera plus grand; mais tant que W 

sera fini, les nombres M et j3 seront eux-mêmes finis. 

Soit maintenant tv1 une va l eu r positive de iv p lus petite que w0. 

D'après ce que nous avons v u plus haut, i l est possible d'assigner pour 

w — u\ une limite supérieure à , -u.2, u3 et ui; soit u0 cette limite, on 

aura donc 

\u{\ < u0 pour w — %vv 

Soit maintenant %i' une fonction définie par les conditions suivantes 

du' du' aMfóu' + 1) 
dt W dw 1 — /?« — 4¡3avu' ' 

u' — U0 pour IV — 

On aura manifestement pour toutes les valeurs de t et de w. 



§ 1 4 . Sur le problème des trois corps et les équations de la dynamique. 

Or on t rouve sans peine: 

ï - f r + ftaP I + An! jte « 

4 M 1 0 g i + 4 « . M [ U o ) ~ 1 S w, 
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4 M 

et pour a = o , on t rouve : 

i + 4«' 

i + 4«, 

' (w \iM 

ce qui montre que u' reste finie quand a tend vers o . 

Nous devons en conclure que les quantités u{ restent également 

finies quand a tend vers o . 

I l résulte de là que la série 

6\ + ad\ 4 - « V | + . . . 

représente l a fonction B% asymptotiquenient (c'est à dire à la façon de la-

série de STIRLING) ou en d'autres termes que l 'expression: 

Oi-(fi - a0\ - a% - . 
a?-1 

tend vers o avec a. E n effet cette expression est égale à: 

*{dï + «<) 

et nous venons de voir que 61 + reste fini quand a tend vers o . 

Mais ce n'est pas tout ; j e dis que ^ reste fini quand a tend vers o. 

Nous avons en effet: 

i- diik dw ( ' di 

d /diiA d /duA (dv.i\ _ ^ - s dpi duk , dl'i 

dt \dw J dw \dw ) \dio 

d TJ' d JJ1 

~du. e* dw S O r i * ^ 6 S ^ 0 Î 1 C ^ 0 B S ^e >̂ ^e w > ^ e a e ^ des u i ' i m a i s d'après 

ce que nous venons de voir , nous pouvons assigner a u x u{ des limites 

supérieures; nous pourrons donc en assigner également a u x et a u x — 4 . dvk 

Supposons par exemple que l 'on a i t : 

dJJ'i 

duk 

dVi 

dw 
< B (pour w < W), 

A et B étant deux nombres positifs. 
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D'autre part, nous savons qu'on peut assigner une l imite à ^ pour 

w — iv v 

Supposons par exemple que l 'on ai t : 

IIUA 

div 
< u'0 pour w = wv 

u'0 é tant un nombre positif. Soit ensuite u' une fonction définie comme 

i l suit: 

4 - aïo^- = au'(AA + W) + aB. dt div s / < > 

u — u0 pour io = wl 

O n aura manifestement: 

dn-j 

dio 
< u'. 

O r on voi t sans peine que n' ne dépend que de w et satisfait à l 'équation 

dw 

Donc it' est fini; donc ~ reste finie quand a tend vers o . Donc on a 

asymptotiquenient (en entendant ce mo t au même sens que plus haut) : 

dôi dâl . dt)\ 2 dôl , 
= —r* Gt ~r" Ct —|— . . . . 

dw dw dw dw 

On démontrerai t de même que l 'on a asymptotiquenient: 
dffi 

dt 

dvï 
dt i" + a + 

d% 

dw'1 dw* "+" dvj3 + 

V o i c i donc la conclusion finale à laque l le nous parvenons: 

Les séries: 

4 + y/M + L&\ + . . . , flit + y<° + + jxy\ + . . . 
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définies dans ce paragraphe sont divergentes, mais elles jouissent de la 

même propriété que la série de STIRLING de telle sorte qu'on a asympto­

tiquenient: 

= A + y/fi!»} + IJXÌ + • • •, 

y< = ntt + fi + yfîiyï + imi 

De plus si B est un signe quelconque de différentiation, c'est à dire si 

l'on pose: 

Bf= - '-
dthdw?dw£ . . . dwl" 

on aura encore asymptotiquenient: 

BXÌ = Bx\ + + /iBxl + . . . , 

Bij, = D(ntt + yl) + sJJxBy) + i,.Bij\ + .... 

En ce qui concerne l'étude des séries analogues à celles de STIRLING je 

renverrai au § i d'un mémoire que j'ai publié dans les À c t a mathe­

mat ica (tome 8, page 295). 
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D e u x i è m e p a r t i e . 

Equations de la dynamique et problème des n corps. 

C H A P I T R E I. 

Etude du cas où il n'y a que deux degrés de liberté. 

§ 15. Représentations géométriques diverses. 

Reprenons les équations (i) du § n 

(0 

dxl dF dx3 _ dF 

df = 
dVi' dt 

dllt _ dF dih _ dF 

dt dxy ' dt dx.2 

Nous nous bornerons au cas le p lus simple qui est celui où i l . n ' y a 

que d e u x degrés de l iber té ; j e n'ai pas à m'occuper en effet de celui où 

i l n 'y a qu 'un degré de l iberté, car les équations de l a dynamique 

s'intègrent alors aisément par de simples quadratures. 

Nous supposerons donc que la fonction F ne dépend que de quatre 

var iables x1, x2, y1, yr Nous supposerons de plus que cette fonction est 

uniforme par rapport à ces quatre variables et périodique de période ITZ 

par rapport à y1 et à y2. 

L a situation du système est donc définie par les quatre quantités 

, x2, yx, y2, mais cette situation ne change pas quand yx ou y2 aug­

mente de 27r ou d'un mul t ip le de 2TZ. E n d'autres termes, et pour re­

prendre le langage du chapitre I E R , xl et x3 sont des var iables linéaires, 

pendant que y1 et y2 sont des var iables angulaires. 
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Nous connaissons une intégrale des équations (2) qui est la su ivante : 

(2) F{xx , x 2 , y x , y,) = 0, 

C désignant l a constante des forces vives . Si cette constante est regardée 

comme une des données de l a question, les quatre quantités x et y ne 

sont p lus indépendantes; elles sont liées par la relation (2). I l suffira 

donc, pour déterminer la situation du système, de se donner arbitraire­

ment trois de ces quatre quantités. I l devient possible, par conséquent, 

de représenter la situation d u système par la position d'un point P dans 

l 'espace. 

I l pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre 

var iables x et y soient soumises, non seulement à l 'égal i té (2), mais à une 

ou plusieurs inégali tés: 

( 3 ) Fifo ?/,) > o, FaC35! » a \ > Vi > Vi) > ° -

Supposons par exemple pour fixer les idées que les inégali tés ( 3 ) 

s 'écrivent: 
a > xx > b, 

et que l 'égali té (2) soit telle que lorsque xx satisfait à ces inégalités, on 

puisse t irer de l a relation (2) la quatrième var iable x2 en fonction uni­

forme des trois autres xx, yl et y.2. 

Nous pouvons alors représenter la situation du système par un point 

dont les coordonnées rectangulaires seront: 

X = COSÍ/JO + cosy^cj?! + d)], Y= s ini /^i + cosy,J(cx1 + d)\ . 

Z = siuT/^tffljj + d), 

c et d étant deux nouvel les constantes positives tel les que 

ca 4- d < 1 ; cb + d > o. 

I l est c lair en effet qu'à toute situation du système, c'est à dire à tout 

système de valeurs de xx, yx et y2 satisfaisant a u x conditions: 

0, > Xx > b , 27T > yi > O , 27T > yi > o 
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( i - s/x^rrf + Z 2 = (ci + d)\ 

( i — V/X* + Y ' ) 2 + = (ca + fO2-

E t réciproquement , à tout point de l 'espace 'compris entre ces deux tores 

correspond un système de va leurs de xx, yx et y2 et un seul, satisfaisant 

a u x inégal i tés précédentes. 

I l peut se faire que les inégali tés ( 3 ) ne s'écrivent plus a > xx > b; 

mais que cependant ces inégalités, jointes à la relat ion ( 2 ) entraînent 

comme conséquence 
a > xx > b. 

Si de plus x2 est encore fonction uniforme des trois autres variables, le 

même mode de représentation géométr ique est encore applicable. 

Nous pouvons nous placer dans un cas plus général encore: 

Supposons que l 'on puisse t rouver une var iab le auxi l ia i re ¿7, jouissant 

de la propriété suivante. Si xx, x2, yx et y2 satisfont à la fois à l 'égalité 

( 2 ) et a u x inégali tés ( 3 ) , on pourra expr imer xx et x2 en fonctions uni­

formes de £, de yx et de y2. De plus, en ve r tu des inégali tés ( 3 ) , £ ne 

peut devenir infinie et reste comprise entre certaines l imites de tel le façon 

que l 'on a comme conséquence de ( 2 ) et de ( 3 ) 

a > ç > b. 

Nous pourrons alors définir complè tement la situation du système 

en nous donnant les trois var iables Ç, yx et y2, et l a représenter par un 

point P dont les coordonnées rectangulaires seront: 

X = c o s y ^ i + coay s ( f£ + d)], Y = s i n y ^ i + cosy 2 ( cç + d)], 

Z = amy3(c$ + d) 

avec les conditions: 

c > o , ca + d < 1 , cb + d > o. 

On voi t alors, comme dans le cas précédent, qu 'à toute situation du 

système correspond un point de l 'espace et un seul compris entre les deux 

correspond \m point de l 'espace et un seul, compris entre lés d e u x tores: 
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torea ( 4 ) , et réciproquement, qu 'à tout point compris entre ces deux tores 

ne peut correspondre p lus d'une situation du système. 

I l peut se faire que pour xx = a, (ou plus généralement pour Ç= à) 

l a situation du système reste l a môme quelle que soit l a va leur attr ibuée 

à yr Nous en verrons dans la suite des exemples . C'est ainsi qu'en 

coordonnées polaires, i l faut en généra l pour définir l a position d'un point 

se donner les deux coordonnées p et <y, mais que si on suppose p — o, 

on retrouve toujours le môme point, à savoir le pôle, quel que soit w. 

Dans ce cas on choisira les constantes c et d de telle façon que 

ca + d — o. 

L e second des d e u x tores ( 4 ) se réduit alors à un cercle: 

Z = o , Z 2 + r 3 = i . 

E n chacun des points de ce cercle y2 est indéterminé; mais néanmoins, 

comme pour £ = a l a situation du système ne dépend pas de y.2, à chaque 

point du cercle correspond une situation du système et une seule. 

On peut dire alors qu 'à toute situation du système correspond un 

point de l'espace intérieur au premier des d e u x tores ( 4 ) et que réci­

proquement, à un point intérieur de ce tore ne peut correspondre qu 'une 

seule situation du système. 

J 'envisagerai encore un autre cas. 

Imaginons qu'en ver tu des inégali tés ( 3 ) , £ puisse prendre toutes les 

valeurs positives, de tel le sorte q u e : 

a — o , b = + 00. 

Supposons que pour £ = o la situation du système ne dépende pas 

de y2 et que pour £ = 00, cette situation ne dépende pas de yx. 

Nous pourrons alors représenter l a situation par un point dont les 

coordonnées rectangulaires seront: 

X = cosy^™**, Y = s\mj1e^osv% Z = £s in t / 2 . 

P o u r £ — o i l vient (quel que soit y2) 

X = COSÍ/J, Y = sinz/j, Z — o . 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 23 septembre 1890. 22 
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L e point représentatif se t rouve sur le cercle 

X 2 + F 2 = i , Z=o 

et sa position ne dépend pas de y%; cela n'a pas d' inconvénient puisque 

par hypothèse la situation du système pour £ = o ne dépend pas non 

plus de yr 

Pour £ = c o , on t rouve pourvu que cosy 2 soit négatif : 

X — Y = o, Z — s i n y 2 . 

Le point représentatif se t rouve alors sur l ' axe des Z et sa position ne 

dépend pas de yv mais pour f = c o , l a situation du système ne dépend 

pas non plus de yr 

L e mode de représentation adopté est donc légi t ime. 

Ce qui précède a besoin d'être appuyé de quelques exemples. Je 

n'en traiterai ici que trois. 

L e premier de ces exemples est le plus important parce que c'est 

un cas part iculier du prob lème des trois corps. Imaginons deux corps, 

le premier de grande masse, le second de masse finie, mais très petite 

et supposons que ces d e u x corps décrivent autour de leur centre de gra­

vité commun une circonférence d'un mouvement uniforme. Considérons 

ensuite un troisième corps .de masse infiniment petite, de façon que son 

mouvement soit t roublé par l 'attraction des deux premiers corps, mais 

qu ' i l ne puisse pas t roubler l 'orbite de ces deux premiers corps. Bornons-

nous de plus au cas où ce troisième corps se meu t dans le plan des 

deux circonférences décrites par les deux premières masses. 

T e l est le cas d'une petite planète se mouvan t sous l 'influence du 

soleil et de Jupiter quand on négl ige l 'excentricité de Jupi ter et l 'incli­

naison des orbites. 

T e l est encore le cas de l a lune se mouvan t sous l 'influence du soleil 

et de la terre quand on nég l ige l 'excentricité de l 'orbite terrestre et l'in­

clinaison de l 'orbite lunaire sur l 'écliptique. 

Nous définirons la position du troisième corps par ses éléments 

osculateurs à un instant donné et nous écrirons les équations du mouve­

ment en adoptant les notations de M. TISSERAND dans sa Note des C o m p ­

t e s r e n d u s du 31 janvier 1 8 8 7 : 
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(5) 

dL dli dl _ dR 

dt ~ dl ' dt ~~ d~Z' 

da dR dg _ dR 

df ~ dg ' dt dG' 

Je désigne par a, e et n le grand axe oscillateur, l 'excentrici té et le 

moyen mouvement de la troisième masse; j ' appe l l e l l 'anomalie moyenne 

de cette troisième masse et g la longi tude de son périhélie. 

Je pose ensuite: 

L = y/a, G = \Ja(i—e'2). 

Je choisis les unités de tel le façon que la constante de GAUSS soit égale 

à i , que le moyen mouvement de la seconde masse soit éga l à i et que 

la longi tude de cette seconde masse soit éga le à t. 

Dans ces conditions, l ' angle sous lequel la distance des deux der­

nières masses est vue de la première ne diffère de l + g— t que par une 

fonction périodique de l de période 2jr. 

L a fonction B est la fonction perturbatrice ordinaire augmentée de 

— = . Cette fonction ne dépend que de L, de G, de / et de l + g — t; 

car la distance de la seconde masse à la première est constante et la 

distance de l a troisième à la première ne dépend que de L , G et l. 

Cette fonction est d'ailleurs périodique de période 2 - tant par rapport à 

l que par rappor t à l + g — t. 

On conclut de l à que l 'on a: 

dR dR _ 

ltt+dg~~~ ° 

et que les équations (5) admettent comme intégrale : 

B + G = const. 

Nous allons chercher à ramener les équations (5) à la forme des 

équations (1 ) . P o u r cela nous n 'avons qu'à poser: 

xx — G, x,i = L, 

F(xx ,xi,y1,yi) = B + G, 
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et les équations (5) reprennent l a forme: 

. . dxi dF diji dF 
W df^dyi' dT~ dxi 

L a fonction F dépend d'un paramètre très petit /j. qui est la masse du 

second corps et nous pouvons écr i re : 

F=F0 +pF1. 

F est périodique par rapport à y1 et y3 qui sont des variables angulaires , 

tandis que xx et x2 sont des var iables linéaires. Si l 'on fait p. — o , F 

se réduit à F' e t : 
0 

F = 1 • -
0 2a 

1 2X\ 

ne dépend plus que des var iables linéaires. 

I l résulte de la définition m ê m e de L et de G en fonctions de a et 

e que l 'on doit avoi r : 

L2 > G* ou x\ > x\, 

ce qui montre que xx peut var ier depuis — x2 jusqu 'à + # 2 • 

Si l 'on suppose xx — + # 3j l 'excentr ici té est nu l le ; i l en résul te que 

l a fonction perturbatrice et la situation du système ne dépendent p lus 

que de l a différence de longi tude des d e u x petites masses, c'est à dire de : 

O n en déduit : 

d 'où: 

(6) 

dF _dF 
dlJi ~~ dV* ' 

d(xt — IB2) 

dt ~~ 

d'où l 'on conclurait (puisque l a va leur initiale de xx — a>2 est supposée 

nul le) que xx doit rester constamment éga l à x2; mais ce n'est l à pour 

les équations (1) qu'une solution singulière qui doit être rejetée. E n ce 

qui concerne les solutions ^particulières» que nous devons conserver, 
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l 'équat ion (6) signifie s implement que quand xx — x2 atteint l a va leur o, 

cette va l eu r est un m a x i m u m , ce qui est d 'ai l leurs une conséquence de 

l ' inégal i té x\ > x\. 

Si nous supposons maintenant xa == — xx, l 'excentrici té sera encore 

nul le , mais le mouvement sera rétrograde" (il l'est toutes les fois que xx 

et x2 ne sont pas de même signe); alors F et l a situation du système ne 

dépendent p lus que de l ' angle : 

— l + g — t = y1 — y„, 

ce qui donne: 

dF dF _ 

d V i d V , ~~ 

Je vais maintenant traiter l a question suivante: 

T rouve r une var iab le £ tel le que si xx, x2, yx , y2 satisfont a u x éga­

lités et inégalités (2) et ( 3 ) (qui dans le cas qui nous occupe se réduisent à 

F=C, x\> x\) 

ces quatre quantités peuvent s 'exprimer en fonctions uniformes de Ç,yx e t y 3 . 

Je traiterai d 'abord la question dans le cas où JX — o et où 

•F = - F . = 4 ? + * r 
" « ( ' 2 

Envisageons un plan et dans ce plan un point dont les coordonnées 

sont: 

X = xx ~— C, Y X2* 

A l o r s les égal i tés et inégalités (2) et ( 3 ) s 'écrivent: 

X + ^ = o , Y>X+c>—Y. 

Construisons la courbe: 

et les d e u x droites: 

X + e = ± Y. 
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L e passage de la f igure 4 à la figure 5 se fait quand la droite CD 

devenant tangente à l a courbe, les d e u x points G et D se confondent. 

Cela a l ieu pour : 

0 = 5 , X = — - , Z = 1. 
2 ' 2 ' 

Nous nous supposerons dans ce qui v a suivre placés dans le cas de 

la figure 4 et nous envisagerons seulement l 'arc ut i le BG; c'est en effet 

le cas le plus intéressant au point de v u e des applications. 

Posons: 
f. a;2 — ÎB1 L — G _ 

^ ~~ x2 + xx ~ L + G ' 

on voi t que £ s'annule au point G et devient infini au point B et que 

quand on parcour t l 'arc BG depuis G jusqu 'en B, on voi t £ croître 

constamment depuis o jusqu 'à + c o . Si donc on se donne £, le point 

correspondant de l 'arc BC sera entièrement déterminé, ce qui revient à 

dire que xx et x% sont fonctions uniformes de £. 

Ces droites et cette courbe peuvent être dans deux situations diffé­

rentes, représentées par les figures 4 et 5 . 

Chacune des d e u x figures devrait se composer de deux moitiés sy­

métriques par rapport à l ' axe des x, mais nous n 'avons représenté que 

la moitié qui est au-dessus de cet axe . Dans le cas de la figure 4 , la 

courbe nous offre d e u x arcs utiles BC et DJE pendant que les arcs AB 

et CD doivent être rejetés à cause de l ' inégal i té Z 2 > ( X + c ) 2 . Dans 

le cas de la figure 5 , i l n 'y a qu'un arc ut i le BG et l 'arc AB doit 

être rejeté. 

Fig. 4. Kg- S-
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Qu'arrivera-t-i l maintenant si (x n'est plus nul , mais seulement très 

petit? 

Faisons encore 

« 2 + »i 

et voyons si en tenant compte des relations 

(7) F = G, £ > o, x2> o , 1 

xx et x2 seront encore fonctions uniformes de f, de yx et de y2. P o u r 

qu ' i l cessât d'en être ainsi, i l faudrai t que le déterminant fonctionnel: 

H?, F) 

s'annulât pour un système de va leurs satisfaisant a u x conditions (7). Or 

cela n 'arr ivera pas si /x est assez peti t et si G est assez différent de - . 

Dans la p lupar t des applications, ces conditions seront rempl ies ; 

nous pourrons donc prendre £ comme var iable indépendante; cette va­

r iable sera essentiell émeut positive et xx et x2 seront fonctions uniformes 

de Ç,y1 et yr 

Toutefois pour trouver le mode de représentation géométr ique le 

plus convenable, i l faut encore faire un changement de variables. Posons: 

Xi — Xi -f- x.î} x% = Xi x2, 

y i = l (2/1 + VÙ, y'i = ~ (jfi—y9). 

A p r è s ce changement de variables , les équations conserveront l a 

forme canonique: 
dx[ _ dF dy[ _ dF 

dT ~~ dy[ ' dt 

dx'% __ dF dy't dF 

dt ~~ dy't' dt dx!ï 

1 On voit aisément pourquoi j'écris cette dernière relation; Tare BG comme on le 

voit sur la figure est tout entier au-dessus de l'axe des X , ce qui entraîne l'inégalité 

* 2 > O; il est clair que cette inégalité subsistera encore pour les valeurs suffisamment 

petites de p.. 
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O n voi t que y[ et y'2 sont encore des variables angulaires; quand en 

effet y[ ou y'2 augmente d'un mult iple de 2TT , yx et ?/2 augmentent aussi d'un 

mul t ip le de 2jr et par conséquent la situation du système ne change pas. 

Mais i l y a p lus ; quand on change simultanément y\ et y2 en y[ + TC 

et y'2-\-7c,y2 ne change pas et yx augmente de 27t. L a situation du 

système ne change donc pas. 

C e l a posé nous représenterons l a situation du système par le point 

de l 'espace qui a pour coordonnées rec tangula i res : 

X = co&y[é™sy\ Y = smy[e^0S,J\ Z= £ sinyj. 

P o u r £ — o l a situation du système ne dépend pas de y'2 et i l en est de 

môme du point représentatif qui est alors sur le cercle 

X 2 + Y2 = 1, Z=o. 

P o u r £ = 00, la situation du système ne dépend pas de y[ et i l en 

est de m ê m e d u point représentatif qui est alors sur l ' axe des Z si cos y2 

est négat i f et à l'infini si cosy!2 est positif. 

A chaque point de l 'espace correspond donc une situation du sys­

tème et une seule ; réciproquement, à chaque situation du système corres­

pondent, non pas un, mais deux points de l 'espace et en effet a u x d e u x 

systèmes de valeurs (x[, x'2, y[, y'2) et (x[, x'2, y[ + TC , y2 + TC) corres­

pondent d e u x points différents de l 'espace, mais une seule situation du 

système. 

Les équations (r) admettent les invariants in tégraux : 

f(dxxdyx + dx2dy2) = f {dx'xdy[ + dx'2dy'2) 
et 

J dxxdyxdx2dy% = j* dx\dy\dx'2dy'2. 

Si ' nous transformons cet invariant par les règles exposées dans le 

§ 7 nous verrons que: 

,dF ,'dF~ / / ,dF , dF\ 

est encore un invariant intégral . 
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Comme £ est essentiellement positif, l a quantité sous le signe J" est 

de même signe que: 

,dF ,dF dF dF 

Or pour p, = o, on t rouve : 

dF dF _ _ i _ 

^ dxt

 + X* dxt ~~ X l x\ ' 

Si nous nous supposons placés dans le cas de la figure 4 et sur l 'arc 

BG, nous devons supposer: 

G > | , x\ < %\ , O < x3 < 1 , 

d'où l 'on t i re : 

x i ~ I = 3 » ! — 2 O < — 2 . | = 3 ( 3 — 1 ) < O . 

Ains i ajj ^ + £ 2 ^ est toujours néga t i f quand ^ est nu l . I l en 

sera encore de même quand /1 cessera d'être nul , pou rvu que G soit assez 

différent de - . 
2 

Dans ces conditions l ' in tégra le : 

«[•dXdYdZ 

est un invariant positif. 

P o u r p = o, les équations (5) s 'intègrent aisément comme on le sait 

et on t rouve : 

L — const., G = const., g = const., I = nt -f- const. 

Les solutions ainsi obtenues sont représentées dans le mode de repré­

sentation géométr ique adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires 

sont fermées toutes les fois que le moyen mouvement 11 est un nombre 

Aeta matliematica. 13. Imprimé lu 2 octobro 1890. 23 
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coinmensurable. E l l e s sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont 

pour équation générale 
? = const. 

et qui sont par conséquent des surfaces de révolut ion fermées analogues 

à des tores. 

Nous verrons dans la suite comment ces résul tats sont modifiés quand 

p n'est plus nul . 

Comme second exemple , j e reprends l 'équat ion dont j ' a i déjà par lé 

à l a fin du § I I 

±£ + n'p + mp* = pB, 

B étant une fonction de p et de t, holomorpne par rappor t à p et 

s 'annulant avec p et pér iodique par rapport à t. Cette équation peut 

s'écrire en reprenant les notations du paragraphe ci té: 

dp _dF da dF d$ _ dF 

d t ~ d 7 ' dl~~ dp~' dt ~~ dfj ' dt~~ dÇ 

avec : 

§ = < " ' - T + ¥ + = f - ' - " / ^ . 9 * + ï 

Posons: 

a = \Jn cos y1, p = 4 = y2^ sin yx. 

Les équations conserveront l a forme canonique des équations de la dyna­

mique et la fonction F dépendra de deux variables-l inéaires xx et TJ et de 

deux var iables angulaires yx et £. 

On voi t aisément que quand on se donne la constante des forces 

v ives C,x1,y1 et £, l a quatr ième var iable TJ est entièrement déterminée; 

on a en effet: 

y — G — nxx — s i n 2 ^ + pjB(p , Ç)dp. 

Pour xx = o, la situation du système ne dépend pas de yv Nous 
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pouvons donc adopter pour représenter cette situation le point dont les 

coordonnées sont: 

X = cos C0S,Jl, T= sin & f 1 c o s ,Jl, Z = xx sin ff1. 

A chaque situation du système correspond ainsi un point de l 'espace 

et inversement. I l faut excepter les points à l 'infini et les points de l ' axe 

des Z qui nous donneraient xx = c o et par conséquent un résultat illusoire. 

Comme troisième exemple , envisageons un point mobi le pesant se 

mouvan t sur une surface parfaitement polie et dans le voisinage d'une 

position d 'équil ibre stable. 

Prenons pour origine le point le p lus bas de l a surface; pour p lan 

des xy le "plan tangent qui sera horizontal ; pour axes des x et des y les 

axes de l ' indicatrice de façon que l 'équation de la surface s'écrive: 

— + ^ r + /xœ(x,y), 

f (x, y) étant un ensemble des termes d u 3 M E degré au moins en x et en 

y et [x un coefficient très petit . 

Nous aurons alors en appelant x' et y' les projections de l a vitesse 

sur les axes des x et des y 

F = T + 2 + 9 * ' 

dx_dF dy_dF <M _ dtf _ _dF 

dt dx' ' dt dy' ' dt dx ' dt dy 

Changeons de variables en posant: 

x = cos y , x' = SJ2X, y/ga ânyv 

yjga 

y = cos yv y' = ^/57 ygbwa. y 3. 

Les équations différentielles conserveront la forme canonique des équa­

tions de la dynamique. L 'équat ion des forces v ives s'écrit: 

vV '̂x + y/gin, + W f e i^ î l ' i ) y») = c > 
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Faisons maintenant x2 — £xx ; le rapport £ sera essentiellement po­

sitif. L 'équat ion des forces v ives devient : 

(9) a>iWgâ + + W 0 i , $»i, yx, y,) = G. 

L a dérivée du premier membre de (9) par rapport à xx s 'écrit: 

E n ver tu des inégal i tés (8), cette expression est toujours positive, ce qui 

montre que l 'on peu t t i rer de l 'équation (9) xx en fonction uniforme de 

ç , y1 et y2, et par conséquent que la situation du système est complète­

ment définie par les trois variables yl, y3 et £. 

Pour £ = o l a situation ne dépend pas de y1} pour £ = c o elle ne 

dépend pas de yr 

Nous représenterons donc cette situation par le point : 

X = cos y./cos *, T = sin y2 e î e o s y>, Z = Ç sin yv 

A chaque point de l 'espace correspondra ainsi une situation du sys­

tème et réciproquement. 

Les exemples qui précèdent suffiront, j e pense, pour faire comprendre 

l ' importance du prob lème qui va nous occuper dans ce chapitre et la 

façon dont on peu t var ier les modes de représentation géométrique. 

<p désignant l a m ê m e fonction que plus haut, mais transformée par le 

changement de var iables . C o m m e , xx et x2 sont essentiellement positifs 

(ainsi d'ailleurs que les coefficients a et b), l 'équation des forces v ives 

montre que ces d e u x quantités restent toujours inférieures à une certaine 

limite. D'après l a définition de la fonction <p cette fonction s'annule avec 

#1 et r 2 , et i l en est encore de même de ses dérivées partielles du I E R 

ordre. Nous en conclurons que /j. étant très petit, l a fonction f±<p et ses 

dérivées du I E R ordre ne pourront jamais dépasser une certaine limite 

supérieure très petite. Nous pouvons donc écrire: 
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C H A P I T R E I I . 

Etude des surfaces asymptotiques. 

§ 16. Exposé du problème. 

Reprenons les équations de l a dynamique en supposant d e u x degrés 

de l iberté seulement, et par conséquent quatre variables x 1 , x i , y 1 et yr 

D'après ce que nous avons v u a u x § 14 ces équations admettent certaines 

solutions particulières remarquables que nous avons appelées asymptot iques. 

Chacune de ces solutions asymptot iques est représentée, dans le système 

de représentation géométr ique exposé au paragraphe précédent, par cer­

taines courbes trajectoires. L 'ensemble de ces courbes engendrent certaines 

surfaces que nous pouvons appeler surfaces asymptotiques et que nous 

nous proposons d'étudier. 

Ces solutions asymptotiques peuven t se mettre sous la forme suivante: 

x i = M* > w \ x * = f<kl > «0> Vi = M + » W)> 

y s = »M + <Pi{t, «>), 

w étant éga l à Aeat, et A étant une constante arbitraire. D e p lus <px, 

<p2, <pz et ç>i sont (par rappor t à t , w étant regardé un instant comme 

une constante) des fonctions périodiques de période T et nYT et n%T 

sont des mult iples de 27t. 

Si entre les équations (1) on él imine t et w, i l v iendra : 

(2) v»i = , ya), %3 = f2{yl, y,) 

et ces équations peuvent être regardées comme définissant nos surfaces 

asymptotiques. Nous avons v u ensuite que si l 'on cherche à développer 

?!•>?%•> ?n
 e * f i suivant les puissances de ^ , on arrive à des séries qu i 

sont divergentes, mais que ces séries représentent néanmoins asymptotique-

ment ces fonctions lorsque /j. est très petit. 

Je rappel le que j e conviens de dire que l a série 

A0 + Axx + ... + Apx
p + . . . 
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représente asymptot iquement la fonction F(x) pour x très petit, quand 

on a: 
,. F (te) — An — À,x — . . . — ApXP 

l i r a — — - - - - - - — = o pour x = o . 

J 'ai étudié dans les A c t a m a t h e m a t i c a , tome 8 , les propriétés des 

séries divergentes qu i représentent asymptot iquement certaines fonctions 

et j ' a i reconnu que les règles ordinaires du ca l cu l sont applicables à 

ces séries. Une égal i té asymptot ique, c'est à dire une égal i té entre une 

série divergente et une fonction qu 'e l le représente asymptot iquement , 

peu t subir toutes les opérations ordinaires du ca lcul , à l 'except ion de la 

différenti ation. 

Soient donc 

(Tx{t , w , v/fi) , 0 $ , w , ^IJI) , ot(t ,w,$), 0 $ , w , 

les séries divergentes ordonnées suivant les puissances de ^ qui repré­

sentent asymptot iquement <px, <p2, <p^, f±. 

Nous aurons alors les quat re égali tés asymptot iques : 

( 3 ) 

P i = n j + <r3(t, w , s/p), ya = %t + ^(t, w , fa). 

Nous pourrons é l iminer t et w entre ces égali tés d'après les règles ordi­

naires du ca lcul et nous obtiendrons ainsi d e u x nouvel les égali tés asymp­

totiques : 

( 4 ) » 1 = «x(ya , 2 / 2 > ^ ) » ^2 = S 2 ^ 1 > V2 > \fà> 

où 5j et s 2 sont des séries divergentes ordonnées suivant les puissances 

de \JJj. et dont les coefficients sont des fonctions de yl et de yr 

E n général , i l n 'est pas permis de différentier une égal i té asymp­

tot ique; mais nous avons démontré directement à l a fin du § 1 4 que 

dans le cas part iculier qu i nous occupe, on peut différentier autant de 

fois que l 'on veu t les égal i tés ( 3 ) , tant par rapport à t que par rappor t à 10. 

Nous pouvons en conclure qu ' i l est permis éga lement de différentier 

les égali tés ( 4 ) autant de fois qu'on veut par rapport à yx et à y3. 

Nous nous proposons d'étudier les surfaces asymptot iques définies 
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par les équations (2). Les fonctions xx = fx, xs — f3 qu i entrent dans 

ces équations devront satisfaire a u x équations 

dF dxt dF dx1 , d F _ 

dxx dyt cfe2 dys dyt ~~ ' 

dF dx^ dF cte2 dF 
dxx dyl cfo2 dy2 dyt ~~ 

Nous al lons procéder par approximations successives; dans une première 

approximat ion nous prendrons pour équations des surfaces asymptotiques 

les équations ( 4 ) en nous arrêtant au second terme des séries (c'est à dire 

au terme en y/̂ ) inclusivement . L 'erreur commise sera alors du même 

ordre de grandeur que p. 

Dans une seconde approximation, nous prendrons encore pour équa­

tions des surfaces asymptot iques les équations ( 4 ) , mais en prenant un 

plus grand nombre de termes dans les séries. Nous pourrons en prendre 

un assez grand nombre pour que l 'erreur commise soit du même ordre 

de grandeur que pp, quelque grand que soit p. 

Enfin dans une troisième approximation, nous cbercberons à met t re 

en évidence les propriétés des équations exactes des surfaces asymptotiques, 

c'est à dire des équations (2). 

Nous devons donc d 'abord chercher à former directement les séries 

sx et s 2 des équations ( 4 ) . Ces séries, substituées à la place de xx et de 

x3, doivent satisfaire formel lement a u x équations ( 5 ) . 

Nous sommes donc conduits à chercher des séries ordonnées suivant 

les puissances de qu i satisfassent formel lement a u x équations ( 5 ) . Les 

coefficients de ces séries seront des fonctions de yx et de y2 qui ne devront 

pas changer quand yx et y2 augmenteront respectivement de nxT et naT. 

Mais nous t rouverons une infinité de séries qu i satisfont à ces condi­

tions. Comment dist inguer pa rmi celles-là, celles qui doivent entrer 

dans les égali tés ( 4 ) ? Nous avons v u plus haut que dans notre mode 

de représentation géométr ique , la solution périodique considérée est repré­

sentée par une courbe fermée et que par cette courbe fermée, passent 

deux surfaces asymptot iques. On passe de l 'une à l 'autre en changeant 

& en — 

Si donc dans les équations (2) on change ^ en — y/«, on obtient 

une seconde surface asymptot ique qui doit couper la première. 
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§ 17. Première approximation. 

Reprenons nos hypothèses ordinaires, à savoir : que quatre var iables , 

d e u x linéaires x1 et x3, d e u x angulaires y1 et y3 sont liées par les équa­

tions: 

(0 

dxt dF do52 
dF 

df ~ df ~~ dyt' 

dï/t _ dF dy* _ dF 

dt dz1 ' dt dx3 ' 

Que la constante G des forces v ives étant regardée comme une des 

données de la question, ces quatre var iables satisfont à l 'équat ion: 

(2) F(a>1 , x % , y l , ya) = G, 

de tel le façon qu ' i l n ' y en a que trois d'indépendantes. 

Que l 'on a adopté un mode de représentation géométr ique tel qu 'à 

toute situation du système correspond un point représentatif et réci­

proquement . 

En d'autres termes, si on considère les deux surfaces asymptot iques 

ainsi obtenues comme d e u x nappes d'une même surface, on peut dire 

que cette surface a une courbe double . 

Soit sf et si l a somme des p premiers termes des séries sx et s 2 , 

les équat ions: 

&i = s{(y1, y a , ^ ) , x2 = sl(yl, ya, 
( 6) 

représenteront deux surfaces qu i différeront peu des d e u x nappes dont 

j e viens de parler et qui par conséquent devront se couper. 

Si l 'on considère ces d e u x surfaces comme deux nappes d'une surface 

unique, on peut dire que cette surface unique présente une courbe double . 

Nous verrons dans l a suite que cette condition suffit pour faire 

dist inguer les séries s x et s 2 pa rmi toutes les séries de même forme qui 

satisfont formellement a u x équat ions (5). 
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les deux nombres : 

$1 — Xx, X% X-2 

. ^ 9 et — — 0 

(que j ' appe l l e ra i pour abréger nx et n3) sont commensurables entre eux . 

D'après ce que nous avons v u dans le § 11 à chaque v a l e u r com-

mensurable du rappor t — correspond une équat ion 
" ' A 

dé 

qui portait le n° 7 dans le paragraphe cité, et à chaque racine de cette 

équation (7) correspond une solution périodique des équations (1). 

Nous avons v u ensuite dans le § 12 que le nombre des racines de 

l 'équation (7) est toujours pair, que la moit ié de ces racines correspond 

à des solutions périodiques stables et l 'autre moit ié à des solutions instables. 

Les équations (1) ont donc si p. est assez petit des solutions périodiques 

instables. 

Chacune de ces solutions périodiques sera représentée dans le mode 

de représentation adopté par une courbe trajectoire fermée. 

Nous avons v u au § 13 que par chacune des courbes fermées qui 

représentent une solution périodique instable, passent deux surfaces tra­

jectoires dites asymptotiques sur lesquelles sont tracées en nombre infini 

des trajectoires qui vont en se rapprochant asymptot iquement de la courbe 

trajectoire fermée. 
Ada mathematica. 13. Imprimé le 3 octobre 1890. 24 

Que F dépend d 'un paramètre très pet i t p, de tel le façon qu 'on 

puisse développer F suivant les puissances de p et écrire: 

F^F.+pF.+^F,.... 

Que F0 ne dépend que de xx et x3 et est indépendant de y1 et de yr 

Ces conditions sont remplies dans le cas part iculier du problème des 

trois corps qui nous a servi d 'exemple au paragraphe précédent. 

Supposons que pour certaines va leurs de cc1 et de x.v par exemple 

pour : 
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Si x\ et x\ étaient choisis de telle sorte que le rapport — soit incommensurable, 

Les équations ( i ) nous conduisent donc à une infinité de surfaces 

trajectoires asymptot iques dont j e me propose de t rouver l 'équation. 

V o y o n s d'abord sous quel le forme se présente en généra l l 'équation 

d'une surface trajectoire. Cette équation pourra s'écrire 

x i = ®M » ys)>
 x i = #20i > y2)> 

0X et 02 étant d e u x fonctions de yx et de y3 qui doivent être choisies 

de te l le sorte que l'on ait ident iquement: 

, 0 , , & , y,) - C-

Ces deux fonctions 0X et <Z>2 devront d'ailleurs satisfaire à deux 

équations aux dérivées par t ie l les : 

dF dx. , dF dx, , dF 
J _L_ è J = = Q 

(S) 

d F dx,> ,dF d^t ,dF _ 

dxt dyt dx^ dy^ dy^ 

I l pourrait d 'ai l leurs nous suffire d'envisager l a première de ces équa­

tions, car on peut en faire disparaître OJs, en remplaçan t cette var iable 

par sa va leur que l 'on peu t t irer de (2) en fonction de xx, de yx et de y%. 

Voic i comment nous procéderons pour intégrer les équations ( 3 ) en 

supposant que xx et a>3 sont très voisins de x\ et de x\, et que le rapport 

— est commensurable. 
71 

Nous supposerons que xx et x2 sont développés selon les puissances 

de y/p et nous écrirons: 

xx = x\ + x\sjjl. + x\/i -\- Xlfis/fx + . . ., 

( 4 ) 

x2 = x\ + x\ yjfl + xl/j. + X\fi sJ/X + . . . , 

et nous chercherons à déterminer les fonctions x\ de telle façon qu'en 

substituant dans les équat ions ( 3 ) à la place de xx et de x2 leurs valeurs 

( 4 ) , ces équations soient satisfaites formellement . 1 
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Si dans F nous substituons à l a place de xx et de x3 leurs valeurs 

( 4 ) , F deviendra développable suivant les puissances de ^ et on pourra 

écrire 

F = H 0 + fuH, + (iHa +fifiEt + . . . . 

On voi t d 'ailleurs sans peine que : 

E0 = F0(xl,xl), 

E2 = Fx(x\, x°2,y1}y2) 

et plus généra lement : 

BTK — 8R — [Lxlxl-1 + M(x\x\~l + xlxl-1) + Nxlx^r1] — ntx\ — n2x\, 

6R ne dépendant que de yx, y2, x\, x\, . . . , xl~2, x°2, x\, . . . , xl~2, et en 

posant pour abréger 

i—£3., j f — n = » • 

L a première des équations ( 3 ) nous donne alors, en égalant les puissances 

semblables de une suite d'équations qui nous permettront de déter­

miner successivement x\, x\, x\, . . . , x\. 

Nous pouvons toujours supposer que na = o . Ca r si cela n 'avait 

pas l i eu nous poserions: 

x'i = axx + bx2, y{' — dyx — cy2, 

x'2' = GXX -f- dx2, y2 = — tyi-\- ay2, 

on pourrait se contenter de développer xt et x2 suivant les puissances de fi (et non de ^/u). 

On arriverait ainsi à des séries, qui à la vérité ne seraient pas convergentes au sens 

géométrique du mot, mais qui comme celles de M. LINDSTEDT pourraient rendre des ser­

vices dans oertains cas. ' 
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a, b , c , cl étant quatre nombres entiers tels que 

ad— bc — i . 

A p r è s ce changement de var iab les les équations conservent l a forme 

canonique. 

L a fonction F qui est pér iodique de période 2 7r par rapport à yx 

et à y2, est encore périodique de période I-K par rapport à y[' et à y!/. 

L e changement de variables n'a donc pas altéré la forme des équations ( i ) . 

Les nombres n-r et n2 sont remplacés par deux nouveaux nombres 

n[' et n2 qui jouent par rappor t a u x équations transformées le même 

rôle que ny et n2 par rapport a u x équations primitives et l 'on a: 

n" — dnx — cn2, 

n2 = — bn± -f- an2. 

Mais le rapport de nx à ns étant commensurable par hypothèse, i l est 

toujours possible de choisir les quatre entiers a,b,c,d de telle sorte que 

n2' = — bnx -f- an2 - o. 

Nous pouvons donc, sans restreindre la générali té, supposer que n2 

soit n u l ; c'est ce que nous ferons jusqu 'à nouve l ordre. 

Nous supposerons en même temps nxT =27?. 

Si après cette simplification, nous égalons les coefficients de y/« dans 

les d e u x membres des deux équations ( 3 ) il viendra 

ce qui montre que x\ et x\ ne dépendent que de y2. 

Ega lons maintenant les coefficients de /j, dans les deux membres de 

l a première des équations ( 3 ) , i l viendra, en tenant compte des équations ( 5 ) : 

(«) - ^ - № + ^ + 3 3 - 0 . 

Nous nous proposerons dans ce qui v a suivre de déterminer les 

fonctions x\ de te l le façon que ce soient des fonctions périodiques de y1} 

qui ne doivent pas être altérées quand, y2 conservant la m ê m e valeur , 

2/j augmentera de 27c. 
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rdVl 

et je puis écrire 

[ ( № { + № ! > « ] _ [ g ] -

Comme x\ et x\ ne dépendent pas de yx, j e puis écrire plus s implement: 

(7) g = o, + 

L a première de ces équations montre que x\ se rédui t à une constante. 

Quant à la seconde, el le est facile à intégrer. On a en effet: 

ce qui nous donne pour l ' intégrale de l 'équation (7) 

(8) Mx[xl+j(xiy = [F}] + Gv 

Cj désignant une constante d'intégration. 

Mais si nous regardons la constante des forces v ives G comme une 

.des données de la question, nous ne pouvons plus considérer les d e u x 

constantes x\ et Gx comme arbitraires. On doit avoir en effet identique­

ment 

F=S0 + Jfâ + pE, + fiyfrH, + G 

Nos fonctions pourront alors être développées en séries tr igonomé-

triques suivant les sinus et cosinus des mult iples de yv Nous conviendrons 

de représenter par l a notation 

un 

l e terme tout connu dans le développement de l a fonction périodique TJ, 

suivant les lignes tr igonométriques de yx et de ses mult iples. Dans ces 

conditions on aura: 
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OU 

H0 = G, Hx = o, S2 = o, . . . 

o u : 

F0(x\, a>l) = G, — nxx\ = o, . . . . 

Ains i l a constante x\ est nul le , ce qui apporte de nouvel les simpli­

fications dans nos équations. 

L 'équat ion (8) devient en effet 

x\ = \/^{[Fx] + Cx). 

Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'écrire et de discuter 

les équations de nos surfaces trajectoires en nég l igean t les termes en /j. 

et ne tenant compte que des termes en ^jji. 

Nous supposerons donc que xx et x3 sont définis en fonction de yx 

et de y% par les équations suivantes: 

x i = xi + slJÙKi — ®i> 

= < + №\ = xl + \/^([Fx] + Cx). 

D'après cela, xx serait une constante et x2 une fonction de y3 seulement, 

indépendante de yx. 

Revenons à notre premier exemple du § 1 5 . Ce que nous dirons 

s 'appliquerait éga lement a u x deux autres exemples , mais c'est sur le 

premier que j e v e u x insister parce que c'est un cas part icul ier du pro­

b lème des trois corps. 

Nous avons v u que l 'on pouva i t représenter la situation du système 

par le point F qui a pour coordonnées rectangulai res : 

cosy'1e^C05V'' smy[e?eoa,/', £s in«/ 2 , 

où 

Vi=g — t, y, = z. 
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Nous avions observé de plus que les var iables 

—j— j CD^ —• SCj — (jG^ 

forment avec y[ et y'2 un système de var iables canoniques. 

Nous pouvons donc regarder £ , y[ et y'2 comme un système parti­

cul ier de coordonnées définissant la position du point P dans l 'espace, 

de sorte que toute relation entre £ , y[ , y2 est l 'équat ion d'une surface. 

Mais ensuite, nous avons dû faire un autre changement de variables. 

Nous avons posé: 

x[' = axx + dx3, y[' = dyx — cyv 

x'2' = cxx + dx3, y2 = — byx + ay3, 

en choisissant les nombres entiers a , b , c , d de façon à annuler le nombre 

que nous avons appelé n2 . 

A p r è s ce changement de variables, nous avons supprimé les accents 

devenus inutiles et nous avons restitué le nom de xx, x3, yx, y,2 à nos 

nouvel les variables indépendantes x", x2 , y[ ' et y','. 

E n conséquence, les var iables que nous avons appelées x x , x3, yx et 

y3 dans tout le ca lcu l qui précède, et auxquelles nous conserverons désor­

mais ce nom, ne sont pas les mêmes que celles que nous avions dé­

signées par les mêmes lettres dans le premier exemple du § 1 5 , c'est 

à dire G, L , g — t et l. 

I l est clair que notre nouve l yx et notre nouve l y3 sont des fonc­

tions linéaires d e : 

y[ = \{g — t + 0 e t d e y'i^lig — t — 1) 

et que le rapport du nouve l x3 au nouvel xx est une fonction l inéaire 

et fractionnaire de £. 

Nous devons conclure de là que l 'on peut définir complètement l a 

position du point P dans l 'espace par le nouve l yx, le nouve l y3 et le 

rapport du nouve l x3 au nouve l xx de tel le façon que toute relat ion 

et/ ~ 

entre yx ,y3 et — est l 'équation d'une surface. 
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Que ce système part iculier de coordonnées est tel que l 'on peut 

augmenter yx ou y2 d 'un mul t ip le de 2it sans que le point P change. 

L 'équat ion approximat ive de nos surfaces trajectoires, en négl igeant 

les termes en /j. sera : 

Nous nous proposons tout d 'abord de construire les surfaces repré­

sentées par cette équat ion approximat ive (9). 

Observons d 'abord que yx — o est l 'équation d'une certaine surface 

S et que la portion de cette surface qui nous sera ut i le est une portion 

de surface sans contact. 

En effet i l suffit de montrer que l 'on a : 

(9) 

Or i l en est év idemment ainsi, car si l 'on pose 

F=F0+pF1+^Fa + . . . 

i l v ient : 

L e paramètre ¡1 é tant très petit, est de même signe que tix et 

nx est une constante qui est toujours de même signe. 

Donc ^ est toujours de même signe et ne peu t s'annuler. 

const. 
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sont des courbes fermées concentriques et que le point P ne change pas 

quand l'autre coordonnée ya augmente de 2z. 

Reprenons les surfaces définies par l'équation (9) et étudions leurs 

intersections avec la portion de surface S qui a pour équation yx = o . 

Je remarque d'abord que <JJT étant très petit, ces intersections diffé-

reront fort peu des courbes — = const. 

Mais pour étudier plus complètement la forme de ces courbes d'inter­

section, il faut d'abord rechercher quelles sont les propriétés de la fonction 

lFil 

Revenons aux notations du § 1 1 . Dans ce paragraphe nous avons posé: 

Fx = TA sin (m^Ji + maya + m,,ys + h), 

A et h étant des fonctions de x\, o:'l, ¡4; comme nous n'avons plus ici 

que deux degrés de liberté, j'écrirai simplement: 

Fx = TA sin (wy/j + maya + 

En faisant ensuite: 

Vi = »i*> y-2 = ws* + « — K™i + *V"s)* + matâa + h, 

nous trouvions: 

Fx — TA sin co. 

Je posais ensuite: 

(p = SA sin co, 

la sommation indiquée par le signe S s'étendant à tous les termes tels que: 

d'où 

co = maS)a + h. 

Dans le cas qui nous occupe, 112 est nul; la condition m^i^ + m.^ = 0 

se réduit à mx — o et on a y2 = 652 ; il vient donc: 

(p = SA sin (w3 5 5 3 + A.) = Sj . sin (maya + 7?.). 
.Acte mathematica. 18. Imprimé la 2 octobre 1890. 2 5 
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Fig. 6. 

M 

Î9 4 

h* 1J2 

A y a n t ainsi fixé les idées, j e puis construire les courbes 

D'après l a définition de [ F J , i l suffit pour obtenir cette quantité 

de supprimer dans l 'expression de Fx tous les termes où m1 n'est pas n u l ; 

i l v ient donc: 

[ F J = S A sin (m2y2 + 7/-) = (p. 

Ains i la fonction que nous appelons ici [ F J est la même que nous 

désignions par <p dans la i i r c partie. 

[ F J est par conséquent une fonction périodique de y2 et cette fonc­

t ion est finie; el le doit donc passer au moins par un m a x i m u m et par 

un min imum. 

Nous supposerons pour fixer les idées que [ F J var ie de l a façon 

suivante quand y2 varie depuis o jusqu 'à 27c. 

P o u r y2 = o [ F J passe par un m a x i m u m éga l à <px. 

P o u r y2 = y]l [ F J passe par un min imum éga l à cp2. 

Pour y2 — 7]2 [ F J passe par ùn m a x i m u m éga l à cp.y 

P o u r y2 = [ F J passe par un min imum éga l à 

P o u r y2 = 27r [F 1 ] reprend la va l eu r <px. 

?i > ? î > < f i > ? v 

Ces hypothèses peuvent être représentées par l a courbe suivante 

dont l 'abscisse est y2 et l 'ordonnée [ F J : 
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Nous verrons que selon la valeur de la constante d'intégration Ov ces 

courbes affecteront des formes différentes. 

Dans la figure (7) , j'ai représenté par un trait plein les 

deux courbes 6\ = — çp^ et 6\ = — e\, ; ces deux courbes ont chacune 

un point double dont les coordonnées sont respectivement: 

». «-! 

et: 

J'ai représenté par un trait pointillé les deux branches 

d'une courbe correspondant à une valeur de C\ > — jr4. 

Fig. 7. 

J'ai représenté par le trait mixte une courbe corres­

pondant à une valeur de Gx comprise entre — <f% et — <pv 

J'ai représenté par le trait ponctué les deux branches d'une 

courbe correspondant à une valeur de Gy comprise entre — çc2 et — <f... 

Pour Gt — — ço3 l'une de ces deux branches se réduit à un- point 

représenté sur la figure en A, - = 7 , 2/ 5 l'autre branche est 

représentée sur la figure par le trait x x x x x x. 

Pour Oj compris entre — p 3 et — < p v cette seconde branche subsiste 
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seule ; pour C\ = — pv el le se réduit à son tour à un point représenté 

en B sur l a figure et ayant pour coordonnées: 

v = ^' y» = °-

Enfin pour 6'j < — (pv l a courbe devient tout entière imaginaire. 

Les surfaces définies par l 'équation ( i ) ont une forme générale qu ' i l 

est aisé de déduire de celle des courbes que nous venons de construire. 

Considérons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses 

points faisons passer une des l ignes dont l 'équation générale est: 

y2 — const. ; ^ = const. 

L 'ensemble des l ignes ainsi construites constituera une surface fermée 

qu i sera précisément l 'une des surfaces définies par l 'équation (9). 

O n voi t par là que ces surfaces seront en généra l des surfaces fer­

mées t r iplement connexes (c'est à dire ayan t mêmes connexions que le tore). 

P o u r Oj > — ç>à ou pour Gx compris entre — <p3 et — j?„ on t rouve 

d e u x parei l les surfaces, intérieures l 'une à l 'autre dans le premier cas, 

extér ieures l 'une à l 'autre dans le second. 

P o u r Cj compris entre — <p3 et — pl9 ou entre — çp2 et — p 4 on 

n'a p lus qu 'une seule surface t r ip lement connexe; enfin pour C\ < — <p 

la surface cesse complètement d 'exister. 

Passons a u x quatre surfaces remarquables : 

0 = — 9>i > — ?2 » ~ ?z e t — f V 

Les surfaces Cx = — £>2 et Gx= — j?>4 présentent une courbe double 

et ont mêmes connexions que l a surface engendrée par la révolu t ion 

d'un l imaçon de PASCAL à point doub le ou d'une lemniscate, au tour d 'un 

axe qu i ne rencontre pas la courbe. 

. La surface Gx = — <p„ se rédui t à une seule surface fermée triple­

ment connexe et à une courbe fermée isolée; enfin la surface G, = — < p 

se rédui t à une courbe fermée isolée. 

Dans le § 1 1 nous avons envisagé l 'équat ion: 
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de telle sorte que les solutions périodiques correspondront aux maxima et 

aux ininima de [-FJ. Dans le cas actuel, ces maxima, de même que les 

minima, seront au nombre de deux. 

Nous aurons donc deux solutions périodiques instables correspondant 

aux deux courbes doubles des surfaces G\ = — <p2 et — <pi et deux solu­

tions périodiques stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées 

des surfaces Gx = — <ps et — <p1. 

Quelles sont parmi ces surfaces, celles qui diffèrent peu des surfaces 

asymptotiques et les représentent en première approximation? D'après 

ce que nous avons vu au § 1 6 , ce seront celles d'entre elles qui présentent 

une courbe double, c'est à dire les surfaces Gx = — <pi et Gx — — cpr 

% 18. Deuxième approximation. 

Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent et les hypo­

thèses faites au début de ce paragraphe; écrivons: 

%i = %l + x \ sfjj- + %l[J- ~f~ X\JX - } " • • • , 

2̂ = x l + x \ \JP< + XI/JL + xl/x^/Ji + . . . ; 

imaginons que les coefficients de ces deux développements soient des fonc­

tions de yx et de y.2 et cherchons à déterminer ces coefficients de façon 

que ces équations soient compatibles avec les équations différentielles (1) . 

du paragraphe précédent, c'est à dire que l'on ait: 

ÛI. 4 . éE. '^i 4- — — 
d;ex dy1 fte3 dyï

 _ ' 

dxx dy1 dx2 dy2 d?/2 

C'est là le problème que nous nous sommes proposé plus haut. 

qui portait le n° 7 dans ce paragraphe; nous avons vu qu'à chacune 

des racines de cette équation correspond une solution périodique. Mais 

dans le cas qui nous occupe, et d'après une ' remarque que nous venons 

de faire, cette équation peut s'écrire: 
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Ce problème peut être présenté sous une autre forme '(en se p laçant 

au point de v u e des Vorlesungen iiber Dynamilc). 

Si xx et x2 sont deux fonctions de y1 et de y2 satisfaisant a u x équa­

tions ( i ) , l 'expression: 

xldy1 + x2cly2 

devra être une différentielle exacte. Si donc nous posons: 

dS = x1dy1 + x2dy2, 

S sera une fonction de yx et de y2 qui sera définie par l 'équation a u x 

dérivées par t ie l les : 

/ Tt/dS dS \ ¿--I 

(*) F W y 0 = 6 ' 

S pourra se développer suivant les puissances de ^J¡ et l 'on aura: 

( 3 ) 8 = SG + S^Jx + S2/J. + 8.JXSJJJ. + . . . . 

S0, Sx, . . . , Sk, .. . seront des fonctions de yx et de y2 et on aura : 

dSh dSa _ k 

Wi ~ x " x*' 

Je rappelle maintenant quelles conditions nous avons imposées dans 

le paragraphe précédent, a u x fonctions x\ et x%; nous avons supposé d 'abord 

que x\ et x\ devaient être des constantes. O n a alors 

£o = x\y1 + x\y2. 

Si nous appelons ensuite », et n2 les va leurs de —'-y^ et — ^ 
(1 iÎ/j Ci 

pour xx = x[, x2 — x?2, ces quantités ny et n2 seront encore des constantes. 

L 'ana lyse qui va suivre s 'applique au cas où le rapport — est commen-

surable. Dans ce cas on peut toujours, comme nous l 'avons vu , supposer 

n2 = o; c'est ce que nous ferons désormais, comme nous l 'avons fait dans 

le paragraphe précédent. 

Nous avons supposé en outre dans ce paragraphe que x\ et x\ sont 

des fonctions périodiques de yx qui ne changent pas de va leur quand on 

change yx et y2 en yx -\- 2it et y2. 
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dS dS 

I l résulte de là que — et sont des fonctions périodiques par 

rapport à y1 et qu 'on peut écrire: 

( 4 ) + 

Xk étant une constante et S't une fonction périodique de yx. 

Supposons que dans le premier membre de l 'équation (2) 

F(— ï*- y V ) 

on remplace S par son développement ( 3 ) ; on verra que F deviendra 

développable suivant les puissances de ^ et qu'on aura, ainsi qu 'on l 'a 

v u dans le paragraphe précédent: 

F = E0 + i 7 l V £ + Ihii + Etp& + . . . , 

les H étant des fonctions de yv de y%, et des dérivées partielles de S0, 

Slf S9, etc. 

On voi t d 'ailleurs que JH"0 dépendra seulement de 8 0 , EY de S0 et 

S,, E2 de S0, Sx et S,, E3 de S0, S^S,, S3 etc. 

On t rouve d 'a i l leurs: 

dSp 

chJi 
+ 2 A S M + K„ 

où l 'on a posé pour abréger : 

.(d 
F d^F d?F ~] 

+ dXd^^ + ^ + Jdxf^j 

et où Kp ne dépend que de S0, S1, . . . , jusqu 'à Sp_2. 
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Cela posé, pour déterminer par récurrence les fonctions Sp, nous 

aurons les équations suivantes: 

So = °> # i = °> H2=o, . . . , Hp = o. 

Si l 'on supposait que les fonctions S0, Sy, .. . , Sp_x fussent entière­

ment connues, l 'équation 

ou 

dS 
( 5 ) ^ = 2 A £ ^ 1 + J ^ 

déterminerait l a fonction Sp à une fonction arbitraire près de y.2. 

Mais ce n'est pas tout à fait ainsi que la question se présente. 

Supposons que l'on connaisse complètement 

et que l 'on connaisse à une fonction arbitraire près de yr 

P a r hypothèse les dérivées de S0, Sx, . . . , Sp_2, Sp_x sont des fonc­

tions périodiques de yy ; donc Kp et ASP_1 seront des fonctions pério­

diques de yr 

Désignons par [ Z 7 ] comme nous l 'avons fait dans le paragraphe précé­

dent l a va leur moyenne de U qui est une fonction périodique de yv 

8P doit être de la forme ( 4 ) ; nous en concluons que: 

№ 1 
IdyJ 

doit être une constante ^ indépendante de y2, de sorte que l 'équation 

( 5 ) nous donne: 

(6) 2[ASp_,] + [Kp] = lp, 

et cette équat ion déterminera complètement (si l 'on suppose que l 'on 

se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, l a con­

stante Àp). 
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Nous trouvons d'abord l'équation: 

^
dS, 

, = O OU -r-i = o 
1 %1 

qui nous montre que Sx est une fonction arbitraire de yr 

Nous en déduirons: 

p dyi dyt dy^ dyî 

(nous posons pour abréger: 

dx\dx\ ' (da®* 

comme nous l'avons fait dans le paragraphe cité). 

L'équation que nous trouvons ensuite en égalant à o la valeur 

moyenne de E2 est la suivante: 

[ A S , ] + [E,] = V 

M = - f ( t ) = [ A S , ] . 

D'autre part: 

K, = F^xl, %l, yx, y2). 

A3 est une constante qui, ainsi qu'il est aisé de le voir, est précisément 

celle que nous -avons appelée — Gx dans le paragraphe cité. 

Il vient donc: 

/Sj est ainsi entièrement déterminé à une constante près; mais nous pou­

vons laisser cette constante de côté, elle ne joue en effet aucun rôle 

puisque les fonctions S n'entrent que par leurs dérivées. 

L'équation (6) devient ensuite: 

® i ^ i , ^ ] - - A * - + » 
Acta mathematica. 13. Imprimé le G octobre 1890. 2 6 
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t L dy2 J 

de sorte que l 'équation ( 7 ) nous, donnera e n fonction de yr Nous 

connaîtrons donc [«%_.,] à une constante près et cette constante qui ne 

joue aucun rôle peut être laissée de côté. 

Nous connaissons d'une part à une fonction arbitraire près de 

y2\ d'autre par t nous connaissons \8P_^\ en fonction de y2; donc 8 ^ est 

entièrement déterminé. 

L a constante Cx joue un rôle prépondérant . Supposons d 'abord 

qu 'e l le soit supérieure à la valeur que nous avons appelée — pi dans 

le's paragraphes cités et par conséquent que [ F J -f- C1 soit toujours po-

dS 

sitif et -5—1 toujours réel et j e pourra i ajouter toujours positif parce que 
je suis l ibre de prendre le signe + devant le radical . 

Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes 

dS dS i 
X et que et sont des fonctions périodiques non seulement de y1} 

mais encore de y2. (Sp est alors de la forme 

Xp et ¡xp étant des constantes pendant que S'p' est périodique de période 

27T tant par rappor t à yx que par rappor t à y2.) 

En effet, supposons que cela soit v ra i pour : 

dSi dS¡ dSt dS<¡ dSP^2 dSp—2 dSp—i 

dyi ' dy2 ' dy, ' dy2 ' ' " ' dy1 ' dya ' dyt ' 

j e dis que cela sera v ra i encore pour et 

Dans le second membre tout est connu; Kp ne dépend que de 80, 

dS 

«Sj, . . . , 8P_2;
 kp~1 est connu puisque 8 ^ est supposée déterminée à 

une fonction arbitraire près de yr 

dS 
D'autre par t * est indépendant de yx; l e premier membre peut 

dVï 

donc s'écrire: 
dS 

dy 
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• E n effet, nous avons par hypothèse: 

= TA„hm¡ eos (:m1y1 + waya + a), 

les A et les a étant des constantes, m1 et m3 étant des entiers. 

On aura ensuite par définition 

_-grJ = „5o^ c o s ^ + a ) -
Mais on doit avoir 

2 [ A S ' p _ J + [ i f „ - i ] = V-i 

et par conséquent: 

_ dyl J — » t 

étant une constante; on en conclut que : 

AQ.„h = o pour m3 4= o, ^t0.0 = • 

I l v ient ainsi 

•m1 et m2 prenant toujours sous le signe T toutes les valeurs entières 

telles que m1 4= o. 

Ains i , pour que / S p _ 1 soit de la forme voulue , i l suffit que : 

VdSp-rl 

L dy2 J 

soit une fonction périodique de yr . Or e s * défini par l 'équation: 

N ^ = - Xp - M ̂  P-^i] + [Kp]. 

Kp ne dépendant que de S1} S3, .. . , SP_2 sera périodique en y3. 
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On a ensuite: 

ce qui montre que est pér iodique en y1 et yr 

dSp 

¿Vi 

Ains i en choisissant pour Gx une va leur supérieure à — <pi et en 

choisissant ensuite les autres constantes Xs, Xi} . . . d'une façon arbitraire, 

on t rouve pour et des séries ordonnées suivant les sinus et les 

cosinus des mult iples de yx et de y2. Ces séries, quoique divergentes, 

peuvent rendre des services dans certains cas. 

Passons maintenant au cas de 

4> 

qui ainsi que nous l 'avons v u au § 1 7 est celui qui correspond a u x 

séries qui représentent asymptot iquement les surfaces asymptotiques. 

L'expression 

m + ol 

n'est j amais négat ive , mais elle devient nul le pour une certaine v a l e u r 

de y'2 que nous avons appelée % dans le paragraphe cité. Je supposerai 

dans ce paragraphe que cette va l eu r est nu l le ; j ' a i le droit de le faire, 

puisque cela n ' implique qu 'un cho ix par t icu l ie r de l 'origine des yr 

Ecrivons donc [ F J + Gy sous forme de série t r igonométr ique: 

M + c i = TAmB\nmya + XBmcosmyr 

P o u r yt = o, cette fonction s 'annule ainsi que sa dérivée, puisque 

l a fonction étant toujours positive, zéro est pour elle un min imum. I l 

en résul te que l 'expression su ivante : 

m + G, 

2 

pfóV-il e s f c u n e c o n s t a n t e hzl- de plus est une fonction pério-

dique de y 2 s'annule jamais. 

I l en résulte que p e u t être développé suivant les sinus et 

les cosinus des mult iples de y2. 
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sm— 

TAm cos my2 + TBm sin my2 

m) + o 1 

et par conséquent: 

V N 2 dS, 

dy2 12 Am cos my^ + 12Bmsinmy2 

Nous pourrons écrire maintenant l 'équation ( 7 ) sous la forme sui­

van te : 

\J2~N sm— r , „ -, 

(70 = - = - K + 
2~Am cos my2 + 2*Bm sm TO;/2

 l az/2 J 

<Pp étant une fonction connue de y2. 

Cela posé, je me propose de démontrer que: 

dSp dSp 

dyt dyt 

sont des fonctions périodiques de yx et de y3, dont l a période est 2ÎT par 

rapport à yx et \TC par rapport à 2 / 2 . 

Supposons en effet que cela soit démontré pour : 

dS^ dj^ dS, dS, dSp-j dSp-, dSp-i, 

dyt ' dy% ' dy, ' dy,' " ' ' di/, ' dy 2 ' 

est une fonction périodique de yx et de Y3; d 'autre part sa valeur 

moyenne 

L J « t * 

est une constante indépendante de y%. Nous pourrons donc écrire: 

= xP-XYI + 0p-M, Y,) + 

est développable suivant les sinus et cosinus des mult iples de y3; c'est 

une fonction périodique de y3 qui ne s'annule jamais et ne devient 

jamais infinie. 

I l suit de là que l 'on peut écrire: 

file:///J2~N
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L dy, J 
% 2 

a en facteur dans son premier membre s i n ^ . Donc l 'expression de 

P ^ I / i /^n-r'invi/-!«n n i n *̂ \ 

L dy2 J contiendra sin— au dénominateur. 

Op-i {Ui i V-i) étant une fonction périodique de yx et y3 et C p - i une fonction 

arbitraire de y3 seulement. I l vient ensuite: 

dSp—i d0p—i . d^p—\ 

dys ~ dya dy2 ' 

d'où 
d[SP-i] ^ d[6p-i] dZP-i 

dVî d y 2

 dV* 

et 
dSp-i d[Sp-i] d0p-i d[8p-i] 

dy2 dy2 ~ dya

 dVs ' 

dS d\S } 

ce qui montre que p~~l Lf=L J est une fonction périodique de yy 

dy2 dy2 

et de y2. 

L'équat ion ( 7 ' ) montre que cela est vra i également de £~~J~J e * P a r 

dS 

conséquent de (quelle que soit d 'ail leurs la constante Ap) et l 'équa­

tion ( 5 ) montre que cela est vra i de • 

Cela sera donc vrai des fonctions: 

dSp dSp 

dyx

 e dyt 

quel que soit l ' indice p. 

I l importe toutefois de remarquer que si ces fonctions sont pério­

diques, ce n'est pas une raison suffisante pour qu'elles puissent être dé-
veloppées suivant les sinus et cosinus des mul t ip les de yx et de ^ . E n 

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, sauf pour un choix parti­

culier des constantes i l est aisé de s'en rendre compte , car l 'équation 

( 7 ' ) d 'où l 'on doit t irer l a va leur de 
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Les dérivées des fonctions Sp pourront donc devenir infinies, mais 

seulement pour 

s i n ^ - = o ou y3 = 2hiv. 

Si y3 a une va leur différente de 2/br, ces dérivées ne deviennent 

infinies pour aucune va leur de yx ; elles peuvent donc se développer sui­

van t les sinus et cosinus des mul t ip les de yx. 

Nous pouvons donc écrire par e x e m p l e : 

dE^± = 1 + TAm eos myl + TBm sin my1 

Am et Bm étant des fonctions périodiques de y3 qui peuvent devenir in­

finies. 

Imaginons maintenant que les constantes Xp d'indice impair soient 

toutes nul les ; j e dis que 
dSp d>Sp 
dVt

 e dlk 

ne changeront pas quand on changera y3 en y3 -f- 27c toutes les fois que 

l 'indice p sera pair et qu ' au contraire ces deux fonctions changeront de 

signe, sans changer de va leur absolue quand on changera y3 en y3 4- 2jr, 

toutes les fois que l ' indice p sera impair . 

Je suppose que le théorème soit v ra i pour : 

dS, dS^ dS^ dSp-2 dSp-2 dSp-i 
dyt ' dyt ' dyx ' dy„' '"' dyt ' dy2 ' dyt 

et j e m e propose de démontrer qu ' i l est v ra i également pour 

dSp—1 dSp 

dV-2

 dVi ' 

dS 
Si est mul t ip l ié par (— quand y3 se change en y3 + 211, 

dyt 

i l en sera de m ê m e de: 

dSp-i rdSp-i "j 

d V i L dy* J 
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Nous avons t rouvé en effet 

= V-i + cosi»^ + SB M sin 

-4 f f l et 2?m étant des fonctions périodiques de yr 

dS 
Si *~ x est mul t ip l ié par (— \ f~x quand y3 augmente de 27c, i l en 

sera de même de Am et JBm et des dérivées de ces fonctions par rappor t 

à Î/J, I l en sera donc encore de m ê m e de: 

dSp-i VdSp-jl -yp dAm sin myt ^-v dBm cos my1 

dy2 L dy2 J dyt m dy% m 

Nous avons maintenant à montrer que cela est vra i de 

L dy. J* 

P o u r cela i l est nécessaire d'étudier de quel le manière Kp dépend 

des fonctions S0, S t , S3. . . . , 8 ^ . Je me propose d'établir que l 'ordre 

de tous les termes de Kp par rapport a u x dérivées des fonctions d'indice 

impair 

sera de même parité que p. 

E n effet, en faisant dans 

_ /dS dS \ 

S=S0 + 8 ^ + 8^ + ..., 

nous avons t rouvé : 

F=HQ+E1fai + H3p + . . . . 

Si j e change fat en — fa et qu 'en même temps j e change 8X , S3, Ss, 

etc. en — Sy, — Ss, — 8S etc. sans toucher a u x fonctions d'indice pair, 

l 'expression de F ne devra pas changer. 

Donc Hp devra se changer en (— l)pSp. 

Cela montre que l'ordre de tous les termes de Hp par rappor t a u x 

dérivées de Sl9 Ss, 86, etc., devra être de même parité que p. I l devra 
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donc, comme je l 'ai annoncé, en être de même des termes de Kp puisqu'on 

obtient Ep en supprimant dans Ep les termes qui dépendent de 8V_X ou de Sp. 

Cela posé, changeons y3 en y% 4- 2K; les dérivées de Sq ne changeront 

pas si q est pair et au p lus éga l à p — 2 ; elles changeront de signe si 

q est impai r et au plus éga l à p — 2. Donc Kp se changera en (— i)pKr 

Reprenons maintenant l 'équation ( 7 ) 

o N S Pif] = - >> - M i ï , Pif] + w 
Quand on change y2 en y2 4- 2 r , -

[Kp] se change en (— if[Kp], 

Flf] »<*«*•«» (-'){^]. 
et 

- r^ se change en r — 1 . 

Nous pouvons m ê m e dire que 

Xp se change en (— i ) P V 

E n effet cela est v ra i pour p pair parce que Xp est une constante 

indépendante de y2; cela est vra i encore pour p impair parce que nous 

avons supposé que les Xp d'indice impair sont tous nuls . 

I l résulte de l à que 

et par conséquent 

dSp-i e n / I \ P - I d8p—i _ 

C. Q. F. D . 

dS dS 
Je dis maintenant que se changera en ( — I ) P J - 2 . 

•31 if 1 

Acta, matkematka. 13. Imprimé le 9 octobre 1890. 27 
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Ecrivons en effet l 'équation ( 5 ) 

( 5 ) ni

d^=2ASp_1 + Kp; 

Kp et ASp^ et par conséquent le second membre de l 'équation ( 5 ) seront 

mult ipl iés par (— i)p quand y2 augmentera de 27r. I l devra donc en 

dS 
être de même du premier membre et de • 

C. Q. F. D. 

Je vais maintenant démontrer que l 'on peut choisir les constantes Xp 

de façon que les dér ivées des fonctions Sp ne deviennent pas infinies pour 

y3 = 2lî7Z. 

Supposons que l 'on ait choisi les constantes X3, Xs, . . . , de 

façon que 

dSx dS1 dSp—2 dSp^v dSp—i 

dVi ' dV* ' ' " ' dVi ' dV» ' chJi 

restent finies et que les constantes Xg d'indice impai r soient nul les ; j e 

m e propos'e de choisir Xp de façon que J^1 et - ~ ne deviennent pas 

non plus infinies. N o u s verrons en même temps que Xp devra être nu l le 

si p est impair . 

I l est clair d 'abord que si reste finie, i l en sera de même de: 
dyx 

dSp—i [dSp-.i~\ 

dyt L dyu 

et de ^ 

Reprenons maintenant l 'équation ( 7 ' ) . L e coefficient de la quantité 

inconnue s 'annule pour y3 = ъкщ pour que cette quantité in­

connue demeure finie, i l faut que le second membre s'annule également 

et que l 'on a i t : 
фр(2Щ = Xp. 
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C o m m e @ p ne change pas quand y2 augmente de 4TT, i l suffira de 

prendre h — o et h — i et d'écrire 

(8) ^(o) = ^ N = V 

Si p est pair, i l n 'y a pas de difficulté, on a: 

et par conséquent : 

de sorte qu ' i l suffit de prendre : 

K = ^(°)-

Si au contraire p est impair , on a: 

®M = — № + 27T) 

et 
<P,(o) = — 0 , ( 2 * ) , 

de sorte que les équations (8) ne peuven t être satisfaites que si l'on a: 

0V{6) = ^ ( 2 f f ) = ^ - o. 

Nous avons donc à démontrer que pour p impair , 0p(o) est nul . 

Soit en effet: 

0„(o) = « 

et par conséquent 
0p{27T) = — a. 

Nous al lons nous appuyer sur un lemme qui est presque évident. 

V o i c i l 'énoncé de ce l e m m e : 

Soient fx et <p2 deux fonctions périodiques et de période 2it par 

rapport à yx et à y2. On sait que si <p est une fonction périodique de 

y1} par exemple , l a valeur moyenne de est nul le . On aura donc 
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S 
les intégrales étant étendues à toutes les va leurs de yx et de y3 depuis 

o jusqu 'à 27t. 

I l est nécessaire pour que le lemme soit v ra i que les fonctions <px 

et (p3 soient continues, mais leurs dérivées peuvent être discontinues. Ces 

dérivées doivent seulement rester finies. 

Ce la posé, nous achèverons de déterminer l a fonction 8 ^ non plus 

par l 'équat ion ( 7 ' ) , mais par l 'équation suivante: 

( 9 ) T i l a = - « « . * + • , ( * ) . 

2*Am eos my2 + 2"Bm sm my3

 ¿ 

E l l e ne diffère de l 'équation ( 7 ' ) que par ce que Àp a été remplacé 

par a cos • 

Cette équat ion montre d'abord que est une fonction pério­

dique de y2 et de période 27t, (je rappel le que p est supposé impair) . 

D e plus cette fonction ne devient pas infinie pour y2 = 2/.-7T, parce que le 

second membre de l 'équat ion (9) s'annule pour y3 = o et pour y% = 2TC. 
Posons ensuite 

r¡ sera une fonction de yv de y% et de ¡1 définie par l 'équation: 

(10) F(CX, Ct,yl, y3) — G. 

I l est aisé de vo i r que C¡ est entièrement déterminé puisque nous 

connaissons maintenant complètement 8 0 , 8X. . . . , 8p_i. On pourra donc 

tirer y] de l 'équat ion (10) sous la forme suivante: 

1 

V = Vo + Vi + Mt + • • • > 

+/x 2 

«. + № + „«. 
dy* dy2

 rdy2 

2>-i dSp—-

dy, 

OU 
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les rji é tant des fonctions pér iodiques de yx et de y2, de période 2it par 

rapport à yx et 4?r par rappor t à y2. 

D e p lus on aura : 

dy3 dy, P dys' 

Nous n 'avons besoin que de rj0 ; or on voi t tout de suite que r¡0 est 

donnée par l 'équation suivante: 

( n ) » l 7 o = 2 A S M + Kp 

qui ne diffère de l 'équation ( 5 ) que par ce que l 'inconnue y est désignée 

par tj0. 

Cette équat ion montre que tj0 est une fonction périodique de y1; i l 

faut chercher la va leur moyenne de cette fonction. Si l 'on se reporte à 

la signification de l 'équation (9) , on ver ra qu 'e l le expr ime que la part ie 

moyenne du second membre de ( 1 1 ) est a c o s ^ . On a donc: 

b y j = — cos —. 
L/OJ ^ 2 

C¡ est susceptible de deux valeurs différentes qui se permutent l 'une 

dans l 'autre, soit quand on change fa en — fai} soit quand on change 

y2 en y3 + 27T. 

J 'appel lera i f2 l a p lus grande des deux valeurs de C3 et <f>2 l a p lus 

petite. 

D e m ê m e d est sttsceptibie de deux valeurs ; j ' appe l le ra i <px cel le 

qui correspond à f2 et <px celle qu i correspond à <p2. 

Enfin 7] est susceptible de d e u x va leurs ; j ' appel lera i yf ce l le qu i 

correspond à <p2 et r¡" cel le qu i correspond à <p2\ yjt est susceptible de 

d e u x va leurs que j ' appe l l e r a i de m ê m e rjl et y". 

L a fonction (p2 est périodique de période 27t par rapport à y%\ en 

effet, quand on augmente y2 de 27t, les d e u x va leurs de C¡ se permutent 

entre e l les ; donc <p2 qu i est toujours égale à l a plus grande de ces deux 

va leurs ne change pas. 

P o u r la même raison, <px, <p,x, <p2, rj', y¡", rj¡, r¡¡' seront des fonctions 

de période 27c par rappor t à y2. 

Des définitions précédentes, i l résulte que <px, f2, <px et cp3 sont des 
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ou encore 

ou enfin: 

Cette relat ion devra avoir l ieu que l que soit fi. 

Mais quand fi tend vers o rj' — rj'0 et rj" — rjl' tendent vers o. 

Donc on aura : 

(i 2) l im J j d y . d y , = o (pour n = o) . 

Transformons le premier m e m b r e de l ' égal i té (12) . Je remarque 

d 'abord que p é tant impair , YJ0 est une fonction qui doit se changer en 

— YJ0 quand y2 se change en ?/2 4- 2TT. I l suffit pour s'en convaincre 

de se reporter à l 'équation ( 1 1 ) . Nous avons donc: 

Vo = ~ Va' = ± Vo 

d'où 

I l reste à vo i r pour quel les va leurs des y nous devons faire TJ'0 — 4- rj0 

et pour quel les valeurs des y nous devons faire rj'0 = — o y 0 . 

fonctions continues, quoique les dérivées de ces fonctions, de même que 

rj' et •/]" puissent être discontinues. 

Nous sommes donc dans les conditions où notre l emme est appl icable 

et nous pourrons écr i re: 
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Si nous avons : 

/ \ dS, , dS, , «dS. , , Ç^-dSp—v 

dy2 ' dy2

 r dy„ r d y i 

nous devrons prendre d'après notre convention: 

dS0 , .- dS, , dS2 , ,- dS, , ^ d8p^i 

^-dY2 + ^dt + ^ + ^ + --' + f l ~dy7 

et 

. dS0 .- dS. . dS2 ,- dS. , . dSp-i 

dy2

 v / dy2 ^dys ^yrdy2 dy2 

Si au contraire le premier membre de l ' inégali té (13) est négatif, 

nous devrons prendre: 

dS0 ,-dS, , , .QdSp-! 
<%2

 x r d y 2 ^ 

et 

, dS0 -dS, p~dSp-x 

^ - d f , + ^dy- + --- + f x ^y7' 

T o u t dépend donc d u signe du premier membre de l ' inégali té (13) . 

Ega lons ce premier membre à o , nous obtiendrons une équat ion: 

/ \ dS, dS. , 
( H ) ¡ ¡ ¿ + „ ¡ ¡ £ + . . . - 0 . 

2 

Cette équat ion peut être regardée comme définissant y2 en fonction 

de yx et de jx. 

O n pourra résoudre cette équat ion et écrire: 

Observons seulement que 6 est une fonction périodique de période 2?r 

par rappor t à yx et que cette fonction 0 s'annule identiquement quand 

on y fait a = o. 

P a r conséquent quand y2 var iera de d à 6 + 27c, on aura : 

V'o = + Vo 
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et quand y.2 variera d e # + 2 7 r à # + \n, on aura 

Nos intégrales doivent être étendues à toutes les valeurs de y3 

comprises entre o et 27c. Mais comme rj'„ est une fonction de période 

27V, on aura : 
2TC 2it 2TT 0+2X 

f ^ f d y ^ f c ï y j d y ^ 

ou 
2x 0+2JT 

Jfdj,dyidy*= f d y i fdy'-*dyt 

Quand p. tendra vers o , le premier m e m b r e devra tendre vers o et 

d 'ai l leurs â tendra vers o , on aura donc : 

2K 2X 

d'où 
2TT 

0 0 

On a donc 
a = o. 

0. Q. F . D . 

I l résulte de là que si l 'on annule les constantes Xp d'indice impai r 

et si l 'on donne des va leurs convenables a u x constantes Xp d'indice pair , 

les fonctions - r^ et -=-^ resteront finies. 
dl/i dy2 

On pourra donc les développer suivant les sinus et cosinus des mu l -
(il qi 

t iples de yx et de — ; les mul t ip les pairs de — entreront seuls dans le 
2 2 

développement si p est pair ; si au contraire p est impair , les mul t ip les 

impairs de —• entreront seuls. 
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v^? 1 ri q ^ ü ,7 <a 

( I 5 ) 

Ces séries ainsi que nous l 'avons vu sont divergentes, mais si on arrête 

comme nous le faisons dans les équations (15) au ne terme, l 'erreur com­

mise peut être très petite si ¡i est très petit, ainsi que j e l ' a i exposé 

plus haut . 

Nous avons v u que la quanti té appelée plus haut a est toujours 

nul le . On peut donner de ce fait essentiel une autre démonstration. 

Posons: 

T = 8X + ,x83 + ,i2Sc + ... +/*V„ 
£ = 7 0 + № + M \ + • • • • 

Je dis d'abord que T est une fonction périodique de yx et de yr 

dT dT 
E n effet ses dérivées - 7 — et -y- sont des fonctions périodiques; on 

«y i dy2 

a donc: 

T^^+ry. + T, 

P et y étant des constantes et T étant une fonction périodique de yx et y2. 

On en conclut que 

dT _ „ dT dT _ dT' 

d y i ~ " + dy1

1 ¥ 2 ~ r + %7 

dT' dT' 

— et -5— étant des séries t r igonométriques dont l e terme tout connu 

est nul . 

Mais les fonctions S 1 } S3, . , . , Sp_2 étant d'indice impair , leurs dé-
dT 

r ivées changent de signe quand on change y.2 ' en y2 + 2TZ. Donc - 7 — et 
dyx 

dT 

— changent de signe quand. y2 augmente de 21t. Donc les termes tout 

connus /5 et y s ° n f nuls. Donc T = T' est une fonction périodique qui 

ne change pas quand yx augmente de 2tt et qui change de signe quand 

y.2 augmente de 2jr. 
Acta mathematica. 13. Imprimé le 9 octobre 1890. 28 

Nous aurons alors pour les équations approximat ives de la surface 

asympto t ique 
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Cela posé, nous savons que et C2 sont liés par l 'équat ion: 

Il en résulte que, si les d e u x valeurs de C2 se confondent, les d e u x 

valeurs de C, se confondent également. 

Ecrivons que les deux valeurs de Q se confondent, il v ient : 

(16) - ^ = 0. 
dT 

Cette équation (16) est d 'ai l leurs identique à l 'équat ion (14) . Ecr i ­

vons maintenant que les d e u x valeurs de Cx se confondent, i l v iendra: 

dT — 
(•7) £ + > * ' t = ° -

Les équations (16) et (17 ) devront être équivalentes. D e plus elles 

devront être équivalentes à la suivante : 

6 ayan t le même sens que plus haut . Supposons qu'on développe 6 

suivant les puissances croissantes de a, i l viendra: 

(18) y2 +fl% +psds + . . . , 

6X, 09 , 0.j, . . . étant des fonctions périodiques de yx. 

Supposons y2 l ié à ?/j par l 'équation (18) ; quand yx augmentera de 

2 r , y2 ne changera pas et T qui est périodique ne changera pas non p lus ; 

on aura donc: 
2;r 

, \dy, d'u 
0 

ou en remplaçant '— et ^ par leurs valeurs tirées des équations (16) 
dT , dT 

remplaçant 

et (17 ) 

0 

Si dans 

? = Vo + Ma + P% + 

p—1 2JT 
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on remplace y., par sa va leur (18) i l v iendra : 

Ê = fo + + P-% + • • • , 

£o > ? n etc. étant des fonctions périodiques de yt. 

On devra avoir que l que soit /x: 

in 

f %i(fo + f£i + V% + . . .) = o 
o 

et par conséquent: 

0 

I l est clair que pour obtenir £ 0 , i l suffit de faire y.2 — o dans rjt), 

or on a 

\7]A — — c o s — . 

I l v ient donc 

— = o 

OU 

a - o. C. Q. F. D. 

§ 19. Troisième approximation. 

Nous nous proposons maintenant de construire exactement nos sur­

faces asymptotiques ou plutôt leur intersection avec l a surface yx = o 

qui est comme nous l 'avons v u plus haut une surface sans contact. 

Dans notre mode de représentation géométr ique, la solution pério­

dique que nous envisageons est représentée par une certaine courbe tra­

jectoire fermée. Cette courbe fermée vient couper la surface yL = o en 

un point que j ' a i représenté sur la figure en O'. 

P a r cette courbe fermée passent d e u x surfaces asymptot iques; ces 

d e u x surfaces coupent la surface y, = o suivant deux courbes que j ' a i 

représentées sur la figure en trait plein en AO'B' et A'O'B. 

J'ai représenté en trai t pointi l lé l a courbe y, — y.x = o. 

Reprenons les notations du § 1 6 ; considérons les séries sL et s 2 qui 

entrent dans les équations ( 4 ) de ce paragraphe; soient comme dans le 
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Nous avons appris dans le paragraphe précédent à former les séries sl et 

s2; nous avons v u que s[{y1, y2) et sf , y2) sont des fonctions périodiques 

de période 27c par rapport à yx et de période 47r par rapport à y2. . 

I l en résulte que l a courbe en trait mix te doit être comme l ' indique 

la figure une courbe fermée admettant un point double O. 

L a première question à traiter est la suivante: les courbes en trait 

plein, intersections des surfaces asymptotiques avec yx = o, sont-elles aussi 

des courbes fermées? I l est c la i r qu ' i l en serait ainsi si les séries s x et 

s2 étaient convergentes. Ca r les courbes en trait pointi l lé différeraient alors 

aussi peu qu'on voudra i t des courbes en trait plein; la distance d'un point 

de l a courbe pleine à l a courbe pointillée tendrait vers o quand p 

croîtrait indéfiniment. 

Je vais montrer sur un exemple simple qu ' i l n'en est pas ainsi. Soi t : 

— F = p 4 - if — 2 / i s i n 2 - — fis cosxç>(y), 

§ 1 6 , s\ et s?2 la somme des p premiers termes des séries s x e t s 2 . Nous 

avons v u que les équat ions: 

»1 = s 'f(2/i > y*\ ^ = s f (2 / i , 

représentent des surfaces qui diffèrent très peu des surfaces asymptotiques. 

Ces surfaces couperont la surface yt — o suivant des courbes qui ont 

pour équation: 

V l = o, = s? (o , y2), œ2 = s5(o , y,) 

et qui sont représentées sur l a figure en trait m ix t e 

Kg. 9. 
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_dS1 

P ~ dx ' 

d'où 

i> = o, 

où p(y) représente une fonction périodique de y de période 27t, et où 

¡i et s sont deux constantes que j e suppose très petites. Je forme les 

équations: 

dx dF d;i _ dF _ 

d t ~ dp~~ *' dt ~~dq"~~ 2 q ' 

(0 
dp dF . dq dF . N 

d t ^ d ^ ^ ~ , x s smxP(y)> d t ^ d j ^ v s m ' y + 1 X 5 C 0 S ^ 

On voit que p et q joueront le même rôle que j 'a t t r ibuais jusqu ' ic i à xx 

et à ÎP 2, pendant que x et y joueront le rôle que j 'a t t r ibuais à yy et à y3, 

j e n'ai changé les notations que pour supprimer les indices. 

Supposons d 'abord s = o. Les équations admettent alors une solu­

tion périodique qui s 'écrit: 

x = t, p — o, q = o, y = o . 

Les exposants caractéristiques (en laissant de côté les d e u x qui sont nuls, 

ainsi qu' i l arr ive toujours avec les équations de la dynamique) sont é g a u x 

à ± \¡2/J.. 

: I l existe alors d e u x surfaces asymptotiques qui ont pour équations: 

dS. r, _ , — 1/ 
df> SQ = + 2 ^ . 0 0 ^ 

q = ± \ / 3 ^ S I N F • 

Les exposants caractéristiques n'étant pas nuls, mais é g a u x à + ^2¡i. quand 

on fait s — o, i l existera encore une solution périodique pour les petites 

valeurs de s; à cette solution périodique correspondront deux surfaces 

asymptot iques dont l 'équation pourra se mettre sous la forme 

dS dS 

v^d*-'
 ff=¿7' 

S étant une fonction de x et de y satisfaisant à l 'équation 

dS /dsy . s 3 / , . 

dx- + {dy-J = 2¡X S m i + lXS C0SMy)' 



222 H. Poinearé. § 19. 

Les exposants caractéristiques ne s 'annulant pas pour s ••= o , i l résulte 

de ce que nous avons dit à l a fin du § 13 que p et q et par conséquent 

S sont développables suivant les puissances croissantes de s. Posons donc: 

8 = S0 + eS1 +s*Si + . . . . 

Nous avons t rouvé plus haut : 

# 0 = — 2 ^ C 0 8 | . 

Quant à Sx, i l devra satisfaire à l ' équat ion: 

dS. , ,•— . ydS, , \ 
-i—- + 1/2« s m - -p- 4 = 11 cos X(c(y). 
dx 1 v ' 2 dy ' ' w 1 

Si l 'on désigne par S une fonction qui satisfasse à l 'équat ion: 

, .— • y dl , 1 \ /• , S 

S T + ^ " s m i dj = (» = V - 0 
8X sera la partie réelle de I . Or on peut satisfaire à cette équation 

en faisant: 
2 = e<*d>(y); 

i l suffit pour cela que: 

L 'équat ion en à ainsi obtenue et qu ' i l s'agit d'intégrer est linéaire. Son 

in tégrale générale s'écrit: si p(y) = o 

<-" = CH)". >—i\/l 

et si f{y) est quelconque: 

C o m m e <p doit être développable suivant les puissances entières de y 

pour les petites valeurs de y, i l est facile de voir quel le va leur i l faudra 

donner à la constante d'intégration. Si , pour y = o, <p{y) s'annule, l 'inté­

gra le devra s'annuler aussi, de sorte qu ' i l faudra la prendre entre les li­

mites o et y. 
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ainsi de ( t g - ) . Donc l'intégrale 

Z7C 

devrait être nulle. Calculons cette intégrale en supposant <p{y) — siny. 
ni 

Posons far - = t, il viendra: 

T !— r t - * { i — t * ) d t 

' J = 4v>- / ( I + t r ' 

0 

Intégrons pas parties en remarquant que ^ 3 est la dérivée de ^ ̂  ^ , 

il viendra: 

j ,— fl-<>-àt 
' = 4a SJ2/J.J-

Faisons t2 = u, on aura: 

1 + f2 

0 

g+i 
_ ,— . » 2 du 2rca \¡2a — 8m 

J = 2a\¡2¡i — v — 1 + u an 4 - %-

Donc J n'est pas nul; donc les courbes BO'B' et AO'A' ne sont pas 

fermées; donc les séries sx et s 3 ne sont pas convergentes, non plus que 

Que faudrait-il maintenant pour que les courbes BO'B' et AO'A' 

fussent fermées? Il faudrait que la fonction S restât finie ainsi que ses 

dérivées pour toutes les valeurs de y et fût périodique de période 4.7: 

par rapport à y (c'est ce qui arrivait, rappelons-le, pour les fonctions s{ 

et 4' dont nous avons parlé un peu plus haut). Comme cela devrait 

avoir lieu pour toutes les valeurs de s, cela devrait avoir lieu de Sx, 

et comme Sx est égal à cosa; multiplié par la partie réelle de <p, plus 

sinœ multiplié par la partie imaginaire de <p, cela devrait avoir lieu de (p. 

Donc pour les valeurs de y voisines de 2 r , çù devrait être dévelop­

pât) le suivant les puissances entières de y — 2 - . Mais il n'en est pas 

4/ 
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les séries définies dans les §§ 1 4 et 18 ainsi que j e l 'avais annoncé dans 

ces paragraphes. 

L a distance des deux points B et B' n'est donc pas nul le , mais el le 

j ou i t de la propriété suivante. Non seulement BB' tend vers o , quand 

1313' 
[i tend vers o , mais le rapport tend également vers o quelque grand 

o 

que soit p. 

En effet l a courbe pointi l lée a pour équation 

yx = 0, Xx = Sî(0 , y,), fl!3 = sJ(o , 

et la courbe en trait plein a pour équat ion : 

Vi = o, », = £(0 , y2), x2 = £(0 , y2). 

D'après ce que nous avons v u plus hau t les séries sL et s2 représentent 

asymptot iquement les fonctions' fx et f2, ce qui veut dire que l 'on a: 

l i m ÙIlA = l j m ttzA = o (pour ¡1 = o). 

fi2 fj? 
p 

Donc le rappor t à /t2 de la distance de B à la courbe pointi l lée tendra 

vers o et i l en sera de même du rapport à de l a distance de B' à 

cette courbe pointil lée. On a donc: 

BB' 
lim —— — o. 

p 

C. Q. F . D . 

En d'autres termes, si on regarde fi comme un infiniment petit du 

premier ordre, l a distance BB', sans être nul le , est un infiniment petit 

_ 2 

d'ordre infini. C'est ainsi que la fonction e 11 est un infiniment peti t 

d'ordre infini sans être nulle. 

Dans l ' exemple particulier que nous avons traité plus haut, l a di­

stance BB' est du même ordre de grandeur que l ' intégrale J, c'est à 

dire que e v '^. 
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Une seconde question à traiter est celle de savoir si les deux courbes 

O'B et O'B' prolongées se coupent. S' i l en est ainsi en effet, l a tra­

jectoire qui passera par le point d'intersection appartiendra à la fois a u x 

deux nappes de la surface asymptot ique. Ce .sera une trajectoire double­

ment asymptotique. Soit C l a trajectoire fermée qui passe par le point 

0' et qui représente l a solution périodique. L a trajectoire doublement 

asymptot ique diffère très peu de C, lorsque t est négat i f et très grand, 

el le s'en éloigne asymptot iquement , s'en écarte beaucoup d'abord, puis 

s'en rapproche de nouveau asymptot iquement , de façon à différer très 

peu de G, lorsque t est positif et très grand. 

Je me propose d 'établir qu' i l existe une infinité de trajectoires double­

ment asymptotiques. 

Je commence par observer que l a courbe O'B, que lque loin qu'on 

la prolonge, ne pourra jamais se recouper el le-même, c'est à dire que 

cette courbe O'B prolongée n'a pas de point double. E n effet d'après 

la définition de cette courbe les antécédents des divers points de O'B 

sont eux-mêmes sur cette courbe O'B; de sorte que l 'antécédente de la 

courbe O'B est une port ion de cette courbe. D e même la seconde, la 

troisième etc., l a 'ne antécédente de O'B sont des portions de plus en 

plus petites de cette courbe, l imitées par le point 0' d'une part et un 

point D de plus en plus rapproché de 0' d 'autre part . 

Si l a courbe O'B ava i t un point double, i l en devra i t être de même 

de toutes ses antécédentes, et par conséquent de tout arc O'B si petit 

qu ' i l soit, faisant part ie de O'B. Or les principes du § 13 nous permet­

tent de construire la port ion de O'B voisine de 0' et de constater que 

cette port ion de courbe n'a pas de point double. I l en est donc de 

même de l a courbe entière quelque loin qu'on la prolonge. 

D'après l a définition des d e u x nappes de la surface asymptot ique et 

des courbes BO'A', B'O'A, l 'une de ces courbes (par exemple la courbe 

BO'A!) est te l le que le ne antécédent d'un point de cette courbe se rapproche 

indéfiniment de 0', quand 'n augmente ; pour l 'autre courbe B'O'A, c'est 

le ne conséquent qui se rapproche indéfiniment de 0'. Ce que nous 

venons de dire s 'applique donc également à la courbe O'B', pourvu qu 'on 

remplace par tout le mot antécédent par le mot conséquent. Donc la 

courbe O'B' que lque loin qu'on l a prolonge ne se recoupera pas elle-même 

et i l est c la i r qu ' i l en sera de m ê m e des courbes O'A et O'A'. 

Acta mathematica. 13. Imprimé le 14 octobre 1890. 29 
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Mais l 'origine des y 3 est restée arbi t ra i re ; j e puis supposer qu 'on la 

choisisse de telle sorte qu 'au point d'intersection des deux courbes O'B 

et O'B', on ait y2 = o. E n ce cas les points B et B' coïncident. I l 

doit donc en être de m ê m e de leurs conséquents Bx et B[. Les d e u x 

arcs BB1 et B'B[ ont alors mêmes extrémités , mais cela ne suffit pas 

pour satisfaire au théorème III que j e viens d'appliquer (il faut en effet 

pou r satisfaire à ce théorème que l'aire l imitée par ces d e u x arcs ne soit 

pas convexe) , i l faut encore qu' i ls se coupent en un autre point N. 

P a r ce point passera une trajectoire doublement asymptot ique qui 

Je dis maintenant que l a courbure des courbes O'B et O'B' est finie, 

j e v e u x dire qu 'el le ne croît pas indéfiniment quand p tend vers o. 

E n effet nous avons v u que non seulement les séries sx et s 2 repré­

sentent asymptot iquement les d e u x fonctions fx et f2, mais que les séries 

dï/* dj/jf représentent asymptot iquement e * 

On en conclut que si p est regardé comme un infiniment petit, l a 

courbure de la courbe en trai t plein au point B différera infiniment peu 

de la courbure de la courbe pointi l lée ^au point le plus rapproché; or 

cette dernière courbure est finie, donc i l en est de même de l a courbure 

de l a courbe en trai t plein. 

Soit maintenant Bx le conséquent du point B et B[ celui du point 

B'. L a distance BBX est d u même ordre de grandeur que fa et i l en 

est de même de l a distance B'B[, les arcs BBX et B'B{ sont donc très 

petits si p est très petit et l eu r courbure est finie; d 'autre par t les 

distances BB', BXB'X de même que les rapports , tendent vers o 

quand p tend vers o ; enfin i l existe un invariant intégral positif. 

Nous nous trouvons donc dans les conditions du théorème III du § 8. 

Nous en conclurons que les arcs BBX et B'B[ se coupent, c'est à dire 

que la courbe O'B' coupe la courbe O'B prolongée et par conséquent 

qu ' i l existe au moins une trajectoire doublement asymptotique. 

J e dis maintenant qu ' i l en existe au moins deux . 

E n effet l a figure a été construite de façon que les points B et B' 

soient sur l a courbe 

Vi = ya = o. 
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ne se confondra pas avec celle qui passe en B. I l y a donc au moins 

d e u x trajectoires doublement asymptotiques. 

Je suppose toujours que les points B et B' se confondent. Soit 

BMN l a portion de la courbe O'B comprise entre les points B et N; 

soit de même BPN l a portion de la courbe O'B' comprise entre le point 

B = B' et l e • point N. Ces deux arcs JSitfiV et BPN l imiteront une 

certaine aire que j ' appe l le a. 

Nous avons v u que dans le cas part icul ier du problème des trois 

corps qui nous occupe on peut appl iquer le théorème I E R du § 8. I l 

existera donc des trajectoires qui traverseront une infinité de fois l 'aire a. 

Donc parmi les conséquentes de l 'aire a, i l y en aura une infinité 

qui auront une part ie commune avec a. 

Si donc on considère la courbe fermée BMNPB qui l imite l 'aire a, 

et les conséquentes de cette courbe, i l y aura une infinité de ces consé­

quentes qui couperont la courbe BMNPB e l le-même. 

Comment cela peut-i l se faire? 

L 'a rc BMN ne peut couper aucun de ses conséquents; car l 'arc 

B31N et ses conséquents appartiennent à l a courbe O'B et l a courbe O'B 

ne peut se recouper elle-même. 

P o u r l a m ê m e raison l 'arc BPN ne peut couper aucun de ses 

conséquents. 

I l faut donc, ou bien que l 'arc BMN coupe un des conséquents de 

BPN, ou que l 'arc BPN coupe un des conséquents de BMN (dans les 

hypothèses où nous nous sommes placés, c'est l e second cas qu i se pré­

sentera). Dans l 'un comme dans l 'autre cas la courbe O'B ou son pro­

longement coupera l a courbe O'B' ou son prolongement . 

Ces d e u x courbes se coupent donc en une infinité de points et une 

infinité de ces points d'intersection se t rouveront sur les arcs BMN ou 

BPN. P a r ces points d'intersection passeront une infinité de trajectoires 

doublement asymptotiques. 

On démontrerait de la même manière que la surface asymptot ique 

qui coupe la surface yx — o suivant la courbe O'A contient une infinité 

de trajectoires doublement asymptotiques. 
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C H A P I T R E II I . 

Résultats divers. 

§ 20. Solutions périodiques du 2 0 genre. 

Dans le chapitre précédent et en particulier dans les §§ 1 7 et 18 

nous avons construit nos séries en supposant que l'on donne à GL une 

valeur tantôt supérieure tantôt égale à — <pv 

Supposons maintenant qu'on ait donné à Gx une valeur .< — (pv 

Alors 

n'est pas toujours réel. Supposons par exemple que, pour la valeur 

choisie de Gx, x\ reste réel quand y3 varie depuis % jusqu'à r¡e. Je 

vais considérer une valeur rj7 de y3 comprise entre Y¡5 et rja: 

Vn<V7< Ve 

et je vais chercher à définir les x\ pour toutes les valeurs de y2 com­

prises entre 7j5 et rjn. 

J'observe d'abord que x\ est susceptible de deux valeurs égales et 

de signe contraire, à cause du double signe du radical; donnons d'abord 

par exemple à ce radical le signe + . 

Imaginons que l'on ait calculé successivement 

Xi , X-y , . . . , x±

 2 , 

x%, x 2 , . . . , x2

 2 . 

L'équation (7) du § 18 nous donne: 

= % 2 ) + e u , 

6(y3) étant une fonction entièrement connue de y2 et Gk_L une constante. 
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Nous déterminerons cette constante par l a condition 

<%) + OU = o. 

A l o r s bien que x\ s'annule pour y3 = y5, l a fonction 

'2 J — S 

reste finie pour y s = 57, 

Nous avons donc complètement déterminé les fonctions x\ pour 

7]5 <y2 < rj7 et nous appellerons x\A les fonctions de yt ainsi déterminées. 

Supposons que l 'on recommence le ca lcu l en donnant au radical le 

signe — . On trouvera pour les fonctions x\ de nouvel les valeurs que 

j ' appe l l e x\A et qui seront d'ailleurs la continuation analyt ique des pre­

mières. 

Imaginons ensuite que l 'on remplace G1 par une constante nouvel le 

G[ très voisine de Gx. 

A l o r s l e r ad ica l : 

sera rée l toutes les fois que y3 sera compris entre 7j7 et une certaine 

va leur 7js très voisine de oy0. 

Ce la posé, nous allons par le procédé exposé ci-dessus ca lculer les 

fonctions X1: pour les va leurs de y3 comprises entre rj7 et rjg, d 'abord en 

faisant: 

(nous appellerons x\Â les fonctions ainsi calculées). 

Nous allons ensuite construire les quatre branches de courbes : 

(nous appellerons x\A les fonctions ainsi calculées). is), puis en faisant 

i ° . Vi = o, 2̂ = f»o.s(&) 

que nous prolongerons depuis y2 — TJ6 à y3 — rj7. 
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C'est ce qu'indique la figure 8 où les trois arcs pointillés repré­

sentent les trois courbes 

où l'arc AB représente la i è r e de nos quatre branches de courbe, l'arc 

AD' la seconde, l'arc B'C la 3 m e et l'arc BG la quatrième. 

Nous regarderons C, comme une donnée, mais C[ est resté jusqu'ici 

arbitraire. Nous déterminerons C[ par la condition que la i 6 r o et la 3 m o 

courbes se raccordent et que les points B et B' se confondent, ce qui 

s'exprime analytiquentent par les conditions: 

(0 

1 

2°- Vi = o, xx = ^ ( y , ) » a?2 = ^ . 2 ( 2 / 2 ) 

que nous prolongerons également depuis y 2 = % jusqu'à y 2 = rjr 

3°. y 2 = o, % = paA(y,), x2 = f 2 . 2 (y 2 ) 

que nous prolongerons depuis y 2 = ^ 7 jusqu'à y 2 = yj . 

4°- Vi = o, a?x = (y s ) , 0 2 = ^3.2(2/2) 

que nous prolongerons également depuis y 2 = ^ 7 jusqu'à y 2 = 

Dans ces formules nous avons posé: 

* 

La première et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront 

tangentes en un même point à la courbe y 2 — Va-

La troisième et la quatrième courbes se raccorderont également et 

seront tangentes en un même point à la courbe y2 — r/g. 

Fig. 8. 



§ 20. Sur le problème des trois corps et les équations de la dynamique. 231 

Ces deux équations ne sont d 'ail leurs pas distinctes et se ramènent 

à une seule. 

E n nous appuyan t sur le théorème III du § 8 nous pourrions dé­

montrer que si C[ est déterminé par les équations ( i ) , les équations 

(O ViÁli) = ^3.1(577). 9>iÀVi) = P3.S(7T) 

seront aussi satisfaites a u x quanti tés près de l 'ordre de jx 2 ; c'est à dire 

que la 2 a < i et l a 4 m e courbes se raccorderont a u x quantités près de cet 

ordre, ou que la distance DD' est un infiniment petit de même ordre 

î±l 

que jx 2 . 

Mais j e dois faire ici l a même observation que plus hau t ; les séries 

auxque l l es on parvient de l a sorte ne sont pas convergentes bien qu'elles 

puissent rendre des services si on les manie avec précaution. 

I l existe donc des régions, où, au moins pendant un certain temps, 

yt (dans l e cas où l 'on suppose « 2 = o) on n2y¡ —nxy2 (dans le cas général) 

conservent des valeurs finies. C'est ce fait que les astronomes expr iment 

d'ordinaire en disant qu ' i l y a libration. On peut se demander si ces 

régions de l ibrat ion sont sillonnées de solutions périodiques. 

On peut s'en rendre compte par les considérations suivantes. 

Ecr ivons les équations: 

= ¡xx\, 

(2) n 

^ = < + ^\/^([F1] + G1)+/xul 

Ces équations sont à des quantités près de l 'ordre ¡x celles de surfaces 

que nous avons construites (voir figure 8) ; elles satisfont donc approxima­

t ivement a u x équations (3) du § 1 7 . Quant à u\ c'est une fonction de 

yL et de y2 qui ne diffère de x\ que par une fonction de y2 de tel le 

sorte que 

du\ dx\ 

dyt ~~ dyx 

Cette fonction u\ doit d 'ailleurs rester toujours finie. 

Je m e propose de modifier l a forme de la fonction F qui entre 

dans nos équations différentielles de façon que ces équations (2) satis­

fassent exactement a u x équations (3) du § 1 7 . 
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Je cherche donc une fonction F* telle que les équations: 

(3) 

dxx dF* dxt •dF* 

~dT ~~ dVi ' dT ~~ dVi 

dVi _ 
dlh _ dF* 

dt dxx ' dt dx2 

admettent des surfaces trajectoires représentées précisément par ces équa­

tions (2). 

Voici comment nous déterminerons cette fonction F*, 

Observons d'abord que x\ et x?2 sont déterminés par les deux équa­

tions simultanées 
dF 

F0(xl,x°2) = C, g = o. 

On peut tirer de ces deux équations x\ et x\ en fonctions de C. 

Nous regarderons donc désormais x\ et x\ comme des fonctions connues de C. 

D'autre part LFJ est une fonction de y2, de x\ et de x2, ce qui 

nous permet de le regarder comme une fonction connue de y2 et de G. 

Les équations (2) nous donneront par conséquent xL et x2 en fonc­

tions de yl} de y.2, de G et de Gv 

Remarquons que si xx et x2 sont définis par ces équations 

œldy1 + x2dy2 — dS 

est une différentielle exacte, de sorte que: 

dx\ dut 

dlh ~~~ dVi ' 

Résolvons maintenant les équations (2) par rapport à C et 6\, il 

viendra 

G = F*(x1,xi,y1,y2), 

Gx = (p*(xl,x2,y1,yi). 

La fonction F* est ainsi définie et on aura en employant la nota­

tion de JACOBI: 

[F*, (p*] = o, 



§ 20. Sur le problème des trois corps et les équations de la dynamique. 233 

ce qui signifie que 
0* = const, 

est une intégrale des équations ( 3 ) . 

L a solution l a p lus généra le de ces équations ( 3 ) s'écrit a lors: 

f„\ d S _ v

 d S _ d S _ (V , f

 d S _ ru 

W djt - ¥2

 2' dd ~ ° +
 h

 5 Ô ; ~ 0 I > 

G' et G[ étant deux nouvel les constantes d'intégration. 

Cherchons à former effectivement F* ou du moins à nous rendre 

compte de l 'ordre de grandeur de la différence: 

F—F*. 

Or x\ est défini par la condition suivante: 

F{%\ + ¡xx\, x\ + fax¡) — G 

doit être une quantité de m ê m e ordre que ¡xfa. (Cf. § 17.) 

Donc comme ^ est nu l , l a fonction 

F(x\ + ¡LX\ , x\ + faxx\ + /Mil) — C 

sera encore de même ordre que p. fax, quelle que soit l a fonction u\. 

D'ai l leurs on a ident iquement : 

F*{x\ + fJtxl, x\ + faxx\ + put) = G. 

Donc la différence 

regardée comme fonction de ¡x, de G, de G1, de Î /J et de y2 est de l'ordre 

de pfa. 
Posons maintenant: 

^fax = x2 — x¡. 

Des deux équations (1) on tirera faci lement C1 et G en fonctions 

de xx, £2, yx, y2 et / Î ; on voi t alors sans peine que C et Gx peuvent être 

développés suivant les puissances positives de fa, les coefficients étant 

des fonctions finies de x v de f 2, de yx et de yr 

Acta mathcmatica. 13. Imprimé le 14 octobre 1890. 3 0 
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( 3 ' ) 

dxx 

~dt 

dF" 

~ dy. 

dF* 

dt 

d]h _ 

dF* 

dxt ' 

dF* 

dt s/"dy3 

dt fade* 

De même les équations proposées: 

dx-i dF 

dt diji ' 

dyt _ 

dt 

dF 

d-Xi 

doivent se réduire à: 

( 4 ) 

dxx 

df 

dF 

~~ dy1 ' dt 

dF 

dxt ' 

( 4 ) 
dF dy2 _ dF 

If fady2 
dt \J/ud$2 

Nous formerons en outre les équations suivantes: 

(5) 

£__Î = A. (F* 4 . £F>) dJh = _L (F* 4 . £F'\ 
dt dVl ^ ^ h dt dxt

 K T h 

qui se réduisent à ( 3 ' ) pour s = o et à ( 4 ) pour s — p\//x. 

Nous venons de voir que F—F* est une fonction de /x, de yx, de y2, 

de G et de Gx dont le développement suivant les puissances de /x com­

mence par un terme en /xfax', si nous y remplaçons G et Cx par leurs 

valeurs en fonctions de p., de xx, de £?2, de yx et de y2, nous verrons que 

cette différence F—F* est une fonction développée suivant les puis­

sances de /x, dont les coefficients dépendent de xx, £2, yx et y 2 et qui 

commence par un terme en p\!p. 

Par conséquent la fonction: 

r = F'(/x , xx, i; 2 , y1 , yt) 

ne devient pas infinie pour /x = o. 

Par le changement de variable que nous venons de faire les équa­

tions ( 3 ) deviennent: 
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D'après ce que nous avons vu plus haut, les équations ( 3 ) et par 

conséquent les équations ( 3 ' ) peuvent s'intégrer exactement; nous en avons 

donné par les équations (a) la solution générale. 

Si l'on discute cette solution générale et si on cherche à la con­

struire en conservant le même mode de représentation géométrique que 

dans les paragraphes précédents, on verra qu'il existe une infinité de 

surfaces trajectoires fermées. 

Ces surfaces qui ont pour équation: 

/<r\ ^ = 

W Xt XÏ+fAXÎ 

diffèrent peu des surfaces que nous avons construites dans le § 17 et dont 

l'équation s'écrivait: 

(?) x~t

 = x} ' 

Elles ont môme forme générale que les surfaces définies par l'équation 

(7). Si donc nous faisons les mômes hypothèses que dans le § 17 au 

sujet des maxima et des minima de [ i ^ ] , deux de nos surfaces (6) seront 

des surfaces fermées à courbe double; ce seront celles qui correspondent 

aux valeurs — cp2 et — c?4 de la constante Gx. Les autres se composent 

de une ou deux nappes, fermées. 

La surface fermée à courbe double sera pour nos équations (3 ' ) 

une surface asymptotique et elle partagera l'espace en trois régions comme 

nous l'avons dit plus haut. 

Parmi ces régions, je distingue la région B2 comprise entre les deux 

nappes qui est une région dite de libration et je me propose de montrer 

que dans cette région, on peut tracer une infinité de trajectoires fermées 

correspondant à des solutions périodiques. 

Revenons en effet aux équations (et) qui nous font connaître la so­

lution générale des équations ( 3 ) et ( 3 ' ) . D'après la forme des équations 

(2), nous pouvons écrire: 

S = aiJx + hj2 + 6{yx ,y2) + \/2JiJN/p^JT^)^, 
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aura augmenté d'une certaine période v définie comme il suit: 

Supposons que les valeurs de y2 pour lesquelles le radical \j{[Ft) + et) 

est réel soient les valeurs comprises entre % et r/e, on aura: 

v = 2 f. gg» 

Va 

Quand notre intégrale augmentera de v, augmentera de 

a et b étant des fonctions de G et de Gx seulement et d(;yx , y2) une fonc­

tion réelle et périodique de yx et de y2. 

On en déduit: 

~, dS dct, ,db dO , , / ¡1 Ç dy2 

^ - ^ - W ^ + dG^ + dGl + V ^ J V P J + ~ G j ' 

Nous donnerons à Gx une valeur déterminée qui devra être plus 

petite que — ç>i puisque nous nous supposons placés dans la région B2. 

La surface fermée qui correspond à cette valeur de Cx présentant 

les mêmes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux 

manières différentes: i° en regardant y2 comme constant; 2 0 en regardant 

yx comme constant. 

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y2 comme 

constant, yx aura augmenté de 27c et aura augmenté de 

da 
27tdGt-

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant yx comme 

constant, y2 sera revenu à. la même valeur, mais l'intégrale 
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et
 Va 

soient commensurables entre elles. 

Cette condition sera évidemment satisfaite pour une infinité de va­

leurs de Gx; notre région B2 contient donc une infinité de trajectoires 

fermées, représentant des solutions périodiques. 

Ains i si K est un nombre commensurable quelconque, l 'équation: 

(qui contient Gx parce que et v sont des fonctions de Cx) nous don­

nera une va leur de Gx correspondant à une solution périodique. 

P o u r discuter cette équation, i l m e faut cbercber ce que c'est que 

da 
dd\~' 

I l me suffit pour cela de rappeler que: 

a = x\ + fj.[x\] 

et q u e : 

F0(x\ + ftx\, xl + y/paÇ) + fiFx{x\, x\, yx, y,) 

doit se réduire à G a u x quantités près de l 'ordre de ft\[jx. O n en conclut : 

d 'où 

et : 

— » i » ï — ̂ {4Y + Fx{x\, xl, yx, y2) = o 

- < x \ ] - C x - [ F 1 ] + [F1] = o 

da fi 

dG, n. 

P o u r que l a solution qui correspond à cette va leur de Gx soit pé­

r iodique, i l faut donc et i l suffit que ces deux quanti tés: 
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-Tp- est donc une constante, indépendante de Cx, de sorte que l ' équa­

tion (8) peut s'écrire 

(S') 
v 

P o u r discuter cette équation nouvel le , i l convient de chercher com­

ment var ie v quand on fait varier Gx depuis — ç>i jusqu 'à — <px. 

P o u r C1 = — fv v est infini; Gx var iant depuis —fi j u s q u ' à — ( p 2 , 

v décroît d 'abord jusqu 'à un certain min imum, pour croître ensuite de 

nouveau jusqu ' à l'infini. 

P o u r Gx < — <p.2, v peut admettre d e u x va leurs correspondant a u x 

deux nappes de l a surface et que l 'on peut envisager séparément. (Cf. 

figure 7.) 

L a première nappe de la surface reste réel le quand Gx est compris 

entre —<p2 et —<p 3; la valeur correspondante de v décroît depuis l 'in­

fini jusqu 'à un certain min imum quand Gx décroît depuis — <p2 jusqu 'à — p3. 

L a seconde nappe de la surface reste réel le quand Cx est compris 

entre — <p2 et — <px ; l a valeur correspondante de v décroît depuis l'infini 

jusqu 'à un certain min imum quand Cx décroî t d e p u i s — ^ j u s q u ' à — ( p x . 

Ains i v admet trois minima au moins et reste toujours supérieur à 

une certaine l imi te positive. 

Si donc nous regardons l 'équation (8') comme définissant Cx en fonc­

tion de /j., Gx sera fonction continue de ¡1, mais nous pourrons prendre 

¡1 assez peti t pour que cette équation n 'admette aucune racine. 

Ains i i l est certain qu'i l existe toujours une infinité de solutions 

pér iodiques; mais quand on fera décroître ¡1, toutes ces solutions dispa­

raîtront l 'une après l 'autre. 

I l résulte de ce qui précède que les équations ( 5 ) admettent pour 

s — o une infinité de solutions périodiques; les principes du chapitre III 

( i È r e partie) nous permettent d'affirmer qu ' i l y en a encore une infinité 

pour les va leur s suffisamment petites de s. C o m m e jx est très petit, i l 

semble très p robab le qu ' i l existera une infinité de solutions périodiques 

pour s — ix\Jfx, c'est à dire pour les équations ( 4 ) qui sont déduites par 

u n changement de var iab le très simple des équations proposées. 

P a r conséquent, si nous revenons à ces équations proposées, nous 
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voyons que dans l a région de lïbration Bs il y a %me infinité de trajec­

toires fermées représentant des solutions périodiques. Nous allons d'ailleurs 

l 'é tabl i r r igoureusement par une voie toute différente. 

Mais si faisant décroître ¡1 d'une manière continue, on suit une de 

ces trajectoires fermées, on la verra se déformer aussi d'une façon con­

tinue et disparaître ensuite pour une certaine va leur de /x. Ains i pour 

;x — o toutes les solutions périodiques de la région B2 auront disparu 

l 'une après l 'autre. Ce n'est pas ainsi que se comportaient les solutions 

périodiques étudiées dans le chapitre III ( i f i e partie) et qui subsistaient 

encore pour /x = o . 

On peut démontrer que dans le voisinage d'une trajectoire fermée 

représentant une solution périodique, soit stable, soit instable, i l passe 

une infinité d'autres trajectoires fermées. Ce la ne suffit pas, en toute 

r igueur, pour conclure que toute région de l'espace, si petite qu 'el le soit, 

est traversée par une infinité de trajectoires fermées, 1 mais cela suffit 

pour donner à cette hypothèse un haut caractère de vraisemblance. 

Ains i que j e viens de le dire, l ' aperçu qui précède ne suffirait pas 

pour établir r igoureusement l 'existence des solutions périodiques du 2 E 

genre. Vo ic i comment nous y parviendrons. 

Reprenons nos équations différentielles 

dxi dF diji dF 

dt diji ' dt d%i 

et envisageons une solution périodique du I E R genre de période T; quand 

t augmentera de T, yx et ys augmenteront de nxT et de n2T; j e sup­

poserai comme plus hau t : 

nxT = 27T, n.2 = o. 
Cela posé, de l 'équat ion 

F = G 

nous pouvons tirer x2 en fonction de xx, yx et y2; en remplaçant x2 pa r 

l a va leur ainsi obtenue, on t rouve : 

djçi _dF di/, _dF dy^ dF 
dt dy1

> dt d)\} dt dxt' 

1 Les travaux récents de M . CAÎTTOR nous ont appris en effet (pour employer le 

langage de ce savant géomètre) qu'un ensemble peut être parfait, sans être continu. 
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les seconds membres pouvan t être regardés comme des fonctions connues 

de xx, yx et y2. Enfin en él iminant dt i l v iendra : 

w è = l : = 

I e t J étant des fonctions connues de xx, yx et y2, pér iodiques de période 

27T par rapport à yx. 

Soit : 

l a solution périodique considérée qui sera de période 27T pa r rapport à 

yx; je suppose que cette solution périodique soit celle que nous avons 

définie plus hau t et qui étai t représentée approximat ivement sur l a figure 

du § 17 par l a courbe fermée isolée de l a surface Gx = —ç>B. Ce sera 

donc une solution pér iodique stable, el le admettra deux exposants carac­

téristiques a et — oc é g a u x et de signe contraire et dont l e carré sera 

réel négatif. 

Soit maintenant 

3>i = Pi(>i) + £1» YA = PA (>i ) + Éî 

une solution peu différente de la première. Soient conformément a u x 

notations du chapitre I I I ( i ê r e partie) j3x et ps les va leurs initiales de 

Çx et de £2 pour yx = o, e t /3X + <px, + à2 les valeurs de Çx et de £2 pour 

yx = 2k7t (k entier). L a solution sera périodique de période 2k% si l 'on a: 

(10) <px = <p2 = o. 

On sait que (j>x et <p2 pourront se développer suivant les puissances de 

px et p2 et que ces fonctions dépendront en outre de /x. 

Si on regarde un instant px, p2 et ¡1 comme les coordonnées d'un 

point dans l 'espace, les équations (10) représentent une certaine courbe 

gauche et à chaque point de cette courbe gauche correspond une solu­

tion périodique. I l est clair que <px et (p2 s 'annulent avec px et p.2; en 

effet si l 'on fait £x = o, Ç2 = o, on obtient, d'après la définition de $x 

et de £ 2 , une solution pér iodique de période 27c qui peu t aussi être 

regardée comme périodique de période 2Jfor. 

L a courbe (10) comprend donc d'abord l ' axe des [x t ou t entier. Je 
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me propose de démontrer que si, pour /x = /x0, ka est mul t ip le de 2ix, 

i l existera une autre branche de l a courbe (10) qui passera par le point 

fi = /x0, fii = o, j32 = o 

et pa r conséquent que pour les valeurs de /x voisines de /x0, i l existe 

d'autres solutions périodiques que £1 = ç 2 = o. 

Posons /x —• /x0 = À et cherchons à développer d\ et d>2 suivant les 

puissances de de j32 et de X. 

Calculons d'abord les termes du i c r degré par rapport à /?x et à J32. 

Je dis d'abord que pour X = o, c'est à dire pour /x — /xQ, tous ces 

termes sont nuls. 

En effet supposons que les £ soient assez petits pour qu'on en puisse 

négl iger les carrés. Nous avons v u dans la iC r n partie que dans ce cas, 

les ç satisfont à un système de deux équations différentielles linéaires, 

que nous avons appelées équations a u x variations des équations (9). 

Nous avons v u également que ces équations linéaires admettent deux 

solutions remarquables ; que la première de ces solutions est mult ipl iée 

par <f"~ quand yx augmente de 2TT, et que l 'autre est mult ipl iée par e~'2a~. 

P o u r X = o, ha est un mul t ip le de 21% de sorte que â"-~. et e~~"~ 

sont d e u x racines }fs de l 'unité. Donc nos deux solutions se reproduisent 

quand yx augmente de 21CTT. Comme l 'équation est linéaire, l a solution 

générale est une combinaison linéaire de ces d e u x solutions remarquables , 

et el le ne change pas non plus quand yx augmente de 2Î17V. 

C o m m e <px et d\2 sont précisément les accroissements que subissent çx 

et £ 2 quand yx passe de l a va l eu r o à la va leur 2/1-5?, <f\ et ([>2 doivent 

être nu ls ; mais cela n'est v ra i que quand ^ et £2 (ou j3x et j32) sont 

assez petits pour qu'on puisse en nég l iger les carrés; ce seront donc 

seulement les termes de (f\ et Ç£2 qui sont du IER degré en /?, et fi2 qui 

seront nuls. 

C. Q. F. D . 

Soient : 

«y9i + hj92 les termes du premier degré de d\, 
cPi + eP'2 l e s termes du premier degré de ç/v 

Nous venons de voi r que pour X = o 

a = b = c = e = o. 
Acta mathcmatica. 13. Imprimé le 18 octobre 1890. 
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Soit encore pour A — o : 

da , db j, de , de , 

7iï==a' ' ¿ 1 = c - ^ = e ' 

Je dis que 

«' + e' = o. 

En effet l'équation en S 

(a — 8)(e — S) — lc = o 

admet pour racines: (cf. § 12) 

8 = 1 — e ^ , 8 = 1 — e-^; 

pour X — o, ces deux racines sont nulles; si X est assez petit pour qu'on 

puisse en négliger le carré, elles seront égales à: 

1 7 da, 

L'équation en S: 

(a' — S)(e' — 8) — b'c' = o 

aura donc pour racines 
o 1 7 da 
8 = + 2/i.n-yr 

dÀ 

et comme ces deux racines sont égales et de signe contraire on aura: 

a' 4- e' = o. 

De plus « ' , e', et c' ne seront pas nuls à la fois en général. En effet 

cela ne pourrait avoir lieu que si ~fj — '~f^ était nul. Or // 0 est une 

quantité choisie de telle sorte que a (qui est une fonction de //.) soit 

commensurable avec 2/r. Or ne pourrait s'annuler pour toutes les 

valeurs commensurables de ^ qu'en s'annulant identiquement; alors ce 

serait une constante (qui devrait d'ailleurs être nulle puisque a = o pour 

¡1 = o) ce qui n'a pas lieu en général. 
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Nous avons vu que pour A = o les termes du i c r degré de d\ et 

de <l\ s'annulent identiquement. Supposons qu'il en soit de même des 

termes du 2 d degré, du 3 E degré, etc., du m— I e degré, mais que les 

termes du m0 degré ne s'annulent pas identiquement dans d)x et dans d<2 

pour A = o. Soit 6v l'ensemble des termes du in* degré de <px pour 

A = o ; soit 02 l'ensemble des termes du nf degré de <f<2 pour A = o. 

Ainsi 0X et 62 sont deux polynômes liomogènes du m° degré en px et p2 

et de ces deux polynômes l'un au moins ne s'annule pas identiquement. 

Posons: 

èx = a'tfx + Vip, + 0, + col} 

<p2 = c'Xpx — a'Xp2 + 0,+ co2. 

Alors G>! et co2 seront un ensemble de termes qui seront: ou bien du 

(m + i ) e degré au moins par rapport aux /9, ou bien du second degré 

au moins par rapport aux /5 et du i ' r degré au moins par rapport à A, 

ou bien du i c r degré au moins par rapport aux /9 et du 2'1 degré au 

moins par rapport à A. 

Je me propose de démontrer que l'on peut tirer des équations (10) 
1 

j3x et j32 en séries ordonnées suivant les puissances de A'" - 1 et dont tous 

les termes ne sont pas nuls. 

Mais il faut d'abord que je démontre que l'on a identiquement: 

En effet il existe un invariant intégral positif. Nous en concluons qu'il 

existe une intégrale 

ff0{^,^2)d^2 

qui a la même valeur pour une aire quelconque appartenant à la portion 

de surface sans contact yx = o et pour toutes ses conséquentes. 

De plus la fonction 0 est positive. Donc # ( 0 , 0 ) n'est pas nul; 

en multipliant la fonction 0 par un facteur convenable, nous pourrons 

donc toujours supposer: 
0(p , o) = 1. 

Mais le point: 

£ l = fil + <f>l, = Pi + h , Vl = 2for 
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est le IÙ" conséquent du point: 

C i = A , £a = #>, Vi = o. 

On aura donc pour une aire quelconque: 

ff m + 4>i,fa + fa)Wi + + #*) =Jf ®(Pi > P¥P^P* 

d'où l'identité: 

( I I ) + fa , ¡3, + fa\—^ Jfc 5jgT ^ J 

Nous supposerons A = o, nous aurons donc: 

& — #i + a>i» & = ^ + <"2-

Les 0 ne contiennent alors que des termes du ma degré et les co que des 

termes du (m + i)° degré ou de degré supérieur. 

Il résulte de là que la différence: 

®(Pi + fa , p, + fa) — HPi, P*) 

ne contient que des termes du ma degré au moins par rapport à px et à 

P«. Si l'on convient de négliger les termes du nf degré et de degré 

supérieur, on pourra écrire: 

®{Pi +fa, P* +fa) = 

On aura, en négligeant toujours les termes du m° degré: 

rlfr ^ d,% - ^dft' 

dp, dp,' dp, dp, 

et 
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de sorte qu'en identifiant dans l'identité ( u ) tous les termes de degré 

inférieur à m, on arrive à la relation: 

•<A • « ( $ + $ ) - < > . 

Dans le premier membre cette relation, nous ne devons conserver que 

les termes de degré m — i au plus de sorte qu'il reste: 

dO^ ae. _ 
dfr + d& ~ °-

C. Q. F. D. 

Posons: 

A = + v « - \ ¡3, = r i V , ¡3, = h r , 

on voit que 0 X et 0 2 deviennent divisibles par yfn et û)t et co2 par r/m+1, de 

sorte qu'on peut poser: 

0i = i n 0 [ , 0 Z = i n 0 ' 2 , «i = rjm+1co[, o>2 = rjm^co'2, 

d'où: 

fa = ± rjm(a'n + b%) + 7]m0[ + rf+'w',, 

fa = ± Vm(c'n — «Y*) + >f ^ + Vm+1<o«, 

de sorte que nos équations ( io ) peuvent être remplacées par les suivantes: 

±{a'n + l>'ri) + 6i + 7¡a>[ = o, 
(12) 

± (c'Yi — a'r2) -t- 0'2 + r¡oi'2 = o. 

Je dis qu'on peut tirer de ces équations yx et y2 en séries ordonnées 

suivant les puissances de r¡ et sans que ces séries soient identiquement 

nulles. 

En vertu du théorème IV, § 2, il nous suffit pour cela d'établir: 

i°. Que les équations (12), quand on y fait 57 = o, admettent au 

moins un système de solutions réelles: 

Tx — ïi> ïi — ïl-

2°. Que si l'on fait: 
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le déterminant fonctionnel des premiers membres des deux équations (12) 

par rapport à yx et y2 n'est pas nul. 

Cela revient à dire que, pour les équations (12) réduites par la sup­

position, de 7] = o, la solution 

doit être une solution simple. 

Mais en vertu des théorèmes V et VI du § 2 et de leurs corollaires, 

on peut encore développer yx et y2 suivant les puissances de 7], quand 

même cette solution serait multiple, pourvu que l'ordre de multiplicité 

soit impair. 

Nous sommes donc conduits à envisager les équations: 

et nous devons chercher à démontrer que ces équations admettent au 

moins une solution réelle d'ordre impair. 

De ces équations nous pouvons tirer la suivante: 

qui - est homogène et dont on pourra par conséquent tirer le rapport . 

Il est clair que 6[ et 6'2 sont formés avec yx et y2 comme 6X et û2 

(13) 
+ (a'ri + Vfr) + â'i = o, 

± (c'n ~ a%) + 6'2 = o 

(14) 

avec px et j33; on aura donc: 

De même si nous posons: 

fi =\(h'rl + 2 a ' n n 
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il vient: 

de sorte que l'équation (14) peut s'écrire: 

dfî_df__dfLdf_ ==o_ 
dr.2 dy, dyx dfo 

Considérons l'expression: 
f 

I 1 

Elle est homogène et de degré o par rapport à rx et r-2; elle ne dépend 

donc que du rapport y. Je dis que le dénominateur fx ne peut jamais 

s'annuler. 

En effet l'équation: 

(a' — S)(e' — S) — Ve' = o 

doit avoir ses deux racines imaginaires, d'où: 

a'e' — h'c' = —a'2 — Ve' < o 

d'où: 
a'2 + Vc' > o, 

ce qui prouve que la forme quadratique fx est définie. L'expression S 

ne peut donc jamais devenir infinie. Elle admettra donc au moins un 

maximum. Pour ce maximum on devra avoir: 

df±df_ df±d[_ ̂  Q 

d r , d n
 dTi dn 

Ainsi l'équation (14) admet au moins une racine réelle. Elle sera en 

général simple. En tout cas, elle sera toujours d'ordre impair, car un 

maximum ne peut correspondre qu'à une racine d'ordre impair. 

Nous avons tiré de l'équation (14) le rapport p ; nous pouvons donc 

poser: 

Ti = h = àtu, 

âx et d.2 étant des quantités connues. 
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4 

Il nous reste maintenant à déterminer u. Pour cela dans la pre­

mière des équations (13) je remplace yx et y2 par ôxti et d.2u, il vient: 

d[ = u

md'x', e:2 = iï'ld!2', 

6" étant formé avec ôx et â2 comme â[ avec yx et y2; d'où: 

(15) ± (a'â1 + b'â2) + 0'x'u
m~1 = o. 

Cette équation doit déterminer u; si m est pair elle aura une racine réelle; 

si m est impair (et c'est d'ailleurs ce qui arrivera en général) elle aura 

deux racines réelles, ou pas de racine réelle; elle aura deux racines 

réelles si 6" et ±_(a'dx-\-b'o2) sont de signe contraire; mais on peut 

toujours grâce au double signe + , s'arranger pour qu'il en soit ainsi. 

L'équation (15) admet donc au moins une racine réelle. De plus 

cette racine est simple. Il n'y aurait d'exception que si 

a'âx + b'd2 = 0 ou 6X = o. 

Mais dans ce cas on remplacerait l'équation (15) par la suivante: 

+ (c'dx — a'ai) + flji'tt—1 = o. 

Il n'y aurait donc plus de difficulté que si on avait à la fois: 

a'ôx 4- b'd2 = c'âx — a'o\ == o 

ou bien 

0[' = 6'2' = o. 

La première circonstance ne peut pas se produire, à cause de l'inégalité: 

a'2 4- b'c' > o. 
La seconde circonstance pourrait au contraire se présenter. Il peut se 

faire que l'équation (14) admette une racine telle que 6\ = 0!, = o. Mais 

je dis que dans ce cas l'équation (14) admettra encore au moins une 

racine pour laquelle cette circonstance ne se produira pas. 

En effet on a identiquement: 

mf=r2d'x—rxd'2. 
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§ 21. Divergence des séries de M. Idndstedt. 

Je voudrais terminer l'exposé des résultats généraux de ce mémoire 

en appelant particulièrement l'attention sur les conclusions négatives qui 

en découlent. Ces conclusions sont pleines d'intérêt, non seulement parce 

qu'elles font mieux ressortir l'étrangeté des résultats obtenus, mais parce 

qu'elles peuvent, en vertu précisément de leur nature négative, s'étendre 

immédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives 

ne peuvent se généraliser sans une démonstration- spéciale. 

Acta mathcmatica. 13. Imprimé le 21 octobre 1890. . 3 0 

Si donc: 

0[ = 0'a = o 

on aura f = o et puisque /j n'est j amais nul 

H=o. 

I l peut se faire en effet que l 'expression 27 admette o comme m a x i m u m 

ou comme min imum. Mais cette expression n'est pas identiquement nul le 

puisque 0[ et 6'% ne sont pas tous d e u x identiquement nu l s ; de plus el le 

reste toujours finie; e l le devient donc soit positive, soit négat ive ; si elle 

devient positive, elle aura u n m a x i m u m positif et différent de o ; si el le 

devient négat ive el le aura u n min imum négat i f et différent de o . 

A i n s i l 'équation (14) admet toujours au moins une racine réelle 

d'ordre impai r te l le que 6'î et 6'2' ne s'annulent pas à l a fois. 

Donc les équations (13) ont au moins une solution réel le d'ordre 

impair . 

Donc on peut t rouver des séries qui ne sont pas identiquement nulles , 

qui sont développables suivant les puissances fractionnaires positives de 

/i — itQ et qui satisfont a u x équations (10) quand on les substitue à fa 

^ A-
Donc i l existe un système de solutions périodiques de période 2À,jr 

qui pour ¡1 = /x0 se confondent avec l a solution 

0i = 02 = 9>M> 

Ce sont les solutions périodiques du 2 e genre. 
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dx, dx2 

n2 = [x<p2(xx, x2), 

<px et <p2 étant des fonctions de xx et de x2 qui ne sont pas très grandes. 

Je me propose d 'abord de démontrer que les séries proposées par 

M. LINDSTEDT ne sont pas convergentes; mais je v e u x auparavant rappeler 

en quoi consiste la méthode de M. LIÏCDSTBDT. Je l 'exposerai , i l est vra i , 

avec des notations différentes de celles qu 'ava i t adoptées ce savant astro­

nome, car je désire, pour p lus de clarté, conserver celles dont j ' a i fait 

usage plus haut . 

Mettons les équations de la dynamique sous la même forme que 

dans la seconde partie du présent mémoire et écr ivons: 

dxx __dF dx^ _ d F dy, dF dy^ _ dF 

dt dyx

 1 dt dyt ' dt dxx ' dt dx3 

F sera une fonction donnée des quatre var iables x x , x 2 , yx et y2 et nous 

aurons: 
F = F0 + MFX. 

F0 sera une fonction de xx et de x2, indépendante de yx et de y2 ; ¡x sera 

un coefficient très petit , de sorte que /xFx sera l a fonction perturbatrice. 

C'est en effet sous cette forme que se présentent les problèmes de 

la dynamique et en part icul ier les problèmes de la mécanique céleste. 

Si ¡x était nul , xx et x2 seraient des constantes. Si // n'est pas nu l 

mais très petit, et qu 'on appel le ^ et £ 2 les va leurs initiales de xx et 

de x2, les différences xx — Çx et x2 — £2 seront du m ê m e ordre de gran­

deur que ¡x. 

Si donc nous appelons nx et n2 les va leurs de — e t de — 

pour xx = ^ , x.2 — £ 2 , les différences: 

dF0 dF0 

dx, L dx3 * 

seront du même ordre de grandeur que /x, ce qui nous permettra de 

poser: 
d F o t \ 

— ^ — ih **)> 

dxa 
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Les équations du mouvement s'écrivent alors: 

251 

dx, 

11 
dF, 

d'Ji 

dx^ 

dT 

dj\ 

dF,\ dy2 . ( dFx\ 

Supposons maintenant que xx, x%, yx, y2 au lieu d'être regardés di­

rectement comme des fonctions de t soient regardés comme des fonctions 

de deux variables: 
wx et w2 

et que l'on pose: 

w i — h$ 4* ®i> ),¿t + 

S x et 532 seront des constantes d'intégration arbitraires; Xx et A2 seront 

des constantes que la suite du calcul déterminera complètement. 

Les équations du mouvement deviennent alors: 

(0 

1 div. 2 dw^ 

dF, 
lldy, 

= o, 

x ^ 
1 dw, 

+ ^ 
dF. 

X 
1 dwx 

+ /2^r2 

— % — /¿(Vi 

X al*. 
1 dw. 

+ Xo^-
2 dw 2 

dF, 

dx, j 

dxj — - T - 1 = o. 

( 2 ) 

Posons maintenant: 

xx = x\ + /i»î + /«2»i + /¿8#i + • 
»2 = »2 + /«02 + /-«20| + /<30| + • 

^ — %0X = /Jî/Î + tl\j\ + 

2/2 — «t'a = ASfî + /i'yî + 

Ax = + M + p'Xl + 

= % + Ml + № + 
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Je suppose que les coefficients X* sont des constantes et que les 

coefficients y\ et x\ sont des séries trigonométriques ordonnées suivant 

les sinus et les cosinus des multiples de iox et de w2. 

Je supposerai d'ailleurs comme je l'ai toujours fait jusqu'ici que Fx 

est une série trigonométrique dépendant des sinus et cosinus des multiples 

de yx et de y2 et que les coefficients de cette série sont des fonctions 

holomorphes de xx et de x2. 

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des équations ( i ) 

je substitue à la place de Xx, X2, yx, y2, xx et x2 leurs valeurs (2), j'aurai 

quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes de ¡1 et il 

est clair que les coefficients des diverses puissances de /1 seront des séries 

ordonnées suivant les lignes trigonométriques des multiples de wx et w2. 

J'appelle : 
<PX, 0 2 , @'x et 0'2 

ces quatre fonctions. 

Cela posé, le théorème de M . LINDSTEDT consiste en ceci: 

Il est possible, quelque grand que soit q, de déterminer les 2q 4- 2 

constantes 

Ax , Ax , . . . , Ax, 

A2 ) A2 f • ' ' >
 A2 > 

et les 4 2 séries trigonométriques: 

x \ , . . . , xx, 

x2, . . • , X2, 

y\ 5 • • • > yï> 

yï > • • • j yï> 

de façon à annuler dans 

01 > <Pj » <Pí e t
 ^ 2 

les termes indépendants de ¡x et les coefficients des q premières puis­

sances de ¡i, de façon, en d'autres termes, à satisfaire aux équations du 

mouvement aux quantités près de l'ordre de p.q+1. 

On trouve d'abord: 

X°x = nx, X¡ = « s , X°x = Çx + Û»!, ^ = £ 2 + Û>25 
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Û>! et co2 étant des constantes d'intégration que nous supposerons de 

l'ordre de ¡1. 

Supposons que l'on ait déterminé par un calcul préalable: 

Ai ? Ai > • ' • > Ai , 

$>i 5 %i ) • • • > X>\ , 

y i > • • • ? yï > 

et que l'on se propose de déterminer 

Pour cela, écrivons que le coefficient de ¡xq est nul dans @1} <IK et 0[, 0'2. 

Il vient: 

Y- n2T— = X1} 

( 3 ) 

dxi dx\ v 

n 4 - n 2 ~ = X , 
dwx dw% 

X j , X , , Y-L et étant des fonctions connues. 

Xx, X2, Z x et 3 ^ sont des séries trigonométriques en wx et w2. 

Pour que l'intégration des équations ( 3 ) soit possible, il faut: 

i° que le rapport —̂ soit incommensurable, ce qu'il est toujours per­

mis de supposer. 

2 0 que dans les séries trigonométriques Xx et X2, les termes tout 

connus soient nuls. Il en est effectivement ainsi, mais la démonstration 

de ce fait important est délicate et ne saurait trouver place ici; je me 

borne à dire qu'elle doit être fondée sur l'emploi des invariants intégraux. 

3 0 que dans les séries trigonométriques Yx et Y2 les termes tout-

connus se réduisent à Af et Af ; comme Af et X\ sont deux inconnues, nous 

déterminerons ces inconnues par cette condition. 
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L'intégration des équations ( 3 ) est alors possible. L e u r intégrat ion 

introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximat ion nouve l le , 

nous aurons ainsi quatre constantes d'intégration de p lus ; nous leur don­

nerons des valeurs quelconques et nous ne conserverons d'autres constantes 

arbitraires que cox, co2, S)x et S>2. 

Ainsi les séries de M. LOTDSTBDT sont des séries t r igonométriques en 

wx et w2; elles sont développées suivant les puissances de p et aussi 

su ivant les puissances des d e u x constantes wx et co2. 

Ces séries d'après le théorème de M. LINDSTEDT, satisfont formelle­

ment a u x équations du mouvement . Si donc elles étaient uniformément 

convergentes, elles nous donneraient l ' in tégrale générale de ces équations. 

Je dis que cela n'est pas possible. 

E n effet supposons qu ' i l en soit ainsi et que nos séries convergent 

uniformément pour toutes les va leurs du temps et pour les va leurs suffi­

samment petites de p., de cox et de co2. 

I l est clair que Àx et X2 sont aussi des séries ordonnées su ivant les 

puissances de p, cox et <w2. P o u r certaines valeurs de u>i et co2 le rapport 

y est commensurable . Les solutions part iculières qui répondent à ces 
''1 

va leurs des constantes d ' intégrat ion sont alors des solutions pér iodiques. 

Nous avons v u plus haut que toute solution périodique admet u n 

certain nombre d'exposants caractéristiques. V o y o n s comment on peu t 

calculer ces exposants quand on possède l ' intégrale générale des équa­

tions données. 

So i t : 

0i = <pi(t, tox j <0<¡ ? 6>i, S>2), x2 = <p2(t, o)x, (o2, ffij, 552), 

Vi = <¡>í(t, toi, 0)2, S5X , 552), y2 = (p'2(t, (ox, co2 , Bx, S52) 

cette in tégrale générale. 

Supposons qu'en donnant à cox, w.,, 55x et S 2 des valeurs déterminées 

co'l, 0}n

2, ü)\, bll, les fonctions <px, <p2, <p[, <p'2 deviennent périodiques en t. 

P o u r avoir les exposants caractéristiques de la solution périodique ainsi 

obtenue, nous formerons les seize dérivées par t ie l les : 
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dx, dVi 

dm. ' dm, ' dm, ' do», ' 

dx, dx2 dUi 

día, ' dm, ' dio, ' ds t ' 

dm, dx2 dy, d!h 
dw2 ' dm2 ' dm., ' dm./ 

dx, dUi 
dtl-2 

dw% dm.2 

et nous y ferons ensuite 

Û>! = col, to.2 = û>°, 5J! = fijj, 552 = S}°2. 

A l o r s par exemple prendra la forme suivante: 

g- = e^0ñ(t) + e^62(t) + (f*0*{t) + ^ ' ^ ( 0 , 

les a étant des constantes et les 6 des fonctions périodiques. 

Les a sont alors les exposants caractéristiques cherchés. 

App l iquons cette règ le au cas qui nous occupe. Nous avons: 

5¡?x étant périodique - en %vx et en cP 2 . 

I l v ient alors: 

dx, d<p, dx, d<p, /dX, d<p, dX2 d<p, \ 

d®x ' díWj diOj dt^ d ^ dw2/ 

Les trois fonctions: 

d<p, df, ^ dX, d<p, . d/i2 d<p, 

dw, ' dco, dm, dw, dm, dw2 

sont périodiques en iv, et vo2 et par conséquent en t. 

On trouverai t pour et ^ des expressions analogues. 
L dm2 dm2

 1 ° 

Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls. 

Donc, si les séries de M. Lindstedt étaient convergentes, tout les 

posants caractéristiques seraient mus. 
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o. 

Pour que cette équation ait toutes ses racines nulles, il faudrait que 

l'on eût: 
«a + e 2 3 = o 

1 Inutile de rappeler ici que ces valeurs de x\, x\,, , ra2 sont celles qui corres­

pondent à la solution périodique étudiée; ce ne sont pas celles dont nous avons fait usage 

plus haut dans l'exposé de la méthode de M . LINDSTEDT. Le rapport — est donc com-

mensurable. 

Dans quel cas en est-il ainsi? 

Nous avons vu plus haut la manière de calculer les exposants ca­

ractéristiques (§§ i o et 12 ) . 

Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca­

ractéristiques relatifs aux équations: 

ditti _ dF0 dF, diji dF0 dFt 

di diji I1diji ' dt dxt ^ dxt 

pouvaient se développer suivant les puissances de fax; nous avons appris 

à former l'équation qui donne le coefficient cq de fax. 

Rappelons comment se forme cette équation: 

Nous avions posé dans le paragraphe cité 

Co = d*F0 B , = d*Ft _ 

** dXidxa ' '* dytdyk ' 

Dans ces dérivées secondes on suppose xx et x2 remplacés par x\ et x\, 

pendant que yx et y2 sont remplacés par nxt + <31, n2t 4 - S 5 2 . 1 C'-k est 

donc une constante et JBS

X. une fonction périodique de t. J'appelle bik le 

terme tout connu de cette fonction périodique. 

Posons ensuite: 

en = ^n^îi + b12G2l, e n = b^Gjx 4 - ô22^21 ? 

1̂2 — ^11^12 ~f" ^12^22, <?22 = b21CX2 -J~ b2%C2i. 

L'équation qui nous donne cq s'écrira alors: 
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et 

n i h l + « 2 ^ 1 2 = % & 2 1 + ^ 2 ^ 2 2 = O. 

I l fau t donc pour que l ' identité ( 4 ) ait l ieu ou bien que: 

( 5 ) 

ou bien que: 

.(6) 2nxn2C
n

12 + n\Gl.2 = o. 

Occupons-nous d 'abord de la relation ( 5 ) . Si nous faisons dans l a 

fonction perturbatr ice Fx 

xx = xn

x, cr,2 = c4, yx = nxt + G)x, y2 = n2t + Sî3 

Fx deviendra une fonction périodique de t. Supposons cette fonction 

Nous devrons donc avo i r : 

Nous pourrons toujours supposer que l 'origine du temps a été choisi 

de tel le sorte que 55̂  soit nu l et que <p soit fonction périodique de iox 

seulement. 

De plus la relat ion ( 7 ) devrai t être (si les séries de M. LINDSTEDT 

convergeaient) satisfaite identiquement. E t en effet si l 'on admettai t la 

convergence de ces séries, i l y aurait une infinité de solutions périodiques 

correspondant à chaque va leur commensurable du rapport —. 

Si l a relation ( 7 ) est une identité et si <p est une fonction périodique, 

cette fonction devra se réduire à une constante. 

dcoidcoi; 

Aeta mathematica. 13. Imprimé le 18 octobre 1890. 33 
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Voyons ce que cela veut dire: 

La fonction perturbatrice Fx étant périodique par rapport à yx et à 

y3 pourra s'écrire: 

Fx = Y,AmiriHcos(mxyx + mty9) + ^Bmim„_ sin (mxyx + vi2y2), 

les m1 et les m3 étant des entiers, pendant que AmiVh et l?„,iros sont des 

fonctions données de xx et de xr 

On aura alors 

<f> = S^l^cos + w2«52) + Sj3^ iOT2 sin(î%S>1 + TO2552), 

la sommation représentée par le signe S s'étendant à tous les termes 

tels que 

nxmx 4- n%m% — o, 

et A\m% et B°mims représentant ce que deviennent Amimi et B„hm,, quand on 

y remplace xx et xs par x\ et &2. 

Comme les termes périodiques doivent disparaître de <p, on aura 

zfO T30 N 

Ainsi les coefficients Amimt et Bmim„ du développement de la fonction 

perturbatrice doivent s'annuler quand on y donne à xx et à # 2 des va­

leurs telles que: 

nxmx + n2m2 = o. 

Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport ^ des valeurs com-

mensurables sans introduire dans la fonction perturbatrice Fx des termes 

séculaires. 

Il est clair qu'il n'en est pas ainsi dans le cas particulier du problème 

des trois corps que nous avons examiné et qu'on n'y peut donner au 

rapport des moyens mouvements une valeur commensurable sans intro­

duire dans la fonction perturbatrice des termes séculaires. 

Passons maintenant à la condition (6) qui peut s'écrire 

•dFA 2 d*Ft 2 dF0 dF0 d*F0 /dF0\
 2 d*F0 = q > 

dx^ / dx\ dxt dx2 dxtdx2 Kdx, / dx\ 
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Elle exprime que la courbe 

F0(xx, x2) = const. 

a un point d'inflexion au point xx *= x\, x2 = x\. 

Comme cette condition doit être remplie pour toutes les valeurs de 

x\ et de x\ qui correspondent à un rapport commensurable, la courbe 

F0(xx, x2) = const. devra se réduire à un système de droites. 

C'est un cas particulier que nous laisserons de côté; car il est 

évident que rien de pareil n'arrive dans le problème des trois corps. 

Ainsi, dans le cas particulier du problème des trois corps que nous 

avons étudié et par conséquent aussi dans le cas général, les séries de 

M. Lindstedt ne convergent pas uniformément pour toutes les valeurs des 

constantes arbitraires d'intégration qu'elles contiennent. 

% 22. ITon-existence des intégrales uniformes. 

Reprenons nos équations de la dynamique avec deux degrés de liberté: 

dxi _ dF diji _ dF 

dt dyt' dt dxt ' 

Ces équations admettent une intégrale: 

F = const. 

Cette intégrale F est une fonction analytique et uniforme de xx,x2,yx,y2 

et ¡i; périodique de période 27t par rapport à yx et à y2. 

Je me propose de démontrer qu'il n'existe pas d'autre intégrale 

jouissant des mômes propriétés. 

Soit en effet: 
0 — COnst. 

une autre intégrale analytique uniforme par rapport aux x, aux y et à 

p. et périodique par rapport aux y. 

Soit: 

» i = ^(0» ^ = P Í ( Í ) » Vi = Ps(0> y* = M*) 

une solution périodique (de période T ) de nos équations différentielles. 
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Soit pi l a va l eu r de £4 pour ¡5 = o ; soit $ + ç/̂  la va leur de £4 pour 

t = T; nous savons que les ç£ sont développables suivant les puissances 

croissantes des p. Considérons l 'équation en S: 

dp, 
S # 1 

dP, 

# 2 

dA 

djU 
dp, 

djh 
dp, 

# 2 

<*A 
8 

<*A 

rfA 

# 3 

Â 
# 3 
dp3 

8 

dju 
dp, 

Les racines de cette équation sont égales à 

dp, 

# 2 

dpi 

dh 

dfr 

dipi 

dP, 
—•8 

O. 

les a étant les exposants caractérist iques; d e u x de ces racines sont donc 

nulles, et dans le cas part iculier du p rob lème des trois corps que nous 

traitons, les deux autres racines doivent être différentes de o. 

Je r e m a r q u e d 'abord que nous avons : 

(0 

dF_d4, dFdfa dFd(f>s dF d<p4 

dx, dpi dx2 dpi dy, dftt dy2 dpi 
O, 

dûdfa d0d<pt dj^dfa d0 djj^ _ 
( ¡=1,2 ,3 ,4) 

Dans les dérivées de F et de 0, xx, x2, yx et y2 doivent être remplacées 

par <px(T), <p2(T), p3(T), <p±(T). ^ 

On peu t en conclure ou bien que l 'on a: 

00 

d_F_ 

dx, 

dF 

dx2 

dx„ 

dF 

djh 
d0 
dy, 

dF 

dya 

d0 

dy* 

So i t : 
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ou bien que le déterminant fonctionnel des <p par rappor t a u x ¡3 est nu l 

ainsi que tous ses mineurs du I E R ordre. 

D 'aut re par t on a, en désignant pas f[(t) l a dérivée de <pt(t): 

( 3 ) | v ; (o ) - + | V ; (o ) + | > ; ( o ) + |VHo) = o, < « - , w , . 

(4) 

dF . . dF , . . . dF , . . , dF ,, . 

^ ( ° ) + ^ P.(o) + ^ f î(o) + ^ P i ( o ) = o. 

D e ces équations on peut conclure par un ca lcul très simple dont on 

trouvera, p lus loin le détail que si les équations (2) ne sont pas satisfaites: 

o u bien on aura: 

( 5 ) ?[{o) = $?J(o) = <p'z(o) = p't(o) = o; 

ou bien l 'équation en S aura trois racines nul les (les quatre racines 

devraient môme être nulles, puisque les exposants caractéristiques sont 

d e u x à deux é g a u x et de signe contraire). 

Or nous savons que l 'équation en 8 n 'a que d e u x racines nul les ; 

d 'autre par t les équations ( 5 ) ne peuven t être satisfaites que pour certaines 

solutions périodiques très particulières (je v e u x dire pour celles qui sont 

étudiées dans la Mécanique céleste de Laplace , l ivre X , chapitre V I ) et 

où le troisième corps décri t comme les deux premiers une circonférence. 

Les équations (2) devront donc être satisfaites. E l l e devront l 'être 

pour : 

xx = f l ( T ) , x, = çr 3 (T), yx = 9i(Tti y, = Pt(T). • 

Mais comme l 'origine du temps est restée arbitraire, elles devront l 'être 

également quel que soit t pour : 

0i = 9>i(t), 0 3 = 2/i = fs(0» 'H* = fS)-

E n d'autres termes, elles le seront pour tous les points de toutes les so­

lutions périodiques. Je dis maintenant que ces équations sont satisfaites 

identiquement. Posons par exemple : 

„ dd)dF d<PdF 
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Il est clair que f sera encore une fonction analytique et uniforme; on 

aura f — o pour tous les points de toutes les solutions périodiques. Je 

veux établir que f est identiquement nul; pour cela je vais montrer que 

l'on a identiquement pour p = o : 

1 dp dp? 

En effet considérons une solution périodique quelconque du I E R genre; soit: 

xx = <px(t, p), x2 = <p2{t,p), tfi = pt(t, p), y* = 9>t(t,fi) 

cette solution; les fonctions <p seront développables suivant les puissances 

de p et quand p tendra vers o, elles tendront respectivement vers: 

x°x , xl, nxt + côx , n2t + 552. 

(x\ et x\ étant des constantes telles que ^ soit commensurable et 551 et 

S>2 les quantités définies dans le § 1 1 ) . Tant que p n'est pas nul on aura: 

fíPÁt » Ñ » ?S » M) > ?S > /0 > ?S » lx)~\ ~ °-

Mais la fonction f étant analytique et par conséquent continue, on aura 

encore pour p = o (bien que pour p = o les exposants caractéristiques 

s'annulent): 
f(x\, x\, nxt + , n2t + 6*2) = ° -

Mais si l'on considère un système quelconque de valeurs de xx et de x3 

on pourra toujours trouver un système x\ et x\ qui en différera aussi 

peu que l'on voudra et qui correspondra à une valeur commensurable de 

—. Soit alors: 

Í_l = Í 

Aj et A2 étant deux entiers premiers entre eux. Nous choisirons t de 

façon que: 
nxt - j - 55j = yx -f- 2for. (h entier) 
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On aura alors: 

n2t + ffl2 = T - fyi + 2for — ait) + «5 2 . 

Si nous posons: 

n2t + S 2 = 2/s + 2^'TT entier) 

on devra avoir: 

Etant donnée une valeur quelconque de y2, on peut choisir les entiers h 

et h' de telle façon que la différence y2 — y\ soit plus petite en valeur 

absolue que —.-. Mais nous pouvons toujours choisir x\ et x\ de façon 

que ce système de valeurs diffère aussi peu que l'on veut de xx et de x2, 

et que le rapport — tout en étant commensurable soit tel que le nombre 
11 

entier Àx soit aussi grand que l'on veut. Par conséquent, étant donné 

un système quelconque de valeurs de xx, x2, yx et y2 on pourra trouver 

un système de valeurs qui en différera aussi peu qu'on voudra et pour 

lequel f sera nul. Comme la fonction f est analytique elle devra donc 

être identiquement nulle pour p = o. 

Cela posé, comme 
f M t , / i ) ] ^ o 

quels que soient t et p ; il vient, pour tous les points de la solution 

périodique: 

dp dx, dp dx2 dp. dy, dp dy2 dp 

Cette relation sera vraie en particulier pour 

p = o, x x = x \ , x 2 == x°2, yx = n j + ffii, y2 = n 2 t + 6J2. 

Mais, quand p est nul, f est identiquement nulle, par conséquent ses 

dérivées par rapport, aux x et aux y sont nulles. On a donc: 

df _ 

dp 

pour p = o } xt = X( , y{ = ntt + âJi) et on en conclurait comme plus 
df 

haut que ^ est identiquement nul pour p = o. 
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On démontrerait de la même manière que 'EL et les autres dérivées 

de / par rapport à /1 sont nulles pour /1 = 0. 

Donc la fonction f est identiquement nulle et les équations (2) sont 

des identités. 

Mais, s'il en est ainsi, cela veut dire que 0 est une fonction de F, 

et que les deux intégrales 0 et F ne sont pas distinctes. 

Nos équations ne comportent donc pas d'autre intégrale analytique 

et uniforme que F = const. 

Quand je dis que ces équations n'admettent pas d'intégrale uniforme, 

je ne veux pas dire seulement qu'elles n'ont pas d'intégrale qui reste 

analytique et uniforme pour toutes les valeurs de x, de y et de ¡1. 

Je veux dire qu'en dehors de l'intégrale F, ces équations n'admettent 

pas d'intégrale qui reste analytique, uniforme (et périodique de yx et y3) 

pour toutes les valeurs de yx et de y2 et pour les valeurs suffisamment 

petites de ¡x, quand xx et xa parcourent un domaine quelconque, si petit 

d'ailleurs que soit ce domaine. 

On sait que Buinsrs a démontré qu'en dehors des intégrales connues, 

le problème des trois corps n'admet pas d'intégrale algébrique. Ce ré­

sultat se trouve donc conformé par une voie entièrement différente. 

J'ai annoncé plus haut que les équations (1 ) , ( 3 ) et ( 4 ) entraînent 

forcément une des trois conséquences suivantes: ou bien les équations (2) 

sont satisfaites, ou bien ce sont les équations ( 5 ) , ou bien l'équation en 

S a au moins trois racines nulles. 

En effet formons la matrice suivante à 4 lignes et 5 colonnes 

Si les équations (1) et ( 4 ) sont satisfaites sans que les équations (2) le 

soient, nous devons conclure que tous les déterminants obtenus en suppri­

mant dans cette matrice deux colonnes et une ligne sont nuls. 

Si maintenant l'on fait subir à xx, x2, yx et ys un changement liné­

aire de variables, les <p et les /? subiront ce même changement linéaire 

et la matrice (6) pourra être simplifiée. 

On peut toujours supposer qu'on a choisi ce changement linéaire de 

telle sorte que 

(6) 
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o pour i < À*. 

A l o r s les produits trois à trois des quatre quantités 

d<p, d<t>2 d$3 d<p 
dp\ ' dp\ ' dfs ' dp4 

sont tous nuls, d 'où i l suit que d e u x au moins de ces quantités sont 

nulles. On peut toujours supposer que le changement linéaire a été 

choisi de telle sorte que ce soient ~r et '-^r qui soient nuls . 
di% d A 

Si en outre une des deux quantités et — e s t encore nul le , 
''Pi

 dPi 

l 'équation en S aura trois racines nulles. 

Si au contraire aucune de ces deux quantités n'est nul le , les équa­

tions (3) permettent de conclure que 

En supprimant dans la matr ice (6) l a 3 e et l a 4." colonne et la 3 0 l igne, 

ou bien la 3 0 et l a 4 0 colonne et la 4 0 l igne, i l v ient : 

dp, dp, № J _ dp, dp, ~ °' 

ce qui ne peut avoi r l ieu que si 

c'est à dire si les équations ( 5 ) sont satisfaites; ou bien si 

dé, dé„ 
-i-i = O OU -pr = ° ; dp, dfr 

c'est à dire si l 'équation en S a trois racines nulles. 
C. Q. F. D. 

Acta matliemaiica, 13. Imprimé le 21 octobre 1890. 34 

d<pi _ 
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C H A P I T R E I V . 

Tentatives de généralisation. 

§ 2 3 . Problème des n corps. 

Est-il permis d'espérer qu'on puisse étendre les résultats précédents 

aux cas où les équations de la dynamique comportent plus de deux 

degrés de liberté et par conséquent au cas général du problème des n 

corps? 

C'est possible, mais ce ne sera pas sans un nouvel effort. 

Je croyais, en commençant ce travail, que la solution du problème, 

une fois trouvée pour le cas particulier que j'ai traité, se généraliserait 

immédiatement sans qu'on ait à vaincre aucune difficulté nouvelle en 

dehors de celles qui sont dues au nombre plus grand des variables et à 

l'impossibilité d'une représentation géométrique. Je me trompais. 

Aussi crois-je devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles 

qui s'opposent à cette généralisation. 

S'il y a p degrés de liberté, la situation du système peut être re­

présentée par la position d'un point dans l'espace à 2-p — i dimensions. 

La plupart des conclusions de la première partie sont encore vraies et 

n'ont à subir aucun changement. Il existe donc une iniinité de solutions 

périodiques représentées par des trajectoires fermées et se classant en 

stables et en instables, ou même en catégories plus nombreuses, d'après 

la nature de leurs exposants caractéristiques. Il existe aussi une infinité 

de solutions asymptotiques. 

J'ai cherché également à étendre au cas général le calcul du § 17 

en laissant de côté la question de convergence. Les séries qu'on obtient 

de la sorte peuvent en effet, même lorsqu'elles divergent, être utiles dans 

certains cas aux astronomes et peut-être guider les géomètres vers la so­

lution définitive. 
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Supposons trois degrés de liberté et reprenons les équations ( i ) du 

§ i l en faisant les mêmes hypothèses que dans ce paragraphe. 

Cherchons ensuite trois fonctions de y1 , y2, ys: 

*i = Qifoi, !/>, tft), 

v-2 = 0 2 Oi, y2 , V3), 

«s = , Ü,, V»), 

satisfaisant a u x équations: 

clx, dF dx, dF dx, dF dF _ 
dyt dx1 dy2 dxí¿ dys dx3 dy, ~ ' 

dx,dF , das.dF , dx.dF , dF 

diJi d-h dy2 dx2 ~ dy3 dx3 ~ dy3 ' 

tte, dF dx, dF (Ix, dF dF _ 
dyt dxt dy3 cfaj2 dy3 dx3 dy3 ' 

ou, ce qui revient au même, a u x équat ions: 

p dx, ds^ dxz dx2 dxt dx3 

~ ' dlJt ~~ d,Ji ' dlJt ~ dy3 ' dy3 ~~ dy1 ' 

Nous supposerons que , x2, x3 peuvent se développer suivant les 

puissances de //. ou de fa. et que pour ¡i — o, elles se réduisent à des 

constantes x\, x\ , x\. 

Nous poserons ensuite comme plus hau t : 

dF. dF„ dF 

dxï !' d.tl 3' dxl 

Si entre n l , n2 , n3 il n 'y a aucune relation linéaire à coefficients 

entiers, on peut développer xx, x2 et x3 suivant les puissances de /i; 

chaque terme est périodique à la fois par rapport à yv à y3 et à y... 

Mais i l s'introduit de petits diviseurs. 
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Si entre nx, n2 et n3 i l y a une relation linéaire et une seule à 

coefficients entiers: 

mxnx + m3na + m3n3 = o, 

les calculs peuvent se pom^suivre absolument comme dans le § 18 . Les 

trois fonctions xx , x2 e t x3 se développent suivant les puissances de fat 

et elles sont au moins doublement périodiques, j e v e u x dire qu'el les ne 

changent pas quand yx , y2 et y3 augmentent d 'un mul t ip le de 2iz de telle 

façon que m1yl + m3y2 -f- m3y3 ne change pas; i l y a encore de petits 

diviseurs. 

I l reste un troisième cas, le plus intéressant de tous, qui est celui 

où il y a entre n x , n 2 , n 3 d e u x relations linéaires à coefficients entiers: 

mxiix 4- m2n2 4- msn3 = o, 

•m[nx 4- m'2n2 + m'sn3 = o. 

On peut alors développer xx, x3 et x3 suivant les puissances de fa. et de 

façon que ces fonctions soient périodiques, je v e u x dire qu 'el les ne 

changent pas quand yx, y.2 et y3 augmentent d'un mul t ip le de 2 ^ et de 

telle sorte que mxyx 4- m.,y.2 4- /H 3 ?/ 3 et m\yx -f- m'2y2 4- m'3y3 ne changent 

pas. I l n 'y a plus de petits diviseurs, mais le ca l cu l de ces fonctions 

n'est pas sans certaines difficultés. 

En première approximat ion , l a détermination de ces fonctions dépend 

de l ' intégration d'un système d'équations différentielles qui ont la forme 

canonique des équations de l a dynamique, mais avec deux degrés de liberté 

seulement. Dans presque toutes les applications, ces équations dépendront 

d'un paramètre très petit par rapport auque l on pourra développer , de 

manière qu'on pourra leur appl iquer les conclusions des chapitres I et I I 

( i è r e partie). 

Dans les approximat ions suivantes, on n 'aura plus à effectuer que 

des quadratures. 

Ce n'est pas tout ; l e problème des n corps présente des difficultés 

spéciales qu'on ne rencontre pas dans le cas généra l . Sans doute ces 

difficultés ne sont pas aussi essentielles que celles dont j ' a i signalé p lus 

haut l 'existence, et un peu d'attention doit permettre d'en tr iompher. 

Mais j ' en dois dire ici quelques mots. 
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Dans le prob lème des n corps, F0 ne dépend pas de toutes les va­

r iables linéaires av* par conséquent, non seulement le hessien de F0 par 

rappor t a u x variables xt est nul, mais le hessien d'une fonction arbitraire 

de F0 est encore nul . (Cf. page 1 2 1 . ) Ce la vient du fait suivant: si 

/i — o, c'est à dire dans le mouvement Képler ien, les périhélies sont fixes. 

Cette difficulté n'existait pas dans le cas que nous avons traité ( i o r 

exemple , § 15 ) parce que nous avions pris pour var iable , non pas g longi­

tude du périhélie, mais g — t. E l l e n'existerait pas non plus avec une 

loi d 'attraction autre que la newtonienne. 

V o i c i quelles en sont les étranges conséquences: 

Nous avons v u qu ' i l y a d e u x sortes de solutions périodiques: les 

solutions du I e r genre, dont nous avons par lé dans le chapitre III ( i 6 r e 

partie) et qui subsistent quelque petit que soit ¡ 1 , et les solutions du 2 a 

genre dont nous avons par lé dans le § 20 et qui disparaissent l 'une après 

l 'autre quand on fait décroître fi. 

Dans le cas du problème des trois corps, si l 'on fait ¡1 = o, les 

orbites des d e u x petits corps se réduisent à deux ellipses Képler iennes. 

Que deviennent alors les solutions périodiques du I e r genre quand on 

fait fi = o ? En d'autres termes quel les sont les solutions périodiques 

des équations du mouvement Képlerien? Les unes correspondent au cas 

où les d e u x moyens mouvements sont commensurables. Mais i l en est 

d'autres qu' i l est plus malaisé d'apercevoir et sur lesquelles je dois 

insister. 

Si /j, — o, c'est que les masses des deux planètes sont infiniment 

petites et qu'elles ne peuvent ag i r l 'une sur l 'autre d'une manière sen­

sible, à moins d'être à une distance infiniment petite Vune de l'autre. Mais 

si ces planètes passent infiniment près l 'une de l 'autre, leurs orbites vont 

être brusquement modifiées comme si elles s'étaient choquées. On peut 

disposer des conditions initiales de tel le façon que ces chocs se produi­

sent périodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui 

sont de véri tables solutions périodiques du problème du mouvement K é p ­

lerien et que nous n'avons pas le droit de laisser de côté. 

Tel l e s sont les raisons pour lesquelles j ' a i renoncé, au moins momen­

tanément, à étendre au cas généra l les résultats obtenus. Non seulement 

le temps me fait défaut, mais j e crois qu'une parei l le tentative serait 

prématurée . 
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En effet, je n'ai pu faire encore du cas particulier même auquel je 

me suis restreint une étude suffisamment approfondie. Ce n'est qu'après 

bien des recherches et des efforts que les géomètres connaîtront complète­

ment ce domaine, où je n'ai pu faire qu'une simple reconnaissance, et 

qu'ils y trouveront un terrain solide d'où ils puissent s'élancer à de nou­

velles conquêtes. 



E R R A T U M . 

Page 187, ligne 9, au lieu de 
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