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Introduction.

Le travail qui va suivre et qui a pour objet 1’étude du probléme
des trois corps est un remaniement du mémoire que j’avais présenté au
Concours pour le prix institué par Sa Majesté le Rol de Suéde. Ce
remaniement était devenu nécessaire pour plusieurs raisons. Pressé par
le temps, j'avais di énoncer quelques résultats sans démonstration; le
lecteur n’aurait pu, & laide des indications que je donnais, reconstituer les
démonstrations qu’avec beaucoup de peine. J’avais songé d’abord & publier
le texte primitif en l'accompagnant de notes explicatives; mais j'avais été
amené a multiplier ces notes de telle sorte que la lecture du mémoire
serait devenue fastidiense et pénible.

J'ai donc préféré fondre ces mnotes dans le corps de l'ouvrage, ce
qui a l'avantage d’éviter quelques redites et de fuire mieux ressortir
Vordre logique des idées.

Je dois beaucoup de reconnaissance 4 M. PurAeMEN qui non seule-
ment a revu les épreuves avec beaucoup de soin, mais qui, ayant lu le
mémoire avec attention et en ayant pénétré le sens avec une grande
finesse, m’a signalé les points ou des explications complémentaires lui
semblaient nécessaires pour faciliter l'entiére intelligence de ma pensée.
Je lui dois la forme élégante que je donne au calcul de SP et de T} a
la fin du § 12. C’est méme lui qui, en appelant mon attention sur un
point délicat, m’a permis de découvrir et de rectifier une importante erreur.

Dans quelques-unes des additions que jai faites au mémoire primitif,
je me borne & rappeler certains résultats déja connus; comme ces résultats
sont dispersés dans un grand nombre de recueils et que jen fais un
fréquent usage, j'ai cru rendre service au lecteur en lui épargnant de
fastidieuses recherches; d’ailleurs je suis souvent conduit & appliquer ces
théorémes sous une forme différente de celle que leur autecur leur avait
d'abord donnée et il était indispensable de les exposer sous cette nouvelle
forme. Ces théorémes acquis, dont quelques-uns sont méme classiques
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sont développés, & cété de quelques propositions nouvelles, dans le cha-
pitre 1% (1%° partie).

Je suis bien loin d’avoir résolu complétement le probléme que j'ai
abordé. Je me suis borné & démontrer lexistence de certaines solutions
particuliéres remarquables que jappelle solutions périodiques, solutions
agymptotiques, et solutions doublement asymptotiques. dJ’ai étudié plus
spécialement un cas particulier du probléme des trois corps, celui ol
l'une des masses est nulle et ou le mouvement des deux autres est
circulaire; j'al reconnu que dans ce cas les trois corps repasseront une
infinité de fois aussi prés que l'on veut de leur position initiale, & moins
que les cofiditions initiales du mouvement ne soient exceptionnelles.

Comme on le voit, ces résultats ne nous apprennent que peu de
chose sur le cas général du probléme; mais ce qui peut leur donner
quelque prix, cest qu’ils sont établis avec rigueur, tandis que le pro-
bléme des trois corps ne paraissait jusqu'ici abordable que par des mé-
thodes d’approximation successive ou l'on faisait bon marché de cette
rigueur absolue qui est exigée dans les autres parties des mathématiques.

Mais j'attirerai surtout l'attention du lecteur sur les résultats né-
gatifs qui sont développés a la fin du mémoire. J’établis par excmple
que le probléme des trois corps ne comporte, en dehors des intégrales
connues, aucune intégrale analytique et uniforme. Bien d’autres circon-
stances nous font prévoir que la solution compléte, si jamais on peut la
découvrir, exigera des instruments analytiques absolument différents de
ceux que mnous possédons et infiniment plus compliqués. Plus on réflé-
chira sur les propositions que je démontre plus loin, mieux on comprendra
que ce probléme présente des difficultés inouies, que l'insuccés des efforts
antérieurs avait bien fait pressentir, mais dont je crois avoir mieux encore
fait ressortir la nature et la grandeur.

J’ai fait voir également que la plupart des séries employées en mé-
canique céleste et en particulier celles de M. LinpstEDpT qui sont les plus
simples, ne sont pas convergentes. Je serais désolé d’avoir par la jeté
quelque discrédit sur les travaux de M. LinpsrEpT ou sur les recherches
plus profondes de M. Gyrpex. Rien ne serait plus éloigné de ma pensée.
Les méthodes qu'ils proposent conservent toute leur valeur pratique. On
sait en effet le parti qu'on peut tirer dans un calcul numérique de
Iemploi des séries divergentes et la série fameuse de STIRLING en est un
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exemple frappant. C'est grace & une circonstance analogue que les dé-
veloppements usités en mécanique céleste ont rendu déja de si grands
services et sont appelés & en rendre de plus grands encore.

L'une des séries dont je ferai usage plus loin et dont je démontrerai
d’ailleurs la divergence, offre une grande analogie avec un développement
proposé par M. Bomrin & l'Académie de Stockholm le 9 mai 1888.
Comme son mémoire n’a été imprimé que quelques mois plus tard, je
n'en avais pas connaissance & I'époque de la fermeture du concours, c’est
a dire le 1°* juin 1888. Je n'ai donc pas cité le nom de M. Bomw,
je m’empresse de lui rendre ici la justice qui lui est due. (Cf. Supplé-
ment aux comptes rendus de I’Académie de Stockholm, Tome
14 et Astronomische Nachrichten, N° 2883.)




Premiere partie.

Généralités.

CHAPITRE L

Propriétés générales des équations différentielles.

§ 1. Notations et définitions.
Considérons un systéme d’équations différentielles:

da dw dx,
(1) Z=X, Z=X,..., P=X,

ou ¢ représente la variable indépendante que nous appellerons le temps,
%, %y, ..., T, les fonctions inconnues, out enfin X, X,,..., X, sont des
fonctions données de z,, #,,...,%,. Nous supposons en général que les
fonctions X, X,,..., X, sont analytiques et uniformes pour toutes les
valeurs réelles de z,,2,,..., %,.

Si 'on savait intégrer les équations (1), on pourrait mettre le résultat
de lintégration sous deux formes différentes; on pourrait écrire:

(2) 2 =¢,(¢,0,C,...,0C) z,=0,0,0,6C,...,C), ...
z, = ¢,(0,C,C,y..., 0

C,C,,..., C, désignant les constantes d’intégration.
On pourrait écrire encore, en résolvant par rapport & ces constantes:

C=F{,x,0,,..., ),
C,=F,(t,®, ,%,,...,%,),

(3)

----------------

Co=F,(t,%,,%,...,%,).



§ 1. Sur le probldme des trois corps et les équations de la dynamique. 9

Pour éviter toute confusion, nous dirons que les équations (2) repré-
sentent la solution générale des équations (1) si les constantes O y restent
arbitraires et qu'elles représentent une solution particuliére si on y donne
aux ¢ des valeurs numériques. Nous dirons d’autre part que dans les
équations (3), F,, F,, ..., F, sont n intégrales particuliéres des équations
(1). Le sens des mots solution et intégrale se trouve ainsi entiérement fixé.

Supposons que I'on connaisse une solution particuliére des équations
.
(1) qui s'écrira:

(4> &Ly = 501({'.)7 Dy = ¢2(t) y e e ey Ly = ,an(t)'

On peut se proposer d’étudier les solutions particuliéres de (1) qui
différent peu de la solution (4). Pour cela posons:

m1=§91+§]’ x2=9/)2+527 L | mn=¢n+éu

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues &, &,,...,£,. .Si la so-
lution que lon veut étudier différe peu de la solution (4), les & somt
trés petits et nous en pouvons négliger les carrés. Les équations (1)
deviennent alors, en négligeant les puissances supérieures des &:

dg  dX; dX; aX;
(5) Talté =-—¢& -+ T &+ ...+ g, (=1, 0, m)

dw, dusy,

X

Dans les dérivées T les quantités =, , «,,..., 2, doivent étre rem-
'

placées par ¢ (), ¢,(t),..., ¢,(t), de sorte que ces dérivées peuvent
étre regardées comme des fonctions connues du temps.

Les équations (5) s'appelleront les équations aux variations des équa-
tions (1). On voit que les équations aux variations sont linéaires.

Les équations (1) sont dites canoniques lorsque les variables 2 sont
en nombre pair # = 2p, se répartissant en deux séries

L)y Doy eney By
Yo Ygs oo or Yps
et que les équations (1) peuvent s’'écrire:
do;  dF dy,  dF

— =, e ———, (=12,..,p)
Acta mathematica. 13. Imprimé le 28 avril 1890. 2
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Elles ont alors la forme des équations de la dynamique et mnous dirons,
4 lexemple des Anglais, que le systéme d'équations (6) comporte p
degrés de liberté.

" On sait que ce systéme (6) admet une intégrale dite des forces vives:

I = const.

et que si l'on en connait p — 1 autres, on peut considérer les équations
canoniques comme complétement intégrées.

Considérons en particulier le cas de # = 3; nous pourrons alors
regarder z,, x, et @, comme lcs coordonnées d’un point P dans Pespace.
Les équations:

da, . A, . de, 5
(6) =% =% F=%

définissent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonnées.
Considérons une solution particuliére des équations (1)

r, = 5‘91<t)’ T, = ¢2(t)7 &Ly = 503(15)'

Lorsque nous ferons varier le temps ¢, le point P décrira une certaine
courbe dans lespace; nous lappellerons une frajecivire. A chaque so-
lution particuliére des équations (1) correspond donc une trajectoire et
réciproquement.

Si les fonctions X, X, et X, sont uniformes, par chaque point de
lespace passe une trajectoire et une seule. Il n'y a d’exception que si
P'une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles sannulent toutes
les trois. Les points ol ces cas d’exception se présenteraient s'appelleraient
points singuliers.

Considérons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points
de cette courbe passe une trajectoire; l'ensemble de ces trajectoires con-
stitue une surface que jappellerai surface-trajectoire.

Comme deux trajectoires me peuvent se couper sinon en un point
singulier, une surface-trajectoire qui ne passe cn aucun point singulier
ne peut étre coupée par aucune trajectoire.

Nous aurons fréquemment dans la suite 4 nous occuper de la question
de la stabilité. Il y aura staddité, si les trois quantités @, z,, , restent
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inférieures & certaines limites quand le temps ¢ varie depuis — co jusqu'a
-+ 0co; ou en d’autres termes, &i la trajectoire du point P reste tout en-
tiére dans une région limitée de lespace.

Supposons qu'il existe une surface-trajectoire fermée S; cette surface
partagera l'espace en deux régions, Y'une intérieure, l'autre extérieure,
et aucune trajectoire me pourra passer d'une de ces régions dans l'autre.
Si donc la position initiale du point P est dans la région intérieure, ce
point y restera éternellement; sa trajectoire sera tout entiére & linté-
rieur de §. Il y aura donc stabilité.

Ainsi la question de stabilité se raméne & la recherche des surfaces
trajectoires fermées.

On peut varier cc mode de représentation géométrique; supposons
par exemple que l'on pose:

¥y o= ¢ (’51 49 ::;)’
ry = 9”2(51 » Sy Eh

&y, = 9/)3(‘21 y &y 33)’

les ¢ étant des fonctions de # qui sont uniformes pour toutes les valeurs
réelles des 2. Nous pourrons considérer non plus «,,r,, x,, mais
2, 3,, 2, comme les coordonnées d’un point dans l'espace. Quand on
connaitra la position de ce point, on connaitra z ,2,,2 et par consé-
quent x,, #,, 2, Tout ce que nous avons dit plus haut reste exact.

Il suffit méme que les trois fonctions ¢ restent uniformes dans un
certain domaine, pourvu qu'on ne sorte pas de ce domaine.

Si # > 3, ce mode de représentation ne peut plus étre employé en
général, & moins qu'on ne se résigne a envisager 'espace & plus de trois
dimensions. Il est pourtant un cas ou la difficulté peut étre tournée.

Supposons par exemple que # = 4 et qu'on connaisse une des inté-
grales des équations (1). Soit:

(7) Flo, ,e,,s,,2,)=0C

cette intégrale. Nous regarderons la constante d’intégration C ‘comme
une donnée de la question. Nous pourrons alors tirer de l'équation (7)
une des quatre quantités z,, ®,,®,, r, en fonction des trois autres, cu
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bien encore trouver trois variables auxiliaires 2, , 2, , 2, telles qu'en

7 9

faisant:
Ty = 5[)1(31 y &gy 53)7 Ty == ¢3(‘21 &y zg)’
By == 9[)2(31 » By s 53)7 &z, = 9/}4(31 IR 23)’

on satisfasse & l'équation (7) quelles que soient les valeurs de 2z, ,, 2.
Il arrivera souvent qu'on pourra choisir ces variables auxiliaires 2z de
facon que les quatre fonctions ¢ soient uniformes, sinon pour toutes les va-
leurs réelles des #, au moins dans un domaine d’ou on n'aura pas & sortir.

On pourra alors représenter la situation du systéme par un point
dont les coordonnées dans l'espace seront z,, s, et 2,.

Supposons par exemple que l'on ait des équations canoniques avec
deux degrés de liberté:

de, dF dw, dF
. dy’ e~ dy,
dy, ar dy, _ _dF
at — de, dt =~ de,

Nous aurons quatre variables x,,
liées par I'équation des forces vives:

.0 U1s Yy, Mmais ces variables seront

F=o0,

de sorte que si nous regardons la constante des forces vives C comme
connue, il n'y aura plus que trois variables indépendantes et que la re-
présentation géométrique sera possible.

Nous " distinguerons parmi les variables %, , «,,..., z,, les variables
linéaires et les variables amgulaires. Il pourra arriver que les fonctions
X, X,,..., X, soient toutes périodiques par rapport a l'une des variables
x; et ne changent pas quand cette variable augmente de 27z. La variable
z; et celles qui jouissent de la méme propriété seront alors amgulaires;
les autres seront lindaires.

Je dirai que la situation du systéme n’a pas changé si toutes les
variables angulaires ont augmenté d’'un multiple de 27 et si toutes les
variables linéaires ont repris leurs valeurs primitives.

Nous adopterons alors un mode de représentation tel que le point
représentatif P revienne au méme point de l'espacé quand une ou plu-



§ 2. Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique. 13

sieurs des variables angulaires aura augmenté de 2z. Nous en verrons
des exemples dans la suite.

Parmi les solutions particuliéres des équations (1), nous distinguerons
les solutions périodiques. Soit

T, = ¢1(t)7 Ty = ¢2(t) ) e ey Ty = ?n(t)

une solution particuliére des équations (1). Supposons qu’il existe une
quantité h telle que:
¢ (¢ 4+ h) = @i(t)

quand 2, est une variable linéaire et:
et + k) = ¢,(t) + 2k, (k étant entier)

quand x; est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution
considérée est périodigue et que kb est la période.

Si T'on adopte un mode de représentation géométrique tel que le
point représentatif reste le méme quand une des variables angulaires
augmente de 27, toute solution périodique sera représentée par une tra-
jectoire fermée.

§ 2. Calcul des limites.

L'une des plus belles découvertes de Cavcmy (Comptes rendus,
tome 14, page 1020), quoiqu’elle ait été peut-étre peu remarquée de son
temps, est celle quil a appelée le calcul des limites et & laquelle nous
conserverons ce nom, quelque mal justifié qu’il puisse étre.

Considérons un systéme d'équations différentielles

Y fw,y, ),
(1) W
7 L@y, 2.

Si f, et f, peuvent étre développés suivant les puissances croissantes de
%,y et 2z, ces équations admettront une solution de la forme suivante

Yy = 501(“")’ ‘z = 502(x>7
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¢, et ¢, étant des séries développées suivant les puissances croissantes
de z et s'annulant avec .
Pour le démontrer, Cavony remplace les deux fonctions £, et f,
par une expression de la forme:
M
@,y,2 =
Fle ) = = —

en choisissant M, a, fF,r de fagon que chaque terme de /' ait un plus
grand coefficient (en valeur absolue) que le terme correspondant de f,
et de f,. En remplacant ainsi f, et f, par /’, on augmente les coeffi-
cients de ¢, et de ¢, et comme ces deux séries sont convergentes aprés
ce changement, elles devaient I'dtre également avant ce changement.

Tel est le principe fondamental du calcul des limites dont CavcEy
a fait d'ailleurs beaucoup d’autres applications et que plusieurs géométres
ont notablement perfectionné depuis.

Le plus grand de ces perfectionnements est dt a M. WErIERSTRASS
qui a remplacé la fonction f'(z,y,2) de CavcHY par une autre plus
simple qui peut jouer le méme réle.

Ecrivons les équations (1) sous la forme:

d
d—i/:: fl(xm?/rz)’

d
d_j=f;(x:.7/73)7

d
d—::: f(xyf/’z): L.
Remplacons-y ensuite f, f; et f, par la fonction de M. WEIERSTRASS

i _ M .
f(x’y"z>_1__a(‘v+y+z)’

elles deviendront:

: do__dy _ de M
() - dt @ I—a@wty o)

Les équations (1) sont satisfaites formellemant par des séries:

o=yg¢(t)=1t  yg=¢(), 2=0))

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et s’annulant avec ?.
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De méme les équations (2’) seront satisfaites par des séries

v=g¢(t), y=ei(t), &=t

développées suivant les puissances croissantes de ¢ et s'annulant avec ¢.
(On voit facilement d’ailleurs que ¢'(¢) = ¢{(¢) = ¢i(%).)

. Si M et o sont convenablement choisig, les coefficients des séries ¢’
sont plus grands que ceux des séries ¢; or les séries ¢’ convergent; donc
les séries ¢ convergent également.

C. Q F. D.

Je n'insiste pas sur ces démonstrations qui sont devenues tout & fait
classiques et qui se trouvent développées dans tous les traités un peu
complets d’analyse, par exemple dans le Cours d’Analyse de M. Jorpaw
(tome 3, page 87).

Mais on peut aller plus loin.

Théoréme I Imaginons que les fonctions f, et f, dépendent, non
seulement de z, y et #, mais d'un certain paramétre arbitraire p et qu'elles
puissent se développer suivant les puissances croissantes de z,y, 2 et p.
Eecrivons alors les équations (1) sous la forme:

d;’.
T::f("v7?/)z’/*‘)= I,

1" d
(I) l:fi(m,y’g,ﬂ,)’

dz
:lz=f2(x’?/’57/i)-

On peut trouver trois séries

‘mz?(t’/i’xo’yo9z‘o)=t’+m0) y=¢1(t’ﬂ7wo’y(wzo)7
Z=502<57/1:“’07?/0530)

qui satisfassent formellement aux équations (1”), qui solent développées
suivant les puissances croissantes de #, de g et de trois constantes d’inté-

gration #,, ¥,, 4, et qui enfin se réduisent respectivement & #,, y, et 2z
pour ¢ = o.
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Je dis que ces séries convergent pourvu que ?, 4, %,,¥, et z, solent
suffisamment petits.
En effet remplacons f, f; et f, par la fonction:

g ) — M
F'@,y,2,p T = —al +y +2)

Cette fonction f” peut étre développée suivant les puissances de z,
y,2 et p. On peut prendre M, a et B assez grands pour que chaque
terme de f’ soit plus grand que le terme correspondant de f, de £
et de f,.

Nous obtiendrons ainsi les équations

" de _dy _dz _ M
(2") dt — dt  dt (1 — o[l —al@+y +2)]

On peut trouver trois séries

x=go'(lf,/,¢,mo,y0,zo), ?/2991(5’/17“30)?/0,30)
3=50;(75;/1)x07?/0:30)

développées suivant les puissances de ¢, g, %, ¥, , 4, satisfaisant aux
équations (2”) et se réduisant respectivement & x,,¥,, g, pour ¢ = o.

En raisonnant comme le faisait CaAUucHY, on démontrerait que chaque
terme des séries ¢’ est plus grand que le terme correspondant des séries
@. Or les séries ¢ convergent, si ¢,u, %,,¥y, et 2 sont assez petits.
Donc les séries ¢ convergent également.

C. Q. F. D.

On peut tirer de la diverses conséquences.

Théoreéme II. Nous venons de voir que z%,y et ¢ peuvent étre dé-
veloppés suivant les puissances de £, u, 2,,¥, et 4 pourvu que ces cing
variables, y compris ¢, solent suffisamment petites.

Je dis que x,y et 2z pourront encore étre développées suivant les
puissances des guatre variables u, «,,y, et 2, quelque grand que soit ¢
pourvu que les quatre variables u,z,,y, et z solent assez petites. Il
y a toutefois un cas d’exception sur lequel je reviendrai
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En effet nous trouvons d’abord trois séries

=, p, 2, Y ) Y=0:(ls 15 0y Yo s 2)
g == 9’2(t s My oy Yy 2"0)

qui définissent %,y et 2 pour les valeurs suffisamment petites de p, 2,
Yo 5 & et quand
[t <p,

p 6tant le rayon de convergence de ces séries. Si donc # est un point
intérieur au cercle de convergence et si «,,y, et # sont les valeurs de
®,y et 2z pour { =t¢, on voit que z,,y, et # sont des fonctions holo-
morphes de p, %y, ¥y, et 2, cest & dire développables suivant les puis-
sances de ces variables si elles sont assez petites.

Soient ensuite %7, yi et 2} les valeurs de #,,y, et & pour

P= Ty = o = & = O.

Cela posé, on aura dans le voisinage du point ¢ = ¢,

— p 0 0 . 0
*'r’—?I(f_"full’f'r—“l;.”/1"‘“?/17&1—31.«

0

(3) y= l(t—_il7/“7xl—mgayl—y;)’Zl—zl’
(:':90‘2(11'_2‘17#7ml_m({)yl_’y?’zl_‘g(}))'

Les séries ¢, ¢ et ¢;, tout & fait analogues aux séries ¢, ¢, et ¢,, sont
définies comme il suit.

Elles satisfont aux équations différentielles; elles sont développées
suivant les puissances de ¢ — &, p, 2 — 27,9, — Y] et & — &7; elles se
réduisent & «,,y, et z pour ¢ =1{.

Elles convergeront si p, ,—a}, 4, — 1, £, —#] sont assez petits et si

lt'—‘i1l</017

p, 6tant le rayon du nouveau cercle de convergence C,.
Si ¢ est un point intérieur & ce nouveau cercle de convergence O,
on voit que #,y et # seront fonctions holomorphes de p, 2, — a7,y — 48
et 2, — 2. Mais 2, —af,y, —u], s — 4 sont déja fonctions holo-
morphes de g, %, %, 4. Done, pour tout point ¢ intérieur au cercle
Aete mathematica. 18. Imprimé le 10 mai 1890, 3
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C,, les trois quantités z,y et z sont des fonctions holomorphes de 4, ,,
Yo, % développables selon les puissances de ces variables si elles sont
assez petites.

Supposons maintenant que le point ¢ soit extérieur au cercle C, le
théoréme sera encore vrai; il est clair en effet qu'il suffit pour le dé-
montrer pour une valeur quelconque de ¢, de répéter le raisonnement
précédent un nombre suffisant de fois, pourva que les rayons p,, p,, ...
des cercles de convergence envisagés successivement restent supérieurs &
une quantité donnée.

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de ¢
inférieure a ¢, quelque grand que soit #.

On ne serait arrété que dans un cas.

Le théoréme de CaucHY cesse d'étre vrai si les fonctions f, et f; ne
sont plus holomorphes en 2z, y,s; par exemple si elles deviennent in-
finies, ou cessent d’étre uniformes.

Si on ne peut pas développer les fonctions f, f, et f, suivant les
puissances croissantes de p, de z—a),y — 7, 2 — #{, il n'existera pas
en général trois séries ¢, p; et ¢; de la forme (3) satisfaisant aux équa-
tions différentielles.

On dit alors que le point

& = 17, ¥y =, 2 =2

est un point singulier.

Si done, en faisant varier ¢, on voyait le point mobile (z,y, #)
passer par un point singulier, mnotre théoréme serait en défaut. Si ¢
variant depuis ¢ = o jusqu'ad ¢ ={f,, le point mobile (z,y, 2) ne passe
par aucun point singulier, le rayon de convergence de la série de CAvcHY
ne pourra s'annuler et on pourra lui assigner une limite inférieure, de
sorte que les trois fonctions x, y,# seront développables suivant les puis-
sances de pm, %, , Yy, 2, pour toute valeur de ¢ inférieure & 7,. Mais si
pour ¢==14,, le point (x,y,s) se confond avec un point singulier, le
théoréme cessera d'étre vrai pour les valeurs de ¢ supérieures a f,.

Notre théoréme comporte donc un cas d’exception. Mais ce cas ne
se présentera pas dans le probléme des trois corps et nous n’avons pas
& nous en inquiéter. Soient en effet:

(ml ! ?/1 ! 3‘1) ) (’r'z ’ ?/2, ‘6’2) ’ (5133 ’ y:} 4 Zs)
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les coordonnées des trois corps, r,,, r,,, ¥, leurs distances mutuelles, m,,
m, et m, leurs masses. Les équations du probléme seront de la forme
suivante:

d’e, _m, (2, — @) 4 (v, — .’I;l)'

a ;

3 K
12 T3

Le second membre de cette équation ne pourrait cesser d'étre holo-
v / 2 - - 3 ’ ] Ta Q '
morphe en %, , 4,8, %y, Yy 25 L3y Yy» 3, que si U'une des trois distances
Fgss Thg» Ty, Vvenait & sannuler, cest & dire si deux corps venalent & ce
choquer. Or mnous n’appliquerons jamais notre théoréme que quand on
sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire.
Le méme résultat peut encore étre établi d’une autre maniére.
Reprenons les équations:
dx .
EZ_t=f<m,3/7‘37/~");

17,1 .
rl_z=f1(m’ Y, 39/*‘)}

{
%=ﬂ(‘vay’37ﬂ)~

Les fonctions f, f,, f, pourront en général étre développées suivant les
puissances croissantes de & — &, , iy — ¥, , 2 — &, ft— My, pour les valeurs
de #,y,# et p suffisamment voisines de #,, y,, 2, b g, Sil existe un
systéme de valeurs de @, y,, %, ¢y pour lequel cela n’ait pas lieu, je
dirai que ce systéme de valeurs est un des points singuliers de nos équa-
tions différentielles.

Cela posé, ces équations admettront une solution telle que x, y.et z
s'annulent avec #; et cette solution dépendra manifestement de p. Soit:

# = w,(t, p) y=o,,pm, 3=, p

cette solution. Il résulte de la définition méme de cette solution que
Pon a, quel que soit p:

w,(0, 1) = w,(0, 1) = w,(0, p) = o.

Dans la plupart des applications, on pourra effectuer Pintégration pour
p = 0, de telle sorte que les fonctions o,(¢, o), w,(t, 0), w,(t, o) seront



20 H. Poincaré. § 2.

connues. Je suppose que, pour aucune des valeurs de ¢ comprises entre
o et £, le systéme de valeurs

w,(t,0), w,(t,0), w,(t,0), 0

ne soit un point singulier de nos équations différentielles.
Pour employer un langage incorrect, mais commode, je dirai que la
solution particuliére

s = o, o), ¥y = w,(t, o), = w,(t, o)

ne passe par aucun point singulier.

Si cela n’avait pas lieu, nous nous trouverions dans le cas d’excep-
tion dont j'ai parlé plus haut.

Si au contraire cela a lieu, ce que je supposerai, je dis que les ex-
pressions @, (¢, , &), @,(t,, 1), @, , ) sont des fonctions de p dévelop-
pables suivant les puissances croissantes de cette variable.

Posons en effet

r=¢§&4 0,(, o), ¥y =9+ w,(, o), 2=C+ w,t, o),
les équations différentielles deviendront:

dg
a s oEym,$5 8, 1)

d
(4) d_z=¢1(6777} Ca t’ﬂ))

d

U = 0,6, 7,5 b, p)-

Il résulte de T'hypothése que nous avons faite que pour toutes les va-
leurs de ¢ comprises entre o et ¢, les fonctions ¢, ¢, et ¢, peuvent étre
développées suivant les puissances de &, %, ¢ et p, les coefficients du
développement étant des fonctions du temps.
Tobserve de plus que pour g = o, les équations différentielles doi-
vent étre satisfaites pour
E =5 = CZ‘_ o,

ce qui veut dire que ¢, ¢, et ¢, sannulent quand g, &,7, { s’annulent
a4 la fois.
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On pourra alors trouver deux nombres positifs M et a tels que,
pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre o et #, chaque coefficient
du développement de ¢, ¢, ou ¢, suivant les puissances croissantes de

'&,7,{ et u soit plus petit en valeur absolue que le coefficient corres-
pondant du développement de:

ME+4+C+p
1—alf+9+C+pn

ou a fortiorl que le coefficient correspondant du développement de:

ME+ 9+ C+ it +alE+ 9+ 4+ p)
1t —alf+ 9+ 4 p)

PEsn, & p) =

Comparons donc les équations (4) aux suivantes:

d&  ds dZ
(5) g=n—a=9En 6

La solution des équations (4), qui est telle que &, 7 et ¢ s'annulent a la
fols pour ¢ = o, s'écrit:
§= 0,0,y — o, o), 7 = w,(t, 1) — @,(t, 0),
C= wg(z ’ ﬂ) - ws(t ) O).

D'un autre cdté les équations (5) admettent une solution:
E=1un={_= 0, n

telle que £, 3, ¢ s'annulent avec ¢.

En raisonnant comme 1'a fait Caucmy, on verrait que si w'(f, p)
cst développable suivant les puissances croissantes de g, il doit en étre
de méme de w,(¢, 1) — o,(t, 0), 0,(, p) — 0,(t, o), 0,, 1) — w,, 0),
et que chaque coefficient du développement de ces trois derniéres fonc-
tions est plus petit en valeur absolue que le coefficient correspondant de
o'(t, 1), au moins pour toutes les valeurs de ¢ telles que

o< t<t.

Or les équations (5) sont faciles b intégrer et on vérifie aisément que
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i

@'(t,, 1) peut se développer suivant les puissances de p. Donc &, 7 et

¢ sont également développables suivant les puissances de g pourvu que

o<t <t.
C. Q. F D.

Théoréme III. Cela posé, soit:
=, Ty, Yo Eh Y= 0,0, 1, %, ¥, %4)
=, p, T, Yy %)
celle des solutions de nos équations différentielles, qui est telle que:

T = Ty Y=Y g =&
pour ¢ = O,
Considérons les fonctions:

o, T, 5 By Y 2) wz(tl"'l"??ﬂ’mo)?/o?zn)’
oy, + Ty s By Yo s %y)-

Je dis qu’elles sont développables suivant les puissances de u, ., ¥, %
et 7 pourvu que ces quantités soient suffisamment petites.
Posons en effet

;z;_—_;u’—-}—{f)o, L’/='J/'+L’/m z=12i + 2,

Nos équations deviendront:

d' / TN o, , ,
TZT':(I_'—E)]‘(D + o ¥ s g ),

Ty T\ » ; ’ 4
= DA a0, g, ),

ar

d# ’ T , , -

= (1 DA + e+ s d F 2 )
1

Ces équations contiennent cing paramétres arbitraires & savoir

/1'79;0;!/0}‘20,?‘
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Considérons donc la solution’de ces équations qui est telle que a',y', &’
dannulent avec #'; soit:

MY A ’ s -
2= @[ty Ty Uyr 2y D

=
i

! !
m‘.’.(t?/}" xo’?/o ’ 30, T)’
P A— t gt > F o
2= iy, Ty Yy s £y s T)e

Il résulte de ce que nous venons de voir que si I'on fait # =17 les ex-
pressions:

-
Na P
S

’ 7 -
o (t s sy Ty s Yos 2o

-
N
=

' . -
(’)2(1(1 s My By s Yy s &g

NS

! 0 y Py
(:)3(2‘1 » [y Tos Yoy Fy s

sont, développables suivant les puissances de pu, @, y,, %, et 7. Mais il
est manifeste que l'on a:

~
~—
'

I - . ~ 1
@ity s 1t %y s Uys 2y s = oy Ty, B Yy 2

N

(©) W3ty 115 T Yo s 805 T) = @yt + Ty s Ty Yy s 2)s

Il

! -~
@ity 1y %05 Yo s %5 o,(t, F 7oy By Yy s 2y)-

Donc les seconds membres des équations (6) sont également développables
suivant les puissances de p, 2,,9,,2, et 7.

C. Q. F. D.

Théorédme IV. Cauvcny a tiré du caleul des limites un autre théoréme
d'une extréme importance.

Voici quel est ce théoreme:

Si on a » + P quantités ¥, , Yos covy Yuy ¥y Ly, +v ., T, entre lesquelles
ont lieu n relations:

fl(y1*y2?"')3/n"Tlamgs ~-'7a"y;)=oa
By s Ugs oves Uas @ By v vy ) = O,

/;A(?/lv:l/gw"7'.’/71751’1"’172:"-’mp)=O§



24 H. Poincaré. § 2.

si les f sont développables suivant les puissances des x et des y et
s'annulent avec ces # - p variables;

si enfin le déterminant fonctionnel des f par rapport aux y n'est
pas nul quand les x et les y s’annulent a la fois;

on pourra tirer des équations (7) les # inconnues y sous la forme
de séries développées suivant les puissances croissantes de z,, 2,,...,%,.

Considérons en effet #; comme la seule variable indépendante z,,
%,y ...,%, comme des paramétres arbitraires, mous pourrons remplacer
les équations (7) par les # équations différentielles:

dfi dy,
dy, dz,

af; dya
iy, e,

df;
-+ l’— = Q. (-1,2,..,m

dz,

daf; d
(8) Lol

+ ...+

!
Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous venons de nous occuper.
En particulier si f(y, z,,x,,..., 2,) est une fonction développable
suivant les puissances de y,x,,®,,...,2,; si quand les z et y san-
nulent & la fois on a:

si enfin y est défini par 'égalité
f=o,

y sera développable suivant les puissances de .

Il nous resterait & examiner ce qui se passe quand le déterminant
fonctionnel des f par rapport aux y est nul. Cette question a fait I'objet
de recherches nmombreuses sur lesquelles je ne puis insister ici, mais au
premier rang desquelles il convient de citer les travaux de M. Puiseux
sur les racines des équations algébriques. J’ai eu moi-méme I'occasion
de m'occuper de recherches analogues dans la premiére partic de ma
thése inaugurale (Paris, Gauthier-Villars, 1879). Je me bornerai donc a
énoncer les théorémes suivants, en me bornant & renvoyer pour les dé-
monstrations, soit aux traités classiques, soit & ma thése,

Théoréme V. Soit y une fonction de z définie par 'équation

9) fy,s) =0

ou f est développable suivant les puissances de z et de y.
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Je suppose que pour # =y = o, f sannule ainsi que:

El_]f, ﬁf dm——lf
dy’ dy*’ " aymr

. anf ,
mais que —— ne g’annule pas.
(Z]/m

Il existera m séries de la forme suivante:

1 2 3
(10) y = az" + a2 + oz + ...

(ou n est entier positif et ou a,, «,, ... sont des coefficients constants)
qui satisferont & I'équation (9). ‘
Corollaive I. Si la série (10) satisfait & I'équation (g) il en est de

méme de la série:
1 2 3

Y = a,ar" + a0’ + a0’ 4 ...

ou « est une racine #° de 'unité.

Corollgire II. Le nombre des séries de la forme (10) développées
1

suivant les puissances de 2", (sans pouvoir étre développées suivant les
1

puissances de 47, p < n) est divisible par n.

Corollaire III. Si kyn, est le nombre des séries (10) développables
1

suivant les puissances de 2™, si kn, est le nombre des séries (1o0) dé-
1

veloppables suivant les puissances de ™, ..., si k,n, est le nombre des
1

séries (10) développables suivant les puissances de #™ on aura:

b, 4+ kn, 4.0 4 kn, = m,

rox 1 . . .
d’ou Ton conclut que si m est impair, l'un au moins des nombres #,,
Nyy .o+ 5 N, €8t auSSL 1MpaIr.

Théoréme VI. Si l'on a les équations

f;(y17?/9,—..,yp’w)=o,
(II) f;(y1,y27-..,yp,m)___o’

. . . . . . 3 . .

f;:(?/17?/2""7?/p7m)=0y

Acta mathematica, 18. Imprimé le 30 mai 1890, 4
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dont les premiers membres sont développables suivant les puissances des
y et de x et s'annulent avec ces variables, on pourra toujours éliminer
entre ces équations

Y90 Yss o2 Yp

et arriver & une équation unique:

f(%’m):O

de méme forme que I'équation (9) du théoréme précédent.

Il n’y aurait d’exception que si les équations (11) cessaient d’étre
distinctes.

Corollaire des théovémes V et VI. Le théoréme IV g'applique toutes
les fois que le déterminant fonctionnel des f n’est pas nul, c'est & dire
toutes les fois que quand les # s'annulent, les équations

(7) hi=fh=...=f=o

admettent
y1=y2 ="‘:yn=0

comme une solution simple.

Il résulte des théorémes V et VI et de leurs corollaires énoncés
plus haut que le théoréme IV est encore vrai si cette solution est mul-
tiple, pourvw que Uordre de multiplicité soit impair.

§ 3. Applications du calcul des limites aux équations auwx
dérivées partielles.

CaucHY avait déja appliqué le procédé du calcul des limites aux
équations aux dérivées partielles. Madame Kowarrvskr a comsidérable-
ment simplifié la démonstration de Caucuy et a donné au théoréme sa
forme définitive.

Voici en quoi consiste le théoréme de Madame Kowarevskr (Jour-
nal de Crelle, tome 8o).

Congidérons un systéme d’équations aux dérivées partielles définis-
sant % inconnues z,,2,,...,#, en fonctions de p variables indépendantes,
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Supposons que ce systéme s'écrive:

dz dz; dz dz;
[ . i ek Nhdd2
——fl<x1,fv2,...,x, ,——,'..,—~>,

dx, 7 dx,’ de, day,
dz, y <’l' . o . dz  dz (7zi>
-"T-—2;/1,‘_'2,...,‘.11,,T,——",...,'—y

(1) ' da, da, ’ da, dory,
dz,

f(fr . - dz;  dz (]zi>
T T Ia\ Ty g ey Ay Ty Ty v ey T
da, de,’ da, dup

fislys .-, 1, étant développés suivant les puissances de

dz;
T, , T ., 2, et des -

? Clil?L ik

19 Lgy v

(i prend les valeurs 1,2,...,#n; % les valeurs 2, 3,...,p; enfin les
ay sont des constantes quelconques).
Soit maintenant

D@y s s By DXy, By e ), ey (@, By, e, )
n fonctions données quelconques, développées suivant les puissances crois-
santes de w,,x,, ..., z, et telles que:
o= Uy

pour

Il existera n fonctions

2 =0 (B By ey By)y By == 0, By erryXp) s wvvy B =0,(2,%,,...,T,)

développables suivant les puissances de ., Ty, ..., &,, qui satisferont aux
quations (1) et qui se réduiront respectivement & ¢, &y, ..., &, pour x,=o.

J’al moi-méme cherché a étendre les résultats obtenus par Madame
Kowarevskr (Thése inaugurale, Paris, Gauthier-Villars, 1879) et jai étudié
en détail les cas que la savante mathématicienne avait laissés de coté.
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Je me suis attaché en particulier a I'équation:

dz dz dz
(2) XIE-{-X?CZ—%;-F.:.—*—X”E——AIZ?,

ou X,,X,,..., X, sont développés suivant les puissances de x,, z,,..., 2,;
je suppose de plus que dans le développement de X , X,,..., X,, il
'y ait pas de terme tout connu et que les termes du 1* degré se ré-
duisent respectivement & Az, , A,%,, ..., A,%,, de telle sorte que

r 4
X, = Ao, — T,

Y, désignant une suite de termes du 2% degré au moins par rapport &
Xy ) Byyvv ey Do

J’al démontré qu'as certaines conditions cette équation admet une
intégrale holomorphe développable suivant les puissances de x,,x,,...,%,.

Pour que cette intégrale existe, il suffit:

1° que le polygone convexe qui contient les » points A, , A,, ..., A,
mne contienne pas lorigine,

2° que l'on n'ait aucune relation de la forme

Mydy 4= oo A M, = A

ou les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande que 1.}
Je vais chercher a généraliser le résultat obtenu dans ma thése.
Au lieu de I'équation (2) envisageons 1'équation suivante:

dz dz dz dz
(3) Zl—i—i—XlIvl—i*X?*d—m;-{—...-l—X;ld—%Z:AlZ.

! Dans ma thdse, je n’énonce pas cette restriction et je ne suppose pas que la
gsomme des m soit plus grande que I. Il semblerait done que le théordme cst en défaut
quand on a par exemple 4, = 2. Il n'en est rien. Si l'on avait

myd, F oo FmAby =4 (my, +m, + .. my>1)

cerfaing coefficients du développement prendraient la forme 5 et deviendraient infinis.
(est pour cette raison que nous avons dfi supposer qu une pareille relation n’a pas lieu.

3 . . . L) - O
8i V'on avait au contraire A, = A, certains coefficients prendraient la forme 5
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Nous avons encore
X, =iz, — ¥,

Y, désignant une fonction développée suivant les puissances de &, , 2, ..., @,
et ne comprenant que des termes du 2 degré au moins par rapport a
ces n variables. Mais ¥, ne dépend pas seulement des x, il dépend aussi
de ¢, de sorte que les coefficients du développement de ¥, suivant les
puissances. des # sont des fonctions de £, Nous supposerons que ce sont
des fonctions périodiques de ¢ de période 27 développées suivant les sinus
et cosinus des multiples de ¢.

Je me propose de chercher dans quel cas l'équation (3) admettra
une intégrale holomorphe développée suivant les puissances de z,, %, , ..., @,
et telle que les coefficients du développement soient des fonctions pério-
diques de ¢.

Voyons d’abord qu'elle va étre la forme de ¥, Nous allons dé-
velopper Y, suivant les puissances croissantes de #, ,®,,...,%,; con-
sidérons le terme en

TPXeE ... T

Le coefficient de ce terme étant une fonction périodique de ¢ pourra
se développer suivant les sinus et cosinus des multiples de ¢, ou ce qui
revient au méme suivant les puissances positives et négatives de e"~.

Nous pourrons donc écrire

— N1t G SR 4 U
Ifi - zoi.,?.alrzz...a,.e x11m22 A ﬂ,"n"'

Les C sont des coefficients constants; B est un entier positif ou né-
gatif; @ , @,,..., a, sont des entiers positifs tels que

o + o+ ..o+ a, > 2.

J'écriral aussi quelquefois en supprimant les indices:
Y, = 20T ghgl .. .

Posons maintenant:

Y; =X |C|e™an.. . o
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et envisageons I'équation suivante:

N\ Az , . , dz ’
(4) (/1{501 — Yl)% + (Azmz Yz + + (An Tp — ")Z‘l— == )‘

, . dz
Dans cette équation — n’entre plus; nous pouvons donc regarder ¢

dt
comme un paramétre arbitraire et x,,®,,...,2, comme les seules va-
riables indépendantes. Si donc les quantites A7, A, ..., A, satisfont aux
conditions que nous avons énoncées plus haut, I’équation (4) (qui est de
méme forme que l'équation (2)) admettra une intégrale holomorphe.

Nous supposerons
A=k=...=A.

Nous supposerons de plus A] réel et positif.
Cela posé, soit

Riy3 n
(5) : g = zA,?.a,ﬂ.z...rxng’l v lxil‘xgz v fBZ

une série satisfaisant formellement & l'équation (3). Comment pourra-t-on
calculer les coefficients 4 par récurrence.
En écrivant 1'équation (3) sous la forme

dz dz dz clz dz
Et_l—jlxlgaz—l—'..+)‘nmnzw—n_llz— + d + + Yn&?ﬂ

et en identifiant les deux membres on trouve:

A BV—1 + Aoy + Ao, + ...+ Ao, — A] = P[C, 4],

P[C, A] étant un polyndme entier & coefficients positifs par rapport aux
C et aux coefficients 4 déja calculés.
Soit maintenant

©) 8= 24} gy AP L

une série satisfaisant & l'équation (4). Pour calculer les coefficients A’
nous écrirons I'équation (4) sous la forme:

A.1. ld +/12 2d + +An nd Alz +Y;d + + ndwn
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En identifiant les deux membres, nous trouverons:

,I?.alag...an[lial + A;az + ‘e + A1,Lart - A;] =/'P[| O I ? AI]‘

P[|C|, 4] ne différe de P[C, 4] que parce que les C sont remplacés
par leurs modules et les 4 par les A4

Les X étant réels positifs ainsi que les coefficients du polynéme P,
les 4’ seront aussi réels et positifs.

Pour que l'on ait ensuite:

| -Aﬁ.a,az...an

il suffit que l'on ait toujours:

Moy + Moy + .o+ Ao, — 4 <| V=1 + Ao, + o, + ...+ Ao, —A ]

ou

< 4;

5.040g9...0n 9

BV=1+ (e, — 1) + 4oy + ... 4 duaw|

(7) 4 < (o, — D)+ a, + ...+ an

Si T'on a choisi A} de fagon & satisfaire & I'inégalité (7), on aura donc
| 4| < 4.

Or la série (6) converge, donc il en sera de méme de la série (5).

Ainsi donc pour que la série (5) converge, il suffit qu'on puisse
trouver une quantité positive A] satisfaisant & 1'inégalité (7) pour toutes
les valeurs entiéres et positives des a, et pour toutes les valeurs enticres
positives et négatives de f.

Commencons par remarquer que le second membre de V'inégalité (7)
est toujours plus grand que:

®) BV—=T1 + i, — 1) + da, + oot ]
|ﬂl+(“1“—1)+a2+.-.+an

Il suffira donc que 2] soit plus petit que l'expression (8). Or cette
expression (8) est le module d’une certaine quantité imaginaire repré-
sentée par un certain point G. Or il est aisé de voir que ce point G
n'est autre chose que le centre de gravité des » - 2 masses suivantes:

1° » masses égales respectivement & o, a,,...,a, et situées respec-
tivement aux points A , A4, ..., 4; '
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2° une masse égale a4 |B| et située soit an point 4 /=1 soit au
point — =—T1;

3° une masse égale & — 1 située au point A.

Toutes ces masses sont positives & I'exception de la derniére.

Il faut chercher la condition pour que la distance OG soit toujours
supérieure & une certaine limite A;.

Composons d’abord les n 4 1 premiéres masses; nous obtiendrons
une masse:

M’:-—al—{—ag—{—...—l—an-{—lﬁf

située en un certain point G’ et comme ces # -4 1 premieres masses sont
positives, le point G’ sera située & lintérieur de I'un ou de Vautre des
deux polygones convexes qui enveloppent, le premier les # 4 1 points

Mshyyeooshy et =7,
et le second les » 4 1 points

A 12,...,&1 et '——\/_--—I.

1 2

Si aucun de ces polygones convexes ne contient l'origine, on pourra
assigner 4 la distance OG’ une limite inférieure p et écrire:

oF > p.

Il reste & composer la masse I située en G’ et la masse — 1 située
en 2. On obtiendra ainsi une masse M — 1 située en G. On aura
évidemment:

0G > 06’ — G&,

GG,ZMG—);II<MOEI+MO—}:I’
d’ou
06 > OG'%:?_"MO}—I e ﬂj}é:?—Moﬁ T
Si done:
>3t 20
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I'inégalité

. s
9) 06 >3

sera satisfaite.
Il n'y a donc qu'un nombre fini de combinaisons des nombres entiers:

Gyy Ogyeres Uys B

pour lesquelles T'inégalité (9) pourrait nc pas étre satisfaite.

Si pour aucune de ces combinaisons OG n'est nul, nous serons certains
de pouvoir assigner & OG' une limite inférieure A .

Nous sommes donc conduits & la régle suivante:

Pour que Uéquation (3) admette une intégrale développable suivant les
puissances des © et périodique par rapport & t, il suffit:

1° quaucun des deux polygones convexes circonscrits, le premier aux
points A, Ay, ...,k et - \J—1, le second auw points A, Ay, ..., A, et
— =1, ne contienne lorigine,

2° qulil w'y ait entre les quantités A aucune relation de la forme

B—1 4+ ad 4+ ady + oo+ o,
les o étant entiers positifs et B entier positif ou négatif.

C'est 1a une généralisation du théoréme démontré dans ma thése.
Or de ce théoréme découlaient un certain nombre de conséquences.
Voyons si on pourra en tirer de semblables du théoréme généralisé.

Nous allons pour cela suivre absolument la méme marche que dans
la thése citée.

Considérons 1'équation:

dz ‘ X dz dz

(10) m—{— ldb—i—lx +...+Xn@“=o,

s

obtenue en supprimant le second membre de 1'équation (3).
Considérons en outre 1'équation:

X Jz

(3) R R

dcta mathematica, 13, Imprimé le 27 juin 1890, 5

d’l’
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et I'équation:

. dz dz - d
(11) dt+£ld,c +X2(Z-m;+...—l—}xndwl Az,

Si les A satisfont aux conditions que mous venons d’énoncer, I'équa-
tion (3) admettra une intégrale

ot 7| est ordonné suivant les puissances des x et périodique par rap-
port a ¢.
De méme l'équation (11) admettra une intégrale

ol T, est de méme forme que Tj.
On en conclut que 1'équation (10) admet comme intégrale particuliére:

1

1
ThT, %,

Comme on peut dans le second membre de (3) remplacer successive-
ment A&, par Az, A&,..., A& et quon obtient ainsi 7 — 1 équations
analogues & l'équation (11), on peut conclure que l'équation (1o0) admet
n — 1 intégrales particuliéres

1 1 1 1 1

1
IRTy R, TRTG B L, TR,

ou T,,T,,..., T, sont de méme forme que 1.
Pour avoir lintégrale générale de (10), il faudrait posséder encore
une 7° intégrale particuliére. Pour cela considérons l'équation:

d dz {
(12) £+Xlﬁ+...+Xi=z.

" di,
Cette équation admettra comme intégrale particuliere z = ¢’
Nous en conclurons que l'équation (10) admet comme intégrales

particuliéres
—Mt T At ——Ant
Te™, Te™,..., T,e™,
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de sorte que Vintégrale générale de cette équation (10) sera: .
fonction arbitraire de (Tye ™™, T,e=™, ..., T,e ™.

En d’autres termes les équations différentielles:

, _dy,  de, __dw,
(10 =% =5 = 7%

admettront comme intégrale générale
. 2t _ A _ Aut
= K ", T,=Ke*, ..., I, =K.e",

K ,EK,,..., K, étant n constantes d'intégration.

Ce théoréme peut étre regardé comme la généralisation de celul que
j'al démontré & la page 70 de ma these.

Supposons maintenant que nous cherchions & déterminer les p pre-
mieres variables x & savoir

Tyy Byyooey By

en fonctions des # — p autres a savoir

xp-{-l? Iv)+27 "'7xn

et de ¢, & T'aide des équations suivantes:

das, _dm, das, du, _

dt + X 1'+1 Ll’l’ + X"’H dzpyg +o Xy dary Xl

(ZJ'2 du, daw, -
(13) dt + X 1"”(1» +41’+2¢l:’,+)+ +X dr, A”’

d) dz, dﬂ.p

@ T g T Ry o ndj»p X,.
Il est aisé de voir que l'intégrale générale des équations (13) s'écrira:
(14) 0, =@, = ...= ¢, =0,
@1y @yy -+, @, représentant p fonctions arbitraires de

T, Tye ™, .., T,e™.
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Prenons en particulier:

_— — Myt . - A — — st
¢, = T e, v, =T, .., ¢,= Te™.

(14) I'=T=...=1,=o0.

Des équations (14’) on pourra tirver @, ®,, ..., 2, en fonctions de
Foris Bypss e -, T, €6 £ et on verra que ce sont des fonctions holomorphes
par rapport & @,.;, Lo, .., &, €t périodiques par rapport & .

Donc les équations (13) admettent une solution développable suivant
les puissances croissantes de. @y, %49, ..., %, €b suivant les sinus et
cosinus des multiples de ¢.

Ce théoréme est démontré quand les A satisfont aux conditions
énoncées plus haut; voyons comment on pourra l’étendre aux cas ol ces
conditions ne sont pas remplies. Je suivrai pour cela la méme marche
que dans la 4™° partie de mes recherches sur les courbes définies par les
équations différentielles (Journal de Liouville, 4™ série, T. 2, pages
156—157).

Proposons-nous de calculer les coefficients de l'intégrale holomorphe
des équations (13) (& supposer que cette intégrale existe) et a cet effet
écrivons ces équations (13) sous la forme suivante:

, da; da; da; dz;
(13) Clt + P41 p+1 d'v + +2*1,"1)+2 dmp+2 + v '+' )‘nwn@;"_— Airi
da; da;
S Vg Y o G=1,2,.,m)
P i, 0q t Lo daipys + -+ 1 Llr o '
Soit:
Y Zcz 3.0y ig.. Ilue'(;",:i$tlhmg2 e xfi"

- une quelconque des fonctions ¥, Y,,..., ¥,, ainsi que nous l'avons
supposé plus haut, et proposons-nous de calculer les p fonctions

By s Byyonoy il

sous la forme

. . T3V T palpd pelOp 42 2
(I 5) T, = zAi.,?.ap+mp+z...ane A 19;1)?1%1??2 L mnn'
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Pour calculer les coefficients 4 par récurrence, substituons les séries
(15) dans les équations (13') et identifions les deux membres. Nous
aurons pour calculer 4, Péquation suivante:

el PR

Ai.,?.llp.;_lap+2...a,.(/9\/__I + ap+1/\p+1 + ap+2)‘p+2 4+t eh — Ai)
= P[C, (— (), 4],

P[C,(—C), 4] étant un polynéme entier a coefficients positifs par
rapport aux coefficients C de

Y,

?

+1 Yp+27“'7 Kn

aux coefficients (' de ¥, changés de signe et aux coefficients 4 déja
calculés.

Pour qu'aucun des coefficients 4 ne devienne infini nous devons done
d’abord supposer qu'il n’y ait entre les A aucune relation de la forme:

(I6> /,J)d:—{ + O£I,+1/1,+1 + a1,+-3)\1,+2 + “ e "l"‘ an)\u — )‘i = 0

oft les « sont entiers positifs et B entier positif ou négatif.

Cela posé soit X' une quantité positive que nous déterminerons plus
complétement dans la suite.

Soit ensuite:

7o 1 73\ 1 nf1) arte <t
li - z I (’i.,?.alﬂ,g...an ‘ € YA N !

pour
t=pF+1,pF+2,...,n
et

T ¥ 13y T iy i
V= —2 | Chgagom | €000 052 L0 200

pour ¢ =1,2,...,p.
Formons les équations

da; s de;
13" Ny oy A NTyg—— = oo+ Vi, — — A,
( 3 ) ‘p41 dmp+1 + ‘p+2 dzvp+2 + + n T /3
y dﬂ}@ dm@ /] (‘sz

= ¥ gt i ¥ — Y. (i=1,2, 0,0
41 d"rp+1 + ?+2 flmp+ + + % dﬂﬂn i poren
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Y

Cherchons a satisfaire aux équations (13”) & l'aide de séries de la
forme suivante

— 13V petin . In
(ISI) Q'/',; - ZBi.ﬁ.uM-mpu...anem lmp-ij—llxplrg AR 9’),5; .
Les coefficients B nous seront donnés par les équations suivantes:

Bi.,i.ap+1ap+z...an[)‘l(ap+1 + Gpig + et + Oy — I)] = P[, Cv' ? IO’ l ’ B]

ou P[|C]|,|C|, B] différe de P[C, (— ("), A] en ce que les coefficients
C et — (' y sont remplacés par leurs modules, et les coefficients 4 par
les B correspondants.

On en conclut que tous les B sont positifs et que chaque B est
plus grand que le module du 4 correspondant.

Il suffit pour cela d'une seule condition, c’est que:

A'<a11+1 + c(p+‘2 +'+ Gy = I) < Iﬂ\/:__I + ap-}l)‘p—}l + ap+2Ap+‘.’. +"' + an'ln'—_}i l'

Si cette condition est remplie chacun des termes de la série (15)
sera plus petit que, le terme correspondant de la série (15) et comme
cette derniére converge, la série (15) convergera également.

Il suffit pour cela que l'on puisse trouver ume quantité positive X
assez petite pour que Von ait toujours:

A’ < ,3\/:—1- + a,,+1l,.+1 4+ ... + (lnzn‘”‘)\i
(lp+1+ et o, —1

c'est & dire, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, quaucun des deux
polygones convexes circonscrits, le premier aux points A, 1, Ae, ..., 4,
et 4+ —1, le second aux points Ay, Ay ... A, €t —/—1, ne con-
tienne l'origine.

Si donc aucun de ces deux polygones convexes ne contient lUorigine, s'il
wy a entre les A aucune rvelation de la forme (16), les équations (13) ad-
mettront une intégrale particuliére de la forme suivante:

By = 01(Tp11 5> Bpgas + v o5 Ty )

Ty = 5”2<xp+1 s Tpyayeoes Dny t)a

. . . . . . . . . . .

'J}p = fﬂp(wp-l-l ) wp+2 g ooy Ty t))
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les ¢ élant développables suivant les puissances de .y, Typyy -+ ., X, et les
sinus et cosinus des multiples de t.

Cela posé, envisageons les équations:

deo dx dz
10" dt::_- ,1_—'_-——?-—"...: ,n
(10") X X, b

Ces équations sont de méme forme que les équations (10'); la seule
différence, c'est que les A n'ont pas des valeurs qui satisfont aux condi-
tions suffisantes énoncées plus haut pour que l'équation (13) ait une inté-
grale holomorphe.

Nous allons nous proposer de trouver non pas la solution générale
des équations (10”), mais une solution contenant # — p constantes arbi-
traires.

Parmi les équations (10"), je considére en particulier les suivantes:

(17) IZ"I}p+1 — _X t,l:),-’,,.*.g . X (l"'n e X

at - p+19 dE . etz oot ZE— = La
J'écris en outre les équations:

(18) Ty = Qi Tpy1s Lppor v evs Tny b)y (11,2, .0,1)

les ¢, étant les intégrales holomorphes des équations (13) définies plus haut.
Il est évident que si #,,,,...,«, sont n fonctions de ¢ qui satis-
font aux équations (17) et (18), elles satisferont également aux équa-
tions (10").
Dans les équations (17) substituons a la place de 2z, %,,...,x,
leurs valeurs (18), ces équations deviendront:

da, 11 dityyo
"ﬁt‘: Api1@pps T Zpya, “di;_: Apyopps T Zpya 5 - o -

dz,
’ %— = Anxn + Zu)
Zyrs Zypas o ooy Zy, Stant des séries développées snivant les puissances de
Bpp1s Xppa s+ o« %y, dont tous les termes sont du 2° degré au moins et
dont les coefficients sont des fonctions périodiques de ¢.
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Ces équations (19) sont de la méme forme que les équations (10%);
leur intégrale générale sera donc de la forme suivante:

Tl

P A Aot J I ~d Autzt 7 . T hat
e = I, e Thoo = K, e, ..., T,—=K,.e",

P

ou K,q, ..., K, sont des constantes d’intégration, ou T},,,..., T} sont
des séries développées suivant les puissances des @ et les sinus et cosinus
des multiples de 7.

Les équations

T, = o, (i=1,2, .7

7

(20)

1 Mgt
‘['; — I{qG ot W=2+1,p+2, i, %)

nous donnent donc une intégrale des équations (10”) dépendant des n—p

constantes arbitraires K, , K4y, ..., K,.
Pour obtenir cette intégrale sous forme explicite, il faut résoudre

ces équations (20) par rapport & «,, %,, ..., Z,; on trouve ainsi:

€ = 5[’1<t’ K1f+1 y ooy B,
Ty, = 9”2@ ’ ]pr PERITIE I(n))

.
mn = {‘lyn(f? ]i-;ﬂ+1 P AR | Ifn))
les ¢ étant des séries développées suivant les puissances de
< et T pint r Jnt
K, e, K, e, .., K¢

et suivant les sinus et cosinus des multiples de .

Ces séries sont convergentes, pourvu qu'aucun des deux polygones
convexes circonscrits, le premier aux points A,yy, Apras - .5 A €6 4 y—1,
et le second aux points A,y Apyss ..., A4, €t — —1, ne contienne lori-
gine et qu'il n'y ait entre les 1 aucune relation de la forme (16).

Cette démonstration fait ressortir 'analogie de ce théoréme avec ceux
que j'al énoncés dans ma thése et en particulier avec celui-ci:

Dans le voisinage d’un point singulier, les solutions d’une équation
différentielle sont développables suivant les puissances de ¢, 4, ¢=,..., ™.
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J'avais d'abord démontré ce théoréme (que j'ai ensuite rattaché aux
idées générales qui ont inspiré ma thése) par une voie assez différente
dans le 45° Cahier du Journal de 1I’Ecole polytechnique et M. Pr1-
CARD y avait été conduit indépendamment par d’autres considérations
(Comptes rendus 1878).

§ 4. Intégration des équations linéaires a coefficients périodigques.

On sait qu'une fonction de x périodique et de période 2z peut se
développer en une série de la forme suivante

(1) f(x) — A, + 4, cosxe -+ A,cos2r 4 ...+ 4, cosne ...
+ B sine 4 B,sin2xr 4 ...+ B,sinnz 4 ...

Jal montré dans le Bulletin astronomique (novembre 1886) que
si la fonction f(x) est finie et continue ainsi que ses p — 2 premiéres
dérivées et si sa p— 1° dérivée est finie, mais peut devenir discontinue
en un nombre limité de points, on peut trouver un nombre positif A tel
que 'on ait, quelque grand que soit %,

| WA, | < &, | 7B, | < K.

Si f(x) est une fonction analytique, elle sera finie et continue ainsi
que toutes ses dérivées. On pourra donc trouver un nombre A tel que:

|n’4,| < K, |n°B,| < KA.
Il résulte de 14 que la gérie
]+ 14+ 14+ A+
+|B |4+ |B|+...+|B]+...
converge et par conséquent que la série (1) est absolument et uniformé-

ment convergente.

Adeta mathomaticu. 13, Imprimé le 238 juin 1890,

[=2]
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Cela posé, considérons un systéme d’équations différentielles linéaires:

daw,
7 Cra%y + Cra®s oo T CraTa
(Zo

(2) = Qo 1% T Cooly + oot Crna,
dan

t = 9911.151"1 + 5011.2‘%.2 + e + fpn-nxn‘

Les #® coefficients ¢,; sont des fonctions de ¢ périodiques et de
période 27.

Les équations (2) ne changent donc pas quand on change ¢ en
t 4+ 2z. Cela posé soient:

& = Sbm(t)y Py == ¢1.2(t); ey Ty = ¢1.n(t):

(3) ) T = ¢2.1(t>, Ly = gb”(b‘), e ey Ty == $l’z.n(f');

wl = S‘[}nl(t)’ 1172 = S!)n.‘)(t)) D | ' 'T’n = Sbn.n(zl)

n solutions, linéairement indépendantes, des équations (2).
Les équations ne changent pas quand on change ¢ en ¢4 27z et les
n solutions deviendront:

= Sbl l(t + 27[), e ey €T, = s[,l.n(t _l__ 27:)’
¢u<t+ 2,,> e By= gt + 2),

= nl(t + 2”) L | mn = Sbﬁ.n(t + 272‘)'
Elles devront donc étre des combinaisons linéaires des # solutions
(3) de sorte qu'on aura:

Sl’m(t + 373') == nﬁbll(t) + Alzﬂl’z 1<f) .+ A4, nS[’nx(t)
fbm(f + 275) = 219011(2‘) + A229[’21( ) .+ szﬁb:zl(f)

Sbnl(t + 277) nl?ll(f) + An???l( ) + + -Awn?’ﬁ?{( )

les A étant des coefficients constants.
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On aura d’ailleurs de méme (avec les mémes coefficients)

¢’1.2(t -+ 375') = 4,; $/)1.2(t) -+ Al.zﬁbz.z(t) + oo Al.n(,bn.‘.’(t)

ete.
Cela posé formons l'équation en §:
Al.l — S A1.2 L 'A“l.n
A2.1 Am —8 ... A2.n
(5) =0
-An.l -An.‘.l LI An.n""" S

Soit 8§, l'une des racines de cette équation. D’aprés la théorie des
substitutions linéaires, il existera toujours # coefficients constants

B,B,,..., B,
tels que si l'on pose:
ﬂ].l(t) == Blsb\.l(t) + B2¢2.1(t) + L + anbn.l(t)

et de méme:

ﬁl.i(t) = B1S[’1.f(t> + B2¢‘2.i(t) + ...+ Bnébn.i(t)

on ait:

Oua(t L 27) = 8,6,4(2)

et de méme:

0. + 27) = 8,0,:(¢).

20,7
S e e 1 ,

il viendra:
e~ g (¢ + 27) = Se? e G, (1) = e f,,(¢).

Cette équation exprime que:
e, ,(t)
est une fonction périodique que nous pourrons développer en une série

trigonometrique:

Aa(2).
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Si les fonctions périodiques ¢, (f) sont analytiques, il en sera de
méme des solutions des équations différentielles (2) et de A,(¢). La
séric A1(¢) sera donc absolument et uniformément convergente.

De méme
e='0, (1)

sera une fonction périodique qu'on pourra représenter par une série tri-
gonometrique:

)q.i(t)'

Nous avons donc une solution particuliére des équations (2) qui §'écrit:

(6) Iy = e“ltkl.l(t% Ty = tll “(ZL)’ *e ot &, == eﬂ'lt)‘].u(t)'

A chaque racine de l'équation (5) correspond une solution de la
forme (6). 4

Si l'équation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons n solu-
tions de cette forme linéairement indépendantes et-la solution générale
s'écrira:

wy = Cie )4 (t) + Coe™ ha(t) + -« F Cue™ (),
Ly = Olea’t)\l.z(t) + Coe™ o, (t) 4 ... + Gne%'l)\n.‘z(t)a

0 . . . . . . . . . . . . . . . . .

Loy = Ulemlfll.n(f) + Gﬂe’r/'z'/i‘l.n(t) + + (J ”"‘)‘n n( )

Les C sont des constantes d'intégration, les o sont des constantes et les
A sont des séries trigonométriques absolument et uniformément con-

(7)

f

vergentes.
Voyons maintenant ce qui arrive quand ’équation (5) a une racine
double, par exemple quand «, = «,. Reprenons la formule (7), faisons-y

C =C =...=0C, =

3 4
et faisons-y tendre a, vers «. Il vient:

O (8) + G0, (1]

0, = 0 — Gy,

0 —_©

2 . b
o, — o,

ou en posant
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il viendra:

] e’Axil:O{AI 1({') + 0’ 6(“2_-”1)5 XZI(t) a le(t)]
" . 2 ’

o, — a,

Il est clair que la différence

/12.1(15) - )‘1.1 (t)

gannulera pour a, = «,. Nous pourrons donc poser:

}\2.1(t> = )‘1.1(t> + (Ot? - a1>/\’({’)'
Il vient ainsi: ’
(og—a) I

. ¢ .
— 413 1F ¥
1731 = g’} [Cl)‘l-l + (/‘.,’,Al.l o —
2

o,

-
et & la limite (pour a, = a,);
@, = Cre™ ), + Cien'[th + lm X (¢)).

On verrait que la limite de A(¢) pour a, = a, est encore une série
trigonométrique absolument et uniformément convergente.

Ainsi leffet de la présence d'une racine double dans I'équation (5)
a été d'introduire dans la solution des termes de la forme suivante:

e (L),

A(t) étant une série trigonométrigue.

On verrait sans peine qu'une racine triple introduirait des termes de
la forme:

e A (t)
et ainsi de suite.

Je n’insiste pas sur tous ces points de détail. Ces résultats sont
bien connus par les travaux de MM. Froquer, CALLANDREAU, Bruxs,
StieLTIEs et si jai donné ici la démonstration in extenso pour le cas
général, c’est que son extréme simplicité me permettait de la faire en
quelques mots.
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CHAPITRE IL
Théorie des invariants intégraux.

§ 5. Propriétés diverses des équations de la dynamique.
Soit F' une fonction d'une double série de variables:

{”1,3927-..,17,371,

Yi5Ugs o5 ¥n

et du temps Z. ‘

Supposons que Y'on ait les équations différentielles:

da; __daF dys ar
(1) dt  dy’ ¢ de’

Considérons deux solutions infiniment voisines de ces équations:
Ly s By y o ?xn,.fly./ba'”)?/m

.771 +€1?‘rg +Eg7"‘)mn+én7y1 +7717.?/2+7723"’}!/n+771)

les & et les 7 étant assez petits pour qu'on puisse négliger leurs carrés.
Les & et les 7 satisferont alors aux équa.tions différentielles linéaires

& darr d*r
( ) at }:Ld‘/ldu ’“+zkd_/dmm’
2

dy &F &

dt _z;, da; day S —ZL daidiyg T

qui sont les équations aux variations des équations (1).
Soit &, ; une autre solution de ces équations linéaires de sorte que:

de; ,
dt zl d?/zdm/ & +Z;, cly dyz T

(Z?yt B a*r & d*F
dT—_zLd.v,d&k £ dea}idyk?k"

(2')
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Multiplions les équations (2) et (2') respectivement par %, — &, — 7, &
et faisons la somme de toutes ces équations, il viendra:

, d&; 61771 df; d’?! —
Zi <77i & 8w @ +tag >
T &7 , T
Z 2 (S”?‘ dy Ty T Ty, dyidyx + S G T I, iy )

, &*F 4*F , _&'F
—‘Z Z < S Ty dy fm + Tk oy T8 T daz;day + S da; Cl’JL>

d 14 /
Z;ft[%éi""éi?f] =0

ou

ou enfin

(3) W{EI - é]’, 771 + -//;52 - 55/277‘2 + e + W;zén - 51/17711. == conStante'
Voila une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques des
équations linéaires (2).

Il est aisé de trouver d’autres relations analogues.

Considérons quatre solutions des équations (2)

Z17 e

617¢1.7 1.7 i

s

771.7771’7717771 *

Considérons ensuite la somme des déterminants:

EI EI [ é'll
7 i i

SynEiE
5/ 4 trs ’

& k k
! 17 2
|77k T T Mo

ot les indices 4 et % varient depuis 1 jusqu'a #. On vérifierait sans
peine que cette somme est encore une constante.
Plus généralement si T'on forme & l'aide de 2p solutions des équa-
tions (2) la somme de déterminants: :
z“l“z---“ﬂ l ‘54177'11 E“:’?“‘: e 5‘@ N, !’
(dys @y vy tp=T,2,...,%0)

cette somme sera une constante,
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En particulier, le déterminant formé par les valeurs des 2n quantités
€ et y» dans 2n solutions des équations (2) sera une constante.

Ces considérations permettent de trouver une solution des équations
(2) quand on en connait une intégrale et réciproquement.

Supposons en effet que

& == ay, 7 = f;

soit une solution particuliére des équations (2) et désignons par & et 7,
une solution quelconque de ces mémes équations. On devra avoir:

foﬂ,- — p,a, = const.

ce qui sera une intégrale des équations (2).
Réciproquement soit

241& -+ ZBmi == const.

une intégrale des équations (2), on devra avoir:

iA ;_ lB Z'.'F
LTI S ) [y_mdm b+ Y ]
d*F
MziBi [z;,(l: dory, L +Zl dax; d,/L 771»:] = 0O,

d’ott en identifiant

dA4; arr d*F
Tl—t_-N—.Z L+y;cludc

3 Ll?/; Lln

dB; PR
N _—Zk dy:dy; 4y +ZL do,gdl/

ce qui montre que:
& = B, V= 4,
est une solution particuliére des équations (2).
Si maintenant: :
O(x,, ;5 t) == const.

est une intégrale des équations (1),

do do
chiEi +§: = const.
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sera une.intégrale des équations (2), et par conséquent:

_ao _ao

&

Taye T T
sera une solution particuliere de ces équations.

Si @ = const., @, = const. sont deux intégrales des équations (1),
on aura

d0d0, dOdd,
2 — et — 1) = const.
d.mi dyl Cl'y,,_ Cl[b’i

Cest le théoréme de Poisson.

Considérons le cas particulier oli les 2 désignent les coordonnées
rectangulaires de # points dans l'espace; nous les désignerons par la mno-
tation & double indice:

Ly y Loy y Ty

le premier indice se rapportant aux trois axes rectangulaires de coor-
données et le second indice aux # points matériels. Soit m, la masse du
¢ point matériel. On aura alors:

CZ2£L=’“ av *

M, =g = -
tode? dar;’

V étant la fonction des forces.
On aura alors pour l'équation des forces vives:

_ Mg dwki 2 r
F_z?<dt> T = const.

Posons ensuite:

{ dwl,‘t
Yu == My
d’olr
Yai
(4) F = anf:—— V == const.
et
; day o ﬁ‘-’_ dys — O_Z_F_'_

(I ) at dym:, dt dwy

Aeta matheinatica, 18, Imprimé le 30 juin 1890, 9
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Soit:
(5) Ly == fpki(t)) Y = mif"/{-i(f)

une solution de ces équations (1’), une autre solution sera:

Ty = u(t + 0), Yu = Mpu(t + 1),

h étant une constante quelconque.

En regardant % comme infiniment petit, on obtiendra une solution
des équations (2) qui correspondent & (1') comme les équations (2) cor-
respondent & (1):

& = ho(t) = Izy—kf', 77,,.;:/727711.;0;.{(1,) = 7zﬂ

’
m; dag;

h désignant un facteur constant trés petit que l'on peut supprimer quand
on ne congidére que les équations linéaires (2’).
Connaissant une solution:

-

-9
é—m’ da

de ces équations, on peut déduire une intégrale:

Z %-z (%1,—75 == const.

Mais cette méme intégrale g'obtient trés aisément en différentiant 1'équa-
tion des forces vives (4).

Si les points matériels sont soustraits & toute action extérieure, on
peut déduire de la solution (5) une autre solution:

Ty == Sf’u(t) 4k + kt, Y = ”Zi¢;i(t) + m;k,
Ly = ¢2i<t)7 Y = 7’7’i¢;i(t)7
Ly = ?‘:ﬁ(t’): Yo = mifﬂét(t)’

I et I étant des constantes quelconques. En regardant ces constantes
comme infiniment petites, on obtient deux solutions des éguations (2)

&y =1, £y = &y = N == Yoy = Ny = O,

§u=1, §u = & = Nu = Nu = O, T = e
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On obtient ainsi deux intégrales de (2')
Zﬂ?u == const,,
2ot — Zm, &y = const.

On peut obtenir ces intégrales en différentiant les équations du
mouvement du centre de gravité: )

zm’ixli = tz%i - const,,
2;7/1,- = const.

Si Ton fait tourner la solution (5) d'un angle w autour de 'axe
des 2, on obtient une autre solution:

“

i

Ty == ¢1; CO8 @ — ¢y 8IN @, = @1, COS @ — ¢, SN w,
1
. Yoi r ’
Ty == ¢ 810w - ¢y COS W, e SO -+ ¢y COS @,
2
3i ’
Ln: = (Cq; = .y
3i Cais pov Csi

En regardant @ comme infiniment petit, on trouve comme solution

de (2%)

S = T Ty N = — Yuy
&y = T1is Noy == Yiis
&y — o, Nar = o,

d'out l'intégrale de (2)
2 (20— Y1:Eas — By + You&yy) = const.
que l'on pouvait obtenir aussi en différentiant lintégrale des aires de (1)
22 (%13)f5; — @a;1);) = const.

Supposons maintenant que la fonction ¥ soit homogene et de degré
— I par rapport aux z ce qui est le cas de la nature.
Les équations (1') ne changeront pas quand on multipliera ¢ par A%
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les x par A* et les y par A, A étant une constante quelconque. De la
solution (4) on déduira donc la solution suivante:

’ 1t
Ly = )Lgfé’m(}'s): Y = /l_lmifoki(f;)'

Si Yon regarde A comme trés voisin de l'unité, on obtiendra comme
solution des équations (2')

& = 2¢; — 3P, Ny = — '773'1'5/’1’;1‘ — 3 lPr 5
ou
23 CZV
(6) &y = 297m‘—'3tz—,:i‘7 T = _yki—\?)t%’

d'ou lintégrale suivante des équations (2’), laquelle, & la différence de-
celles que nous avons envisagées jusqu'ici, ne peut étre obtenue en diffé-
rentiant une intégrale connue des équations (1'):

Wri s av )
Z(kai')?ki + ym-fm) = 3t[z <Z/L i _@§LL>J -+ const.

My

§ 6. Définition des invariants intégrarx.

Considérons un systéme d’équations différentielles:

di"}i
= o

X, étant une fonction donnée de »,, #,,...,#,. Silon a:
Fx ,2,,...,x,) = const,

cette relation s'appelle une intégrale des équations données. Le premier
membre de cette relation peut s'appeler un invariant puisqu'il n'est pas
altéré quand on augmente les x; d'accroissements infiniment petits dur;
compatibles avec les équations différentielles.
Soit maintenant
Pps Tyyenny Oy
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une autre solution des mémes équations différentielles, de telle facon que
Ton ait:
dx; ,
o = X
X, étant unc fonction formée avec ), 2, ..., #, comme X, 'était avec
By gy Ly g eoey iy ‘
Il pourra se faire qu'on ait entre les 2m quantités x et »’, une
relation:

T/ p ’ ’ '\ s
Fo(,, @, .0, &y, %), %y, ..., x,) = const.

Le. premier membre 17, pourra encore s'appeler un invariant de nos équa-
tions différentielles, mais au lieu de dépendre d'une seule solution de ces
équations, il dépendra de deux solutions.

On peut supposer que =z, ,w,,..., 2, représentent les coordonnées
d’'un point dans l'espace & % dimensions et que les équations différentielles
données définissent la loi du mouvement de ce point. Si l'on considére
deux solutions de ces équations, on aura deux points mobiles différents,
se mouvant d’aprés une méme loi définie par nos équations différentielles.
L'invariant F, sera alors une fonction des coordonnées de ces deux points,
gui dans I¢ mouvement de ces deux points conservera sa valeur initiale.

On pourrait évidemment de méme, au lieu de deux points mobiles,
en envisager trois ou méme un plus grand nombre.

Supposons maintenant que l'on considére une infinité de points mo-
biles et que les positions initiales de ces points forment un certain arc
de courbe C dans l'espace & 7 dimensions.

Quand on se domne la position initiale d'un point mobile et les
équations différentielles qui définissent la loi de son mouvement, la po-
sition du point & un instant quelcongue se trouve entiérement déterminée.

Si donc nous savons que nos points mobiles, en nombre infini, forment
a lorigine des temps un arc C, nous connaitrons leurs positions & un
instant ¢ quelconque et nous verrons que les points mobiles & linstant ¢
forment dans l'espace & n dimensions un nouvel arc de courbe C. Nous
sommes donc en présence dun arc de courbe qui se déplace en se dé-
formant parce que ses différents points se meuvent conformément & la
loi définie par les équations différentielles données.
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Supposons maintenant que dans ce déplacement et cette déformation
Uintégrale suivante:

S (Yo, + YVydw, + . .. + Y,dw,) = [TV, dn,

(ot les Y sont des fonctions données des x et qui est étendue & tout
l'arc de courbe) ne change pas de valeur. Cette intégrale sera encore
-pour nos équations différentielles un invariant, dépendant non plus d'un,
de deux ou de trois, mais d’'une infinité de points mobiles. Pour indiquer
quelle en est la forme, je I'appellerai un invariant intégral.

De méme on pourrait imaginer qu’'une intégrale de la forme:

f\/z Yi,,dw;cg,,,

étendue a tout l'arc de courbe, demeure invariable; ce serait encore un
invariant intégral.

On peut imaginer également des invariants intégraux qui soient
definis par des intégrales doubles ou multiples.

"Imaginons qu’on considére un fluide en mouvement permanent et
de telle sorte que les trois composantes X, Y, Z de la vitesse d’une
molécule quelconque soient des fonctions données des trois coordonnées
%,y,2 de cette molécule. Alors on pourra dire que la loi du mouve-
ment d'une quelconque des molécules du fluide est définie par les équa-
tions différentielles: ‘

dx dy dy
E{—X’ 7= Y, - = Z.

On sait que V'équation aux dérivées partielles

ay

aX az
*+dg/ +@=O

de
exprime que le fluide est incompressible. Supposons donc que les fone-
tions X, ¥, Z satisfassent & cette équation et considérons un ensemble
de molécules occupant & lorigine des temps un certain volume. Les
molécules se déplaceront, mais, en vertu de l'incompressibilité du fluide
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le volume qu'elles occuperont demecurera invariable. En d’autres termes
le volume, c’est & dire l'intégrale triple:

fff dzdyde

sera un invariant intégral. Plus généralement si I'on envisage les équations:

dx i

b X, (=1, 2000y 1)

et que l'on ait la relation:

i=n

aXx,
Z (l‘l’-ii = O,

i=1

Uintégrale d’ordre »
f dx,dx, .. .dr,

que je continuerai & appeler le volumne, sera un invariant intégral.
8 i arriver iculi équations généra
Cest ce qui arrivera en particulier pour les équations g les de
la dynamique; car si l'on considére ces équations:

de; dF diy; dF

Tt AN T

il est aisé de voir que

Al

)
d_l/T + d{l.’i_ -0
da; dy; -

Mais en ce qui concerne ces équations générales de la dynamique, il y a
outre le volume, un autre invariant intégral qui nous sera encore plus
utile. Nous avons vu en effet que:

2 (&9, — &3,)) == const.

Cela traduit dans notre nouveau langage signifie que l'intégrale double

ff 2 dx,dy,

est un invariant intégral, ainsi que je le démontrerai plus loin.
Pour exprimer ce résultat d’une autre maniére, prenons le cas du
probléme des # corps.
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Nous représenterons la situation du systéme des » corps par la po-
sition de 3w points dans un plan. Le premier point aura pour abscisse
I'z du premier corps et pour ordonnée la projection sur l'axe des z de
la quantité de mouvement de ce corps; le second point aura pour abscisse
'y de ce méme corps et pour ordonnée la ‘projection sur I'axe des y de
sa quantité de mouvement et ainsi de suite.

Imaginons une double infinité de situations initiales du systéme.
A chacune d’elles correspond wune position de mos 3n points et si l'on
considére l'ensemble de ces situations, on verra que ces 3n points rem-
plissent 37 aires planes.

Si maintenant le systéme se déplace conformément & la loi de T'at-
traction, les 3n points- qui représentent sa situation vont aussi se déplacer;
les 3n aires planes que je viens de définir vont donc se déformer, mais
leur somme demeurera constante.

Le théoréme sur la conservation du volume n’est qu'une conséquence
de celni qui précéde.

II vy a dans le cas du probléme des » corps, un autre invariant
intégral sur lequel je veux attirer l'attention.

Considérons une simple infinité de positions initiales du systéme
formant un arc de courbe dans 'espace & 6m dimensions. Soient C, et
C, les valeurs de la constante des forces vives aux deux extrémités de
cet arc. Je démontrerai plus loin que I'expression

fz (2a,dy; + y,dr) + 3(C, — C)¢

(ou lintégrale est étendue & l'arc de courbe tout entier et ot le temps
n'entre plus si O, = C,) est encore un invariant intégral; on peut
d’ailleurs en déduire aisément les autres invariants intégraux dont il a
été question plus haut.

Nous dirons qu'un invariant intégral est du 1° ordre, du 2% ordre,
.... ou du »° ordre selon quil sera une intégrale simple, double, ....
ou d’ordre n.

Parmi les invariants intégraux nous distinguerons les invariants po-
sitifs que nous définirons comme il suit.

L'invariant intégral d’ordre »

f Mdr, dx, ... dz,
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sera un invariant positif dans un certain domaine, si M est une fonction
de @, ,%,,...,®, qui reste positive, finie et uniforme dans ce domaine.
Il me reste & démontrer les divers resultats que je viens d’énoncer;
cette démonstration peut se faire par un calcul trés simple.
Soit:

o

@ dz dz,
(1) t‘=X1, Ef:XQ, e e, —C—Z—t—=Xn

U

un systéme d’équations différentielles o X, X, ..., X, sont des fonc-
tions de x,,2,, ..., %, telles que:

dX, | dX ix,
(2) To. dm: 4+ ..+ o = O

Soit une solution de ce systeme d’équations dépendant de % constantes
arbitraires:
Oy Oyy vnvy Uye

Cette solution écrira:

B = @,(F, o5ty ey @)

Zg =¢2(t)a17ag’-'-7an)7

D O L T TS B}

Ty = @, 05 0y vy &)
Il dagit de démontrer que lintégrale

J=fdm1(lcv2 oo dm, =fA(Za1(Za2 .o da,

ou
dz, da, day,
da, da, ' da,
de, da, de,

A — El—c_t; da2 [ d_a;

e + € o ¢ © e & e <

da, da, cet day

est une constante.
Acta mathematice, 13. Imprimé le 7 juillet 1890. 8
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aJ dA
= =—.f—at—da1da2 ... da,

an
dt

On a en effet:

et
= A, + A+ ...+ A,

A, étant le déterminant A dans la i° colonne duquel on a remplacé:

dxy  dug ciz:_k
da,’ da,’ """ 7 day

par
d*xy, APy ey
da,dt ’ da,dt > """ da,di )
Mais on a
dlaey,
s x,

d’out:

dgwk dYL d'b dXLi«l’_«% + dXL d’vn

da;dt ddl dal de, do; dwy, da;

On déduit de la:
aX;
Ak — clwk ?
d’olr
dt =[(A, + A, + ...+ A)dade,. .. da,
aX, X, .
f(m +dq + . +d >Adalda2 . da, = o.
C. Q F. D.
Supposons maintenant qu'au lieu de la relation (2) nous ayons:
, dMXl dMX, AMX,

(2) + =

M étant une fonction quelconque de @, %,, ..., &,.
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Je dis que
J = [Mdw,dz, . .. dv, = [ MAda,ds, . . . da,

est une constante.
On a en effet:

ar M dA
El—t'=f<A—cE+ M—(ﬁ—>da1da2 ... da,.

Il faut montrer que:

aM dA
A-Zz—t*—i— M—a—-t- == O,

On a en effet (en vertu des équations (1))

am am aM dM
w=%g Ty, Tt X

et (d’aprés ce que mnous venons de voir):

adA axX, . dX, ax,
at A(da;1 T dw, Tt dzr>
11 vient donc:
aM FN dMX, | dMX, AMX,\
AW_!—MW:A( dw, + dw, +oeer day, >_O'
C. Q. F. D.

Passons maintenant aux équations de la dynamique.
Soient les équations

, @ = d_ﬁ—’ @1 = ar i=1,2
(I ) dt d?/i’ Fr dwi' E=1,2, .0, 1)
Soit une solution contenant deux constantes arbitraires « et g et
g'écrivant:
Z = ¢t(t s Oy ﬂ)y

v = ¢it, a, P
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Je dis que:

J = f (dw,dy, + dw,dy, + ... + do,dy,) = | D (ﬁaﬁ%———@dw)dadﬂ

est une constante.
Il vient en effet:

alr d*x, cZyZ d*y, dx, a’x; dy, d*y; da;
oﬁ“fz dtde d8 + dtdfda  dtdgda dtclad,é’)d adf.

Il vient ensuite:

= zkdyfﬁ;,cﬁz‘ﬂ-z,bdjffyki—z‘»
Fim T T
s = —z————@——z——w

On conclut de 1l que:
Z(d m,%_ dy,d_aa)
Ttdadf  didedp

. Z Z( d*F day dz/, el d7/,, d./,, 4 2F a*r d'vk daz; 4+ 4F A*F  da; dy
o dy; day da d[;’ dyidyz da dﬂ dw;day da dﬂ dw; dyy dﬁ da )

Le second membre ne change pas quand on permute a et §, on a donc:
dtdadf  dtdadB) dtdfda  dtdfda)’

Cette égalité exprime que la quantité sous le signe f dans lex-

. dJ .
pression de a7 st nulle et par conséquent que

dJ

:{t-'-———-o.

¢. Q. F. D.
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Il me reste & envisager le dernier des invariants intégraux qui se
présente dans le cas du probléme des % corps.
Reprenons les équations de la dynamique, mais en posant:

F=T4T,

T ne dependant que des y et U des x seulement. De plus T est homogéne
de degré 2 et U homogeéne de degré — 1.
Prenons une solution

X; = %(t ’ a): ¥, = Sbi(t ’ a)

ne dépendant que d'une seule constante arbitraire a.
Considérons l'intégrale simple:

dy; da;
J=fz 20,70 4y, ”)da+ 3(C, — C)¢,

C, et C, étant les valeurs constantes de la fonction F aux extrémités
de 'arc le long duquel on intégre.

11 vient:
d.f . d'z,z olyZ dyi da; d® APy, d®w;
fz e Tatdx T % qde T Y tas >d°‘ + 3(G, — G).
11 vient:
dos T _dar  dy__ aU
dt ~ dy; dy’ dt —  dw’
d2mi CZ’T dyk dﬂU dwk
dtda zk dyid‘ykd—a—, dtda ——_zk dmzda:,,zz ’

d’ou

clJ___ dTCZ’L/,, &*T dy,  de,dU a*U dz,
fzz Tyide TV Tydgide  da dm 2% dmdm da )d +3(C,—Co).
Mais en vertu du théoréme des fonctions homogeénes on a:

Z a*T olT Z " aru _ 2dU
Y Tyedys d?/zdyic ?/lc, i Cdmdwy o Es-v;’
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d’olt
aJ del/l dUdz;
EZ"fZ 33g.da T3 dazd>d+3<0“0)

ou

Y =3 [@T + av) + 3(0, — G,).

Or d’aprés la définition de C, et C, on a
C,— G, = [dF = [(dT + dU).

11 vient donc

ar_
=

C. Q. F. D.

§ 7. Transformation des invariants intégraux.
Reprenons nos équations différentielles

dw, dax dw,

(1) e = X, Elf=X2’ ceey =X,

et supposons que l'on ait

A(MX,)) , 4(MX,) A(MX,)
(2) de, + dw, +eet day, =9

de telle sorte que lintégrale d’ordre =

J = f Mdr,dz, . .. dr,

goit un invariant intégral.
Changeons de variables en posant:

x1=¢1(31’327"';3n>,

(3) Xy = sz(zl?’:”n’ cees 2

-------------
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et appelons A le déterminant fonctionnel des # fonctions ¢ par rapport
aux % variables z.

Nous aurons aprés le changement de variables:
J=fMAd-zld32 .o d2,.

Si Yinvariant J était positif avant le changement de variables, il restera
positif aprés ce changement, pourvu que A soit toujours positif, fini et
uniforme.

Comme en permutant deux des variables #, on change le signe de
A, il nous suffira de supposer que A est toujours de méme signe ou
quil ne s’annule jamais. Il devra de plus étre toujours fini et uniforme.
Cela arrivera si le changement de variables (3) est doublement univoque,
cest & dire si dans le domaine considéré les z sont fonctions uniformes
des £ et les »# fonctions uniformes des z.

Ainsi aprés un changement de variables doublement univoque, les
invariants positifs restent positifs.

Voici un cas particulier intéressant:

Supposons que I'on connaisse une intégrale des équations (1)

F(®,, gy e, @) = C.

Prenons pour variables nouvelles z, = C d’une part et d'antre part #—1
autres variables #,,2,,..., 5,_,. 1l arrivera souvent quon pourra choisir
2,53, o0y %1 de telle sorte que ce changement de variables soit double-
ment univoque dans le domaine considéré.

Aprés le changement de variables, les équations (1) deviendront:

da, dz,

A2y Ay,
(4) a Zl’ at Z, ~=Z

9y * v s dig = D %

:Zn=07

’ . s ’
Zyy Zyy iy Zyy étant des fonctions connues de z,,2,,...,4,. Silon
regarde la constante C ==z, comme une donnée de la question, les équa-
tions sont réduites & lordre » — 1 et s'écrivent:

, dz dz,,_1
(4) ﬁr——-Zl, R R

‘les fonctions Z ne dépendant plus que de 2,,2,,...,4,.; puisque 2, y
a été remplacé par sa valeur numérique.
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Si les équations (1) admettent un invariant positif
[ Mz dw, . . . da,,
les équations (4) admettront également un invariant positif:
J = [pde,dz, . . . d2,_dz,.

Je dis maintenant que les équations (4') qui sont d'ordre % — 1
admettent également un invariant intégral positif qui devra étre d’ordre

n— I.
En effet, dire que J est un invariant intégral c'est dire que
dpz,) | dps,) dpl) _
dz, + dz, +..F dz, =0

ou puisque Z, est nul,

d(/,zZ)_I_d(#Z)_l_ +d_(/izl_:__l_):

dzy—
ce qui prouve que lintégrale d’ordre % — 1
f pdz dz, ... dz, o

est un invariant pour les équations (4').

Jusqu'ici nous avons fait porter les changements de variables sur
les fonctions inconnues #,, %, , ..., #,, mais nous avons conservé le temps
t qui est notre variable indépendante. Nous allons supposer maintenant

que T'on pose:
= fo(tl)

et que nous prenions ¢ comme nouvelle variable indépendante.
Les équations (1) deviennent alors:

(Zw, . do dt - .
(5) Ty w= X == X 7 Xi%:. (1=1,2, )

-

Si les équations (1) ont un invariant intégral d’ordre n

f Mdz, du, . . . dz,
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on devra avoir
d
2 7 MX) = o,

ce qui peut s'écrire

d [ardt o\
z%@fﬁzi) —o.
Cela montre que
fﬂ[%dxld% ..o dw,

est un invariant intégral pour les équations (5).
Pour que cette transformation puisse étre utile, il faut que ¢ et #,

. ., dt . . , .
soient liés de telle sorte que d_tl puisse étre regardé comme une fonction

connue, finie, continue et uniforme de z,,%,,...,2,.

Supposons par exemple que nous prenions pour nouvelle variable
indépendante:

@, = t,.
I1 vient alors
at,
7 =X
et les équations (5) g'écrivent
d-_wl — g % —_— E Az . X dix, —
dtl - Xn’ dtl -Xn, R dt], o Xn ’ dt1 7

et elles admettent comme invariant intégral:
‘/‘.Zlianolzvchav2 co . dz,.
De méme si nous prenons pour nouvelle variable indépendante:
tl = @(ml?x27"'7mn)7
6 étant une fonction quelconque de x,,w,, ..., ®,, le nouvel invariant

. 14 ' r .
intégral s'écrira:

a6 . , d8 a9
fM<g;;X1 + Kt X, de, ... e,

Acta mathemation. 13. Imprimé le 8 juillet 1890, 9



66 H. Poincaré. § 7.

Il est & remarquer que la forme et la signification d'un invariant intégral
est beaucoup plus profondément modifiée quand on change la variable
indépendante appelée temps que quand le changement de variables porte
seulement sur les fonctions inconnues #,,%,,...,,, car alors les lois
du mouvement du point représentatif P se trouvent complétement trans-
formées.

Supposons # = 3 et regardons x,,%,,x, comme les coordonnées
d’'un point P dans l'espace. L’équation:

Q(xl’ Zy xs) =0

représentera une surface. Considérons une portion quelconque de cette
surface et appelons § cette portion de surface.
Je supposerai qu’en tous les points de S on a

a6 a6
X+ %+

>y

9%, <

dae, %~

Il en résulte que la portion de surface § n'est tangente & aucune tra-
jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact.

Soit P, un point de §; par ce point passe une trajectoire. Si cette
trajectoire prolongée vient recouper S en un point P, je dirai que P,
est le comséquent de P,. A son tour P, peut avoir un conséquent P,
que jappellerai le second conséquent de P, et ainsi de suite.

Si on considére une courbe C tracée sur S, les #* conséquents des
divers points de cette courbe formeront une autre courbe C' que jappel-
lerai la n° comséquente de C. On définirait de la méme facon T'aire qui
est n° conséquente d’une aire donnée faisant partie de S.

Cela posé, soit une portion de surface sans contact S ayant pour
équation @ = 0; soit O ume courbe fermée tracée sur cette surface et
limitant une aire .4; soient ¢ et A’ les premiéres conséquentes, C" et
A* les n* conséquentes de C et de 4.

Par chacun des points de C passe une trajectoire que je prolonge
depuis sa rencontre avec C jusqu'd sa rencontre avec C'. L’ensemble de
ces trajectoires formera une surface trajectoire 7'

Je considére le volume 7 limité par la surface trajectoire 7' et par
les deux aires 4 et 4'. Supposons qu'il y ait un invariant positif
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J = [ Mdw,dw,ds,.
. . . G e aJ
J’étends cet invariant au volume V et j'écris que —- est nul.

Soit dw un élément de la surface S. Menons la normale & cet é1é-

ment, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite dn. Soit

6 —i—@dn la valeur de @ a lextrémité de cette longueur. Si l'on a

mené la normale dans le sens des @ croissants, on aura

ae
—(E > 0.
Posons:

48 ¢ +cl@X Ld0x

dz, dz da, —H
d@ It
dn

on aura alors
c7J

f MHw — f MHlo,

la premiére intégrale étant étendue & l'aire 4’ et la seconde & laire 4.
L’intégrale
f MHdw

conserve la méme valeur qu'on I'étende & Tlaire 4, ou & A4’, ou par
conséquent & A*. C'est donc un invariant intégral d'une nature parti-
culiere qui conserve la méme valeur pour une aire quelconque ou pour
I'une de ses conséquentes.

Cet invariant est d’ailleurs positif, car par hypothése, M, H et par
conséquent MH sont positifs.

§ 8. Usage des invariants intégrawa.

Ce qui fait l'intérét des invariants intégraux, ce sont les théorémes
suivants dont nous ferons un fréquent usage.

Nous avons défini plus haut la stabilité en disant que le point
mobile P doit rester & distance finie; on l'entend quelquefois dans un
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autre sens. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que le point P revienne
au bout d'un temps suffisamment long sinon & sa position initiale, du
moins dans une position aussi voisine que 'on veut de cette position
initiale.

C'est dans ce dernier sens que Poisson entendait la stabilité. Lors-
quil 8 démontré que, si l'on tient compte des secondes puissances des
masses, les grands axes des orbites demeurent invariables, il s'est seule-
ment attaché a établir que les développements de ces grands axes en
géries ne contiennent que des termes périodiques de la forme sinaf ou
cosaf, ou des termes mixtes de la forme ¢sinaf ou ¢ cosaf, sans contenir
aucun terme séculaire de la forme ¢ ou #°. Cela ne signifie pas que les
grands axes ne peuvent jamais dépasser une certaine valeur, car un terme
mixte ¢cosal peut croitre au dela de toute limite; cela veut dire seule-
ment que les grands axes repasseront une infinité de fois par leur va-
leur primitive.

La stabilité, au sens de Poisson, peut-elle appartenir & toutes les
golutions? PoissoNn ne le croyait pas, car sa démonstration suppose ex-
pressément que les moyens mouvements ne sont pas commensurables;
elle ne g'applique donc pas quelles que soient les conditions initiales du
mouvement. '

L’existence des solutions asymptotiques, que nous établirons plus loin,
montre suffisamment que si la position initiale du point P est convenable-
ment choisie, ce point P ne repassera pas une infinité de fois aussi prés
que l'on voudra de cette position initiale.

Mais je me propose d’établir que, dans un des cas particuliers du
probléme des trois corps, on peut choisir la position initiale du point P (et
cela d'une infinité de maniéres) de telle facon que ce point P repasse
une infinité de fois aussi prés que l'on voudra de sa position initiale.

En d’autres termes, il y aura une infinité de solutions particuliéres
du probléme qui ne jouiront pas de la stabilité au second sens du mot,
c’est & dire au sens de Porsson; mais il y en aura une infinité qui en
jouiront. J’ajouterai que les premiéres peuvent étre regardées comme
exceptionnelles et je chercherai plus loin & faire comprendre le sens
précis que jattache a ce mot.

Supposons » = 3 et imaginons que @, , x,, x, représentent les coor-
données d'un point P dans I’espace. .
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Théoréme I. Supposons que le point P reste a distance finie, et que
le volume f dz,dx,dx, soit un invariant intégral; si 1'on considere une
région r, quelconque, quelque petite que soit cette région, il y aura des
trajectoires qui la traverseront une infinité de fois.

En effet le point P restant & distance finie, ne sortira jamais d'une
région limitée R. J’appelle V7 le volume de cette région R.

Imaginons maintenant une région trés petite 7., jappelle v le volume
de cette région. Par chacun des points de r, passe une trajectoire que
I'on peut regarder comme parcourue par un point mobile suivant la loi
définie par nos équations différentielles. Considérons donc une infinité de
points mobiles remplissant au temps o la région 7, et se mouvant en-
suite conformément & cette loi. Awu temps z ils rempliront une certaine
région r,, au temps 27 une région 7,, etc. au temps nr une région 7,.
Je puis supposer que 7 est assez grand et #, assez petit pour que 7, et
r, M'aient aucun point commun.

Le volume étant un invariant intégral, ces diverses régions r,, 7,
..., 7, suront méme volume v. Si ces régions n'avaient aucun point
commun, le volume total serait plus grand que nw; mais d’autre part
toutes ces régions sont intérieures & R, le volume total est donc plus
petit que V. Si donc on a:

%>

7

—

v

il faut que deux au moins de nos régions aient une partie commune.

Solent r, et 7, ces deux régions (¢ >p). Si r, et r, ont une partie

commune, il est clair que 7, et r,_, devront avoir une partie commune.
Plus généralement, si on ne pouvait trouver % régions ayant une

partie commune, aucun point de lespace ne pourrait appartenir & plus

de k— 1 des régions r,,7,,...,7,. Le volume total occupé par ces

régions serait donc plus grande que Si done on a

nv

I —
7

n>k—r1)—

il faut que lon puisse trouver % régions ayant une partie commune.

Soilent:

Vpus ¥y oo o5 T
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ces régions. Alors
Tos Yprgn s Foropn s+ 3 Ve
auront aussi une partie commune.

Mais reprenons la question & un autre point de vue. Par analogie
avec la nomenclature du paragraphe précédent nous conviendrons de dire
que la région 7, est la »° conséquente de r, et que 7, est la #n° anté-
cédente de 7,.

Supposons alors que 7, soit la premiére des conséquentes successives
de r, qui ait une partie commune avec 7,. Soit r; cette partie com-
mune; soit s; la p° antécédente de 7y qui fera aussi partie de r, puisque
sa p° conséquente fait partie de r,.

Soit ensuite 7, la premiére des conséquentes de #; qui ait une partie
commune avec 7;; soit ry cette partie commune; sa pj antécédente fera
partie de 7, et par conséquent'de 7,, et sa p - p; antécédente que jap-
pellerai s;’ fera partie de s; et par conséquent de 7.

Ainsi sy’ fera partie de 7, ainsi que ses p° et p -4 p! conséquentes.

Et ainsi de suite.

Avec 1) nous formerons r;” comme nous avons formé #) avec ¥}
et 7, avec 7,; nous formerons ensuite 7', ..., 7y, ....

Je supposerai que la premiére des conséquentes successives de 7§ qui
ait une partie commune avec #; soit celle d’ordre p,.

J'appellerai s; l'antécédente d’ordre p 4+ p, + p, + ...+ p,_, de s,

Alors sy fera partie de r, ainsi que ses # conséquentes d’ordre:

R R e ol R R ai Ul all 2 alEURIRS Sl I

De plus s¢ fera partie de s;™', 5™ de s¢72,....

Il y aura alors des points qui appartiendront & la fois aux régions
Pos Sy 8y yenes sy, o™, ... ad. inf. L’ensemble de ces points formera
une région ¢ qui pourra d’ailleurs se réduire & un ou & plusieurs points.

Alors la région o fera partie de 7, ainsi que ses conséquentes d’ordre
Pyp+psesptp e ptp e 2ot Pagrs oo ade inf

En d’autres termes, toute trajectoire issue d’un des points de ¢ tra-
versera une infinité de fois la région r,.

C. Q F. D
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Corollaire. Il résulte de ce qui précéde qu’il existe une infinité de
trajectoires qui traversent une infinité de fois la région r,; mais il peut
en exister d'autres qui ne traversent cette région qu'un nombre fini de
fois. Je me propose maintenant d’expliquer pourquoi ces derniéres tra-
jectoires peuvent étre regardées comme exceptionnelles.

Cette expression n'ayant par elle-méme aucun sens précis, je suis
obligé d’'abord d’en compléter la définition.

Nous conviendrons de dire que la probabilité pour que la position
initiale du point mobile P appartienne & une certaine région #, est & la
probabilité pour que cette position initiale appartienne & une autre région
7, dans le méme rapport que le volume de 7, au volume de 3.

Les probabilités étant ainsi définies, je me propose d’établir que la
probabilité pour qu'une trajectoire issue d'un point de 7, ne traverse pas
cette région plus de % fois est nulle, quelque grand que soit % et quelque
petite que soit la région 7. Clest 1a ce que jentends quand je dis que
les trajectoires qui me traversent #, qu'un nombre fini de fois sont ex-
ceptionnelles.

Je suppose que la position initiale du point P appartienne & 7, et
je me propose de calculer la probabilité pour que la trajectoire issue de-
ce point ne traverse pas k -4 1 fois la région r, depuis I'époque o jusqu'as
I'époque nz. ‘ \

Nous avons vu que si le volume o de 7, est tel que:

EV
1> —
v

on pourra trouver k - 1 régions que jappellerai

9’077'(11)4”0127"'7')‘(11‘

et qui auront une partie commune. Soit s, cette partie commune, soit
s, son antécédente d’ordre a;; et désignons par s, la p° conséquente de s,.
Je dis que si la position initiale du point P appartient & s, la tra-
jectoire issue de ce point traversera % -4 1 fois au moins la région 7,
entre I'époque o et I'époque #r.
En effet le point mobile qui décrit cette trajectoire se trouvera &
I'époque o dans la région s,, & I'époque pr dans la région s,, a I'époque
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nt dans la région s,. Il traversers donc nécessairement, entre les époques
o et nr, les régions suivantes:

So » Sak—‘ak—l > Sak—ar.-—z EAR R Sak—ag ’ sa}.-'—(lx Y Sak'

Or je dis que toutes ces régions font partie de ;. En effet s, fait partie
de 7, par définition; s, fait partie de 7, parce que sa o«f conséquente
s,, fait partie de 7., et en général s, , fera partie de , parce que
sa af conséquente s, fait partie de 7,,.

Donc le point mobile traversera % - 1 fois au moins la région 7,.

¢. Q F. D

Soit maintenant o, la portion de 7, qui n’appartient ni & s, ni a
aucune région analogue, de telle facon que les trajectoires issues des
divers points de o, ne traversent pas la région r, au moins % + 1 fois
entre les époques o et nz. Soit w le volume de o,.

La probabilité cherchée, cest & dire la probabilité pour que notre
trajectoire ne traverse pas k -+ 1 fois 7, entre ces deux époques sera

w
alors —.
v
Or par hypothése aucune trajectoire issue de o, ne traverse k - 1
fois 7, ni a fortiori o, entre ces deux époques. On a donc:
EV
w<—
n

et notre probabilité sera plus petite que

kv

ny
Quelque grand que soit %, quelque petit que soit v, on pourra toujours
prendre 7 assez grand pour que cette expression soit aussi petite que
nous le voudrons. Donc il y a une probabilité nulle pour que notre
trajectoire, que nous savons issue d'un point de 7,, ne traverse pas cette
région plus de % fois depuis I'époque o jusqu's I'époque - co.

C. Q F. D

Euxtension duw théoréme I. Nous avons supposé:
1° que # = 3,
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2° que le volume est un invariant intégral,

3° que le point P est assujetti a rester & distance finie.

Le théoréme est encore vrai si le volume n’est pas un invariant
intégral, pourvu qu'il existe un invariant positif quelconque:

[ Mz, dv,da,.
Il est encore vrai si » > 3, ¢il existe un invariant positif:
. f Mdx dz, . . . dz,

et si x,%,,..., %, coordonnées du point P dans Vespace & n dimen-
sions, sont assujetties & rester finies.
Mais il y a plus.
Supposons que ,, %,, ..., %, ne soient plus assujetties & rester finies
12?2 “2? ¥y Y )
mais que linvariant intégral positif

f Mdz, dz, . .. dz,

étendu & l'espacc & n dimensions tout entier ait une valeur finie, Le
théoréme sera encore vrai.

Voici un cas qui se présentera plus fréquemment.

Supposons que I'on counaisse une intégrale des équations (1)

F(w,,%,,...,%,) = const.

Si F = const. est l'équation générale d'un systéme de surfaces fermées
dans Yespace & 7 dimensions, si en d'autres termes F est une fonction
uniforme qui devient infinie quand une quelconque des variables z,, z,,
.., @, cesse d’étre finie, il est clair que z,,%,,..., s, resteront toujours
finies, puisque F' conserve une valeur constante finie; on se trouve donc
dans les conditions de I'énoncé du théoréme.

Mais supposons que les surfaces F = const. ne solent pas fermées;
il pourra se faire néanmoins que linvariant intégral positif

f Mdg, dz, . . . dz,
étendu a tous les systémes de valeurs des z tels que:

0, <F<C

ait une valeur finie; le théoréme sera encore vral
Acta mathematica, 13, Imprimé le 2 aoht 1890. 10
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C'est ce qui arrive en particulier dans le cas suivant.

M. Hior dans sa théorie de la lune a négligé dans une premiére
approximation la parallaxe du soleil, I'excentricité du soleil et l'incli-
naison des orbites; il est ainsi arrivé aux équations suivantes:

L “ anty — x(—————__i_ n'*)
a T dt ¢ NoET Tl Vi
dy __ ay _ ot by
N
qui admettent l'intégrale:
2 ’g
=t £ 30 const.
2 Vet +y* 2
et Vinvariant intégral
[awdyda'dy .

Si Yon regarde #,y, 2 et y comme les coordonnées d'un point
dans Vespace a 4 dimensions, I'équation F = const. représente un systéme
de surfaces qui ne sont pas fermées. Mais l'invariant intégral étendu a
tous les points compris entre deux de ces surfaces est fini, comme nous
allons le montrer.

Le théoréme I est donc encore vrai ; cest & dire qu'il existe des
trajectoires qui traversent une infinité de fois toute région de I'espace &
4 dimensions, quelque petite que soit cette région.

Soit donc & calculer U'intégrale quadruple

J = f dxdy do'dy’,
cette intégrale étant étendue & tous les systémes de valeurs tels que
C,<F<C,

Changeons de variables et transformons mnotre intégrale quadruple, en
posant:
= C08 ¢ /27, y' = sin g \/2r,

% == p cos w, Yy = psinw;
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cette intégrale devient: ,
o J = [pdpdrdwdy
et il vient d'autre part:
= F == ')‘-—/—}'wgn’ng cos’w.
Nous devons intégrer d’abord par rapport & ¢ enire les limites o et 27,
ce qui donne: :
J = 27tfp(lpdr(lw

et l'intégration doit étre étendue a tous les systémes de valeurs de p, r
et w qui satisfont aux inégalités:

' 9
r>o0,r>C —]—/; -]—g'n"‘n? cos’ w,

(1)

i ¢
r<C, +L%+ %1&'2[)2 cos? .
/) -
De ces inégalités on peut déduire la suivante:
Y 1 3 i3 9. .2
G, +/—)—]—5n p cosw > o,

Regardons p et o comme les coordonnées polaires d'un point et construi-
sons la courbe : -
(A
C, +/5 -+ 3’—%’2,02 cos’w = o.

2
<y . I Y
Nous verrons que si O, est plus petit que ——2—(9% 1)® cette courbe se

compose d'une ovale fermée située tout entiére a l'intérieur du cercle

3
p = \/3’,:
et de deux branches infinies situées tout entiéres a 'extérieur de ce cercle.
Le lecteur fera facilement cette construction; §'il y éprouvait quelque
difficulté, je le renverrais au mémoire original de M. Hirr dans le tome
I de ’American Journal of Mathematics.

M. Hizn conclut de 14 que si le point p, o est a Porigine des temps
& lintérieur de cette ovale fermée, il y restera toujours; que par consé-
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3
quent p restera toujours plus petit que \/ 3’4,2 . Ainsi si T'on négligeait
n

la parallaxe du soleil, son excentricité et les inclinaisons, il serait permis
d’agsigner une limite supérieure au rayon vecteur de la lune. En
ce qui concerne la lune en effet, la constante C, est plus petite que

I 2
— 5 (on'p)®.

C'est ce remarquable résultat de M. Hizn que je me propose de
compléter en montrant que, dans ces conditions, la lune jouirait égale-
ment de la stabilité au sens de Porssow; je veux dire par la que, si les
conditions initiales du mouvement ne sont pas exceptionnelles, la lune
repassera une infinité de fois aussi prés que l'on voudra de sa position
primitive. C'est pour cela, comme je I'al expliqué plus haut, que je
me propose de démontrer que lintégrale J est finie.

3 o d s
Comme p est plus petit que \/ EE,‘: et par conséquent limité, 'intégrale:
K

J = 2z [pdpdrdew

ne peut devenir infinie que si r croit indéfiniment, et » ne peut devenir
infini, en vertu des inégalités (1) que si p s’annule.

Posons done:
‘ J=J + J,

J’ représentant l'intégrale étendue & tous les systémes de valeurs tels que
(2) r>0,p>p,, O <F<C

et J” représentant l'intégrale étendue a tous les systémes de valeurs
tels que:

(3) r>0,p<p,, O <F<C,.

Quand les inégalités (2) sont satisfaites p ne peut s'annuler; donc » ne
peut devenir infini. Donc la premiére intégrale J' est finie.
Examinons maintenant J”. Je puis supposer que p, a été pris assez
petit pour que
C, + Y
Po
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Les inégalités F'> U, p < p, entrainent alors » > o. Nous devons donc
intégrer par rapport & r entre les limites:

¢ +‘;—j -+ %%’2,02 cos’w et C, +;—j 4 2—1?/2/)2 cos*w.

Il vient alors:

2

T = 2m(C, — C) [do [pip = 22%3(C, — C,)
0 0

J” et par conséquent J est donc fini.

M. Bomuy a généralisé de la maniére suivante le résultat de M.
Hrir. Considérons le cas particulier suivant du probléme des trois corps.
Soit 4 un corps de masse 1 — p, B un corps de masse g et C un corps
de masse infiniment petite. Imaginons que les deux corps 4 et B (dont
le mouvement doit étre Képlerien, puisqu’il n’est pas troublé par la masse
de C) décrivent autour de leur centre de gravité commun supposé fixe
deux circonférences concentriques, et que C se meuve dans le plan de
ces deux circonférences. Je prendrai pour unité de longueur la distance
constante AB, de telle facon que les rayons de ces deux circonférences
solent 1 — pu et p. Je supposerai que l'unité de temps ait été choisie
de telle sorte que la vitesse angulaire-des deux points 4 et B sur leurs
circonférences soit égale & 1 (ou ce qui revient au méme que la con-
stante de Gauss soit égale a 1).

Choisissons alors deux axes mobiles ayant leur origine au centre de
gravité des deux masses 4 et B; le premier de ces axes sera la droite
AB, et le second sera perpendiculaire au premier.

Les coordonnées de 4 par rapport a ces deux axes sont — pu ct o
celles de B sont 1 — p et o; quant & celles de C je les appelle z et y;
jal alors pour les équations du mouvement:

dz de’ av
_——_—'/' —_— = 2,—'1———- Ha
w=% W Y+g +o
dy _ dy » L av
d_t_‘l/’ at = — 2% +—+y7
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en posant

‘ Nt SN
V="15 t 50

On a d’ailleurs:

A= @+ w oy, BO =+ p— 1)+
Ces équations admettent une intégrale:

F = ‘——————-—U’2 + ?/’2 -—_ -V-—-w————~2 -i_ ?/2 = K

2

et un invariant intégral:
J == f dydydu'dy’.

M. Bonuiv, dans le tome 10 des Acta mathematica, a généralisé le
résultat de M. Hirr, en montrant queé si la constante K a une valcur
convenable (ce que nous supposerons) et si les valeurs initiales de @ ct
de y sont assez petites, ces quantités x ct y resteront limitées.

Je me propose maintenant de montrer que lintégrale J étendue &
tous les systémes de valeurs tels que

K<F<K,
est finle; d’olt nous pourrons conclure, comme nous l'avons fait plus haut,
que la stabilité au sens de Poisson subsiste encore dans ce cas.

Si les constantes K, et K, sont convenablement choisies, le théoreme
de M. BorLIN montre que @ et y seront limités. Quant & «' et g ils ne
pourront devenir infinis que si V devient infini, ¢’est & dire si AC gannule,
ou si BC s'annule.

Posons alors:

J:J’ +J//+JII,
Pintégrale J' étant étendue & tous les systémes de valeurs tels que:
——n 9 — o I
K <F<K,, 40°> p; , BC* > p;, </00 < 5>
lintégrale J” & tous les systémes de valeurs tels que:

K <F<K, a°<p, (Qon BC*>pl),
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et Vintégrale J” & tous les systémes de valeurs tels que:
K<F<K,, BO’<p;, (dol AC*> p}).

Comme pour aucun des systémes de valeurs auxquels lintégrale J' est
étendue, AC ou BC ne gannule, cette intégrale J” est finie.

Examinons maintenant l'intégrale .J'. Je puis supposer que p, ait
été choisi assez petit pour que

2
, £ + K, > o.
100 0

Dans ce cas

a't gyt
———— peut varier entre les limites

m+7/

— U x? +1/ —
L =K +- a0 +BO+ et K, + AC +B(’+ L,

car la plus petite de ces deux linites est positive.
Posons alors comme plus haut:

27 CO iy ="2r sin dott oIy
— . ] — p Q1 - = M
V21 @, Y Var ¢ > )
lintégrale deviendra )
" =fdxdydrd¢

et on devra intégrer par rapport & ¢ entre les limites o et 2z et par
rapport & » entre les limites L, c¢t L,; il viendra donc:

J" = 2n(K, — K,) [dzdy.

L'intégrale double f dady devra étre étendue & tous les systémes de va-

leurs tels que A0* < pf; elle est donc égale & mpi; de sorte qu'il vient:
J" == 27’0} (K, — K).
J” est done fini, et il en est de méme de J et de J.

C. Q F. D.

Nous devons donc conclure que (si les conditions initiales du mouve-
ment ne sont pas exceptionnelles au sens donné & ce mot dans le corol-

¥
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laire du théoréme I) le troisiéme corps C repassera une infinité de fois
aussi prés que l'on voudra de sa position initiale.

Dans le cas général du probléme des trois corps, on ne peut plus
affirmer qu’il en sera encore de méme.

Théoréme II. Si # = 3 et que %, x,, x, représentent les coordon-
nées d'un point dans l'espace ordinaire, et §il y a un invariant positif,
il ne peut pas y avoir de surface fermée sans contact.

Soit en effet
J = [ Mdw,dz,ds,

un invariant intégral positif. Supposons qu'il existe une surface § fermée
et sang contact, ayant pour équation

F(z, , x,,s,) =o0.

Soit ¥V le volume limité par cette surface; nous étendrons I'invariant

J & ce volume tout entier.
La surface S étant sans contact, l'expression:

ar aF aF
— X 4+ =X +-—-X
dw, L + dw, 2 + de, 3
ne pourra sannuler et par conséquent changer de signe; nous la suppo-
serons positive pour fixer les idées.

Soit dw un élément de la surface S; menons la normale & cet élé-
ment du coété des I croissants; prenons sur cette normale un segment

. . . ., aF \ e,
infiniment petit dun. Soit ——dn la valeur de F & l'extrémité de ce seg-

ment. On aura:

i,
cln> :

J étant un invariant, on devrait avoir

aJ
% == Q.
Mais nous trouvons
.CZ_ET Xl + —d_—-E X2 + ﬂn XS
V| w2’ g,
dt ar

dn
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L’intégrale du sccond membre, étenduce a toute la surface S, est positive
puisque la fonction sous le signe f est toujours positive.

Nous arrivons donc & deux résultats contradictoires et nous devgns
conclure qu'il ne peut exister de surface fermée sans contact.

Extension du théoréme II. 11 est facile d’étendre ce théoréme au
cas de > 3; il suffit pour cela, puisque la représentation géométrique
n'est plus possible, de la traduire dans le langage analytique et de dire:

Sil y a un invariant intégral positif, il ne peut pas exister une
fonction uniforme F(z, , z,,..., %,) qui soit positive, qui devienne infinie
toutes les fois que l'un des 2z cesse d’étre finl et qui soit telle que

dF _ aF

ar ar
TNt Lt X

day, "

soit toujours de méme signe quand F est nul.

Pour faire comprendre l'importance de ce théoréme, je me bornerai &
faire observer que c'est une généralisation de celui dont je me suis servi
pour démontrer la légitimité de la belle méthode de M. LinpstEDT.

Je préfére toutefois, au point de vue des applications ultérieures,
lui donner une forme un peu différente en y introduisant une notion
nouvelle, celle des courbes invariantes.

Nous avons & la fin du paragraphe précédent envisagé une portion
de surface S, définie par I'équation

0w, , x,, z,) =0

et telle que Ton ait pour tous les points de S

40 a0 a0
EXI + CEXQ 4 @;Xs > o,
de telle sorte que § soit une portion de surface sans contact.

Nous avons défini ensuite ce qu'on doit entendre par le #° consé-
quent d'un point ‘de § ou par la »° conséquente d'une courbe ou d’une
aire appartenant a S. J’entends maintenant et jentendrai désormais le
mot conséquent, dans le sens du paragraphe précédent, et non dans le

sens employé plus haut dans la démonstration du théoréme I.
Acta mathematicw, 13, Imprimé le 2 aott 1890. 11
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Nous avons vu que il existe un invariant positif

. _[/ Mz, dx,dz,,

il existe également une autre intégrale
f MHdw

que Yon doit étendre & tous les éléments dw d'une aire appartenant a S
et qui jouit des propriétés suivantes:

1°. La quantité sous le signe f , MH est toujours positive.

2°. L’intégrale a la méme valeur pour une aire quelconque appar-
tenant & S et pour toutes celles de ses conséquentes qui existent.

Cela posé, jappellerai courbe invariante du w° ordre, toute courbe
tracée sur § et qui coincidera avec sa n° conséquente.

Dans la plupart des questions de dynamique il entre certains para-
métres trés petits de sorte quon est naturellement conduit & développer
les solutions suivant les puissances croissantes de ces paramétres, Telles
sont les masses en mécanique céleste.

Nous imaginerons donc que nos équations différentielles

dz de
=% w=% F=5%

dépendent d'un paramétre u. Nous supposerons que X , X,, X, sont
des fonctions données de z,, z,, x, et p, susceptibles d’étre développées
selon les puissances croissantes de u et que p est trés petit.

Considérons alors une fonction quelconque de p; je suppose que cette
fonction tende vers o quand g tend vers o, de telle facon que le rapport
de cette fonction & u* tende vers une limite finie. Je dirai que cette fone-
tion de u est une quantité trés petite du »°® ordre.

Il importe de remarquer qu'il n'est pas nécessaire que cette fonction
de g soit susceptible d’étre développée suivant les puissances de p.

Cela posé, soient 4, et B, deux points d’'une surface sans contact S,
et solent 4, et B, leurs conséquents. Si la position de A4, et B, dépend
de p suivant une loi quelconque il en sera de méme de la position de
4, et B,. Je me propose de démontrer les lemmes suivants:
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Lemme I. Si on envisage une portion de surface sans contact §,
passant par le point @,, b, c,; si x,, ¥, , 2, sont les coordonnées d’un point
de S et si » ,y,,s sont les coordonnées de son conséquent, on pourra
développer @, ,y,, 2, suivant les puissances de x, — a,, y, — b,, 3, — ¢,
et g pourvu que ces guantités soient suffisamment petites.

Je puis toujours prendre pour origine le point a,, b, ¢, de telle
facon que

Si alors

est I'équation de la surface S; cetle surface passera par U'origine O et on aura:

p(0,0)=o0.

Je supposerai de plus qu’en tous les points de la portion de surface S
envisagée la fonction ¢(x,y) est holomorphe. Par lorigine O passe une
trajectoire; imaginons que quand p = o cette trajectoire vienne au temps
¢ = 7 recouper la surface S en un point P dont les coordonnées seront:

r=a,  y=0>0, g =:¢,

D'aprés la terminologie que nous avons adopté, le point P sera
quand on suppose pn == O le conséquent du point O.

Soit maintenant ,,y,,4, un point A tres voisin de O et apparte-
nant & la surface S. Si l'on fait passer par ce point 4 une trajectoire,
si on suppose que p cesse d’étre nul, mais reste trés petit, on verra que
cette trajectoire viendra, & une époque # trés peu différente de = couper
la surface S en un point B trés voisin de P.

Ce point B dont jappellerai les coordonnées x,, 1y, , 2, sera d’apres
notre terminologie le conséquent du point 4.

Ce que je me propose de démontrer, c'est que z,,¥,, s, peuvent
se développer suivant les puissances croissantes de z,,y,, 2, eb u.

En effet, d’aprés le théoréme III § 2, si »,y,s sont les coor-
données au temps ¢ du point mobile qui décrit la trajectoire issue
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du point A, si de plus #,,¥,,2,, ¢ et {— 7 sont suffisamment petits,
on aura:
=P (L — 1,1 By, Y5 %)s

(4) y=dt—75 1% Y5 %),
5 = Sbg(t—f,/l)mo’yo:zo)’

&5 ¢, et ¢, étant des séries ordonnées suivant les puissances de £ -— 7,

P T s Yos &y
Ces séries se réduiront respectivement & a, b, ¢ pour

f—1=p=2, =Y, =2, = O.

Comme ¢ (x, y) est développable suivant les puissances de x — a el
y—>b, sl x—a et y — b sont assez petits, nous aurons également:

?(m)g/) = ¢4(t_7’#’woiyo7""o)7

¢, étant une série de méme forme que ¢, ¢, et ¢,
Ecrivons que le point z,y,# se trouve sur la surface S, nous aurons:

(5) ¢y = ¢,

La relation (5) peut étre regardée comme une équation entre ¢ — v,
[y %, Y, e & et on peut chercher & la résoudre par rapport & {— z.
Pour:
b—T = =2, =}, =23 =0

cette relation est satisfaite, car on a

¢3=¢4=O

D'aprés un théoréme de CAvcmy, que nous avons démontré dans un
des paragraphes qui précédent, on pourra tirer de la relation (5) {— =
sous la forme suivante:

~—

6) F—T=0(p, ), Y, %)

0 étant une série ordonmnée suivant les puissances de u, z,, ¥, et 2.
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Il v’y aurait d’exception que si pour

t—z‘:#:a’)o:!/o:g = O
on avait
d%_d%

it dt

Or cette équation exprime que la trajectoire issue du point O pour
p == 0 va toucher la surface S au point P.

Mais il n'en sera pas aingi, parce que nous supposerons toujours que
8 est une surface ou une portion de surface sans contact.

Dans les équations (4) remplagons ¢— 7 par 6 ct w,y, s par x,,
Yy, 45 il viendra:

. L= 0,15 By 5 Yoy 2)

Yo = 0,(15 %5 Yy Z0);

@3(/}‘ s Tas Uy s 2/’0),

(i

6,,0, et G, étant des séries développées selon les puissances de u, ),
Y, et z.
¢ 0 C. Q. F. D.

Lemme II. 5i la distance de deux points . ¢t B, appartenant a la
portion de surface sans contact § est une quantité trés petite d’ordre #,
il en sera de méme de la distance de leurs conséquents 4, et B.

Soient en effet a,, «,, @, lex coordonnées d'un point fixe P, de §
trés voisin de 4, et de By; a;, ai, a; les coordonnées de son conséquent £,.

Solent &Ly, @y, Xy Ty, Lay Ly Uiy Yss Ys3 Ui s Yo s Uy les coordonnées de
4,,4,, B, et B,.

1 ’

D’aprés le lemme I @) — af, 25 — @i, @, — ¢; peuvent se¢ développer
gelon les puissances croissantes de », — ¢, , &, — ¢, , ©, — @, et p.

. L'expression de y;— ay, ys — ay, ys — a3 en fonctions de y, — ¢,
Yy — Uy, Yy — a3 et p sera évidemment la méme que celle de @] — af,
Xy — Uy, Xy — ay en fonctions de v — a,, @, — a,, 2, — a, et p.

On déduit de 1 que L'on peut écrire:

(‘/'Ul — yl)Fl + (992 ?ln)Fz + (‘53 — ys)F:s s
(7) By — Yy = (xl - ?/1)F; + (xz — ?/2)F; + (xs ?/3> s
@y — Uty = (@8 —y) B + (% — 1) F;/ + (7 —y5) Fs

l

! ’
Xy —
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les F étant des séries développées suivant les puissances de:
Py By == 0y By = gy By = Gy Yy == Gy s Yy = Gy s Yy — ye

Les quantités F,, F,, etc. sont finies; si donc », —y, , x, —y, et
x, — Y, sont des quantités trés petites d'ordre n, il en sera de méme de

By ~— Y15 By — Y, By — Y.
C. Q F. D.

Théoréme III. Soit 4, AMB B une courbe invariante, de telle fagon
que 4, et B, soient les conséquents de 4 et B.

Je suppose que les arcs A4, et BB, soient trés petits (c’est a dire
tendent vers o avec g) mais que leur courbure soit finie.

Je suppose que cette courbe invariante et la position des points 4
et B dépendent de p suivant unc loi quelconque. Je suppose qu'il existe
un invariant intégral positif. Si la distance 4B est trés petite du #° ordre
et que la distance A4, ne soit pas trés petite du »° ordre, I'arc 44,
coupe l'arc BB,.

Fig. 1. Fig. 2.

AA-L A 1
B B:s B:. B
M M

Je puis toujours joindre les points A et B par un arc de courbe
AB situé tout entier sur la portion de surface sans contact S et dont la
longueur totale soit du méme ordre de grandeur que la distance 4B,
cest & dire une quantité trés petite du n° ordre. Soit 4, B, un arc de
courbe qui soit le conséquent de AB, il sera aussi trés petit du #° ordre
d’aprés le lemme II

Voici maintenant les diverses hypothéses que l'on peut concevoir:

1 hypothése. Les deux arcs 44, et BB, se coupent. dJe me pro-
pose d’établir que clest cette hypothése qui est réalisée.

2° hypothése. Le quadrilatére curviligne 44,5, B est tel que les
quatre arcs qui lul servent de cotés n'ont d'autre point commun que les
quatre sommets 4, 4, , B et B,. Clest le cas de la. figure 1.
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3° hypothese. Les deux arcs AB et 4, B, se coupent. Cest le cas
de la figure 2.
4° hypothése. L'un des arcs AB ou 4, B, coupe l'un des arcs 44, .
ou BB,; mais les arcs A4, et BB, ne se coupent pas, non plus que les
deux arcs AB et 4 B,.
"~ Sl y a un invariant positif il existera d’aprés le paragraphe pré-
cédent une certaine intégrale

fMHdw

dont tous les éléments seront positifs et qui devra avoir la méme valeur
pour Vaire ABB MA et pour sa conséquente AA B MA.
Cette intégrale étendue & l'aire

ABA,B = AA B MA— ABB MA

doit donc étre nulle et comme tous les éléments de Vintégrale sont positifs,
la disposition ne peut étre celle de la figure 1 ou l'aire ABA B, est convexe.

La seconde hypothése doit donc étre rejetée.

La disposition ne peut non plus étre celle de la figure 2.

En effet dans le triangle 4DA,, les distances AD et 4, D sont trés
petites du 2° ordre car elles sont plus petites que les arcs 4D et 4,D,
lesquels sont plus petits que les arcs 4B et 4, B, qui sont du n° ordre,
De plus on a:

A4, < AD + A,D.

La distance A4, devrait donc étre une quantité trés petite du #° ordre,
ce qui est contraire a 1'énoncé du théoréme.

La 3° hypothése doit donc étre rejetée.

Je dis que la 4° hypothése ne peut non plus étre acceptée. Supposons
en effet par exemple que I'arc AB coupe l'arc 44, en un point 4’. Soit
ANA, la portion de arc 4B qui va de 4 en 4’; soit AP4' la portion
de Yarc A4, qui va de 4 en 4.

Je dis quon pourra remplacer l'arc ANA'B par larc APA'B; et
que le nouvel arc APA’'B sera comme l'arc primitif ANA'B une quantité
trés petite du 2° ordre.

En effet 'arc ANA' est plus petit que 4B, il est donc du #° ordre;
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la distance A4’ est done elle-méme du #° ordre; I'arc 4P4’ cst plus petit
que A4, qui est trés petit, c'est & dire qui tend vers o avec p; larc
APA’ est donc trés petit et sa courbure est finie; on peut donc assigner
une limite au rapport de l'arc 4P4’ & sa corde 44’; ce rapport est fini
et A4’ est du n° ordre; donc APA’ est du »° ordre, c. q. f. d.

Drailleurs le nouvel arc 4PA4’B ne coupe plus l'arc 44, il a seule-
ment avec lui une partie commune 4PA4’".

On retombe donc sur la 2° hypothése qui a déja été rejetée.

La 1% hypothése est donc seule acceptable et le théoréme est dé-
montré.

Remarque. — Nous avons supposé dans l'énoncé du théoréme que
les arcs AA, et BB, sont trés petits et que leur courbure est finie. En
réalité nous ne nous sommes servis de cette hypothése que pour montrer
que si la corde 44’ est tres petite du #° ordre, il en est de méme de
Parc AP4'.

Le théoréme sera donc encore vrai quand méme larc 44, ne serait
pas trés petit et sa courbure finie, pourvu qu'on puisse assigner une limite
supérieure au rapport d’'un arc quelconque (faisant partic de 44, ou de
BB,) & sa corde, :

CHAPITRE IIL
Théorie des solutions périodiques.
§ 9. Ewxistence des solutions périodiques.

Considérons un systéme d’équations différentielles
Y

/l.l’fi -
_— = . i=1,2,...
(I) At lz (i=1,2,...,m)
ou les X sont des fonctions des z et d'un paramétre p. Les X pourront
aussi dépendre de ¢, mais ce seront alors des fonctions périodiques de
cette variable et la période sera 2w
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Supposons que pour la valeur o du paramétre u, ces équations ad-
mettent une solution périodique, de telle sorte que

;= pi(2),

¢, étant une fonction périodique du temps dont la période sera par
exemple 2.
Posons:

»; = ¢; + &

et cherchons pour les valeurs trés petites de g & trouver les valeurs des
& que nous supposerons également trés petites, il viendra

d& — dXz dX,;
T “—#07#“ +2k€‘nd7k'

Dans les dérivées partielles des X les w, sont remplacés par les fonctions
périodiques ¢,. Les & sont ainsi déterminés par des équations linéaires
3 second membre dont les coefficients sont des fonctions périodiques.
Deux cas peuvent, se présenter.
1°.  Les équations sans second membre:

d&; axX;
(2) 7 sz 3z

n’admettent pas de solution périodique de période 27.
Dansg ce cas les équations & second membre en admettent une que

j'écrirai:
& = pd:(?),

¢ étant une fonction périodique de période 27z.

2°.  Les équations sans second membre admettent une solution pé-
riodique de période 27.

Alors les équations a second membre peuvent ne pas avoir de solu-
tion périodique, de telle fagon qu’en général nous trouverons une solution
de la forme suivante:

& = ﬂtﬁl’l.i(t) + poa(t),

les ¢ étant toujours des fonctions périodiques, ou méme dans certains cas

& = p[t@ni(t) + 7 durs(t) + oo+ doi(B)]-

Actu imathematica, 18, Imprimé le 5 aofit 1890, 12



90 H. Poincaré. $ 9.

Plagons-nous dans le premier cas et voyons la chose de plus prés.
Cherchons & former une solution périodique et & la développer sui-
vant les puissances de p; posons par conséquent:

% = ¢, + por + L2+ -

Quand on substituera & la place des x; ces valeurs dans les X, on
trouvera,

Xz == Xo.i + ﬂXm -+ /12X2.i + ...

Il est clair que les X;; ne dépendent que des ¢,, les X, des ¢, et des
¢, les X,,; des ¢y, et des ¢,; etc. De plus si les ¢,; sont des fonctions
périodiques de ¢ de période 27, il en sera de méme des X, ..

Nous avons de plus

ax;
X,i = ZL_ Az Pni + Yoo

7. Id dX . .
Dans le second membre, dans les dérivées =—, on doit substituer les ¢,

dwy,
& la place des =, ainsi que nous l'avons fait plus haut. De plus ¥, ne
dépendra que des ¢;, des @14y des @gi5 -+ d€8 @, ;.5 mais ne dépendra
plus des ¢,;.

Cela posé on est conduit aux équations suivantes

d¢n.i aX;
(3) ai = ZLE Pk + Y;l.‘i'

Supposons qu'on ait déterminé les quantités

Pris Poiy oo vy Pumta

& laide des équations précédentes sous forme de fonctions périodiques de
¢; on pourra ensuite & l'aide des équations (3) déterminer les @,,.

Ces équations (3) sont des équations linéaires & second membre et
les coefficients sont périodiques.

Par hypothése les équations sans second membre

d%.i . dX;
at Zk E Durs

qui ne sont autres que les équations (2), n'ont pas de solution périodique;
done les équations (3) en admettent une.
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I résulte de 1a qu'il existe des séries

T = ¢ + ppus + 0 ...

dont les coefficients sont périodiques et qui satisfont formellement aux
équations (1).

Il resterait & démontrer la convergence de ces séries. Nul doute
que cette démonstration ne puisse se faire directement; je ne le ferai
pas toutefois, car je vais, en reprenant la question & un point de vue
différent, démontrer rigoureusement l'existence des solutions périodigues,
ce qui entraine la convergence de nos séries. Nous n’aurons en effet qu'a
nous appuyer sur les principes les plus connus du »calcul des limites.»

Soit ¢,(0) 4+ B la valeur de », pour ¢ =o. Soit ¢,(0) + r; la va-
leur de #; pour ¢ = 2x. Les 7, dépendront évidemment de g et des
valeurs initiales des variables et elles gannuleront avec elles.

Cela me permet d’écrire:

ro=p + ap+ zbmﬁx + > ['m‘ s PrsPgs v .pn]/"m/’){l,@gz co B
= ﬁi + $bu

les a, les & et les [m,p,,»,,..., 0, étant des coefficients constants.
On obtiendra les solutions périodiques de période 27z en cherchant
les cas ou:
i = P

On peut donc considérer g comme une donnée de la question et chercher
a résoudre par rapport aux # inconnues § les équations

(4) h=¢, =...=¢,=0.

Nous savons que les ¢ sont des fonctions holomorphes de p et des g
gannulant avec les variables. (Voir théoréme III § 2.)

Si le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux f (cest & dire
le déterminant des b,) n'est pas nul, on peut résoudre ces n équations
et on trouve comme solution:

pi = 01‘_(#)7

les 6, étant, d’aprés un théoréme bien connu, des fonctions holomorphes
de g s'annulant avec pg. (Voir théoréme IV § 2.)
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Cest le cas que nous avons étudié plus haut et ol les équations
(2) v'ont pas de solution périodique.

On doit en conclure que pour les valeurs de p suffisamment petites,
les équations (1) admettent une solution périodique.

Supposons maintenant que le déterminant fonctionnel des ¢ soit nul;
nous pourrons alors, en vertu du théoréme VI § 2, éliminer entre les
équations (4) B, , Bus - - » fua; NOUS arriverions ainsi & une équation unique

d=o0

dont le premier membre sera développé suivant les puissances de p et
de B,.

Il v’y aurait d’exception que si les équations (4) n’étaient pas distinctes;
mais dans ce cas nous leur adjoindrions une autre équation choisie arbi-
trairement.

Si Ton regarde p et B, comme les coordonnées d’'un point dans un
plan, l’équation @ = o représente une courbe passant par l'origine. A
chacun des points de cette courbe correspondra une solution périodique,
de sorte que pour étudier les solutions périodiques qui correspondent aux
petites valeurs de p et des 8, il mous suffira de construire la partie de
cette courbe qui avoisine l'origine.

Si le déterminant fonctionnel des ¢ est nul on aura, (pour p = g, = o):

0 _
ag,

En d’autres termes, la courbe @ = o sera tangente & l'origine & la
droite p == 0, ou bien encore pour p = o, I'équation @ = o sera une équa-
tion en B, qui admettra o comme racine multiple; j’appelle m Tordre
de multiplicité de cette racine.

En vertu du théoréme V § 2 on pourra trouver m séries développées
suivant les puissances fractionnaires et positives de y, sannulant avec u
et qui substituées & la place de f, satisfassent & 1'équation & = o,

Considérons l'intersection de la courbe @ = o ou plutét de la portion

de cette courbe qui avoisine l'origine avec deux droites p=e,py=—=¢
trés voisines de la droite 4 = 0. On obtiendra les points d'intersection
en faisant g4 =¢e, puis g = — ¢ dans les m séries dont je viens de

parler.
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Soit m, le nombre des points d’intersection de @ =0 et p= + ¢
réels et voising de lorigine. Soit m, le nombre des points d'intersection
de @ = o0 et p=—¢ réels et voisins de l'origine.

Les trois nombres m , m, et m, seront de méme parité.

Si donc me est impair, m, et m, seront au moins égaux & 1. Donc
il existera des solutions périodiques pour les petites valeurs de 4, tant
positives que mnégatives,

Comment une solution périodique peut-elle disparaitre quand on fait
varier p d’'une maniére continue? Comment peut-il se faire que le nombre
des solutions pour p = 4 ¢ soit plus petit que pour p=—e, que
my, < M, ? '

J’observe d’abord qu'une solution périodique ne peut disparaitre quand
o passe de la valeur — e & la valeur 4 ¢ que si pour g = o, I'équation
@ = o admet une racine multiple; en d’autres termes une solution pério-
digue ne peut disparaitre quaprés s'étre confondue avec ume autre solution
périodique. De plus m, et m, étant de méme parité, la différence m, — m,
est toujours paire.

Donc les solutions périodiques disparaissent par couples & la facon des
racines réelles des équations algébriques.

Un cas particulier intéressant est celui ot pour p= o0, les équations
différentielles (1) admettent une infinité de solutions périodiques que j'écrirai:

z, = o,t, k), wo=,t, 1), ..., z,=0,¢,n),

I étant une constante arbitraire.
Dans ce cas les équations (4) ne sont plus distinctes pour g = o et
@ contient g4 en facteur de sorte que nous pouvons poser:

O =pd,

@, étant holomorphe en g, et u; d'aillenrs @, dépendra aussi de A. La
courbe ¢ = o se décompose alors en deux autres, & savoir la droite
p=o0 et la courbe @ = 0; clest cette derniére courbe qu'il convient
d’étudier.

La courbe @ = o passe forcément par l'origine; il n’en est pas toujours
de méme de @, = o; il faudra d’abord s'arranger pour l'y faire passer,
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en disposant convenablenent de k. Une fois quon I'y aura fait passer,
on D'étudiera comme on a fait de la courbe @ ='o.

Si pour p =B, =o0, g—% n’est pas nul, (ou plus généralement si pour
p =0, l'équation @, = o admet B, = O comme racine multiple d'ordre
impair) il y aura encore des solutions périodiques pour les petites va-
leurs de g

Il arrivera souvent que, méme avant l'élimination, quelques-unes des
fonctions ¢, contiennent p en facteur. Dans ce cas on commencerait par
diviser par p les équations correspondantes.

Si les équations (1) admettent une intégrale uniforme:

F(x,,2,,..., 1, = const.
les équations (4) ne seront pas distinctes & moins que l'on n'ait & la fois

ar _an _ _ar__
de,  de, " de,
pour

Ty = 591(0)7 Ty == 592(0) 3 e ey Ty = ?n(o)'

En effet il viendra identiquement:
Flp(o) + f + ¢i] = Fleio) + B]-

" ar .
Si par exemple pour x, = ¢,(0), T n'est pas nul; on pourra tirer de
,

cette équation:

Sbl = ¢282 + ﬂbs@s +.o. ¢’n8n?

6,,0,,...6, étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de

BisBarevesBusPas byseees P

La premiére des équations (4) est donc alors une conséquence des
n— 1 derniéres. On la supprimera alors pour la remplacer par une autre
équation choisie arbitrairement.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que les fonctions X, X,
..., X, qui entrent dans les équations différentielles (1) dépendent du
temps #. Les résultats seraient modifiés si le temps # n’entre pas dans
ces équations,
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. Il y a d’'abord entre les deux cas une différence qu'il est impossible
de ne pas apercevoir. Nous avions supposé dans ce qui préceéde que les
X, étaient des fonctions périodiques du temps et que la période était 27;
il en résultait que, si les équations admettaient une solution périodique,
la période de cette solution devait étre égale & 27 ou & un multiple de
27, Si au contraire les X, sont indépendants de £, la période d'une so-
lution périodique peut étre quelconque.

En second lieu, si les équations (1) admettent une solution pério-
dique (et si les X me dépendent pas de ?), elles en admettent une infinité,

Si en effet

%, = ¢1(t>’ Yy = 502(t) 3 e ey Wy = ?n(t)

est une solution périodique des équations (1), il en sera de méme (quelle
que soit la constante %) de

©, = ¢,(t + B), g, =@,C+h), ..., z=ge0Fn)

Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes étendus d’abord et dans
lequel pour g = o, les équations (1) admettent une solution périodique
et une seule, ne peut se présenter si les X ne dépendent pas de ¢.

Placons-nous donc dans le cas ol le temps £ n'entre pas explicite-
ment dans les équations (1) et supposons que pour p == 0, ces équations
admettent une solution périodique de période T':

T, = 501<t)’ Ty == 502(t) s e ey Ty = Son(t)'

Soit ¢,(0) 4+ B; la valeur de =, pour ¢ = 0; soit ¢,(0) + ; la valeur
de z; pour ¢ = T + 7. Posons ensuite, comme nous 'avons fait plus haut,

rn—pi=d¢.

Les ¢, seront des fonctions holomorphes de y, de' B,,6,,..., 5. et de
g'annulant avec ces variables.
Nous avons donc & résoudre par rapport aux # -+ I inconnues

ﬁ1’ﬂ27"'7 nay T

les n équations

(5) ¢1=¢2="'=§[’nf=0-
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Nous avons une inconnue de trop, nous pouvons donc poser arbi-
trairement par exemple
n T o.
Nous tirerons ensuite des équations (5), B, Bys+++, oy €t 7 en fonctions
holomorphes de g s'annulant avec p. Cela est possible & moins que le
déterminant:

aj, dg, ag,
B, B, " P dr
ag, &, g, g,
B, B, " A do
Ay 3. A g,
ap, dp, A dr

ne soit nul pour g = f, = 7=o.

Si ce déterminant était nul, au lieu de poser arbitrairement 3, = o,
on poserait par exemple B, = O, et la méthode ne serait en défaut que
si tous les déterminants dans la matrice:

dﬂz dlgz d/gn dr
a, &, A

ag, dp, " df. dr

8 0 & o e s 2 e o s e o

d¢11, dﬁ-”n d¢"- dS‘ljn
g, dp, T Ay dr

étaient nuls & la fois. (Il est & remarquer que le déterminant obtenu
en supprimant la derniére colonne de cette matrice est toujours nul pour
p=pf=r1=0)

Comme en général tous ces déterminants ne seront pas nuls & la
fois, les équations (1) admettront pour les petites valeurs de u, une so-
lution périodique de période T' 4 7.
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§ 10. Exposants caractéristiques.

Reprenons les équations:

d?ﬁi
(1) prai:t

et imaginons qu'elles admettent une solution périodique

%, = ¢,(1).

Formons les équations aux variations (voir chapitre I) des équations
(1) en posant: -

z = pi(t) + &

et négligeant les carrés des &.
Ces équations aux variations g'écriront:

(ZX‘L

dg&  dX
3 52_;....-}—%;5,,.

i ax;
(2) pr =d{—al€1 + =

da,

Ces équations sont linéaires par rapport aux &, et leurs coefficients
%, (quand on y a remplacé «; par ¢,(¢)) sont des fonctions périodigues
de t. Nous avons donc & intégrer des équations linéaires & coefficients
périodiques.

On sait quelle est en général la forme des solutions de cex équa-
tions; on obtient # solutions particuliéres de la forme suivante:

— t —_ 4 =t
E] = e“l Sll’ 62 == eal 821 ’ LEL I S T e Snl’

e el — it [~ < 3
Cl = € gl?’ E.) == £ bgg » A Sy € PR

(3)

* 3 . . . . . . . . . . . . . .

e gt [ 7 4 —
Cl = € Dln? 62 = € S),n W o0 Ell =€ ’S/un

les o étant des constantes et les S, des fonctions périodiques de ¢ de
méme période que les ¢,(¢).
Acte, mathematics, 13. Imprimé le 6 aodt 1890, 13
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Les constantes a s'appellent les ewposanis caractéristiques de la solu-
tion périodique.

Si a est purement imaginaire de facon que son carré soit négatif,
le module de " est constant et égal & 1. Si au contraire a est réel,
ou si a est complexe de telle facon que son carré ne soit pas réel, le
module ¢ tend vers l'infini pour ¢=+ co ou pour ¢{=-—oco. Si donec
tous les « ont leurs carrés réels et négatifs, les quantités £.8,...,6&
resteront finies; je dirai alors que la solution périodique a; = ¢,(¢) est
stable; dans le cas contraire, je dirai que cette solution est instable.

Un cas particulier intéressant est celui ou deux ou plusieurs des
exposants caractéristiques « sont égaux entre eux. Dans ce cas les solu-
tions des équations (2) ne peuvent plus se mettre sous la forme (3).
Siopar exemple

o, =

1 2

les équations (2) admettraient deux solutions particuliéres qui s'écriraient’

& =e"S,
et
& = te™ 8 + e™'8,,,

les §;, et les §;, étant des fonctions périodiques de ¢.

Si trois des exposants caractéristiques étaient égaux entre eux, on
verrait apparaitre, non seulement #, mais encore ¢* en dehors des signes
trigonométriques et exponentiels.

Supposons que le temps ¢ n’entre pas explicitement dans les équa-
tions (1) de telle sorte que les fonctions X; ne dépendent pas de cette
variable; supposons de plus que ces équations (1) admettent une intégrale

(4) Flw, ,2,,...,%,)=C.

Il est aisé de voir que dans ce cas deux des exposants caractéristiques
sont nuls.

On se trouve donc alors dans le cas d’exception que nous venons
de signaler; mais il n’en résulte pas de difficulté; il est aisé en effet &
Paide de Tintégrale (4) d’abaisser d’une unité I'ordre des équations (1).
Il 'y a plus alors que #— 1 exposants caractéristiques et il n’y en a
plus qu'un qui soit nul.
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Nous allons maintenant envisager un cas particulier qui est celui ou
les équations (1) ont la forme des équations de la dynamique. Ecrivons-
les donc sous la forme:

(I') @—1:@, fﬁ/ﬁ.—:—f—zg, (i=1,2, 00 2)
dt  dy; dt daz;

I étant une fonction quelconque de @, %,, ..., %, ,%,, Y5 -+, Y, NOUS

pourrons supposer, soit que I est indépendant de f¢; soit que F dépend

non seulement des x et des y, mais encore de f, et que par rapport &

cette derniére variable, c’est une fonction périodique de période 27.
Supposons que les équations (1') admettent une solution périodique

de période 27

@ = ¢u(t), Yo = ¢i(8),
et formons les équations aux variations en posant:
Iy = ?i(ﬂ + &, Y= Sl’i<t) + ..
Nous avons vu dans le chapitre II que lintégrale double:

[f (dw,dy, + dz,dy, + ...+ dz,dy,)

est un invariant intégral, ou (ce qui revient uu méme) que si &, 7 et
&, 7 sont deux solutions particuliéres quelconques des équations aux
variations, on a .

n
> (€% — &) = const.
el
Je dis quil en résultc que les exposants caractéristiques sont deux a
deux égaux et de nigne contraire.

Solent cn effet & et ] les valeurs initinles de & ct de y, pour £==0
dans une des équations aux variations; solent & et 7 les valeurs cor-
respondantes de & et de 7, pour ¢ = 27. Il est clair que les & ct les
7 seront des fonctions linéaires des & et des 7; de telle sorte que la
substitution:

T = (&, 7% &, )

sera une substitution linéaire.
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Soit:
Gy Uy« - - Oyg

(yy Gy o v oy,

a"’n.l a‘Zn.2 ML a‘2n.2n

le tableau des coefficients de cette substitution linéairc.
Formons Péquation en A

ay—4 ay S %
(é:”_ agg ha— )\ .« v . (l.‘!‘m,,

== Q.
T Ton.n LA @opaon — A

Les 2n racines de cette équation seront ce quon appelle les 2n multi-
plicateurs de la substitution linéuire T. Mais cette substitution linéaire
T ne peut pas étre quelconque. II faut qu'elle n'altére pas la forme
bilinéaire:

!
Z(fm; I 5» 771')'
Pour cela, Véquation en A doit étre réciproque. Si donc on pose:
) P P
/‘ — e'za:r,

les quantités o devront étre deux & deux égales et de signe comtraire.

C. Q. F D.

Il y aura donc en général n quantités «® distinctes. Nous les ap-
pellerons les coefficients de stabilité de la solution périodique considérée.

Si ces n coefficients sont tous véels et négatify, la solution périodique
sera stable, car les quantités & et 7, resteront inférieures a unc limite
donnée.

Il ne faut pas toutefois entendre ce mot de stabilité au sens absolu.
En effet, nous avons négligé les earrés des & c¢t des » et rien mc prouve
quen tenant compte de ces carrés, le résultat ne serait pas changé. Mais
nous pouvons dire au moins que les & et », s'ils sont originairement trés
petits, resteront trés petits pendant trés longtemps. Nous pouvons ex-
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primer ce fait en disant que la solution périodique jouit, sinon de la
stabilité séculaire, du moins de la stabilité femporaire.

On peut se rendre compte de cette stabilité en se reportant aux
valeurs des &; on trouve en effet, pour la solution générale des équa-
tions aux variations:

51; = 2-A-].; e Sik ’

les 4, étant des coefficients constants et les Sy des séries trigonométriques.
Or si of est réel négatif, on trouve

¢ = cos t \J— o + i 8inty—af,

de sorte que & s'exprime trigonométriquement.

Au contraire si un ou plusieurs des coefficients de stabilité devient
réel positif ou imaginaire, la solution périodique considérée ne jouit plus
de la stabilité temporaire.

On voit aisément en effet que & cst alors représenté par une série
dont le terme général est de la forme:

Aé cos (kt 4 mt + 1)

ot (b + ik)* est un des coefficients de stabilité, ot m est un entier et [
et A des constantes quelconques. Le défaut de stabilité se trouve ainsi
mis en évidence.

Si deux des coefficients de stabilité deviennent égaux entre eux, ou
¢i 'un d’eux devient nul, on trouvera en général dans la série qui repré-
sente & des termes de la forme:

Ate” cos (It -+ mé + 1) ou .Aé cos (mt 4 ).

En résumé, & peut dans tous les cas dtre représenté par une série
toujours convergente. Dans cette série le temps peut entrer sous le signe
sinus ou cosinus, ou par l'exponentielle ¢, ou enfin en dehors des signes
trigonomeétriques ou exponentiels.

Si tous les coefficients de stabilité sont réels, négatifs et distincts,
le temps n'apparaitra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura
stabilité temporaire.

Si Tun des coefficients est positif ou imaginaire, le temps apparaitra
sous un signe exponentiel; si deux des coefficients sont égaux ou que
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'un d’eux soit nul, le temps apparait en dehors de tout signe trigono-
métrique ou exponentiel.

Si done tous les coefficients ne sont pas réels, négatifs et distincts, -
il n'y a pas en général de stabilité temporaire.

Toutes les fois que ¥ mne dépend pas du temps £, Vun des # coeffi-
cients de stabilité est nul; car d'une part le temps n'entre pas explicite-
ment dans les équations différentielles; d'autre part ces équations ad-
mettent une intégrale

F(2y, Byy ooy X3 YysYgs oo -5 Yn) = cONSE,

Nous nous trouvons donc dans le cas dont nous avons parlé plus
haut et ot deux des exposants caractéristiques sont nuls. Mais, comme
nous l'avons dit, cela ne peut créer une difficulté parce que l'on peut,
& l'aide de lintégrale connue, abaisser & 20— 1 Vordre des équations (1”).
Il v’y a plus alors que 21— 1 exposants caractéristiques; l'un d’eux est
nul et les 2n — 2 autres, aux carrés desquels on peut conserver le nom
de coefficients de stabilité, soms deux & deux égaux et de signe contraire.

Reprenons le déterminant que nous avons eu & envisager dans le
paragraphe précédent.

Nous avons dans ce paragraphe envisagé d’abord le cas ou les équa-
tions (1) dépendent du temps ¢ et d'un paramétre p, et admettent pour
=0 une solution périodique et une seule. Nous avons va que si le
déterminant fonctionnel:

RS
3(/91 )ﬂg) ---:/971)

les équations admettront encore une solution périodique pour les petites
valeurs de p.
Ce déterminant peut «'écrire:

=% O

a3, ag, Tt B,
s dy, —_— &7,

A = Clﬂl dl?z T (Zﬂn .
dr” fl]ll _CE?_,’_L —_—1
ap, a3, 3,
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Or les exposants caractéristiques « sont donnés par I'équation:

&, g dn ar

a3, ap, T df,

CEE _dﬁ — eﬂan Elﬁ

dp, as, CT dpa = O.
a7, 7, I gur

dﬁl (Zﬂ2 t d’ﬂn

Dire que A est nul, c'est donc dire que I'un des exposants carac-
téristiques est mul de sorte que nous pouvons énoncer de la fagon sui-
vante le premier des théorémes démontrés au paragraphe précédent.

Si les équations (1) qui dépendent dun paramétre p admettent pour
p= 0 une solution périodique dont aucun des exposants caractéristiques ne
soit nul, elles admettront encore une solution périodique pour les petites va-
lewrs de p.

§ 11, Solutions périodiques des équations de la dynamique.

Je prendrai, pour fixer les idées, les équations de la dynamique
avec trois degrés de liberté, mais ce que je vais dire s'appliquerait évi-
demment au cas général. Jécrirai donc mes équations sous la forme:

de, ~ dF de,  dF de,  dF

) ¢t dy,’ ¢ dy,’ a — ay,’
I

( dy 4T Ay, 4T dy, __ dF

at — dw,’ date —  dam,’ .~ dm,’

F étant une fonction uniforme quelconque des # et des y, indépen-
dante de ¢.

Je supposerai ensuite que z,, », et x, sont des variables linéaires,
mais que ¥, , ¥y, et y, sont des variables angulaires, c’est & dire que I est
une fonction periodique de y,,y, et y, avec la période 27, de telle fagon
que la situation du systéme ne change pas quand une ou plusieurs des
trois quantités y augmente d'un multiple de 27, (Cf. chapitre 1)
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Je supposerai de plus que F dépend d'un paramétre arbitraire p et
peut se développer suivant les puissances croissantes de ce paramétre de
telle sorte que l'on ait:

F=0F, 4 pF, + °F, + p°F, 4 .. ..
Je supposerai enfin que ¥, ne dépend que des et est indépendant

des y de telle sorte que:

aF,  d4F, dF, : ,

dy,

Rien n'est plus simple alors que d’intégrer les équations (1) quand
g = 0; elles gécrivent en effet:

de, de, de,

a o a @
dy, _ 4k, dy, _ __ aF, dy, _ __ dF,
a — de,’ . —  dw,’ ¢t — dw,

Ces équations montrent d’abord que #,, , et @, sont des constantes.

On en conclut que
dF, _ aF, _ dF,

da, ’ daz, ’ dw,

qui ne dépendent que de x,, x, et x, sont aussi des constantes que nous
appellerons pour abréger n ,n, et %, et qui sont complétement définies
quand on se donne les valeurs constantes de a,, «, et x,. Il vient alors:
Y, = Ml 4 @y, Y, = W, + @,, Y, = n,t + @,,

@, , B, ¢t @, étant de nouvelles constantes d’intégration.

Quelle est la condition pour que la solution ainsi trouvée soit pé-
. » ’_* 3 ! P, 4
riodique et de période T. 1l faut que si l'on change ¢ en ¢4 T, ¥, , ¥,
et y, augmentent d'un multiple de 27, c’est & dire que:

17

T, n,T et 2T

solent des multiples de 27.
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Ainsi pour que la solution que nous venons de trouver soit pé-
rviodique, il faut et il suffit que les trois nombres n, ,n, et #, soient
commensurables entre eux.

Quant & la période T, ce sera le plus petit commun multiple des
trols quantités:

2r 2 o Im

’
7o, %%,

Nous exclurons, au moins provisoirement de nos recherches, le cas
aF, dF, . dF

ou les trois fonctions —¢, ——* et ——2 ne sont pas indépendantes l'une

de, ’ de, da,

de T'autre. Si on laisse ce cas de coté, on peut toujours choisir =, , z,
et z, de telle facon que %, ,n, et n, aient telles valeurs que P'on veut,
au moins dans un certain domaine. Il y aura donc une infinité de choix
possibles pour les trois constantes =z, , «, et x, qui conduiront & des so-
lutions périodiques.

Je me propose de rechercher s'il existe encore des solutions pério-
diques de période 7' lorsque g m'est plus égal & o.

Pour le prouver je vais employer un raisonnement analogue a celui
du § 9.

Supposons que g cesse d’étre nul, et imaginons que, dans une certaine
solution, les valeurs des # et des y pour = o soient respectivement:

— Ny - ] J—
x, = a, -+ oa,, z, = a, 4+ oa,, z, = a, oa,,

|
21

Yy, = @, + 0@, Y, = O, + 00, Yy =
Supposons que, dans cette méme solution, les valeurs des x et des
y pour ¢ = T soient
z, = a, + da, + Aa,
z, == a, -+ oa, + Aa,,
z, = a, + oa, + Aa,,
y, = @, + 0T+ 06, + As,,
Y, = &, + n,T + 06, + Ad,,

~

Y, = &, + n,T + 06, + Aw,.

Acta mathematica, 13. Imprimé le 14 aofit 1890, 14
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La condition pour que cette solution soit périodique de période 7' clest
que Ton ait:

(2) Aa, = Aa, = Aa, = AB, = A, — AB, = 0.

Les six équations (2) ne sont pas distinctes. En effet, comme F'= const.
est une intégrale des équations (1), et que d’ailleurs F' est périodique
par rapport aux ¥, on a:

F(a, + oo, , &; + 03;) = F(a, + 0w, + Aa;, &, + 0T + 06, + Aw,)
= F(a, + oo, + A, &, + 06, + A>).

Il nous suffira donc de satisfaire & cing des équations (2). Je supposerai
de plus:

R V- J—
| =00, =0,

7]
ce qui revient 4 prendre pour origine du temps I'époque ol y, est nul.
Il est aisé de voir que les Ag, et les A@, sont des fonctions holomorphes
de p, des da, et des 0@, sannulant quand toutes ces variables s'annulent.

Il s'agit donc de démontrer que T'on peut tirer des cing derniéres
équations (2) da, , da,, da,, 6@, et 0@, en fonctions de p.
Remarquons que quand g est nul, on a

Aag, = Aa, = Ag, =o0.

Par conséquent Aa., Aa, et Aa,, développés suivant les puissances de
u, des da, et des 0@,;, contiennent p en facteur. Nous supprimerons ce
facteur p, et mnous écrirons par conséquent les cing équations (2) que
nous avons a résoudre sous la forme:

Aa,  Aa,
A

(3)

= A®B, = Ad, = A@, = 0.

Il nous faut déterminer @, et @, de telle fagon que ces équations
soient satisfaites pour

(4) p= 0B, = 0@, = 0a

Voyons ce que deviennent les premiers membres des équations (3) quand
on y fait p=o.
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Il vient:
T T
dy, dF ar,
77/T+ A(Ul +fydt=—-/vﬂdt=-—fm-—)dt;
t 1 1 1
0 0
d’ou:
P ClF’o
Awp, = — T(dml + 711>
et de méme:
— dFO
A@, = — T<d_1,; + n2>,
— dF,
Ap, = — T(d% + n3>

Il importe d'observer que dans F| il faut remplacer # ,r, et =z, par

a, + oa,, a, + da,, a, 4 da,; en effet pour p=o0, F se réduit & F, et

%, , 7, , %, & des constantes qui restent constamment égales & leurs valeurs
s .
initiales @, 4 da,, @, 4 da,, a, + da,.

Il vient d’autre part:

Ba, 1 ﬁllt— f—lt
S

ou puisque F, ne dépend pas de y,:

7
Aa, ___f d <F——Fo>dt
# dy, \ p
]
Aa (ZP
—_ dja

Supposous que p, les 0@ et les da solent nuls & la fois; il faudra
alors faire dans F|

ou pour g =0

y ==y, Ly =0y, Y, =m0, Y,=n0 -} &, y,=n-+ &,

F, deviendra alors une fonction périodique de ¢ de période T, et
une fonction périodique de @, et de @, de période 27.
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Soit ¢ la valeur moyenne de F; considérée comme fonction pério-
dique de ¢. Il viendra:

r
A“2__; d_Ftdtz a4
17 da@, da,
0

ct de méme

A, _T d¢ '
2 da,

Nous devons donc choisir @, et @, de fagon a satisfaire aux équations

A dg
(5) dw, d@o,
Cela est toujours possible; en effet la fonction ¢ est périodique en
@, ct en @, et elle est finie; donc elle a au moins un maximum et un
minimum, pour lesquels ses deux dérivées doivent g'annuler. Quand on
aura choisi de la sorte @, et @,, on verra que les équations (3) sont
satisfaites quand on y fait & la fois:
Q== 00, = 0B, = 04, = 6a, == 0, = O.
Nous pourrons donc tirer des équations (3) les cing inconnues dg,
et o@; sous la forme de fonctions holomorphes de p, sannulant avec u.
Il n'y aurait d’exception que si le déterminant fonctionnel:

2 <Aa2 S ﬁtg

* ©
o N Py
o(da, , da, , Oa, , 0@, , O@,)

, Aw,, Aa,, A@)

était nul. Mais pour p=o0, A@,, A@, et A@, sont indépendants de
0@, et de 0@,, de sorte que ce déterminant fonctionnel est le produit
de deux autres:

5 <Aa2 Aa,s>
R I C X NS
o(dm, , 0m,) 9(da, , O, , du,)
Si T'on supprime les facteurs I? et — 7% le premier de ces déter-

minants est égal au hessien de ¢ par rapport & @, et @, et le second
au hessien de I, par rapport a 27, 2 et .
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Si donc aucun de ces deux hessiens n'est nul, il sera possible de
satisfaire aux cing équations (3) et par conséquent pour des valeurs
suffisamment petites de g, il existera une solution périodique de période 7.

C. Q. F. D.

Nous allons maintenant chercher & déterminer, non plus seulement
les solutions périodiques de période 7', mais les solutions de période peu
différente de 7. Nous avons pris pour point de départ les trois nombres
M, , Ny, N,; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres
ny , Ny, 13, pourvu qu'ils soient commensurables entre eux, et nous serions
arrivés & une autre solution périodique dont la période T aurait été le
plus petit commun multiple de %t, 2 2z

10 R T T
Si nous prenons en particulier:

ny =m(1 + &), 1y =mn,(1 + &), Ny =n,(1 -+ ¢)

les trois nombres #;, n;, n; seront commensurables entre eux puisqu’ils
sont proportionnels aux trois nombres n,, n, et n,.
Il nous conduiront donc & une solution périodique de période:

,_I+e
T'= T

de telle fagon que nous aurons:

(6) X, = Sﬁi(t s My 5)) Y, == %f(t s My 3)’

les ¢, et les ¢; étant des fonctions développables suivant les puissances
de p et de e, et périodiques en ¢, mais de fagon que la période dé-
pende de e.

Si dans F nous remplacons les z; et les y, par leurs valeurs (4), F
doit devenir une constante indépendante du temps (puisque F = const.
est une des intégrales des équations (1)). Mais cette constante qui est
dite constante des forces vives, dépendra de p et de & et pourra étre
développée suivant les puissances croissantes de ces variables.

Si la constante des forces vives B est une donnée de la question
I'équation

Flp,e)=2DRB
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peut étre regardée comme une relation qui lie € & g. Si donc nous
nous donnons arbitrairement B, il existera toujours une solution pé-
riodique quelle que soit la valeur choisie pour cette constante, mais la
période dépendra de ¢ et par conséquent de u.

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en
détail est celui ol il n'y a que deux degrés de liberté. I ne dépend
alors que de quatre variables #,,y,,®,,¥, et la fonction ¢ ne dépend

plus que d’une seule variable @,. Les relations (5) se réduisent alors &

d¢
(7) dwz——o
. T LY R :
et le hessien de ¢ se réduit a Tt D’onr cette conclusion:
2

A chacune des racines simples de ’équation (7) correspond une solu-
tion périodique des équations (1), qui existe pour toutes les valeurs de
o suffissamment petites.

Je pourrais méme ajouter qu'il en est encore de méme pour chacune
des racines d’ordre impair ainsi que nous l'avons vu au § 9, et que cette
équation admet toujours de pareilles racines puisque la fonction ¢ a au
moins un maximum qui ne peut correspondre qu'aux racines impaires de
Péquation (7).

Revenons au cas ou l'on a trois degrés de liberté, et ou la période
est constante et égale & T.

Je dis que x,,%,,%,,4,,Y,,Y; peuvent se développer suivant les
puissances croissantes de g. En effet, en vertu du théordme III § 2,
les © et les y peuvent étre développés suivant les puissances de g, et de
da, , oa,, da,, 0B, et 0w,. Mais imaginons que 'on ait déterminé les da
et les 0w de fagon que la solution soit périodique de période 7. On
tirera alors les da et les ¢@ des équations (3) sous la forme de séries
ordonnées suivant les puissances de g, de sorte que les z et les y seront
finalement ordonnées suivant les puissances de pu.

La solution devant étre périodique de période T' quel que soit g, les
coefficients des diverses puissances de p seront des fonctions périodiques de ¢.

Remarquons de plus que lon peut toujours supposer que l'origine
du temps ait été choisie de telle sorte que y, sannule avec ¢, et que
cela ait lieu quel que soit p. Alors pour {=o0 on aura:

0 1 2
O=yl=yi=yi=....
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L’existence et la convergence de ces séries étant ainsi établie, je vais dé-
terminer les coefficients.
Pour cela, je vais chercher & satisfaire aux équations (1) en faisant'

o, =] + poy + plai 4.,
Ty =y + pwy + 003+ ...,
Ty =5 + pay -+ phw ...,
v=un+mwm+ry+...,
Vo= + pn + L2054+ ..oy
Ys=19s + wys + £y + ...

(8)

Dans ces formules 7, 23, ) désignent les valeurs constantes que j'avais
été conduit plus haut a attribuer & =z, ,s, et x, quand je supposais
p==0 et qui sont telles que:

d 0
0 0
d'—ngo(xhxwwb’) =1,

ad
0 0 .0 0 .0 A0
dwoFo(xl}xwwa)“‘_—%m d““ngo(xu%:xa)‘*““ns-
2

On a de plus:
yr=mnt + @,
Enfin les 27, les w;, les #}, les y! ete. sont des fonctions du temps qu'il
g'agira de déterminer et qui devront étre périodiques de période 7.
Dans F, & la place des z et des y, substituons leurs valeurs (8),

puis développons I suivant les puissances croissantes de p de telle sorte
que L'on ait:

F=0, 4+ p0, + p*0, +....
Il est clair que

(pozFo(x(l)a xg; Wg)

ne dépend que des #{; que

aF aF, dF
(9) O, =Fi(21, 25, 03,95, 15, %) + i+ o7+ wmgs
1 2 3

' Les chiffres placés en haut et 3 droite des lettres @ et % dans les équations (8)
sont des indices et non des exposants.
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ne dépend que des xf, des y} et des x;; que @, ne dépend que des 7,
des 97, des z;, des y; et des x? ete.
Plus généralement, je puis écrire:

ar ar dr . : y
0, = 6, + w’{;i—w?“ + ’575%30 + w’ég‘sgf = 0, — W&t — N,k — w15,

ou 6, dépend seulement
des x?, des @, ... et des i,
des y?, des o}, ... et des yi. .
Je puis ajouter que par rapport & ¥9, y;, y; la fonction 6, est une
fonction périodique de période 2z. L'équation (g) montre que 6, = F.
Cela posé les équations différentielles peuvent s'écrire, en égalant

les puissances de méme nom de u:

dey  dey  dw§ ays dys dys
@@ @@ aw ™ w T T
On trouve ensuite:
di_dF, o _dF,  dgj_dF,
(z0) dt g’ At dy’  dat . ay
et
dyi _ _ 9 dy 40, dys 40
(11) a s T am’  d@ . a’ at . dad’
et plus généralement:
k
(10%) dai - Cwi’"
et
, dy¥ ao ae . d? o d . d'F
(1) BT Tt g g
dt dﬁ}.i diBi dwl dw, dw2 d:l'.,, dxg dmi

Intégrons d’abord les équations (10). Dans F, nous remplacerons
Yy, Y5, s par leurs valeurs:

wt 4 @, nt 4 @,, nt 4 @,.

Puisque g} doit s'annuler avec ¢, @, sera nul. Alors les seconds
membres des équations (10) sont des fonctions périodiques de ¢ de période
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T; ces seconds membres peuvent donc étre développés en séries procédant

. . . . 27t
suivant les sinus et les cosinus des multiples de 7
de w,x; et a3 tirées des équations (10) soient des fonctions périodiques
de ¢, il faut et il suffit que ces séries me contiennent pas de termes tout

connus.

Pour que les valeurs

Je puis écrire en effet:
F, = 2 Asin(m 9} + myy) 4+ myyl 4+ b),

ou m , m,, m, sont des entiers positifs ou négatifs et ot 4 et h sont des

(i}

fonctions de «f, 23, 23. dJ’écrirai pour abréger:

F, =2 Asnw
en posant

o = my] + myyl + myyl + A

Je trouveral alors

L 1 dF
ot ¥ dm, cosw, 2= Y Am, cos o, ——t =2 Am, cos w
df dys ? dys

et
w = timn, + mn, + mon) + b+ m,o, + m,o,.

Parmi les termes de ces séries, je distinguerai ceux pour lesquels
mn, ~+ myit, - mn, = 0

et qui sont indépendants de #. Ces termes existent puisque nous avons
supposé que les trois nombres n , n, et n, sont commensurables entre eux,
Je poserai alors

> gb == SA sin @ 5 (M9 + MMy + MMy =0, =N+ My, +M,8,)

la sommation représentée par le signe S g'étendant i tous les termes de
F, pour lesquels le coefficient de ¢ est nul. Nous aurons alors:

dgd d¢
20— SAm, cosw, £

da, da,

Acta mathematica. 13. Imprimé le 16 aofib 1890. ' 15

= SAma cosw.
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Si donc on a:

i _ g _
(12) d@, da@, ©
il viendra:
(13) SAm]L cosw = O, SA.4922 cosw = O, SA;713 cosw = O.

La premiére des équations (11) est en effet une conséquence des deux
autres, puisque en vertu de la relation mn, 4 myn, 4 mm, = o, on a
identiquement

%lsAml cosw + 'nzsAmn cosw -+ nsSA'm3 cosw = O.

Si donc les relations (12) sont satisfaites, les séries 2 Am,cosw ne con-
tiendront pas de terme tout connu, et les équations (10) nous donneront:

Am, sinw Am, sin w
1 1 1 1 2 " 1
:r;l-—%, + ¢, w.z—?_ + C,
n,n,

+ m,n, + m,n, m.n, + mn, 4 myn,

Amysin w '
Ly = E > + G,
m, 1, + myn, + mn,

C!, C% et C; étant trois nouvelles constantes d’intégration.

Il me reste & démontrer que I'on peut choisir les constantes @, et
@, de fagon a satisfaire aux relations (10). La fonction ¢ est une fone-
tion périodique de @, et de @, qui ne change pas quand l'une de cecs
deux variables augmente de 27. De plus elle est finie, elle aura donc
au moins un maximum et un minimum. Il y a donc au moins deux
maniéres de choisir @, et @, de fagon & satisfaire aux relations (12).

Je pourrais méme ajouter qu’il y en a au moins quatre, sans pouvoir
toutefois affirmer qu’il en est encore de méme quand le nombre de degrés
de liberté est supérieur a trois.

Je vais maintenant chercher & déterminer & l'aide des équations (11)
les trois fonctions y; et les trois constantes Cj.

Nous pouvons regarder comme connus les ] et les yi; les «} sont
connus également aux constantes prés C;. Je puis donc écrire les équa-
tions (11) sous la forme suivante:

(14) . di}z o @F o BB T

0 2 3 ?
dt da] dz; dasday dzsda]
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ou les H; représentent des fonctions entidrement connues développées en

‘e . . . . 2nt . .
géries suivant les sinus et cosinus des multiples de = . Les coefficients

T

de G}, G, et C} sont des constantes que 'on peut regarder comme connues.

Pour que la valeur de y; tirée de cette équation soit une fonction

périodique de ¢, il faut et il suffit que dans le second membre le terme

tout connu soit nul. Si donc H} désigne le terme tout connu de la
série trigonométrique H;, je devrai avoir:

(13) o BT o EF, 4 g PF,

0
da} cl’t:1 dws da; dxy da;
i 3 1

= H?,

Les trois équations linéaires (15) déterminent les trois constantes (3, C} et Cj.
Il n'y aurait d'exception qui si le déterminant de ces trois équa-
tions était nul; dest & dire si le hessien de F| par rapport & ), 2} et
x5 était nul; nous exclurons ce cas.
Les équations (14) me donneront donc:

m=mp+k, =+ Y=+,

les 7 étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues s'annulant
avec ¢, et les k] étant trois nouvelles constantes d'intégration.

Venons maintenant aux équations (10’) en y falsant k=2eti=1,2,3
et cherchons & déterminer & l'aide des trois équations ainsi obtenues, les
trois fonctions x4} et les trois constantes k}.

Il est aisé de voir que nous avons:

aFr ar dF

— 8 07} it 107y 140

02 g + .’/1 ‘«l[/g + 3/2 d,yg .7/3 d]/g )

o 2, dépend seulement des «, des y; et des 2; et ou l'on a, comme
plus haut:

dF

=2 Am,cosw.
\ dyz

Les équations (10') gécrivent alors:

fz:b:,, A-Qg
dt d7 Yi + Z

d_/kdyl
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da; . . .
(16) - = H — kL2 Amym, sin 0 — k) 2 Amgm, sin @ — L2 Amgm, sin o,

H, étant une fonction périodique de ¢, que lI'on peut regarder comme
entiérement connue. Pour que l'on puisse tirer de cette équation 2] sous
la forme d'une fonction périodique, il faut et il suffit que les seconds
membres des équations (16), développés en séries trigonométriques, ne
possédent pas de termes tout connus. Nous devons donc disposer des
quantités %} de maniére & annuler ces termes tout connus. Nous serions
ainsi conduits & trois équations linéaires entre les trois quantités %; mais
comme le déterminant de ces trois équations est nul, il y a une petite
difficulté et je suis forcé d’entrer dans quelques détails.
Comme y; s’annule avec ¢, on doit avoir:

A .
Iy = o3

nous waurons plus alors que deux inconnues %} et & et trois équations
4 satisfaire; mais ces trois équations ne sont pas distinctes comme nous
allons le voir.

Appelons en effet E, le terme tout connu de H], ces trois équa-
tions s'écriront:

E =K SAm,m, sinw + & S Am,m, sinw,
(17) B,=kSAmisnw + kSAm,m,sin o,
E, = E\SAdm,m, sin w + kS 4Am? sin o,

en conservant au signe de sommation S le méme sens que plus haut.
Je ne considérerai d’abord que les deux derniéres des équations (17) que
jécrirai:

%

d@;

d*d
SR R S

Y da,da,

— E, =1

. E3 — Ll "Z29” Jil szﬁ

> da,d@, * dwt

De ces deux équations on peut tirer k3 et £}, & moins que le hessien
de ¢ par rapport &4 @, et @, ne soit nul. Si Von donne aux % les
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valeurs ainsi obtenues, les deux derniéres équations (16) nous donneront
z; et z; sous la forme suivante:

les & étant des fonctions périodiques de ¢ eutiérement connues et les
C; étant de nouvelles constantes d’intégration.

Pour trouver aj nous pouvons, au lieu d*employer la premiére des
équations (16), nous servir des considérations suivantes:

Les équations (1) admettent unc intégrale:

F =B,

B étant une constante d'intégration que je supposerai développée suivant
les puissances de u en écrivant:

B=DB, 4+ uB, + 4B, + ...,

de sorte que l'on a:

¢, =B, & =B, O, =B,,...,

2
B,, B,, B, etc. étant autant de constantes différentes.
Le premier membre de I'équation:

o, = B

2

dépend des af, des y7, des w}, des y;, de 2} et de #; qui sont des fone-
tions connues de ¢ et de i que nous n'avons pas encore calculé. De
cette équation, nous pourrons donc tirer 2i sous la forme suivante:

# =& + CL

& sera une fonction périodique de ¢ entiérement déterminée et C} est
une constante qui dépend de B,, de C} et de Ci.

Nous pouvons conclure de 14 que la premiére des équations (17)
doit étre satisfaite et par conséquent que ces trois équations (17) ne sont
pas distinctes.

Prenons maintenant les équations (r1’) et faisons-y %= 2; nous ob-
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tiendrons trois équations qui nous permettront de déterminer les con-
stantes Cl, C% et (% et d'ou 'on tirera en outre les y? sous la forme:

R=p B A=t d=n R

les » étant des fonctions périodiques de 7 entiérement connues et les &}
étant trois nouvelles constantes d'intégration.

Reprenons ensuite les équations (10') en y faisant & = 3; si nous
supposons kj == 0, nous pourrons tirer des trois équations ainsi obtenues,
d’abord les deux constantes ki et %, puis les 2! sous la forme:

les & étant des fonctions périodiques connues de ¢ et'les O} étant trois
nouvelles constantes d’intégration.

Et ainsi de suite.

Voila un procédé pour trouver des séries ordonnées suivant les puis-
sances de y, périodiques de période T' par rapport au temps et satisfai-
sant aux équations (1). Ce procédé ne serait en défaut que si le hessien
de F, par rapport auw x] était nul ow si le hessien de ¢ par rapport &
o, et &, était nul.

Ce que nous venons de dire g'applique en particulier & une équation
que lon rencontre quelquefois en mécanique céleste et dont plusieurs
géométres se sont déja occupés. Cette équation est la suivante:

d?
(18) ﬁf + 5?0 + mp® = pR(p , t).

n et m sont des constantes, p est un parametre trés petit et R est une
fonction de p et de #, développée suivant les puissances croissantes de p
et périodique par rapport & ¢.

Pour bien nous en rendre compte, il faut d’abord ramener I'équa-
tion (18) & la forme canonique des équations de la dynamique. Cela se
fera en posant:

Jp__

&=t clt_‘o" F=%+%&+%&_/JIR(/O’E)CZ/0+777

& et » étant deux nouvelles variables auxiliaires et 'intégrale f R(p,&dp
étant calculée en regardant & comme une constante. On trouve alors:
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dp _dF Ao _ar i _ar
(19) dt =~ de’ dt -——%’ d_t__clvy’

auxquelles nous pourrons adjoindre (; étant restée jusqu'ici complétement
arbitraire) 1'’équation suivante:

dy ar
(19) P RT

qui compléte un systéme canonique.
Quand p = o lintégrale générale de I'équation (18) s'écrit

(20) o = hsn(gt + @), o = hgen (gt + @) dn (gf + @)

ol ¢ et @ sont deux constantes d'intégration et ot %, ainsi que le mo-
dule du sinus amplitude sont deux fonctions de g faciles & déterminer.
Nous allons changer de variables; nous prendrons au lieu de &, 5, p
¢t ¢, gquatre variables «,,y,, «,, y,, définies comme il suit. Nous aurons
d’abord:
Xy =7, ¥, = ¢&.

Des équations (20) qui donnent p et o en fonctions de g et de g/ + @
pour u =0, on peut tirer g et gf + @ en fonctions de p et de ¢. Il
vient:

g =10, 0) gt + & = y,(0, o).

Nous prendrons alors pour %, une certaine fonction de y, (o, o) et pour g,

%
Y, = —2’7;)(2(10 ) 0);

k désignant la période réelle de sn(z).
Si alors 2, a été convenablement choisi en fonction de y, les équa-
tions conserveront leur forme canonique

dy, dF dy, dF de, dr dz, dF

— @

at de,’ dt — da,’ at
Il est clair d’ailleurs que pour p==o0, I’ ne dépend que de z, et de =,
et non de y, et de y,.
Nous mnous trouvons done bien dans les conditions énoncées au début
de ce paragraphe.
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Léquation (18) a surtout été étudiée par les géométres dans le cas
ot m == 0; il semble au premier abord qu’elle est alors beaucoup plus
simple. Ce n'est qu'une illusion; en effet, si I'on suppose m = o, on se
trouve dans le cas ou le hessien de I7) est nul et ce que nous avons dit
dans ce paragraphe n’est plus applicable sans modification.

Ce n’est pas que les particularités que présente 'équation (18) dans
le cas général ne soient encore vraies pour m = o, toutes les fois du
moins que g n'est pas nul. La seule différence, c’est qu'on ne peut les
mettre en évidence par un développement suivant les puissances de p.
L’apparente simplification qu'a regue ainsi I'équation (18) n’a fait qu'aug-
menter les difficultés. Il est vrai qu'on est conduit quand m = o, a des
séries beancoup plus simples que dans le cas général, mais ces séries ne
convergent pas comme nous le verrons dans la suite.

La méthode exposée dans ce paragraphe s’applique également & un
cas particulier du probléme des trois corps.

Supposons une masse nulle C attirée par deux masses mobiles 4 et
B égales l'une & 1 —p et l'autre & p et déerivant d’'un mouvement
uniforme deux circonférences concentriques autour de leur centre de gra-
vité commun supposé fixe. Imaginons de plus que la masse C se meuve
dans le plan de ces deux circonférences.

Nous verrons plus loin que dans ce cas les équations du mouvement
peuvent se mettre sous la forme suivante:

dr,  dF de,  dF
de — dy,’ dt — dy,’
I
) dy, _ _ dF dy,  dF
de dr,’ de — de,

On désigne par «, la vitesse aréolaire du point C, par z, la racine
carrée du grand axe de Vorbite de C, par g, la différence de la longi-
tude du périhélie de C et de la longitude de B, par y, I'anomalie
moyenne.
D’ailleurs F peut étre développée suivant les puissances de p et
I'on a:
I

Fo'::ml +—2'

2%,

Il est aisé de voir que le hessien de F, par rapport & z, et & x, est nul.
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Il semble donc d’abord que les méthodes du présent paragraphe sont

en défaut. Il n'en est rien et un artifice trés simple permet de tourner
la difficulté.

Les équations (1) admettent comme intégrale
F=C.

Considérons la constante ¢ comme une donnée de la question.
Si alors ¢(F) est une fonction quelconque de F et ¢'(I7) sa dé-

rivée, on aura:
¢'(F) = ¢'(0)

et les équations (1) pourront g'écrire:

du _g(D)aR  dy__ g(I)dF
dat — o(C)dy,’ dt — ¢(0)dwy
ou
. de; _ d re(F) dy: 4 re(F)
(1) at — dys [?'(G)} ac — dw 59'(0)] '

. . P . .
En général, le hessien de C/r,(( 0")) ne sera pas nul. Clest ce qui arrive en

8

particulier quand
g B L
p(F) =T =i+ %+ 1
Les solutions des équations (1) qui correspondent & la valeur particuliére
C de Tintégrale F appartiennent aussi aux équations (1').
Considérons maintenant une solution des équations (1) qui soit telle
que l'intégrale Z' soit égale & une constante O, différente de C.
Je dis que cette solution appartiendra encore aux équations (1)
pourvu gu'on y change ¢ en

tso’(C’l)
¢'(0)
On a en effet:
dw dF  dy.___dF,
E—d_yi7 dt o dﬂ,’i’

Acta mathematica. 13, Imprimé le 18 aofit 1890. 16
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: ) o
si on change ¢ en tso,( 22 11 viendra:
8 #(0)

do; _ ¢'(C,)dF dys _ __ ¢(C)ar

dt #(C) dy;’ dit ¢'(0) da,
ou puisque & = (|

du, (I dlf dys __ __ gF)ar

dt ¢ (C)dy,’ di ¢'(0)da;

C. Q F. D

Des solutions de (1) il est donc aisé de déduire celles de (1) et in-
versement.

Les méthodes du présent paragraphe sont done, grice a cet artifice,
" applicables & ce cas particulier du probléme des trois corps.

Elles ne le seraient pas aussi aisément au cas général. Dans le cas
général en effet, non seulement le hessien de F| est nul, mais celui de
¢(F,) est encore nul, quelle que soit la fonction ¢.

De la certaines difficultés dont je me parleral pas ici; jy revi-
endral plus loin et je me bornerai pour le moment & renvoyer le lecteur
a un travail que jal inséré dans le Bulletin astronomique, tome

1%, page 65.

§ 12, Calcul des exposanits caractéristiques.
Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent

de; dF dy; ar
LA (i=1,2,8)

(I) (71&_=dyi’ dt dx;

Supposons qu’on ait trouvé une solution périodique de ces équations:

€Ty == Spi(t)y Y, = ¢i(t)

et proposons-nous de déterminer les exposants caractéristiques de cette
solution.
Pour cela nous poserons:

Xy = %(t) + &, Yy, = 95’1‘(35) -+ 75
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puis nous formerons les équations aux variations des équations (1) que
nous écrirons:

d& i'F
di Z;di,dwk & +de dyx Tk
Yi Yi
(2) (6.k=1,2,%)

dm a*r a*F
at ZL da; diy, & zk dwsdyy s

et nous chercherons & intégrer ces équations en faisant:
(3) & = e"S, N = e* T,

8; et T, étant des fonctions périodiques de ¢£. Nous savons qu’il existe
en général six solutions particuliéres de cette forme (les équations li-
néaires (2) étant du sixiéme ordre). Mais il importe d’observer, que dans
le cas particulier qui nous occupe, il n'y a plus que quatre solutions
particuliéres qui conservent cette forme, parce que deux des exposants
caractéristiques sont nuls, et qu'il y a par conséquent deux solutions
particuliéres d'une forme dégénérescente.

Cela posé, supposons d’abord s = o, alors F' se réduit & F, comme
nous l'avons vu dans le paragraphe précédent et ne dépend plus que de
®), o et xl.

Alors les équations (2) se réduisent &:

, i dpi _ iy ¢
(=) =0 @ g

Les coefficients de &, dans la seconde équation (2’) sont des constantes.
Nous prendrons comme solutions des équations (27)

£ =& =6 =0, 7= 71, 772=7727 N5 = 73

71, 75 et n) étant trois constantes d’intégration.

Cette solution n’est pas la plus générale puisqu’elle ne contient que
trois constantes arbitraires, mais c'est la plus générale parmi celles que
Pon peut ramener & la forme (3). Nous voyons ainsi que pour p = o,
les six exposants caractéristiques sont nuls.

Ne supposons plus maintenant que g soit nul. Nous allons main-
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tenant chercher & développer o, §; et T;, non pas suivant les puissances
croissantes de u, mais suivant les puissances de i en écrivant:

@ = oy i+ ap + apit
Si= 8+ S+ Sp+ Suyit .
T=T 4+ Thjp + Tou+ T i+ . ...

Je me propose d'abord d’établir que ce développement est possible.

Montrons d’abord que les exposants caractéristiques o peuvent se
développer suivant les puissances croissantes de /u.

D’aprés ce que nous avons vu au § 10, les exposants caractéristiques
nous seront donnés par l'équation suivante, en repremant les notations
des §§ 9 et 10:

9 e’ ar, ce o1
apg, ¢ ag, B,
dr, dry et ... dr,
ag, as, dfn = O.
dl" % . .. C_lﬁ‘ —_— 6“T
ap, ap, A

Le premier membre de cette équation est holomorphe en a; de plus
d’aprés le théovéme III, § 2, les y peuvent étre développés suivant les
puissances de g et des g (cf. § o), d’ailleurs d’aprés le § o les B peuvent
se développer eux-mémes suivant les puissances de p. D’aprés cela les
7 et le déterminant que je viens d’écrire peuvent eux-mémes étre dé-
veloppés suivant les puissances de p. Il résulte de 1a que les exposants
a nous sont donnés en fonctions de p par une équation:

Gla, p) =0

dont le premier membre est holomorphe en a et en p.

" 8i pour p= o, tous les exposants « &taient différents les uns des
autres, 1'équation G = o n’aurait pour p = o que des racines simples,
et on en conclurait que les « seraient développables suivant les puissances
de p (théoréme IV, § 2).
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Mais il n'en est pas ainsi; nous venons de voir en effet que pour
p = 0, tous les « sont nuls.

Reprenons les mnotations du § 11, notre équation pourra s'écrire, en
supposant trois degrés de liberté seulement:

0= Ga,p) =

dAa, dAa, dAe, dAa, dAa, dlAa,

s —+I— e”? o~ r ~ ~ A

dda, dda, doa, dom, dim, dow,

dAa, dAa, dAa, dAa, dAa, dAa,

~ ) +1— et Ly e Ly rym—

doa, doa, doa, dda, dia, dim,

AAa, dAa, dlAa, . dAa, dAa, dAa,

doa, s,  ddm, T @5, B, %,

dAa, dAa, dAas,  dAa, P dAg, dAa,

doa, doa, do, dom, ¢ dom, dom,

dAa, dAw, dAa, dAa, (iA(ﬂﬁ_*_ gt dAa,

doa, doa, doa, dom, dom, dia,
dAa, dAa, dAa, dAa, dAa, dAw, FI—oT

doa, doa, dda, do@, dom, dom,

Cela fait, je pose:
a = Ay

Je divise les trois premiéres lignes du déterminant par /u; je divise en-
suite les trois derniéres colonnes par /u (de sorte que le déterminant
lui-méme se trouve finalement divisé par p°).

Je fais ensuite p = o.

J’observe que d’aprés ce que nous avons vu au § 11, Aag,,Aa,, Ag,
sont divisibles par u. Si donc jenvisage le premier élément de la pre-
miére ligne cet élément aprés la division par u s'écrira:

dAa, p—

Vpdéa, Ve

et quand on y fera p = o il deviendra — AT
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De méme le second élément de la 1%° ligne #'écrit:

dAa,
\//Zdaa'z
et il tend vers o avec u.

Ainsi quand on aura fait g = o, les trois premiers éléments des trois
premicres lignes s'annuleront & l'exception des éléments de la diagonale
principale qui deviendront égaux & — AT. '

Considérons maintenant les trois derniers éléments des trois derniéres
lignes; ils s'écriront:

dAa;, | 1 — Ve ou dAg,

Vpdém; Ve Vpdéa;

selon qu'ils appartiennent ou mnon & la diagonale principale. D’aprés
ce que nous avons vu au § 11, A@, est développable suivant les puis-
sances de p, des da, et des 0@, de plus pour g = o, A®, ne dépend

d

%% est divisible par p.

as des ¢@,. On en conclura que ——
P ¢ y-
dom;

Donc quand on fera p = o, les trois derniers éléments des trois
derniéres lignes deviendront égaux a

— AT ouda o

selon qu’ils appartiennent ou non & la diagonale principale.
Considérons maintenant les trois premiers éléments des trois dernieres

. dAa, ,
lignes D’aprés ce que nous avons vu au § II, ol 4 pour #=0:
P ’

doay °
dda; 5 dF,

d(?a,k dwz dlﬂk

Passons enfin aux trois derniers éléments des trois premieres lignes qui

g'écrivent:
dBa;

/,Ld(’)\('ﬁk )

Daprés ce que nous avons vu au § 11, si dans F, on substitue a,,a,,q,,
nt + @, , nt + @&,, nt 4+ @, & la place de 2, #,, %, ¥, Y, Y5, ON VOit
que F, devient une fonction périodique de ¢ de période T' et si I'on appelle
¢ la valeur moyenne de cette fonction périodique, on a pour u = o:
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Aa de
7 dw;’

d’on

dAa; T d*d

/udowk d@; d&j]; ’

Il importe de remarquer que l'on a identiquement:

¢21~F+n2d_+ Iu— = O.
Nous voyons donc que pour g = O on a:
GQAp, 1)
#STC
@ a4 dg
A © © @} da, do, dm,da,
a>¢ a’¢ a’¢
@ — A ° io.da, 1o do,da,
(l25!’ d2¢ d2¢
© © —4 do d, da,dm, das
d*F, P°F, &°F,
T ds T dw,dw,  dw, do, —A © ©
a°F, d°F, d4°F, 5 ) 5
dw,dw, daw; dw, de, o
__a, &F,  &°F, . o ;
dx, da, dw, da, da}

En égalant & o ce déterminant, on a une équation du 6° degré en A
deux de ses racines sont nulles; nous n’en parlerons pas, car elles se
rapportent aux deux solutions particuliéres de forme dégénérescente dont
jal parlé plus haut. Les quatre autres solutions sont distinctes en général.
Il résulte alors du théoréme IV, § 2, que nous pourrons tirer de

I'équation
GV, ) _

STG =0

A (et par conséquent «) sous la forme d'une série développée suivant les
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puissances croissantes de \Jz. J’ajouterai que A peut se développer suivant
les puissances de g et que le développement de o ne contient que des
puissances impaires de (. En effet les racines de I’équation:

Gla, p) =0
doivent étre deux & deux égales et de signe contraire (cf. § 10). Done
o doit changer de signe quand je change i en — /.

Démontrons maintenant que §; et T, peuvent aussi se développer

suivant les puissances de \/u.
S; et T, nous sont donnés en effet par les équations suivantes:"

as; B &7 a*F
@t oS = LT gy T

(2") dT d2F ——sz
a T 0l=—2 s S T2 Gaag, L

Soit §, la valeur initiale de &§; et g celle de T; les valeurs de §; et de
T, pour une valeur quelconque de ¢ pourront d’aprés le théoréme III,
§ 2, se développer suivant les puissances de p, de a, des B, et des fgl.
De plus & cause de la forme linéaire des équations, ces valeurs seront
des fonctions linéaires et homogénes des B, et des f.

Soit, pour employer des notations analogues a celles du § 9, B+ ¢,
la valeur de S, et 5 + ¢; celle de T, pour £ = T. La condition pour
que la solution soit périodique c’est que l'on ait

Sbi = ’)é == O,

Les ¢, et les ¢ sont des fonctions linéaires des 5, et des j;; ces équa-
tions sont donc linéaires par rapport & ces quantités. En général ces
équations n'admettent d’autre solution que

ﬁi = ,le = 0,
de sorte que les équations (2”) n’ont d’autre solution périodique que
S’i - T’i = O,

Mais nous savons que si I'on.choisit ¢ de facon & satisfaire & G(a, u)=o,
les équations (2”) admettent des solutions périodiques autres que S;=T;=o.
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Par conséquent le déterminant des équations linéaires ¢, = ¢ = o est

K2

nul. Nous pourrons donc tirer de ces équations les rapports:

Bi I
a % &

sous la forme de séries développées suivant les puissances de « et de p.

Comme f; reste arbitraire, nous conviendrons de prendre f; = 1 de
telle sorte que la valeur initiale de 77 soit égale a 1. Les f3; et les
fi sont alors développés suivant les puissances de a et de p; mais les
S; et les T; sont comme nous Vavons vn développables suivant les puis-
sances de a, de s, des 3, et des f§ et d’autre part a cst développable
suivant les puissances de \/u.

Done les §, et les T, seront développables suivant les puissances de /.

C. Q. F. D.

On aura en particulier:

Ty=T+ T+ T+ . ...

Comme, d’aprés notre hypothése, £ qui est la valeur initiale de T, doit
étre égale & 1, quel que soit g, on aura pour ¢ = o:

T—1, o=T =T =...=T"=....

Ayant ainsi démontré lexistence de nos séries, nous allons chercher & en
déterminer les coetfticients.
Nous avons:

0 0 9
S = o, Ti:,/i

et:
&= e“(8] 4 Sy + .. ), o= (L7 + Ty + .. ),
(4) a8} s ar;, . - ar;
& _ | @ TVrg e g _ | @ TV T
a = © T :
+a&°+a\/ﬁS}—|—...} + oI} + ayp T} 4 ...

Acte, mathemation. 13, Imprimé le 20 aott 1830, 17
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Nous développerons d'autre part les dérivées secondes de F qui
entrent comme coefficients dans les équations (2) en écrivant:

¢y 0 2 g A4 ‘
W=A1k+/iAik+#Aik+---a

¢F , 2
d,’/zdyk - Bil" + /’tB‘ik + /L Bq'k "!— vees

d*F 0 ) 204
_‘m= w + pCy + p°Cy + ..

ad*F
T dwdy D} + puDy 4 p*Dy + .. ..

Ces développements ne contiennent que des puissances entiéres de p
et ne possedent pas comme les développements (4) des termes dépendants
de .

On observera que:

0 ___ 0 ___ o
w = By = Dy = o,

mo m m o m m __,
Oik = Olm ik — ki) ik _-DZ:

6)

Nous substituons dans les équations (2) les valeurs (4) et (5) & la place
des &, des %, de leurs dérivées et des dérivées secondes de F. Dans les
expressions (4) je suppose que a soit développé suivant les puissances de
Ve, sauf lorsque cette quantité a cntre dans un facteur exponentiel e”.

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables de
yJp et mous obtiendrons ainsi une série d’équations qui permettent de dé-
terminer successivement:

0 1 0 1
a , Oy, 0y ebce S, S, .., T, T,

Je n’éerirai que les premiéres de ces équations obtenues en égalant
successivement les termes tout connus, les termes en Ju, les termes en
p ete.  Je fais d’ailleurs disparaitre le facteur ¢* qui se trouve partout.

Egalons d'abord les termes en /u; il vient:

asi
i + 0,5 = ZLA?LSII» + zk o L s

(7) .
g %13 + TP = zko'i(}:‘sg + ZkD?kTI%’
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Egalons les termes en p,"il vient:

as; N o .
(8) T + a8+ S = Zk(A?kSZ + 43S + By TE + BT, G-
< . ar;
outre trois équations analogues donnant les ek

Si Pon tient compte maintenant des relations (6), les équations (7)
deviennent:

as; ar
TS ‘ﬂ"}‘“ﬂ?g:zk i S

La premiére de ces équations montre que S, S; et S sont des con-

2

i t’ est une constante; mais

comme 7} doit étre une fonction périodique, cette constante doit étre
nulle, de sorte qu'on a:

stantes. Quant & la seconde, clle montre que

(9) alﬂg = 0?18} -+ ?2‘5’% + 1'03 ;;

ce qui établit trois relations entre les trois constantes #;, les trois con-
stantes S} et la quantité inconnue ;.
De son c6té Véquation (8) g'écrira:

ds;

T + 0,8 = sz?/ﬂ?g-

Les By, sont des fonctions périodiques de ¢; développons-les d’aprés la
formule de Founier et soit b, le terine tout connu de Bj. Il viendra:
1 0
aISi = Zkbik%

ou en tenant compte des équations (9), il viendra:
k=3
(10) a} S = Lzlbik(oh 8t -+ G S; + O 8)).

En faisant dans cette équation (10) ¢= 1,2 et 3, nous aurons trois
relations linéaires et homogeénes entre les trois constantes ;. En élimi-
nant ces trois constantes, nous aurons alors une équation du 3™° degré
qui déterminera A.
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Si nous posons pour abréger

— 0 b 0
ey = by O% + 0,03 + 0,50,

1

Péquation due & cette élimination gécrira:

2
€13 — 0y €15 €13
2
(I I) 621 622 —— al 623 == Q,

€ €39 Cy3 — O

Elle peut encore s'écrire:

10 0 0
1 o o 1 12 13
0 ) 0
o — 0y o 21 22 28
0 0 0
o) o —a, o o Cl,
= O.
by by by —o o o
by bsy by 0o — o O
bs bg bss O o —

La détermination de a, est la seule partie du calcul qui présente quelque
difficulté.

Les équations analogues & (7) et & (8) formées en égalant dans les
équations (2) les coefficients des puissances semblables de /i, permettent
ensuite de déterminer sans peine les «, les S et les 77". Nous pouvons
donc énoncer le résultat suivant:

Les exposants caractéristiques o sont développables suivant les puissances
croissantes de (.

Concentrant done toute notre attention sur la détcrmination de «,
nous allons étudier spécialement l'équation (11). Nous devons chercher
d’abord & déterminer les quantités Cj et by.

On a évidemment:
d*H,

diw; dasy,

W
ik T
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et
s _ @°F,
T Ty
ou
fk = ZA'mimk sin w (w=m1y? +meyd+may3+ 1)
et
by = — O Am,m, sin w.

D’aprés les conventions faites dans le paragraphe précédent, la somma-
tion représentée par le signe 2. s'étend & tous les termes, quelles que
soient les valeurs entiéres attribuées & m, , m, et m,. La sommation re-
présentée par le signe S étend seulement aux termes tels que

nymy, = nyin, -+ nym, = O.
Sous le signe S nous avons par conséquent:
w = m,®, + m,@, + h.

Cela nous permet d’écrire

(pour ¢ et k = 2 ou 3).

Si un ou deux des indices i et & sont égaux & 1, by sera défini par la
relation
w0y + 2,0, + 1,0, = O.

Nous allons & l'aide de cette derniére relation, transformer l'équa-
tion (11) de fagon & mettre en évidence l'existence de deux racines nulles
et & réduire I'équation au quatrieme degré.

Je trouve en effet par une simple transformation de déterminant et
en divisant par aof:

17;1 %2 7’53 (] o O

o =—a O byy b o]

o o —a by 0y, o

0 Y0 10 = 0.
013 23 33 — o (0] ",
8l 10 10
Uls 29 32 o —o 7,

10 10 0

11 21 31 0 o n,
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Dans le cas particulier ot l'on n’a plus que deux degrés de liberté, cette
équation g'écrit: '

oo, o o
d?
0 —a d‘_;[; o
2 — O
0 0
12 22 T Wy
0 0
11 21 o ¥y

. ou:
2

o
2,9 __ Y ¥ 9m0 0 20
nog = =% (03 0 — 2m,m, 0}y -+ 0307y,
2

L’expression #;0% — 2n,1,C}, 4 n;C}; ne dépend que de z} et xf ou si
Yon veut de %, et de 7, Quand nous nous serons donné les deux
nombres %, et m, dont le rapport doit étre commensurable, nous pour-
rons regarder %]C5 — 2mn,C}, 4 730}, comme une constante donnée.
ax

dat’

Quand on g'est donné #, et #,, on forme I'équation:

. ds_[)

(12) o, O

Alors le signe de of dépend seulement de celui de

qui est l'équation (7) du paragraphe précédent. Nous avons vu dans
ce paragraphe qu'a chaque racine de cette équation correspond une so-
lution périodique.

Considérons le cas général ou l'équation (12) n’a que des racincs
simples; chacune de ces racines correspond alors &4 un maximum ou & un
minimum de ¢. Mais la fonction ¢ étant périodique présente dans chaque
période au moins un maximum et un minimum et précisément autant

de maxima que de minima.
2

Or pour les valeurs de @, correspondant 4 un minimum, a—j—” est
Wy

positif; pour les valeurs correspondant & un maximum, cette dérivée est
négative.

Donc T'équation (12) aura précisément autant de racines pour les-
quelles cette dérivée sera positive, que de racines pour lesquelles cette
dérivée sera négative, et par conséquent autant de racines pour lesquelles
a; sera positif que de racines pour lesquelles «f sera négatif.
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Cela revient 4 dire qu'il y aura précisément autant de solutions
périodiques stables que de solutions instables, en donnant & ce mot le
méme sens que dans le § 10.

by

Ainsi, & chaque systéme de valeurs de n, et de w,, correspondront au
moins wne Ssolution périodique stable et wune solution périodigue instable et
précisément autant de solutions stables que de solutions instables pourvw que
o soit suffisamment petit.

Je n'examinerai pas ici comment ces résultats s'étendraient au cas
ou l'équation (12) aurait des racines multiples.

Voici comment il faudrait continuer le calcul.

Imaginons que 'on ait déterminé complétement les quantités

Oy By yoney Uy
et les fonctions:
0 m
S‘i?&""’ i)

0 1 m—1
Ti7Tz'7"')T' )

K2

Y

et que lon connaisse les fonctions SP*' et 77 & wune constante prés.
Supposons qu'on se propose ensuite de calculer e,,,, d’achever la dé-
termination des fonctions S™! et T et de déterminer ensuite les fonc-
tions ST et Tt 4 une constante prés.

En égalant les puissances semblables de g dans les équations (4), on

obtient des équations de la forme suivante, analogues aux ‘équations (7)
et (8)

aTytt o
—_ ét + 2,080+ — o, T — g, T? = quantité connue,
I i=1,2,3
( 3) dS?""*'g . (i=1,2,3)
—_ é — + 2, BT — S — g, ., St = quantité connue.

Les deux membres de ces équations (12) sont des fonctions périodiques
de t. Egalons la valeur moyenne de ces deux membres. Si nous dé-
signons par [v] la valeur moyenne d’une fonction périodique guelconque
U, si nous observons que si U est périodique on a

(2] =0,
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si nous rappelons que, 7% étant connu & une constante prés, 7" — [ 1}'] et

:
[Bi(Ty — [T2])]
sont des quantités connues, nous obtiendrons les équations suivantes:

2,00 8] — oy [T1] — 0y I7 = quantité connue,
(14) (i=1,2.9)
2.0 [Tr] — a[SP'] — 0,41 87 = quantité connue.
Ces équations (14) vont mous servir & caleuler a,,, [I7"] et [Si*'] et
par conséquent b achever la détermination des fonctions 77" et Sp*' qui
ne sont encore connues qu'a une constante prés.
Si Von additionne les équations (14) aprés les avoir respectivement
multipliées par

1 1 1 0 0 0
12 ~M22 M3 1> 27T3

on trouve:
22,8t T%a,,., = quantité connue,

ce qui détermine a,,,,.

Si dans les équations (r4) on remplace a,,, par la valeur ainsi
trouvée, on a pour déterminer les six inconnues [T7] et [SP**'] six équa-
tions linéaires dont cing seulement sont indépendantes.

Cela posé, on déterminera [T7] par la condition que [7}'] soit nul
pour ¢ = 0, conformément & L’hypothésc faite plus haut, et les cing équa-
tions (14) vestées indépendantes permettront de calculer les cing autres

inconnues.
?n+1

Les équations (13) nous permettront ensuite de caleuler —7— et

dS?+2 I3 , . . 1\
—;— et par conséquent de déterminer les fonctions T7+' et S7*** & une
constante prés — et ainsi de suite.
§ 13. Solutions asymptotigues.
Soient:
l{’i
(1) %— = X, (i=1,2,...,m)
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n équations différentielles simultanées. Les X sont des fonctions des »
et de t.

Par rapport aux z elles peuvent étre développées en séries de puis-
sances.

Par rapport & ¢, elles sont périodiques de période 27.
Soit:
Ty = Ty, Ly == Lyy o vy X =Ty

une solution particuliére périodique de ces équations. Les ] seront des
fonctions de ¢ périodiques de période 2z. Posons:

A ) =
= @ + &.
11 viendra:

dg:i —~
(2) ar e

Les & scront des fonctions des & et de 7, périodiques par rapport & ¢ et
développées suivant les puissances des &; mais il n'y aura plus de termes
indépendants des &.

Si les & sont trés petits et qu'on néglige leurs carrés, les équations
se réduisent a

a5 _dx,, | X

(3) dt =d.251+5£62++

ax,

da,

E?L )

qui sont les équations aux variations des équations (1).
Elles sont linéaires et & coefficients périodiques. On connait la forme
de leur solution générale, on trouve:

& = Alealt,@u + dre¥ey 4. 4 A, ¢,
&= d ey + dye™en + .+ 4,670,

. . . . . . . . . . . . . . 3

En == Alealt§01n + A28"“‘"t§4‘2n + . + Auewt?u";

les 4 sont des constantes d'intégration, les o des constantes fixes qu'on

appelle exposants caractéristiques, les ¢ des fonctions périodiques de ¢.
Acta mathematica, 13, Imprimé le 1 septembre 1890. 18
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Si alors nous posons:

& = men + Nen + oo T
&= Mg+ Rfn T oo T Db

. . . . . . . . . . . .

g, = D11 -+ a2 + ... + NnPon s

les équations (2) deviendront:

’ d77i
(2 ) at = 4,

ot les H, sont des fonctions de ¢ et des 7 de méme forme que les E.
Nous pourrons d’ailleurs écrire

ll T O [/
(2 %=m+m+m+m+na

H? représente l'ensemble des termes de H, qui sont de degré p par rap-
port aux %.
Quant aux équations (3), elles deviennent:

dy;

(3,) a H = /I8

Cherchons maintenant la forme des solutions générales des équations
(2) et (2).
Je dis que nous devrons trouver:
y, = fonction développée suivant les puissances de 4 e, 4,¢™,...,
A,e dont les coefficients sont des fonctions périodiques de ¢.
n
Nous pouvons écrire alors:

(4) =g b

7 représentant l'ensemble des termes de 7, qui cont de degré p par rap-
port aux 4.
Nous remplacerons les 7, par leurs valeurs dans H} et nous trou-

verons:
HP = Hi? - Her+t e HPT L
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HP? désignant l'ensemble des termes qui sont de degré ¢ par rapport
aux 4.

Nous trouverons alors:

dot R

T = ol 7= 4.¢

dm? . dqf ; . .
W gt — B2, Y= B2y B
dvq

dv_ti‘—‘ ot = H}" + H}Y? + ... 4 HI7" = K,.

Ces équations permettront de calculer successivement par récurrence

2 3
Nis Miservs Yhyueon

. o ol 2 y—1 :

En effet K, ne dépend que des ', *,..., 7. Si nous supposons que
ces quantités aient été préalablement calculées, nous pourrons écrire X,
sous la forme suivante:

Ky = 24P A Afg it iitteiy,

les p étant des entiers positifs dont la somme ecst ¢ et ¢ unc fonction
périodique.
On peut écrire encore:

— 76 =1
¢ _— 206/\ l,
C étant un coefficient généralement imaginaire et y un entier positif ou
négatif. Nous écrirons pour abréger:
3 R —
Ahdd ., AR = A1, af +op .o afp = Zaﬂ,

et il viendra:

dyi 1 = ¥ (0417 Tu)
;ﬁ— — ;7 = i hlf i

Or on peut satisfaire & cette équation en faisant:

OA? 61\"/v':i+faﬁ)

7 — .
7 Z 7\/: -+ Zaﬂ _—
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Il y aurait exception dans le cas o T'on aurait:
rV=1+ Zof—a, = o,

auquel cas il s'introduirait dans les formules des termes en £. Nous ré-
serverons ce cas qui ne se présente pas en général.

Nous devons maintenant traiter la question de la convergence de
ces séries. La seule difficulté provient d’ailleurs comme on va le voir
des diviseurs

(5) rVy—1 -+ Za[;’——- ;.

Cette convergence est une conséquence immédiate des résultats obtenus
dans le § 3 mais je préfére en donner une démonstration directe.
Remplagons les équations (2} par les suivantes:

I - famy — —
(2") 7o = A + HP+ B+ HE
Définissons H?. On voit sans peine que H? est de la forme suivante:

H? = 2077’1;‘;75_?2. Al A

C est une constante quelconque, les B sont des entiers positifs dont la
somme est p,y est un entier positif ou négatif. Nous prendrons alors:

Hr = % | Oy, .y

Les séries ainsi obtenues seront convergentes pourvu que les séries tri-
gonométriques qui définissent les fonctions périodiques dont dépendent
les H convergent absolument et uniformément; or cela aura toujours
lien parce que ces fonctions périodiques sont analytiques. Quant & e,
c'est une constante positive.

On peut tiver des équations (2”) les % sous la forme suivante:

) p= M T AN Ap . . Al

Plusieurs termes pourront d’ailleurs correspondre aux mémes exposants j.
Si on compare avec les séries tirées .de (2) qui s'écrivent:

A gl 4P e
o= Nl_ﬁ__f__ U7y
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voici ce qu'on observe: 1° M est réel positif et plus grand que |N|.
2° II désigne le produit des diviseurs (5) (7 < Zp).

Si donc la série (4”) converge et si aucun des diviseurs (5) nest
plus petit que e, la séric (4') convergera également. Voici donc com-
ment on peut énoncer la condition de convergence.

La série converge:

si I'expression

rV—1 + Xaf — a

ne peut pas devenir plus petite que toute quantité donnée e pour des
valeurs entiéres et positives des S et entiéres (positives ou négatives) de y;
c’est & dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre-
mier les « et +—1, le second les a et ——1, ne contient l'origine;

ou si toutes les quantités a ont leurs parties réelles de méme signe
et si aucune d'elles n'a sa partie réelle nulle.

Que ferons-nous alors §'il n'en est pas ainsi.

Supposons par exemple que 4 des quantités a aient leur partie réelle
positive, et que # —£%& aient leur partie réelle négative ou nulle. 11
arrivera alors que la série (4') restera convergente si on y annule les
constantes 4 qui correspoundent & un o« dont la partie réelle est négative
ou nulle, de sorte que ces séries ne nous donneront plus la solution gé-
nérale des équations proposées, mais une solution contenant seulement %
constantes arbitraires.

Si on suppose que les équations données rentrent dans les équations
de la dynamique, nous avons vu que 7 est pair et que les a sont deux
& deux égaux et de signe contraire.

Alors si & d’entre eux ont leur partie réelle positive, ¥ auront leur
partie réelle négative et n-— 2k auront leur partie réelle nulle. En
prenant d’'abord les a qui ont leur partie réelle positive, on obtiendra
une solution particuliére contenant % constantes arbitraires; on en ob-
tiendra une seconde en prenant les « qui ont leur partie réelle négative.

Dans le cas ol aucun des a n’a sa partic réelle nulle et en par-
ticulier si tous les a sont réels, on a d’ailleurs:
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Nous allons nous placer maintenant dans un cas trés particulier.
Supposons d’abord # = 2, de telle fagon que les équations (1) se réduisent a:

dz, . dw,
d'_t'- —_— Xl’ ﬁ _— .X2u

Supposons de plus que

, ‘ aX, , dX,
6) 7o T = ©

La situation du systéme dépend alors des trois quantités x , x, et ¢; on
peut donc la représenter par la position d'un point dans l'espace; voici
quel mode de représentation on peut adopter pour fixer les idées:

Les coordonnées rectangulaires du point représentatif seront:

e cost, ensint et =,
De cette fagon

1°. & tout systéme de valeurs des trois quantités x,,, et ¢ corres-
pondra un point de l'espace;

2°% & tout point de l'espace correspondra un seul systéme de va-
leurs des quantités =, , »,, cos?¢, sinf, et par conséquent une seule situa-
tion du systéme si lon ne considére pas comine distinctes deux situations
qui ne différent que parce que ¢ a augmenté d'un certain nombre de
périodes 27; :

3% si lon fait varier £, (v, et @, restant constants) le point re-
présentatif décrit une circonférence;

4° & la condition #, = », =0 correspond le cercle z=o0, 4?4-y’=1;

5°% & la condition %, == — oo correspond l'axe des z.

A toute solution des équations (1) correspondra une courbe décrite
par le point représentatif. Si la solution est périodique, cette courbe
est fermée.

Considérons donc une courbe fermée C correspondant & une solution
périodique.

Formons les équations (2), (3), (2') et (3') relatives & cette solution
périodique et imaginons que l'on calcule les guantités a correspondantes.

Ces quantités sont au nombre de deux, et en vertu de la relation
(6) elles sont égales et de signe contraire.
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Deux cas peuvent se présenter: ou bien leur carré est négatif et la
solution périodique est stable; ou bien leur carré est positif et la solu-
tion est instable.

Plagons-nous dans ce dernier cas et appelons + o et — a les deux
valeurs de l'exposant «; nous pourrons supposer alors que a est réel
positif.

Cela posé, les séries (4') seront développées suivant les puissances
croissantes de Ae” et de Be™; mais elles ne seront pas convergentes si
A et B y entrent & la fois; elles le deviendront au contraire, si 'on y
fait soit 4 = o, soit B = o,

Faisons d'abord A4 = o; alors les » seront développés suivant les
puissances de Be™*; si donc ¢ croit indéfiniment, 7, et %, tendent simul-
tanément vers o. Les solutions correspondantes peuvent sappeler solu-
tions asymptotiques; car pour ¢ == -+ o0, les % et par conséquent les &
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche
asymptotiquement de la solution périodique considérée.

Si on fait de méme B = o, les 5 sont développés suivant les puis-
sances de Ae*; ils tendent donc vers o quand ¢ tend vers —oco. Ce
sont donc encore des solutions asymptotiques.

Il y a donec deux séries de solutions asymptotiques, la premiére
correspondant & ¢ = -+ co, la seconde & #==— co. Chacune d’elles
contient une constante arbitraire, la premiére B, la seconde A.

A chacune de ces séries de solutions agymptotiques correspondra une
série de courbes se rapprochant asymptotiquement de la courbe fermée
C et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L’ensemble de ces
courbes asymptotiques formera une surface asymptotigae. Il y aura deux
surfaces asymptotiques, la premiere correspondant & ¢ == -4~ o, la seconde
a t=—co0. Ces deux surfaces iront passer par la courbe fermée C.

Supposons que dans les équations (1) les X dépendent d’un para-
métre p et que les fonctions X soient développables suivant les puissances
de ce paramétre.

Imaginons que pour p=o0, les exposants caractéristiques a soient
tous distincts de telle facon que ces exposants, étant définis par 1'équa-
tion G{a, p) = o du paragraphe précédent, soient eux-mémes dévelop-
pables suivant les puissances de p.

Supposons enfin qu'on ait, ainsi que nous venons de le dire, annulé



144 H. Poincaré. $ 18,

toutes les constantes 4 qui- correspondent a un « dont la partie réelle
est négative ou nulle.

Les séries (4') qui définissent les quantités », dépendent alors de u.
Je me propose d'établir que ces séries peuvent étre développées, non
seulement suivant les puissances des A4,e*’, mais encore suivant les puis-
gances de u.

Considérons l'inverse de 1'un des diviseurs (5)

(ry—1 + Zaﬂ — a7

Je dis que cette expression peut étre développée suivant les puissances de p.

Soient @, , @,, ..., @ les %k exposants caractéristiques dont la partie
réelle est positive et que nous sommes convenus de conserver. Chacun
d’eux est développable suivant les puissances de p. Soit of la valeur de
a, pour p == O; nous pourrons prendre g, assez petit pour que a, différe
aussi peu que nous voudrons de o quand |p| < p,. Soit alors 7 une
quantité positive plus petite que la plus petite des parties réelles des %
quantités of, o3, ..., ap; nous pourrons prendre g assez petit pour que,
quand |p| < p,, les k& exposants a,, a,, ..., @ ait leur partie réelle plus
grande que h.

La partie réelle de ;1 + Zaf — a; sera alors plus grande que
k (si B, > o), de sorte quon aura: -

V=1 + Zaf —a;| > I.

Aingi s | u| < p,, la fonction
(ry—1+ Zaf— o)
reste uniforme, continue, finie et plus petite en valeur absolue que III

Nous en conclurons d’aprés un théoréme bien connu que cette fonc-
tion est développable suivant les puissances de p et que les coefficients
du développement sont plus petits en valeur absolue que ceux du dé-

veloppement de
I

h(I—ﬁ>
I

Il est & remarquer que les nombres % et g, sont indépendants des entiers
g et .
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Il y aurait exception dans le cas ou fj, serait nul. La partie réelle
du diviseur (5) pourrait alors étre plus petite que A et méme étre né-
gative. Elle est égal en effet & la partie réelle de 2af qui est positive,
moins la partie réelle de o, qui est également positive et qui peut étre
plus grande que celle de 2af, si B, est nul

Supposons que la partie réelle de a; reste plus petite qu'un certain
nombre %, tant que |u| <p,. Alors si

() Tp>lqs

la partie réelle de (5) est certainement plus grande que h; il ne peut
done y avoir de difficulté que pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels
Vinégalité (7) n’a pas lieu.
Supposons maintenant que la partie imaginaire des quantités a,, a,,
., o reste constamment plus petite en valeur absolue qu'un certain
nombre positif 7,; si Ton a alors:

(8) : 7> B2+ 1

la partie imaginaire de (5) et par conséquent son module sera encore
plus grand que %; de telle sorte quil ne peut y avoir de difficulté” que
pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels aucune des inégalités (7) et
(8) n'a lieu. Mais ces diviseurs qui ne satisfont & aucune de ces inégalités
sont en nombre fini.

D'aprés une hypothése que nous avons faite plus haut, aucun d'eux
ne gannule pour les valeurs de g que nous considérons; nous pouvons
donc prendre % et p, assez petits pour que la valeur absolue de l'un
quelconque d’entre eux reste plus grand que & quand |z| reste plus
petit que g,.

Alors TI'inverse d’'un diviseur (5) quelconque est développable suivant
les puissances de p et les coefficients du développement sont plus petits
en valeur absolue que ceux de

Nous avons écrit plus haut:

« B G —
H = 2077'{"//;’* NN AR
Acta mathematicn, 13. Imprimé le 15 septembre 1590, 19
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D’aprés nos hypothéses, C peut étre développé suivant les puissances de
p de telle sorte que je puis poser:

O = ZE/LZ, H{' == ZE/f??f‘Y/gz v Wi"eﬂ‘/:l‘

Reprenons maintenant les équations (2") en y faisant:

g = 7z,<1 —/%) R

B=X | By ..ope.

Les seconds membres des équations (2”) seront alors des séries conver-
gentes ordonnées selon les puissances de p, de 7,,%,,... et 7,.

On en tirera les 7 sous la forme de séries (4”) convergentes et or-
données suivant les puissances de pu, 4™, 4d,¢™, ..., 4™,

Des équations (2’) nous tirerions d’autre part les », sous la forme
de séries (4') ordonnées suivant les puissances de p, 4%, 4,¢%,...,
e, 7, e, Chacun des termes de (4') est plus petit en valeur
absolue que le terme correspondant de (4”) et comme les séries (4")
convergent, il en sera de méme des séries (4).

§ 14. Solations asymptotiques des équations de la dynamigue.
Reprenons les équations (1) du § 11

(I) d—ﬁ’:ﬂﬂ, %z ——@ (@=1,2, .., 8)
dé dy; dt da;
et les hypothéses faites & leur sujet au début de ce § 11.

Nous avons vu dans ce § 11 que ces équations admettent des solu-
tions périodiques et mous pouvons en conclure que pourva que l'un-des
exposants caractéristiques « correspondants soit réel, ces équations ad-
mettront aussi des solutions asymptotiques.

A la fin du paragraphe précédent, nous avons envisagé le cas ou
dans les équations (1) dudit § 13, les seconds membres X; sont dévelop-
pables suivant les puissances de g, mais ou les exposants caractéristiques
restent distincts les uns des auntres pour g = o.
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Dans le cas des équations qui vont maintenant nous occuper, c’est
dire des équations (1) des §§ 11 et 14, les seconds membres sont encore
développables selon les puissances de p; mais tous les exposants carac-
téristiques sont nuls pour p = o.

Il en résulte un grand nombre de différences importantes.

En premier lien les exposants caractéristiques a« ne sont pas dé-
veloppables suivant les puissances de p, mais suivant celles de o (cf.
§ 12). De méme les fonctions que j'ai appelées ¢, au début du § 13
(et qui, dans le cas particulier des équations de la dynamique qui nous
occupe ici, me sont autres que les fonctions S, et T, du § 12) sont dé-
veloppables, non suivant les puissances de g, mais suivant les puissances
de /.

Alors dans les équations (2) du § 13:
an_y

dé

le second membre H, est développé suivant les puissances des y, de ¢"7,
e et de u (et non pas de p).
On en tirera les 7, sous la forme des séries obtenues au paragraphe

précédent
Z APAG A
— M 7 [Zag+v3]

et N et LI seront développés suivant les puissances de .
Un certain nombre de questions se pose alors naturellement:
1°. Nous savons que N et II sont développables suivant les puis-

sances de (jz; en estil de méme du quotient %?

2% S'il en est ainsi, il existe des séries ordonnées suivant les puis-
sances de \ju, des 4,¢, de "7 et de ¢~ qui satisfont formellement aux
équations proposées; ces séries sont-elles convergentes?

3% Si elles ne sont pas convergentes, quel parti peut on en tirer
pour le calcul des solutions asymptotiques.

Je me propose de démontrer que l'on peut développer %T suivant

les puissances de (. et que par conséquent il existe des séries ordonnées
suivant les puissances de \fu, des 4™, de ¢'= et de ¢~ qui satisfont
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formellement aux équations (1). On pourrait en douter; en effet II est
le produit d’un certain nombre des diviseurs (5) du paragraphe précédent.
Tous ces diviseurs sont développables suivant les puissances de ; mais
quelques-uns d’entre eux, ceux pour lesquels y est nul, s'annulent avec
yz- 11 peut donc arriver que Il 'annule avec 4 et contienne en facteur
une certaine puissance de jz. Si alors N ne contenait pas cette méme

puissance en facteur, le guotient g se développerait encore selon les puis-

sances croissantes de j, mais le développement commencerait par des
puissances négatives.

Je dis qu’il n’en est pas ainsi et que le développement de %I ne

contient que des puissances positives de /.
Voyons par quel mécanisme ces puissances négatives de (. disparais-

sent. Posons:
A6 = w,

et considérons les x et les y comme des fonctions des variables ¢ et w.

Il importe avant daller plus loin de faire la remarque suivante:
parmi les 27 exposants caractéristiques a«, deux sont nuls et les autres
sont deux & deux égaux et de signe contraire. Nous ne conserverons
que #— 1 au plus de ces exposants en convenant de regarder comme
nuls les coefficients 4, et les variables w, qui correspondent aux # - 1
exposants rejetés. Nous ne conserverons que ceux de ces exposants dont
la partie réelle est positive.

Cela posé, les équations (1) deviennent:

d‘vi N dwi . dF

(2) 7Tl = g
a dy; dy, _ dF

(o) ET+ZLQLWLM~_dw,

Cherchons, en partant de ces équations, & développer les ; et les y,—n,¢
suivant les puissances croissantes de (j, et des w de telle facon que les
coefficients soient des fonctions périodiques de #.

Nous pouvons écrire:

z
o = o+ odp .= 2oy’
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car nous avons vu au § 12 comment on peut développer les exposants
caractéristiques suivant les puissances de /u.
Eecrivons d’autre part:

il
ry= o) alyp 4 .o= 2l

2
pi—nt = + yiyp o= Zypd,

les o7 et les y? étant des fonctions de ¢ et des w, périodiques par rapport
a t et développables suivant les puissances de w.

Si dans les équations (2) et (3) nous substituons ces valeurs a la
place de a;, des =z, et des y;; les deux membres de ces équations seront

développés suivant les puissances de /.
ptl
Egalons dans les deux membres des équations (2) les coefficients de pn * ,
z
et dans les deux membres des équations (3) les coefficients de 4’ nous

obtiendrons les équations suivantes:

duttt dai _ 7
dt +Z oyt "d +Zk d./z CZUL ’
“ dy? dy? ™ ary,
yz Vi o
w = - —_ 1
- Z %t dw ‘ZL day day s

ot Z¢ et T7 ne dépendent que de
0 1 -1
By Biy ooy @,
—2
yz?JtJ""Jp

Convenons, comme nous l'avons fait plus haut, de représenter par [U]
la valeur moyenne de U, si U est une fonction périodique de ¢.
Des équations (4) nous pourrons alors déduire les suivantes:

zkaiwkdd[i] = "]+z[ > ”_l],
> ato,

) -y )
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Supposons maintenant qu’un calcul préalable nous ait fait connaitre:
o] 1 p—1
Xy Dy g eney &y 9“?‘“[%?]7
0,1 — —1 —1
YisYis o 075907 — [y ]

Les équations (5) vont nous permettre de calculer [+7] et [y~'] et par
conséquent #7 et y7~'. Les équations (4) nous permettront ensuite de

déterminer
aftt— [2lt] et y? — [9t],

de sorte que ce procédé nous fournira par récurrence tous les coefficients
des développements de z; et de y,.

La seule difficulté est la détermination de [xl] et [y7™'] par les
équations (5).

Les fonctions [27] et [y7~'] sont développées suivant les puissances
croissantes des w et mnous allons calculer les divers termes de ces dé-
veloppements en commengant par les termes du degré le moins élevé.

Pour cela nous allons reprendre les notations du § 12, cest & dire
que nous allons poser:

L dr I, — " ot [szl]___b

da] dz;, .

dy; dyy

(pour les valeurs nulles de w).
Si alors nous appelons & et y, les coefficients de

wiws? . .. Wt

dans [#7] et [y2~'], nous aurons pour déterminer ces coefficients les équa-
tions suivantes:

(6) zkbz‘k"?k — 88 =X,
ZI»O’&EL'——“ 8771 = ‘ui.

Dans ces équations (6) A et p; sont des quantités connues, parce qu'elles
ne dépendent que de

0 1 —1 Y4
Xy Lhy e, BT, af — [af],

0 1 2 P—2 p—1 —1
Yo Yss oo Y5 s Yi _'[?/f]
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ou des termes de [#f] et [¢F~'] dont le degré par rapport aux w est plus
petit que:
My 4 My oo 0y, .

De plus nous avons posé pour abréger

S = mya; 4 myay ...+ W,_jar_;.

Nous avons donc pour le calcul des coefficients & et ; un systéme d’équa-
tions linéaires. Il ne pourrait y avoir de difficulté que si le déterminant
de ces équations était nul; or ce déterminant est égal a:

2 2 2 2 2 1 2
S[8" — ()I[S" — ()] ... [8° — (30)").
Il ne pourrait s'annuler que pour:
IS’ == O, S = + C(};,
d’est & dire pour
my, +my, 4+ ... 4 m, , =0 ou I
On ne pourrait done rencontrer de difficulté que dans le calcul des termes
du degré o ou 1 par rapport aux w.

Mais nous n’avons pas & revenir sur le calcul de ces termes; en effet
nous avons appris & calculer les termes indépendants des w dans le § 11
et les coefficients de

w17w27 "'7wn—1
dans le § 12.

Les termes indépendants des w ne sont en effet autre chose que les

séries (8) du § 11 et les coefficients de

Wy y Wyyeony Wy

ne sont autre chose que les séries §; et 7; du § 12.

Il me reste & dire un mot des premiéres approximations.

Nous donnerons aux #; des valeurs constantes qui ne sont autres
que celles que nous avons désignées ainsi au § 11.

Nous aurons alors les équations suivantes:

dy; L ds . chh dy3 d*F,
a9 a +z de ——z

& dueg d,b
qucz da; __dF,
+ z L dlUL dy,:‘ )

(7)
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Dans F, qui ne dépend que des z;, ces quantités doivent étre remplaces
par #{. Dans F, les x; sont remplacés par z et les y;, par #¢. F,
devient alors-une fonction périodique de ¢ dont la période est 7. Nous
désignerons par ¢ comme dans les §§ 11 et 12 la valeur moyenne de
cette fonction périodique F,; ¢ est alors une fonction périodique et de
période 2z par rapport aux y;.

Les deux premiéres équations (7) montrent que les y? et les ;7 ne
dépendent que des w. En égalant dans les deux derniéres équations (7)
les valeurs moyennes des deux membres, il vient:

dyq
1 K3 0 .1
> a} g = 20,

ZO(},-‘wk dawy = dyg .

Ces équations (8) doivent servir & déterminer les yi et les z; en fone-

tions des w. Peut-on satisfaire & ces équations en substituant a la place

des yi et des z; des séries développées suivant les puissances des w?
Pour nous en rendre compte envisageons les équations différentielles

(8)

suivantes:
ol
o = LOhai,
(9)
de} . d¢
@y

Ces équations différentielles ol les fonctions inconnues sont les y; et les
z;, admettront une solution périodique

0 —
% = O, Y; = Wy,

@; étant la quantité désignée ainsi au § 11.

Les exposants caractéristiques relatifs & cette solution périodique sont
précisément les quantités ;. Parmi ces quantités nous sommes convenus
de ne conserver que celles dont la partie réelle est positive. Les équa-
tions (9) admettent un systéme de solutions asymptotiques et il est aisé
de voir que ces solutions se présentent sous la forme de séries développées
suivant les puissances des w. Ces séries satisferont alors aux équations
(8). Ces équations peuvent donc étre résolues.
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Les x} et les g étant ainsi déterminés, le reste du calcul ne présente
plus comme nous I'avons vu aucune difficulté. Il existe donc des séries
ordonnées suivant les puissances de Ju, des w et de e¢*¥= et qui satisfont
formellement aux équations (1).

Cela prouve que le développement de ﬁl\[ ne débute jamais par une

puissance négative de \/u.
Malheureusement les séries ainsi obtenues ne sont pas convergentes.

Soit en effet:
I

V—17r+ Za;?——ai.

Si y n'est pas nul, cette expression est développable suivant les puissances
de \ju; mais le rayon de convergence de la série ainsi obtenue tend vers

o quand - tend vers o.

g
Si donc on développe les diverses quantités i suivant les puissances

de \x on pourra toujours parmi ces quantités, en trouver une infinité
our lesquelles le rayon de convergence du développement est aussi petit
P p
qu'on le veut.
On pourrait encore espérer, quelque invraisemblable que cela puisse
’ q
paraitre, qu'il n'en est pas de méme pour les développements des diverses

o N . . ) . -
quantités [} Mais nous verrons dans la suite d'une fagon rigoureuse qu'il

n'est pas ainsi en général; il faut donc renoncer & ce faible espoir et
conclure que les séries que nous venons de former sont divergentes.
Mais quoiqu’elles soient divergentes ne peut-on en tirer quelque parti?
,Considérons d'abord la série suivante qui est plus simple que celles
que MOUS aVOns en vue
we
Fw, p) = Z

2l 4 np )
Cette série converge uniformément quand s reste positif et que w reste

plus petit en valeur absolue qu'un certain nombre positif w, plus petit
que 1. De méme la série:

I dPF(w, ) nP—lyn
l_gi d//.?’—*—iz(r+n/_;)_?’

converge uniformément.
Acta mathemation, 13. Imprimé le 18 septembre 1890, 20
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Si maintenant T'on cherche & développer F(w, p) suivant les puis-
sances de g, la série & laquelle on est conduit

(10) 2w (— n)f

ne converge pas. Si dans cette série on néglige tous les termes olt I'ex-
posant de g est supérieur &4 p, on obtient une certaine fonction

Dy (w , p).
Il est aisé de voir que l'expression:

Flw, ) — Op(w, )

e

tend vers o quand p tend vers o par valeurs positives, de sorte que la
série (10) représente asymptotiquement la fonction F(w,p) pour les
petites valeurs de g de la méme maniére que la série de STIRLING repré-
sente asymptotiquement la fonction eulérienne pour les grandes valeurs de .
Les séries divergentes que nous avons appris & former dans le présent
paragraphe sont tout & fait analogues & la série (10).
Considérons en effet 1'une des séries:

(10%) z —%wa’wﬁ?. WP T = (e, 10,00, , o, Wy 1)

N
(Zp<ﬁ> _aw
NN >

ces séries sont uniformément convergentes pourvu que les w restent in-

b

férieurs en valeur absolue & certaines limites et que (/. reste réel.

et

2whwd . L whe T

. , N . . - (e
Si Ton développe o suivant les puissances de \j, les séries (10')

sont divergentes ainsi que mnous Vavons dit. Supposons qu'on néglige
dans le développement les termes ol I'exposant de \/x est supérieur a p,
on obtiendra une certaine fonction

Dp(Vlt s Wy 5 Wy s o vy Wy, £)

. ’ . - - .
qui sera développable suivant les puissances des w, de €™~ et qui sera
un polyndéme de degré p en .
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On voit alors que 'expression .

F— 0,
Vi

tend vers o quand g tend vers o pas valeurs positives, et cela quelque
grand que soit p.
En effet si 'on désigne par H, I'ensemble des termes du développe-

ment de g ott Texposant de /. est au plus égal & p, on a:

E_\/TT% - Z :/;:p <fl¥— Hp>wf‘ wh .. wie T
et la série du second membre est uniformément convergente et tous ses
termes tendent vers o quand g tend vers o.

On peut done dire que les séries que nous avons obtenues dans le
présent § 14 représentent les solutions asymptotiques pour les petites
valeurs de g de la méme maniére que la série de STIRLING représente
les fonctions eulériennes.

On sen rendra d’ailleurs mieux compte de la maniére suivante;
supposons deux degrés de liberté seulement pour fixer les idées; alors
nous ne conserverons plus qu'une seule des quantités w et nous pourrons
écrire nos équations sous la forme suivante: '

da; de; dF diy; dy; ar

d_tl+ awfl_zi:c_l}fi’ d—;”-{—azvd'z/;:——ﬁ

en supprimant les indices d'a et de w devenus inutiles.

Nous savons qu'a est développable suivant les puissances impaires
de u et par conséquent «® suivant les puissances de p; inversement p
est développable suivant les puissances de a”; nous pouvons remplacer s
par ce développement de sorte que F' sera développé suivant les puis-
sances de a’. Pour « = o, F' se réduit & F, qui ne dépend que de ,
et de =,.

Soit:

m=g(t) = ()

la solution périodique qui nous sert de point de départ. Posons, comme
au § 12

¥ = %(t) + &, Y; == sz(t) + 9
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nos équations deviendront:

dé&; ’ dé; — d77z' fl??i__
(II) - Et——l—aw—cm-—ui, E——{—awdhw—fﬂ.

Z; et H; sont développés suivant les puissances des &, des 7; et de a?;
et les coefficients sont des fonctions périodiques de .

CZF s ~— .
Pour « = o, a, et par conséquent F; s'annulent; donc £ est di-
%

visible par o’ et je puis poser:

«’X; représentant l'ensemble des termes du premier degré par rapport aux

£ et aux %, et a’X] représentant 'ensemble des termes de degré supérieur.

i . ;
De méme, quand « est nul, :717 et par conséquent H; ne dépendent
&3

plus que des & et non des 7,.
Je puis donc poser:

=Y, + ¥, + o’Q;, + o*Q,

Y; -+ a’Q, représentant I’ensemble des termes du premier degré par rapport
aux & et %, pendant que XY; -+ «’Q; représentent I'ensemble des termes’
de degré supérieur au premier. Je suppose en outre que ¥, et Y ne
dépendent que de & et de &,.

Posons

& = af, €, = al,
Y, deviendra divisible par « et ¥; par «® de sorte que je pourral poser:
Vit Q= aZi, T+ aQ = o'Z
et que nos équations deviendront:

ag a& /
EZ"‘I‘“W%— aX; + aXi,

(12)

do; dp; _ .
Et——{— aw = - = aZ; + oa’Z,.
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Considérons les équations:

as .
( ) Et— == O(.X,;,
13

Ipi _

;17 = aZi.

Ces équations sont linéaires par rapport aux inconnues & et . Elles
ne différent pas des équations (2) du § 12, sinon parce que & et &, y
sont remplacés par af, et «f,. D’aprés ce que nous avons vu au § 12,
I'équation qui définit les exposants caractéristiques adimet 4 rucines, 1'une
égale & -+ «, lautre & — « et les deux autres a o.

A la premiére racine, c’est & dire & la racine - a, correspondra une
solution des équations (2) du § 12 que nous avons appris & former dans
ce § 12 et que nous avons écrite ainsi:

& = ¢85, 7 = ¢“T}.
Je rappelle que S} est nul et par conséquent que S; est divisible par a.
A la seconde racine — a correspondra de méme une autre solution
des équations (2) et nous l'écrirons:

—ul — 0
& = 7“5, 7 = ¢ “I;.

Enfin aux deux racines o, correspondront deux solutions des équations
(2) que nous écrirons:

Ei = zfla N = qu'7
= S b atS, = T+ ally.

T;, Iy, 17", Si, Si, S;” sout des fonctions périodiques de ¢, comme S; et T}
De plus §;, S;', S;” seront comme S; divisibles par a.
Posons alors:

ol = 8,0, + S0, + 88, + S'6,,
al = 8,0, + 88, + Sy0, + Sy6,,
g = T.0, + T:6, + 170, + 16,
m = 1,0, + To0, + T50; + 146,
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Les fonctions 6; ainsi définies joueront un réle analogue & celul des fone-
tions #; du § 13. Les équations (12) deviennent alors

de,

ds, _ dg, ad, —
d_t+aw%_a01 = af,, c—it_+awd_w+ al, = a0,

(14) de, de ag ag
Eif+“l”(i75=“‘94 4 ab,. m‘—"‘—-}—azvﬁ:a@y
0,, 6,, 0, et 0, sont des fonctions développées suivant les puissances de
0,,0,,0,,0, et a dont tous les termes sont du 2% degré au moins par
rapport aux §, et dont les coefficients sont des fonctions périodiques de
t. De plus les 4 doivent étre des fonctions périodiques de ¢ et les termes
du 1% degré en w dans 6,,46,, d, et ¢, doivent se réduire a w, 0,0 eto.
Ces équations (14) sont analogues aux équations (2) du § 13.
Cela posé, soit @ une fonction qui, de méme que 6,, 6,, 0, et 6,,
soit développée suivant les puissances de 4,,6,,6,,6,, de a, "= et ¢
et qui soit telle que chacun de ses coefficients soit réel positif et plus
grand en valeur absolue que le coefficient du terme correspondant dans
6,,0,, 0, et 0,; tous les termes de @ seront d’ailleurs, comme ceux
des 0,, du second degré au moins par rapport aux 4.
Observons que le nombre

Wl

a

(o n est entier positif, négatif ou nul, et ot p est entier positif et au
moins égal & 1) est toujours plus grand en valeur absolue que 1, quels
que soient d’ailleurs #, p et a.

Formons alors les équations:

1s) O,=w+ 0, 6,=0, 6,=0,+0, 6,=0

qui sont analogues aux équations (2”) du § 13.

Des équations (14) on peut tirer les ¢ sous la forme de séries or-
données suivant les puissances de w et de e*"= et qui sont analogues
aux séries (4') du § 13. Des équations (15) on peut tirer les 6 sous la
forme de séries ordonnées suivant les puissances des mémes variables et
analogues aux séries (4’) du § 13. Chacun des termes de ces derniéres
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séries est positif et plus grand en valeur absolue que le terme corres-
pondant des premiéres séries; si donc elles convergent, il en est de méme
des séries tirées des équations (14).

Or il est aisé de voir que l'on peut trouver un nombre w, indé-
pendant de «, tel que si |w| < w,, les séries tirées de (15) convergent.

Il en résulte que les séries ordonnées suivant les puissances de w
et tirées de (14) convergent uniformément quelque petit que soit « et par
conséquent quelque petit que soit g, ainsi que je I'ai annoncé plus haut.

Nous possédons maintenant les 6 sous la forme de séries ordonnées
suivant les puissances de w et de e**'=; les coefficients sont des fonctions
connues de a. Si*on développe chacun de ces coefficients suivant les
puissances de a, on obtiendra les @ développés suivant les puissances de
a. Les séries ainsi obtenues sont divergentes, comme nous Vavons vu
plus haut; soient néanmoins:

(16) ﬁz:ﬁz_[“aﬁzl""a?ﬁf-l‘..—]—a”ﬂf_{_‘
ces séries.
Posons:
‘H-1=01+017 Hg=@2'—'02) H3=93+04, H4=@4.
Posons:
(17) O, = 00 + aft + o’} + ...+ O +

en égalant 6; aux p -} 1 premiers termes de la série (16) plus un terme
complementaire ofu;.

Si dans H; on remplace les 6, par leurs développements (17), les
H; peuvent se développer suivant les puissances de « et on peut écrire:

H; = 6] + a6; + ’6; + ... + 707" 4 ' U,

les @ étant indépendants de « pendant que U; est développable suivant
les puissances de «.
On aura alors les équations:

a sk

ae; 0
H_~o, d7+w

(18) dw %7
I

dé; as a6t L -
TP =% - g teTg =0
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et enguite:

‘ du; dug aer
(19) m—'-l—awm +C(Z0(lw = C{T];;.

Voici quclle est la forme de la fonction Uj; les quantités 6 peuvent étre
regardées comme des fonctions connues de ¢t et de w, définies par les
équations (18) et par l'¢quation (20) que j’écrirai plus loin; pendant que
les 2, restent les fonctions inconnues. Alors U, est une fonction développée
suivant les puissances de w, de e**~, de « et des . De plus tout
terme du ¢° degré par rapport aux u; est au moins du degré p(g — 1)
par rapport a a. '

Soit U ce que devient U; quand on y annule a et les #;; on aura:

(20) Wil _ oy

dw
Je puis ensuite, en posan’r:

dg?

U = Ui_wdw

puis:
V, = U, —u,, V, = Uy 4+ u,, V, = U; — u,, V, = U,

mettre les équations (19) sous la forme:

du du du du
(—1—t~‘+awzh—v‘—au-l =aV, dt*+awd—w’+au2=an,
(21)
du, duw., - du, du,
~ L Dy ¥l — o7
@ Ty =al,  Etargi=a

On voit alors que les V; ne contiennent que des termes du 2¢ degré au
moins par rapport & w et aux .

En effet les 4, sont divisibles par w et se réduisent 4 w ou & o
quand on y supprime les termes de degré supérieur au premier en w.
Il en résulte d’abord que 67 est divisible par w’. D’autre part le second
membre de I'équation (17) ne contiendra que des termes du 1 degré au
moins par rapport 4 w et 1. Donc @ ne contient que des termes du
28 degré au moins par rapport & w et aux u;. Il en résulte que les
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seuls termes du 1* degré qui peuvent subsister dans U, U,, U, et U,
se réduisent respectivement & u, , —u,, %, et o. '

. aer ; .
Drailleurs wﬁ est divisible par «?®; donc les T7 ne contiennent que

des termes du 2¢ degré au moins.

C. Q F. D.

Des équations (21) on peut tirer les #; sous la forme de séries dé-
veloppées suivant les puissances de w et de e*"=., Kn appliquant & ces
équations le méme raisonnement gu'aux équations (14) on peut démontrer
que ces séries convergent quand |w|<w, et que la convergence reste
uniforme quelque petit que soit a.

Il en est de méme pour les séries qui représentent %{, gl::

Il résulte de 1l qu'on peuat assigner une limite supérieure indé-
y T d;

dw ’ dw?

Mais je veux démontrer maintenant que cela a encore lien pour
toutes les valeurs positives de .

Reprenons les équations:

pendante de o, & wu,, etc., pourva que |w| < w,.

du; , da; .

E—l—au 5

dw

U, peut étre regardée comme une série développée suivant les puissances
de a et des u, et dont les coefficients sont des fonctions de ¢ et de .
Je dis que cette série reste convergente quels que solent ¢ et w pourvu
que « et les u; soient assez petits, En effet elle ne pourrait cesser de
converger que si la fonction:

Fla,, oy, 9,5 9,)

cessait d’étre développable suivant les puissances de «, des v, et des v}
quand on y remplace x; par:

z) 4 axy 4 afel 4o 4 Tl e Pty
et y; par:
nt + 3 + ayi A @i .+ oyt o+ ofe,

zcta mathematicn. 18, Imprimé le 28 septembre 1890, 21



162 H. Poinecaré. § 14

ou, ce qui revient au méme, si la fonction F pour une valeur quelconque
de ¢ ou de w (c’est & dire pour un systéme quelconque de valeurs de ¢,
de y) et de ) cessit d’étre développable suivant les puissances de
— 2, et de y;, — n,t —yg). Or il est manifeste qu'il n'en est pas ainsi.
Je puis donc toujours trouver une fonction @ développée suivant
les puissances de a et des u;, mals dont les coefficients sont des constantes
au lieu d’étre fonctions de ¢ et de w comme ceux de Uj; et de plus
m'arranger de telle sorte que le coefficient d'un terme quelconque de @
soit réel positif et plus grand en valeur absolue que le coefficient cor-
regpondant de U; (i= 1,2, 3,4), au moins pour les valeurs de ¢ et
de w que jaurai & considérer.
J’ajouteral que, d'aprés la forme particuliere des fonctions Uj, je
puis trouver deux nombres réels positifs M et § tels que la fonction @

r,

t

sutisfasse & la condition que je viens d'énoncer si je prends:

M 4w, v, o, + o) .

@ == .
4 1 —- o — fFor(u, + uy + u, + w)

Si je considére les valeurs de w positives et inférieures & une certaine
limite W, je devrai prendre, pour satisfaire & cette condition, de nombres
M et f dautant plus grands que TV sera plus grand; mais tant que W
sera fini, les nombres M et # seront eux-mémes finis.

Soit aintenant w, une valeur positive de w plus petite que w,.
D’aprés ce que nous avons vu plus haut, il est possible d’assigner pour
w == w, une limite supérieure & u, , u,, u, et u; soit u, cette limite, on
aura donc

|u;] <w, pour w=w,.

Soit maintenant #' une fonction définie par les conditions suivantes

du' du’ aM{qv 4 1)
dt + Wiaw T 1 — B — 4pa?’’

14

U = U pour w == 1,.

0

On aura manifestement pour toutes les valeurs de ¢ et de w:

l“il < u, W=1,2,3,4)
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Or on trouve sans peine:

[

(W — u,) == log m

I — fBa + fBuP log I 4 49 /311’
AM ©1 + 4u, M

et pour a = o, on trouve:

I 4 4 w \ 4
v )
ce qui montre que ' reste finie quand a tend vers o.

Nous devons en conclure que les quantités w; restent également
finies quand « tend vers o.

Il résulte de la que la série

0} + af} + %0 + ...

veprésente la fonction @, asymptotiquement (c'est a dire a la facon de la
gérie de StirrING) ou en d’autres termes que l'expression:

1 2 g2 —14p—1
O— O — ol — 'l — ... — a6

af—?

tend vers o avec a. [En effet cette expression est égale a:

et nous venons de voir que @ - w; reste fini quand « tend vers o.

Mais ce n'est pas tout; je dis que % reste fini quand « tend vers o.

Nous avons en effet:

d [du; d [du; du; A U; duy aU;
m(aa) + “’w:m(cr,u) + “(75) =a) piat e
daU; aU;
du * dw
ce que nous venons de voir, nous pouvons assigner aux u; des limites

. . , au; al;
Superleures; nous Pourrons donc en 3531gne].° egalement aux —lez et aux ——(ZZ’ :,
Gy b

sont des fonctions de ¢, de w, de « et des u,; mais d'apres

Supposons par exemple que l'on ait:

daU;

dag

aU;
dw

< B (pour w < V),

’

4 et B étant deux nombres positifs.
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) s . e e,y dug
D’autre part, nous savons qu'on peut assigner une limite a — pour
’ © dw
wo== .

Supposons par exemple que I'on ait:

dm
dw

< Zlo pour w = w,,

uy étant un nombre positif. Soit ensuite #’ une fonction définie comme
il suit:

dad du' ,

o e = auw'(4d + W) + aB,

!

' =, pour w = w,
On aura manifestement:

dae;

dw

< .

Or on voit sans peine que #' ne dépend que de w et satisfait & I'équation
b 7
W w(4d + W) + B.

. . du; .
Donc ' est fini; done —— reste finie quand « tend vers o, Donc on a
7 daw

asymptotiquement (en entendant ce mot au méme sens que plus haut):

do;, 4o} e} , d6;
%_E a%-}—a%-{—....

On démontrerait de méme que l'on a asymptotiquement:

db; da;’ dé; , db;
T + a e + a"gt—i + ...,
a6, _ at} e 46}

7 + dwa + d‘lljg‘ + .

dw? = dw

Voici donc la conclusion finale & laquelle nous parvenons:
Les séries: .

& 4 Juwp 4 opmd . it + oy 4+ ey o 4.
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définies dans ce paragraphe sont divergentes, mais elles jouissent de la
méme propriété que la série de StirrING de telle sorte qu'on a asympto-
tiquement:

@ = ot + adl + pat 4.

Y = nit ¥l + Jpyi i
De plus si D est un signe quelconque de différentiation, c’est a dire si

Pon pose:
(Zv7.0+ Aydet e f

T Aduhde . dw
on aura encore asymptotiquement:
Diz; = Dx} + JuDx; + pDzi + ...,
Dy; = D(mt + ;) + JpDy; + pDyi + .. ..

En ce qui concerne I'étude des séries analogues & celles de StIRLING je
renverrai au § I d’un mémoire que j'al publié dans les Acta mathe-
matica (tome 8, page 295).
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Deuxieme partie.

Equations de la dynamique et probléme des 72 corps.

CHAPITRE L

Etude du cas ol il n’y a que deux degres de liberteé.
§ 15, Représentations géométriques diverses.

Reprenons les équations (1) du § 11

w9 de . 9
a — dy,’ dt —  dy,’
1
( ) dy, _ dF dy, __ dF
ae — dm,’ at ~—  dwm,

Nous nous bornerons au cas le plus simple qui est celui ou il n'y a
que deux degrés de liberté; je n’ai pas & m’occuper en effet de celui ou
il n'y a quun degré de liberté, car les équations de la dynamique
s'intégrent alors aisément par de simples quadratures.

Nous supposerons donc que la fonction # ne dépend que de quatre
variables #,, #,, ¥, ,y,» Nous supposerons de plus que cette fonction est
uniforme par rapport a ces quatre variables et périodique de période 2z
par rapport & y, et & y,.

La situation du systéme est donc définie par les quatre quantités
@, , %y, Y, Y, Mais cette situation ne change pas quand y, ou y, aug-
mente de 2z ou d'un multiple de 27z. En d’autres termes, et pour re-
prendre le langage du chapitre 1%, #, et x, sont des variables linéaires,
pendant que y, et y, sont des variables angulaires.
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Nous connaissons une intégrale des équations (2) qui est la suivante:

(2) : Flx,,t,, 9,9, = C,

C désignant la constante des forces vives. Si cette constante est regardée
comme une des données de la question, les quatre quantités z et y ne
sont plus indépendantes; elles sont liées par la relation (2). Il suffira
done, pour déterminer la situation du systéme, de se donmner arbitraire-
ment trois de ces quatre quantités. Il devient possible, par conséquent,
de représenter la situation du systéme par la position d'un point P dans
P'espace.

Il pourra arriver en outre pour des raisons diverses que les quatre
variables z et y solent soumises, non seulement & I'égalité (2), mais & une
ou plusieurs inégalités:

(3) ¢ (o, 205y, U,) > 0, Co(%y5 @5 Yy 1 Y,) > O.

Supposons par exemple pour fixer les idées que les inégalités (3)
s’écrivent:
a>ax, >0,

v teas . g el
et que 1'égalité (2) soit telle que lorsque z, satisfait & ces inégalités, on
puisse tirer de la relation (2) la quatriéme variable x, en fonction uni-
forme des trois autres =, ,y, et y,.

Nous pouvons alors représenter la situation du systeme par un point
dout les coordonnées rectangulaires seront:

X = cosy,[1 + cosy,(cr, + d)], Y = siny,[1 4 cosy,(cx, + d)],
Z = siny,(cx, 4 d),
¢ et d étant deux nouvelles constantes positives telles que
e +d<1;¢h+d>o.

Il est clair en effet qua toute situation du systéme, c’est & dire a tout
systéme de valeurs de z,,y, et y, satisfaisant aux conditions:

a>2,>b,2r>y, >0, 28>y, >0
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correspond un point de l'espace et un seul, compris entre lés deux tores:

(1 —yX+ 1) 4 2° = (cb + d)’,

4
“ (1 — ETT + 28 = (o + D)

Et réciproquement, 4 tout point de 1'espace *compris entre ces deux tores
correspond un systéme de valeurs de z,,y, et y, et un seul, satisfaisant
aux inégalités précédentes.

Il peut se faire que les inégalités (3) ne s'écrivent plus a > z, > b;
mais que cependant ces inégalités, jointes & la relation (2) entraineut

comme conséquence
a>x >0,

Si de plus x, est encore fonction uniforme des trois autres variables, le
méme mode de représentation géométrique est encore applicable.

Nous pouvons nous placer dans un cas plus général encore:

Supposons que l'on puisse trouver une variable auxiliaire &, jonissant
de la propriété suivante. Si #,,x,,y, et y, satisfont & la fois & I'égalité
(2) et aux inégalités (3), on pourra exprimer #, et x, en fonctions uni-
formes de &, de y, et de y,. De plus, en vertu des inégalités (3), & ne
peut devenir infinie et reste comprise entre certaines limites de telle fagon
que l'on a comme conséquence de (2) et de (3)

a>&>D.

Nous pourrons alors définir complétement la situation du systéme
en nous donnant les trois variables &, y, et y,, et la représenter par un
point P dont les coordonnées rectangulaires seront:

X = cosy,[1 + cosy,(c& + d)], T = siny,[1 4 cosy,(cf + d)],
Z = siny,(c€ + d)
avec les conditions:
c2o0,ca+d<1,chb4d>o.

On voit alors, comme dans le cas précédent, qu'a toute situation du
systéme correspond un point de l'espace et un seul compris enire les deux
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tores (4), et réciproquement, qu'a tout point compris entre ces deux tores
ne peut correspondre plus d’une situation du systéme.

Il peut se faire que pour #;, = a, (ou plus généralement pour & = q)
la situation du systéme reste la méme quelle que soit la valeur attribuée
a 9,. Nous en verrons dans la suite des exemples. Cest ainsi qu'en
coordonnées polaires, il faut en général pour définir la position d'un point
se donner les denx coordonnées p et w, mais que si on suppose p = O,
on retrouve toujours le méme point, & savoir le pdle, quel que soit w.

Dang ce cas on choisira les constantes ¢ et d de telle facon que

ca + d = o.
Le second des deux tores (4) se réduit alors & un cercle:
Z = o, X Y =1.

En chacun des points de ce cercle y, est indéterminé; mais néanmoins,
comme pour & = ¢ la situation du systéme ne dépend pas de y,, & chaque
point du cercle correspond une situation du systéme et une seule.

On peut dire alors qu'a toute situation du systéme correspond un
point de l'espace intérieur au premier des deux tores (4) et que réci-

proquement, & un point intérieur de ce tore¢ ne peut correspondre qu'une
seule situation du systéme. ‘

J’envisagerai encore un autre cas,

Imaginons qu'en vertu des inégalités (3), & puisse prendre toutes les
valeurs positives, de telle sorte que:

a = o, b= -+ oo.

Supposons que pour £ = o la situation du systéme ne dépende pas
de y, et que pour & = co, cette situation ne dépende pas de yg,.

Nous pourrons alors représenter la situation par un point dont les
coordonnées rectangulaires seront:

X = cosy, e, Y =siny, e,  Z = Esiny,.
Pour & = o il vient (quel que soit ¥,)

X = cosy,, Y = siny,, Z = o.
Acto mathematica. 18. Imprimé le 23 septembre 1890. 29

i
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Le point représentatif se trouve sur le cercle
X2 1 =1, Z =0

et sa position ne dépend pas de y,; cela n'a pas d'inconvénient puisque
par hypothése la situation du systéme pour € = o ne dépend pas non
plus de v,.

Pour & = oo, on trouve pourvu que cosy, soit négatif:

X =Y =0, Z = siny,.

Le point représentatif sc trouve alors sur l'axe des Z et sa position ne
dépend pas de y,, mais pour & = oo, la situation du systéme ne dépend
pas non plus de y,.

Le mode de représentation adopté est donc légitime.

Ce qui précéde a besoin d'étre appuyé de quelques exemples. Je
n'en traiterai ici que trois.

Le premier de ces exemples est lIe plus important parce que cest
un cas particulier du probléme des trois corps. Imaginons deux corps,
le premier de grande masse, le second de masse finie, mais trés petite
et supposons que ces deux corps décrivent autour de leur centre de gra-
vité commun une circonférence d'un mouvement uniforme. Considérons
ensuite un troisiéme corps de masse infiniment petite, de facon que son
mouvement soit troublé par I'attraction des deux premiers corps, mais
qu'il ne puisse pas troubler I'orbite de ces deux premiers corps. DBornons-
nous de plus au cas ou ce troisiéme corps se meut dans le plan des
deux circonférences décrites par les deux premiéres masses.

Tel est le cas d'une petite planéte se mouvant sous l'influence du
soleil et de Jupiter quand on néglige l'excentricité de Jupiter et I'incli-
naison des orbites.

Tel est encore le cas de la lune se mouvant sous l'influence du soleil
et de la terre quand on mnéglige 'excentricité de Vorbite terrestre et I'in-
clinaigon de l'orbite lunaire sur 1'écliptique.

Nous définirons la position du troisiéme corps par ses éléments
osculateurs & un instant donné ct nous écrirons les équations du mouve-
ment en adoptant les notations de M. TissranD dans sa Note des Comp-
tes rendus du 31 janvier 1887:
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aL _dk 4 _ _ dR
) dt — di’ dt 4L’
; a6 _dr g ar

¢ — dg’ dat — 4G’

Je désigne par a,e et » le grand axe osculateur, I'excentricité et le
moyen mouvement de la troisiéme masse; jappelle I I'anomalie moyenne
de cette troisiéme masse et y la longitude de son périhélie.

Je pose ensuite:

L=\/&, G=\/a(1——e").

Je choisis les unités de telle facon que la constante de Gauss soit égale
& 1, que le moyen mouvement de la seconde masse soit égal & 1 et que
la longitude de cette seconde masse soit égule a ¢.

Dans ces conditions, l'angle sous lequel la distance des deux der-
niéres masses est vue de la premiére ne différe de I g—1¢ que par une
fonction périodique de 7 de période 2z.

La fonction R est la fonction perturbatrice ordinaire augmentée de

! : Cette fonction ne dépend que de L, de G, delet de I 4 g—¢;

20 2L
car la distance de la seconde masse & la premiere est constante et la
distance de la troisiéme & la premiére ne dépend que de L, G et I.
Cette fonction est d’ailleurs périodique de période 2z tant par rapport a
! que par rapport a I -4 g — 7.

On conclut de 13 que l'on a:

ar | dR
a T =°

et que les équations (5) admettent comme intégrale:

R 4 G = const.

Nous allons chercher & ramener les équations (5) & la forme des
équations (1). Pour cela nous n'avons qu'a poser:

z, = d, %, = L,
h=9—%bt =1
F(wl’xz’yﬂyz):R‘{"G;
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et les équations (5) reprennent la forme:

de; 4T dyp __ aF
(1) T ay @ dm

La fonction F dépend d'un paramsétre trés petit x4 qui est la masse du
second corps et mous pouvons écrire:

F =TF, + uF..

F est périodique par rapport & y, et y, qui sont des variables angulaires,
tandis que x, et x, sont des variables linéaires. Si l'on fait g = o, I
se réduit & I, et: '

1

Fo=—+4+G=u -+

2a

I
248
ne dépend plus que des variables linéaires.

Il résulte de la définition méme de L et de G en fonctions de a et
e que l'on doit avoir:

L*> @G ou ;> a},

ce qui montre que wx, peut varier depuis — z, jusqu'a - z,.

Si Ton suppose #, = -+ x,, 'excentricité est nulle; il en résulte que

la fonction perturbatrice et la situation du systéme ne dépendent plus
que de la différence de longitude des deux petites masses, c’est & dire de:

l’l‘ﬂ—t:% +y2‘
On en déduit:

dF _ dF
dy,  dy,’
d’ou:
d(w, — x,)
(6) _.~(__1_Elt_._2= o,

d’out Ton conclurait (puisque la valeur initiale de », — @, est supposée
nulle) que », doit rester constamment égal a x,; mais ce n'est 14 pour
les équations (1) qu’une solution singuliére qui doit étre rejetée. En ce
qui concerne les solutions »particuliéres» que nous devons ‘conserver,
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I'équation (6) signifie simplement que quand z, — x, atteint la valeur o,
cette valeur est un maximum, ce qui est d’ailleurs une conséquence de
¥ Laalitd a2 2

linégalité x; > ;. .

Si nous supposons maintenant x, = — x,, 'excentricité sera encore
nulle, mais le mouvement gera rétrograde’ (il U'est toutes les fois que z,
et x, ne sont pas de méme signe); alors F et la situation du systémne ne
dépendent plus que de l'angle:

—ltg—t=y —4

ce qui donne:

Je vais maintenant traiter la question suivante:
Trouver une variable & telle que si #,,%,, ¥, , y, satisfont aux éga-
lités et inégalités (2) et (3) (qui dans le cas qui nous occupe se réduisent &

F=2C, x5 > o)

ces quatre quantités peuvent s'exprimer en fonctions uniformes de &,y, et y,.
Je traiterai d’abord la question dans le cas o g =0 et ou

I
F = F0=?vg-{—ml.

Envisageons un plan et dans ce plan un point dont les coordonnées

sont:
X =g —c, Y = z,.
Alors les égalités et inégalités (2) et (3) s'écrivent:
X+%§=o, Y>X+e>—7.
Construisons la courbe:
X4+ L =
T =0

et les deux droites:

X4c=+17.
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Ces droites et cette courbe peuvent étre dans deux situations diffé-
rentes, représentées par les figures 4 et 5.

Chacune des deux figures devrait se composer de deux moitiés sy-
métriques par rapport & laxe des x, mais nous n'avons représenté que
la moitié qui est au-dessus de cet axe. Dans le cas de la figure 4, Ia
courbe nous offre deux arcs utiles BC et DE pendant que les arcs 4B
et CD doivent étre rejetés & cause de linégalité ¥° > (X +4¢)”. Dans
le cas de la figure 5, il n'y a quun arc utile BC et T'arc AB doit
étre rejeté.

Fig. 4. Fig. 5.

0_X A 0 X

Le passage de la figure 4 & la figure 5 se fait quand la droite CD
devenant tangente & la courbe, les deux points C et D se confondent.
Cela a lieu pour:

0=% X — —

Nous nous supposerons dans ce qui va suivre placés dans le cas de
la figure 4 et nous envisagerons seulement l'arc utile BC; c'est en effet
le cas le plus intéressant au point de vue des applications.

Posons: ,
w,—a, L—@,

=m2+ml—L+G’

3

on voit que & sannule au point C et devient infini au point B et que
quand on parcourt l'arc BC depuis C jusqu'en B, on voit & croitre
constamment depuis o jusqua - co. Si donc on se donne &, le point
correspondant de Yarc BC sera entiérement déterminé, ce qui revient 3
dire que x, et x, sont fonctions uniformes de &.
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Qu'arrivera-t-il maintenant si g n'est plus nul, mais seulement trés
petit?

Faisons encore
_my—ay

o + o,

&

et voyons si en tenant compte des relations
(7) F=C, £€> o, L, > 0,

x, et x, seront encore fonctions uniformes de &, de y, et de y,. Pour
qu'il cessit d'en étre ainsi, il faudrait que le déterminant fonctionnel:

a(§, F)
o, @,)

s'annulat pour un systéme de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or
’
cela n'arrivera pas si g est assez petit et si C est assez différent de g

Dans la plupart des applications, ces conditions seront remplies;
nous pourrons donc prendre & comme variable indépendante; cette va-
riable sera essenticllemeut positive et #, et z, seront fonctions uniformes
de &,y, et y,.

Toutefois pour trouver le mode de représentation géométrique le
plus convenable, il faut encore faire un changement de variables. Posons:

Ty = 2 + 2y, Ty = Wy — Ly,
' I ’ i
hr=50+w)  p=50—n)

Aprés ce changement de variables, les équations conserveront la
forme canonique:

do, 47 By dF
at — dy,’ at — dz’
dw, _ dF dy,  dF
dt ~ dy,’ at ~—  dey

' On voit aisément pourquoi j’éeris cette dernidre relation; I'are BC comme on le
voit sur la figure est tout entier au-dessus de 1'axe des X, ce gui entrafne 1'inégalité

@, > 035 il est clair que cette indgalité subsistera encore pour les valeurs suffisamment
petites de u.
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On voit que %] et y, sont encore des variables angulaires; quand en

’ ’ y . 2 ’
effet y; ou y; augmente d'un multiple de 27, y, et y, augmentent aussi d'un
multiple de 2z et par conséquent la situation du systéme ne change pas.

Mais il y a plus; quand on change simultanément y; et y; en y; + =
et ¥, + 7,y, ne change pas et y, augmente de 2z. La situation du
systéme ne change donc pas.

Cela posé nous représenterons la situation du systéme par le point
de Vespace qui a pour coordonnées rectangulaires:

X = cosyjefe vy Y = sinyjefe?s, Z-= Esinyj.

Pour & = o la situation du systéme ne dépend pas de y; et il en est de
méme du point représentatif qui est alors sur le cercle

X4 Y =1, Z = o,

Pour € = oo, la situation du systéme ne dépend pas de y; et il en
est de méme du point représentatif qui est alors sur I'axe des Z si cos y;
est négatif et 4 V'infini si cosy; est positif.

A chaque point de l'espace correspond donc une situation du sys-
téme et une seule; réciproquement, a chaque situation du systéme corres-
pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et en effet aux deux
systémes de valeurs (%, 25,y ,9s) et (41,2 ,y + «@,ys -+ 7) corres-
pondent deux points différents de l'espace, mais une seule situation du
systéme.

Les équations (1) admettent les invariants intégraux:

[(de,dy, + du,dy,) = [ (de;dy; + dw;dys)
et .
[, dy, dw,dy, = [ dw;dy; du,dy;.

Si nous transformons cet invariant par les régles exposées dans le
§ 7 mous verrons que:

»

srAedy.dyh W2 dXAY 4%
dF aF anr df
it ; G kel al 2 X 2

est encore un invariant intégral.
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Comme & est essentiellement positif, la quantité sous le signe f est

de méme signe que:
J4F | AF _  dF aF
991%-,;—!—532%:—371&:{-!-{52%-

2
Or pour g = o, on trouve:

xdF—l—mdF—’l‘ I
Ldw, tde, 1t

Si nous nous supposons placés dans le cas de la figure 4 et sur l'arc
BC, nous devons supposer:

O>g, ] <@y, 0< g, <I,

d’otr Von tire:

I
xl——{—6.2;=3m1——20<3x1-—2.2=3(x1——1)<o.
Ainsi @, 2= I est toujours négatif quand g est nul. Tl
insi xlh—l—{—x?(—z% est toujours négatif quand p est nul. en

sera encore de méme quand g cessera d’étre nul, pourvu que C soit assez
différent de %

Dans ces conditions Vintégrale:

2 2dXdY dZ
) N LF__ ’ E)
§E + 1) < N m

est un invariant positif.
Pour p = o, les équations (5) s'intégrent aisément comme on le sait
et on trouve:

L = const., G = const,, g == const., I = nt 4 const.

Les solutions ainsi obtenues sont représentées dans le mode de repré-
sentation géométrique adopté par certaines trajectoires. Ces trajectoires

sont fermées toutes les fois que le moyen mouvement % est un nombre
Acto mathematica. 13. Imprimé le 2 octobre 1890, 23



178 H. Poincaré, $ 15,

commensurable. Elles sont tracées sur des surfaces trajectoires qui ont

pour équation générale
& = const.

et qui sont par conséquent des surfaces de révolution fermées analogues

a des tores.
Nous verrons dans la suite comment ces résultats sont modifiés quand

p nest plus nul
Comme second exemple, je reprends l'équation dont j'ai déja parlé
a la fin du § 11
a’p + n? 0% — uR
I 0 + mp® = plv,

R étant une fonction de p et de f, holomorphe par rapport a p et
sannulant avec p et périodique par rapport & ¢. Cette équation peut
g'écrire en reprenant les notations du paragraphe cité:

dp _ 4F do ar ds dF dg _ dF

at de’ At dp’  d dy dt dé

avec:

2 12,2 4

. Z "
E=t, L=o, F=%+%+—f——# B(p, &)do + 7
Posons:

— r — .
o = \n\/2z, COSY,, 0= 7_—\/2;31 siny, .
n

Les équations conserveront la forme canonique des équations de la dyna-
mique et la fonction # dépendra de deux variables.linéaires #, et % et de

deux variables angulaires y, et &.
On voit aisément que quand on se donne la constante des forces

vives C, z,,y, et &€ la quatriéme variable y est entierement déterminée;

on a en effet:
== 0 — nx, ——Z—L,xl’ sin®y, 4 /,tfR(/) , &)dp.

Pour #, = o, la situation du systéme ne dépend pas de y,. Nous
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pouvons donc adopter pour représenter cette situation le point dont les
coordonnées sont:

X = cos &gnr ot Y == gin &g" ", Z = g, siny,.

A chaque situation du systéme correspond ainsi un point de I'espace
et inversement. Il faut excepter les points & l'infini et les points de 'axe
des Z qui nous donneraient z, = c0 et par conséquent un résultat illusoire.

Comme troisiéme exemple, envisageons un point mobile pesant se
mouvant sur une surface parfaitement polie et danq Ie voisinage d'une
position d’équilibre stable.

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan
des xy le ‘plan tangent qui sera horizontal; pour axes des z et des y les
axes de l'indicatrice de fagon que l'équation de la surface g'écrive:

SR )

¢(%,y) étant un ensemble des termes du 3™ degré au moins en x et en
y et p un coefficient trés petit.

Nous aurons alors en appelant =
sur les axes des z et des y

’

et y' les projections de la vitesse

2 y'?
= + Y + 92,

ds  dF dy dF do'  4F dy’ ar

dt — da'’ i dy’ a — de’ ac — dy
Changeons de variables en posant:
\/9

\/ 2%,

T =

@' = \fza,{go siny,,

— 25, Ygbsiny,.

Les équations différentielles conserveront la forme canonique des équa-
tions de la dynamique. L’équation des forces vives 'écrit:

Vaax, + bz, + pgp (@, , oy, 4., 9,) = O,
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¢ désignant la méme fonction que plus haut, mais transformée par le
changement de variables, Comme #, et #, sont essentiellement positifs
(ainsi d’ailleurs que les coefficients a et &), I'équation des forces vives
montre que ces deux quantités restent toujours inférieures & une certaine
limite. D’aprés la définition de la fonction ¢ cette fonction s'annule avec
x, et r,, et il en est encore de méme de ses dérivées partielles du 1°
ordre. Nous en conclurons que p étant trés petit, la fonction up et ses
dérivées du 1% ordre me pourront jamais dépasser une certaine limite
supérieure tres petite. Nous pouvons done écrire:

<y/® ol oy/b

g’ Pan,|<Vy

Faisons maintenant «, = &x,; le rapport & sera essentiellement po-
sitif. L’équation des forces vives devient:

1
ri

W
by

(9) 2, (Vga + Jgb &) + pge(x,, &5 9,5 Y,) = C.

La dérivée du premier membre de (9) par rapport & z, s'écrit:

. - d v d
Voa -+ Jgb & + /lgzg -+ /,Légzg .

En vertu des inégalités (8), cette expression est toujours positive, ce qui
montre que l'on peut tirer de I'équation (9) %, en fonction uniforme de
£,y, et y,, et par conséquent que la situation du systéme est compléte-
ment définie par les trois variables y,,y, et &.

Pour & = o la situation ne dépend pas de y,, pour & = co elle ne
dépend pas de y,.

Nous représenterons donc cette situation par le point:

X = cosy, ey, Y = siny, ", Z = Esiny,.

A chaque point de l'espace correspondra ainsi une situation du sys-
téme et réciproguement.

Les exemples qui précédent suffiront, je pense, pour faire comprendre
Vimportance du probléme qui va nous occuper dans ce chapitre et la
facon dont on peut varier les modes de représentation géométrique.
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CHAPITRE IL

Etude des surfaces asymptotiques.

§ 16. FExposé du probléme.

Reprenons les équations de la dynamique en supposant deux degrés
de liberté seulement, et par conséquent quatre variables z,,z,,y, et y,.
D’aprés ce que nous avons vu aux § 14 ces équations admettent certaines
solutions particuliéres remarquables que nous avons appelées asymptotiques.
Chacune de ces solutions asymptotiques est représentée, dans le systéme
de représentation géométrique exposé au paragraphe précédent, par cer-
taines courbes trajectoires. L’ensemble de ces courbes engendrent certaines
surfaces que nous pouvons appeler surfaces asymptotiques et que mnous
nous proposons d’étudier.

Ces solutions asymptotiques peuvent se mettre sous la forme suivante:

wl = 501({. ? 20)’ 9’/'2 = fﬂg(t b ’ZU), ?/1 = ”&t + 503<t7 ’W),

(1)
Y, = 0t + ,(t, w),

w étant égal & Ae*, et A étant une constante arbitraire. De plus ¢,,
@, ¢, et ¢, sont (par rapport & ¢,w étant regardé un instant comme
une constante) des fonctions périodiques de période T et n, T et n, T
sont des multiples de 2z.

Si entre les équations (1) on élimine # et w, il viendra:

(2) T = fl(yl } y2>’ Ty = f;(y1 ’ y:z)

et ces équations peuvent étre regardées comme définissant nos surfaces
agymptotiques. Nous avons vu ensuite que si I'on cherche & développer
@, ¢35 ¢, €6 @, suivant les puissances de \ju, on arrive & des séries qui
sont divergentes, mais que ces séries représentent néanmoins asymptotique-
ment ces fonctions lorsque p est trés petit.

Je rappelle que je conviens de dire que la série

A+ Aw 4o Aa
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représente asymptotiquement la fonction F(z) pour z trés petit, quand

on a:
Flo) — 4, — 4o —...— Apu?

P

lim o pour x = O.
J'ai étudié dans les Acta mathematica, tome 8, les propriétés des
séries divergentes qui représentent asymptotiquement certaines fonctions
et jai reconnu que les régles ordinaires du calcul sont applicables a
ces séries. Une égalité asymptotique, c’est & dire une égalité entre une
série divergente et une fonction qu'elle représente asymptotiquement,
peut subir toutes les opérations ordinaires du calcul, & l'exception de la
différentiation.
Soient done

oty 1w, ) s 0@ w, V), ot w, )y ot w, J)

les séries divergentes ordonnées suivant les puissances de \jz qui repré-

sentent asymptotiquement ¢, , ¢,, 0, , ¢,.
Nous aurons alors les quatre égalités asymptotiques:

2, = o,(t, w, Ju, T, = 0,(t, w, V)

Y =t + Us(t y Wy \/IZ‘)’ Yy = Myt + 0'4(757 w, \/;‘)

(3)

Nous pourrons éliminer ¢ et w entre ces égalités d’aprés les régles ordi-
naires du calcul et nous obtiendrons ainsi deux nouvelles égalités asymp-

totiques:

(4) Ty = 31@1 » Yoo \/;‘)’ Ty == 82(?/1 ' Ys o \//—‘)7

ou s, et s, sont des séries divergentes ordonnées suivant les puissances
de ju et dont les coefficients sont des fonctions de y, et de y,.

En général, il n'est pas permis de différentier une égalité asymp-
totique; mais nous avons démontré directement & la fin du § 14 que
dans le cas particulier qui nous occupe, on peut différentier autant de
fois que l'on veut les égalités (3), tant par rapport a ¢ que par rapport & w.

Nous pouvons en conclure qu'il est permis également de différentier
les égalités (4) autant de fois qu'on veut par rapport & y, et a y,.

Nous nous proposons d'étudier les surfaces asymptotiques définies



$ 16. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 183

par les équations (2). Les fonctions », = f;, x, = f, qui entrent dans
ces équations devront satisfaire aux équations
d

dF de, | dF ds,
de, dy, +0l1, dj+dj1 ©;

dF dz, , dF d=,
dw, dy, @ dz, dy, + dy2

(5)

Nous allons procéder par approximations successives; dans une premiére
approximation nous prendrons pour équations des surfaces agsymptotiques
les équations (4) en nous arrétant au second terme des séries (cest & dire
au terme en ju) inclusivement. IL’erreur commise sera alors du méme
ordre de grandeur que u.

Dans une seconde approximation, nous prendrons encore pour équa-
tions des surfaces asymptotiques les équations (4), mais en prenant un
plus grand nombre de termes dans les séries. Nous pourrons en prendre
un assez grand nombre pour que lerreur commise soit du méme ordre
de grandeur que u?, quelque grand que soit p.

Enfin dans une troisiéme approximation, nous chercherons a mettre
en évidence les propriétés des équations exactes des surfaces asymptotiques,
dest a dire des équations (2).

Nous devons donc d’abord chercher & former directement les séries
s, et s, des équations (4). Ces séries, substituées & la place de z, et de

, doivent satisfaire formellement aux équations (5).

Nous sommes donc conduits & chercher des séries ordonnées suivant
" les puissances de ., qui satisfassent formellement aux équations (5). Les
coefficients de ces séries seront des fonctions de y, et de y, qui ne devront
pas changer quand y, et y, augmenteront respectivement de n, 7 et n,T.

Mais nous trouverons une infinité de séries qui satisfont & ces condi-
tions. Comment distinguer parmi celles-la, celles qui doivent entrer
dans les égalités (4)? Nous avons vu plus haut que dans notre mode
de représentation géométrique, la solution périodique considérée est repré-
sentée par une courbe fermée et que par cette courbe fermée, passent
deux surfaces asymptotiques. On passe de I'une & lautre en changeant
Ji en — i '

Si donc dans les équations (2) on change \j; en — ju, on obtient
une seconde surface asymptotique qui doit couper la premiére.
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En dautres termes, si on considére les deux surfaces asymptotiques
ainsi obtenues comme deux nappes d'une méme surface, on peut dire
que cette surface a une courbe double.

Soit s7 et s; la somme des p premiers termes des séries s, et s,
les équations:

g =871’<y17:l/2’ \//D’ Ty == Sg(yl’yﬁ’ ‘//:>’
xlxsfl’(yl,y,, _‘\//:)) %:35(%;%, _\//:)

représenteront deux surfaces qui différeront peu des deux nappes dont
je viens de parler et qui par conséquent devront se couper.
Si Ton considére ces deux surfaces comme deux nappes d'une surface
unique, on peut dire que cette surface unique présente une courbe double.
Nous verrons dans la suite que cette condition suffit pour faire
distinguer les séries s, et s, parmi toutes les séries de méme forme qui
satisfont formellement aux équations (5).

(6)

§ 1. Premiére approximation.

Reprenons nos hypothéses ordinaires, & savoir: que quatre variables,
deux linéaires z, et z,, deux angulaires y, et y, sont liées par les équa-
tions:

de, _ d4F  dw, _ dF
e~ dy,’ e~ dy,’
I
W &y, _ _dF  dy,__ dF
dt — de,’ dt  dm,

Que la constante C des forces vives étant regardée comme une des
données de la question, ces quatre variables satisfont & 1'équation:

(2> l F(x17w27y17y2)=07

de telle facon qu'il n'y en a que trois d’indépendantés.

Que Pon a adopté un mode de représentation géométrique tel qu’a
toute situation du systéme correspond un point représentatif et réci-
proquement.
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Que F dépend d'un paramétre trés petit g, de telle fagon quon
puisse développer F suivant les puissances de u et écrire:

F=2F,+ pF, + p'F,....

Que F, ne dépend que de #, et z, et est indépendant de y, et de y,.
Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probléme des

trois corps qui nous a servi d’exemple au paragraphe préeédent.
Supposons que pour certaines valeurs de x, et de w,, par exemple

pour:

0
Ty == %4, Ty == Xy
les deux nombres:
dF, aF,
daw, dz,

(que jappellerai pour abréger #, et m,) sont commensurables entre eux.
D’aprés ce que nous avons vu dans le § 11 & chaque valeur com-

KA ’ .
mensurable du rapport = correspond une équation
2

dd
C'Z—S:j_‘ = O
Wy
qui portait le n° 7 dans le paragraphe cité, et & chaque racine de cette
équation (7) correspond une solution périodique des équations (1).
Nous avons vu ensuite dans le § 12 que le nombre des racines de
léquation (7) est toujours pair, que la moitié de ces racines correspond

& des solutions périodiques stables et 'autre moitié & des solutions instables.

Les équations (1) ont donc si p est assez petit des solutions périodiques
instables.

Chacune de ces solutions périodiques sera représentée dans le mode
de représentation adopté par une courbe trajectoire fermée.

Nous avons vu au § 13 que pur chacune des courbes fermées qui
représentent une solution périodique instable, passent deux surfaces tra-
jectoires dites asymptotiques sur lesquelles sont tracées en nombre infini
des trajectoires qui vont en se rapprochant asymptotiquement de la courbe
trajectoire fermée.

Acto, mathematicn. 18. Imprimé le 8 octobre 1890, 24

-
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Les équations (1) nous conduisent done & wune infinité de surfaces
trajectoires asymptotiques dont je me propose de trouver l'équation.

Voyons d’'abord sous quelle forme se présente en général 1'équation
d’une surface trajectoire. Cette équation pourra s'écrire

2, = 0,(%1» %), e, = O,(y;, ¥,),
®, et @, étant deux fonctions de y, et de y, qui doivent étre choisies
de telle sorte que l'on ait identiquement:

F(@l’ @2’?/173/2)=0'

Ces deux fonctions @, et @, devront d'ailleurs satisfaire & deux
équations aux dérivées partielles:

dF dw, | AT dw,

da, dy, " da, dy,

(3) odew2+chzm2+g_ o
de, dy, =~ dw,dy, ' dy,

dF
+d_y;=o’

Il pourrait d’ailleurs nous suffire d’envisager la premiére de ces équa~
tions, car on peut en faire disparaitre z,, en remplacant cette variable
par sa valeur que 'on peut tirer de (2) en fonction de z,, de y, et de y,.

Voici comment nous procéderons pour intégrer les équations (3) en
supposant que %, et x, sont trés voising de ) et de 3, et que le rapport

"

= est commensurable.

n
2

Nous supposerons que z, et x, sont développés selon les puissances
de \ju et nous écrirons:

A SRY/TIE S YT S TRV/TE
@y = 2y + wyyu + vip + dpyp ..,

et nous chercherons & déterminer les fonctions «} de telle fagon qu’en
substituant dans les équations (3) & la place de z, et de x, leurs valeurs
(4), ces équations solent satisfaites formellement.*

(4)

. . e
1 8i a? et x? étaient choisis de telle sorte que le rapport ;L—‘ soit incommensurable,

2
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Si dans F' nous substituons & la place de z, et de x, leurs valeurs
(4), F deviendra développable suivant les puissances de \j. et on pourra
écrire

F=H_¢)+\/ﬁﬂ—1+#ﬂ2 +/"\//—"H3+"-'

On voit d’ailleurs sans peine que:

Ho = Fo(mg ’ mg)’

dF aF
H, = W%W; ;Ew_go =”‘—”1w}""’”'2xé)
H, = F1(5Ug s T35 Y1 s ?/2)

- a*F a4*F, d’F
+ | (@) s + 20k gy + (03) s | — mol — md,

et plus généralement:

H, = 6, — [Laiat™ + M(riai~ + olai™) + Naob ] — n,of — myak,

2

k2

8, ne dépendant que de y,, ¥y, 2}, 21, ..., 2%
posant pour abréger

0 1 K-
yDgy Lgy-».,%y 5 €0 €n

_ d'F, __ d'F, _ d'F,
Li=— da)*’ M= T daldad’ N= T (dad)

La premiére des équations (3) nous donne alors, en égalant les puissances
semblables de /., une suite d’équations qui nous permettront de déter-
miner successivement 9, z}, 27, ..., 25,

Nous pouvons toujours supposer que #, = o. Car si cela n'avait
pas lien mnous poserions:

@y = ax, + bw,, yi' = Y, —CY,

w, = ox; - da,, ¥y = — by, + ay,,

on pourrait se contenter de développer @, et x, suivant les puissances de u (et non de ).
On arriverait ainsi & des wséries, qui A la vérité ne seraient pas convergentes au sens
géométrique du mot, mais qui comme celles de M. LINDSTEDT pourraient rendre des ser-

i

vices dans certains cas.
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a,b,c,d étant quatre nombres entiers tels que
ad — be = 1.

Aprés ce changement de variables les équations conservent la forme
canonique. ‘

La fonction F qui est périodique de période 2z par rapport & y,
et & y,, est encore périodique de période 27 par rapport & y;’ et a yy'.
Le changement de variables n’a donc pas altéré la forme des équations (1).

Les nombres #n, et n, sont remplacés par deux nouveaux nombres
ny’ et my qui jouent par rapport aux équations transformées le méme
réle que #, et m, par rapport aux équations primitives et l'on a:

24
7y

i

d?’ll — 6%2,
Ny = — b, + on,.

Mais le rapport de #, & =, étant commensurable par hypothése, il est
toujours possible de choisir les quatre entiers a,d,c,d de telle sorte que

ny = —bn, 4+ an, = o.

Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer que #,
goit nul; c'est ce que nous ferons jusqu’'a nouvel ordre.

Noug supposerons en méme temps #, T = 27.

Si aprés cette simplification, nous égalons les coefficients de (/, dans
les deux membres des deux équations (3) il viendra

daet da;

5) A T
ce qui montre que #; et #; ne dépendent que de y,.

Egalons maintenant les coefficients de p dans les deux membres de
la premiére des équations (3), il viendra, en tenant compte des équations (5):

da} 1 nda; |, dF
(6) —n, &y (Mx; + 1\'/'%)@2 c—ly—/:l = 0

Nous mnous proposerons dans ce qui va suivre de déterminer les
fonctions #7 de telle facon que ce soient des fonctions périodiques de y,,
qui ne doivent pas étre altérées quand, y, conservant la méme valeur,
y, augmentera de 27.



$ 17. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 189

Nos fonctions pourront alors étre développées en séries trigonomé-
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y,. Nous conviendrons
de représenter par la notation

[U]

le terme tout connu dans le développement de la fonction périodique T,
suivant les lignes trigonométriques de y, et de ses multiples. Dans ces
conditions on aura:

av

[w =

et je puis écrire

da;
[t + e ] = o

deoy adr
Tl na% | | el
[(Zl[xl + Nz)) d%] =@ ]

Comme #} et z; ne dépendent pas de y,, je puis écrire plus simplement:

(7) W _ o, (Ma+ Naj)

dai olFi]
dy, dsy, '

dy,  Ldy,

2

La premiére de ces équations montre que z; se réduit & une constante.
Quant & la seconde, elle est facile a intégrer. On a en effet:

i

[dFl] __a[F,]

dy, 1 dy,

ce qui nous donne pour l'intégrale de I'équation (7)
Tl sl N 1\2
(8) Moz, + ?(%) = [F] 4+ C,

C, désignant une constante d’intégration.

Mais si nous regardons la constante des forces vives C comme une
des données de la question, nous ne pouvons plus considérer les deux
constantes 2} et O, comme arbitraires. On doit avoir en effet identique-
ment

F=H, + ypH, + pH, +pypHy ... =0C
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ou

ou.
0 .0 1
Fo(xl ) mz) = C, — % = 0O,

Ainsi la constante #} est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli-
fications dans nos équations.
L'équation (8) devient en effet

5 =\ Z(F,] + G).

Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'écrire et de discuter
les équations de mnos surfaces trajectoires en négligeant les termes en p
et ne tenant compte que des termes en /.

Nous supposerons donc que z, et x, sont définis en fonction de y,
et de y, par les équations suivantes:

@ = @ + Juu = 2,

D’aprés cela, x, serait une constante et #, une fonction de y, seulement,
indépendante de y,.

Revenons & notre premier exemple du § 15.- Ce que nous dirons
sappliquerait également aux deux autres exemples, mais c'est sur le
premier que je veux insister parce que c'est un cas particulier du pro-
bléme des trois corps.

Nous avons vu que l'on pouvait représenter la situation du systéme
par le point P qui a pour coordonnées rectangulaires:

£

cosyief s ginylef sz, £sinyy,

A

.ou

7
_#—wx, L—G —u

’ I ! I
.7/1=5(.1/1+.7/2)’ ?/2'__—5(?/1_3/2)7 é_mz+m1_L+G= m;"

Y =9—1, y2=l'
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Nous avions observé de plus que les variables
I3
z = %, + %, Ty = T, — X,

forment avec y; et y; un systéme de variables canoniques.
Nous pouvons donc regarder &,y; et y, comme un systéme parti-
o) » J1 2 y
culier de coordonnées définissant la position du point P dans 'espace,
de sorte que toute relation entre &, y; .y, est I'équation d’une surface.
sy Y1 Y2
Mais ensuite, nous avons dt faire un autre changement de variables.
Nous avons posé:

@y = iz, + dmg) Yy = d!/1 — CYy,

z = cx, + dz,, ¥y = —by, + ay,,

en choisissant les nombres entiers a, b, ¢, d de facon & annuler le nombre
que nous avons appelé 7.

Aprés ce changement de variables, nous avons supprimé les accents
devenus inutiles et nous avons restitué le nom de = ,x,,y,,y, & nos
nouvelles variables indépendantes =}’, x;, y;" et y;'.

En conséquence, les variables que nous avons appelées z, , z,,y, et
Y, dans tout le calcul qui précéde, et aumquelles nous conserverons désor-
mais ce nom, ne sont pas les mémes que celles que nous avions dé-
signées par les mémes lettres dans le premier exemple du § 15, c'est
a dire G, L,g—1¢ et l.

Il est clair que notre nouvel y, et notre nouvel y, sont des fonc-
tions linéaires de:

yi=3—t+0 etde ygp=3(g—i—1D

et que le rapport du nouvel #, au nouvel », est une fonction linéaire
et fractionnaire de E.

Nous devons conclure de la que l'on peut définir complétement la
position du point P dans l'espace par le nouvel y,, le nouvel y, et le
rapport du mnouvel z, au nouvel », de telle fagon que toute relation

@ , .
entre y,,y, eb j— est 1'équation d'une surface.
1
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Que ce systéme particulier de coordonnées est tel que l'on peut
augmenter 7, ou y, d'un multiple de 27 sans que le point P change.

L’équation approximative de mos surfaces trajectoires, en négligeant
les termes en u sera:

@ ad - @l \/'ﬁ o \/,/7 2
() = = T Vol + G
@, 2! 4wl \/ﬂ @] &y P
Nous nous proposons tout d’abord de construire les surfaces repré-
sentées par cette équation approximative (9).
Observons d’abord que y, = o est I'équation d’une certaine surface
S et que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion
de surface sans contact.
En effet il suffit de montrer que lon a:
\
dy,
o Q.
i
Or il en est évidemment ainsi, car si 1'on pose

F=F + pF, + p°F, 4 ...

il vient:

dy,
? dt
n, est une constante qui est toujours de méme signe.

a . . .
Donc = est toujours de méme signe et ne peut gannuler.

dt
C. Q. F. D.

Le paramétre p étant trés petit est de méme signe que n, et

La position d’un point P sur la surface S sera définie par les deux

i, : :

autres coordonnées y, et -*; o systéme de coordonnées est tout a fait
1

analogue aux coordonnées polaires, c’'est & dire que les courbes:

@
-2 == const.
wl
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sont des courbes fermées concentriques c¢t que le point P mne change pas
quand T'autre coordonnée y, augmente de 2.
Reprenons les surfaces définies par l'équation (9) et étudions leurs
intersections avec la portion de surface S qui a pour équation y, = o.
Je remarque d’abord que /; étant trés petit, ces intersections diffé-

reront fort peu des courbes —* = const.
&y
Muis pour étudier plus complétement la forme de ces courbes d’inter-

section, il faut d’abord rechercher quelles sont les propriétés de la fonction
[£,]-
Revenons aux notations du § 11. Duns ce paragraphe nous avons posé:
W N. b )
F, = 2 A sin(ny, + my, + my, + W),

A et h étant des fonctions de o7, 2}, xj; comme nous navons plus ici
que deux degrés de liberté, jécriral simplement:

F, = 2 Asin(ny, + my, + ).
En faisant ensuite:
I = mt, 9, = n,t + @,, o = (nm, + w,m)t -+ m,@, + by

nous trouvions:
F = 2ddno.

1

Je posais ensuite:

¢ = Sdsinw,
lo. sommation indiquée par le signe S g'étendant & tous les termes tels que:

N, My, == 0;
d’olt

= m. 5. = h
w = n,®, + h.

Dans le cas qui nous occupe, 7, est nul; la condition m i, -+ m,n, =0
se véduit & m, = o0 et on a y, = @,; il vient done:

¢ = SA4 sin (m,@, 4 k) = SA sin (myy, -+ R).

Acta mathenatica, 18. Imprimé le 2 octobre 1890, 25
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D’aprés la définition de [F,], il suffit pour obtenir cette quantité
de supprimer dans l'expression de I, tous les termes ol m, n’est pas nul;
il vient donc:

[F] = SAsin (m,y, + 1) = ¢.

Ainsi la fonction que mous appelons ici [F)] est la méme que nous
désignions par ¢ dans la 1%° partie.

[F.] est par conséquent une fonction périodique de y, et cette fonc-
tion est finie; elle doit donc passer au moins par un maximum et par
un minimum.

Nous supposerons pour fixer les idées que [I;] varie de la facon
suivante quand y, varie depuis o jusqu's 27.

Pour y, = o [F,] passe par un maximum égal & ¢,.

Pour y, = #, [F,] passe par un minimum égal & ¢,.
Pour y, = 5, [F,] passe par un maximum égal & ¢,.
Pour y, = %, [F,] passe par un minimum égal & ¢,.

Pour y, = 2z [F,] reprend la valeur ¢,.

§01>¢2>¢3>¢4'

Ces hypothéses peuvent étre représentées par la courbe suivante
dont I'abscisse est y, et I'ordonnée [F,]:

Fig. 6.
(]
P : P2
! Ps :
1> (P
M yE ms 2T

Ayant ainsi fixé les idées, je puis construire les courbes

@ \///
Y =0, 'L—: = \/_
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Nous verrons que selon la valeur de la constante d'intégration O, ces
courbes affecteront des formes différentes.
Dans la figure (7), j’al représenté par un trait plein les
@, et O = — ¢,; ces deux courbes ont chacune

coordonnées sont respectivement:

deux courbes C, =
un point double dont les

z Wy ¥, =
®, @ ’ /2 73
et:
. 0
¥, @ .
x, 2’ Yo = 7

les deux branches

J'ai représenté par un trait pointillé -------
d'une courbe correspondant & une valeur de C, > — ¢,.

e ————
~—

J'al représenté par le trait mixte _.._.._.._.. une courbe corres-

3 T L] .’1 A% —
pondant & une valeur de ¢, comprise entre — ¢, et — ¢,.

J’ai représenté par le trait ponctué ......... les deux branches d’'une
comprise entre — ¢, et — ¢,.

s -
2 Tautre branche est

courbe correspondant & une valeur de O,
Pour O, = — ¢, l'une de ces deux branches se réduit & un- point
m2
=5 Yo =Yy

@ )

représenté sur la figure en 4,
1

représentée sur la figure par le trait x x x x x x.
Pour O, compris entre — ¢, et —¢,, cette seconde branche subsiste

vy
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seule; pour €, = — ¢, elle s réduit & son tour &4 un point représenté
en B sur la figure et ayaunt pour coordonnées:
L
“_B
w, &) Ys )

Enfin pour U, < — ¢,, la courbe devient tout entiére imaginaire.

Les surfaces définies par I'équation (1) ont une forme générale qu'il
est ais¢ de déduire de celle des courbes que nous venons de construire.

Considérons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses
points faisons passer une des lignes dont I’équation générale est:

@,
Y, = const.; -2 = const.

1

L’¢cnsemble des lignes ainsi construites constituera une surface fermée
qui sera précisément l'une des surfaces définies par I'équation (9).

On voit par 14 que ces surfaces seront en général des surfaces fer-
mées triplement connexes (c’est & dire ayant mémes connexions que le tore).

() — () Ta - (R

Pour ¢, > — ¢, ou pour C, compris entre —¢, et — ¢, on trouve
deux pareilles surfaces, intérieures l'une & l'autre dans le premier cas,
extéricures 'une & l'autre dans le second.

. .

Pour €, compris entre — ¢, et — ¢, ou entre — ¢, et — ¢, on
n'a plus qu'une seule surface triplement comnexe; enfin pour €, < — ¢,
Ia surface cesse complétement d’exister.

Pussons aux quatre surfaces remarquables:

C=—o,, —0¢,, —@, et —a.

Les surfaces ¢, = —¢, et C, = — ¢, présentent une courbe double
¢t ont mémes connexions que la surface engendrée par la révolution
d’'un limagon de PascAr & point double ou d’une lemniscate, autour d’un
axe qui ne rencontre pas la courbe.

.La surface C, = — ¢, se réduit & une seule surface fermée triple-
ment connexe et & une courbe fermée isolée; enfin la surface ), = — ¢,

gse réduit & une courbe fermée isolée.
Dans le § 11 nous avons envisagé I'équation:

bl

ag

da,
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qui portait le n® 7 dans ce paragraphe; nous avons vu qu'a chacune
des racines de cette équation correspond une solution périodique. Mais
dans le cas qui nous occupe, et d’aprés une remarque que NOUS VENons
de faire, cette équation peut s'écrire:

[dF,]
a, %

de telle sorte que les solutions périodiques correspondront aux maxima et
aux minima de [F]. Dans le cas actuel, ces maxima, de méme que les
minima, seront au nombre de deux.

Nous aurons donc deux solutions périodiques instables correspondant
aux deux courbes doubles des surfaces ¢, = —¢, et —¢, et deux solu-

tions périodiques stables, correspondant aux deux courbes fermées isolées
des surfaces 0, = —¢, et —o¢..

Quelles sont parmi ces surfaces, celles qui différent peu des surfaces
asymptotiques et les représentent en premiére approximation? D’aprés
ce que nous avons vu au § 16, ce seront celles d’entre elles qui présentent
une courbe double, cest & dire les surfaces C, = —¢, et 0, = —¢,.

§ 18. Deuwxieme approximation.

Reprenons les équations (1) du paragraphe précédent et les hypo-
théses faites au début de ce paragraphe; écrivons:

iy = 2 i G+ BpE e
@y = o} + ohJp + vy + dpdp o

imaginons que les coefficients de ces deux développements soient des fonc-
tions de 7, et de y, et cherchons & déterminer ces coefficients de fagon
que ces équations soient compatibles avec les équations différentielles (1).
du paragraphe précédent, c’est & dire que l'on ait:
aF dy, | dF dw, | IF
(I) da, dy, * de,dy, ~ dy,

dF dw, | dF ds, | dF

— —_— =0
de, dy, ' de,dy, = dy,

Cest 14 le probléme que nous nous sommes proposé plus haut.
q
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Ce probléme peut étre présenté sous une autre forme ‘(en se plagant
au point de vue des Vorlesungen dber Dynamik).
Si @, et w, sont deux fonctions de y, et de y, satisfaisant aux équa-
tions (1), I'expression:
@, dy, 4 x,dy,

devra étre une différentielle exacte. Si donc nous posons:
as = x,dy, + z,dy,,

S sera une fonction de y, et de y, qui sera définie par I'équation aux
dérivées partielles:

as dSs
(2) F(ﬂ’civ_/z’yl’y“’):a'

S pourra se développer suivant les puissances de /» et l'on aura:

(3) §= 8, + Sy + Syp+ Sy ...
S,, S ,...,8,... seront des fonctions de y, et de y, et on aura:
i ase
a, — "™ @y, T ™

Je rappelle maintenant quelles conditions nous avons imposées dans
le paragraphe précédent, aux fonctions «f et %; nous avons supposé d’abord
que 2} et x) devaient étre des constantes. On a alors

Sy = aly, + 239
T iF,

Si nous appelons ensuite #, et %, les valeurs de — et ——

1
pour z; = &}, ¥, =,, ces quantités », et n, seront encore des constantes.
, . . , . \ 70y
I’analyse qui va suivre s'applique au cas ou le rapport — est commen-
2
surable. Dans ce cas on peut toujours, comme nous I'avons vu, supposer
n, = 0; c'est ce que nous ferons désormais, comme nous I'avons fait dans
le paragraphe précédent.
Nous avons supposé en outre dans ce paragraphe que a et xf sont
des fonctions périodiques de y, qui ne changent pas de valeur quand on

change y, et y, en y, 4+ 27 et y,.




$ 18. Sur le probldme des trois corps et les équations de la dynamique. 199

. \ fZSk dlgk . ;. .
Il résulte de la que . et . sont des fonctions périodiques par
rapport a y, et quon peut écrire:
b ,
(4) S =Ly + 8,
1

A, étant une constante et S, une fonction périodique de .
Supposons que dans le premier membre de I'équation (2)
a8 ds
on remplace S par son développement (3); on verra que F' deviendra

développable suivant les puissances de \j. et qu'on aura, ainsi qu'on Va
vu dans le paragraphe précédent:

F=H +Hyp+ Hp+ Hpp+ ...,

les H étant des fonctions de y,, de y,, et des dérivées partielles de S,
S, , §,, ete.

On voit d'ailleurs que H, dépendra seulement de S,, H, de S, et
S ,H, de §,8S et §,,H de §,,8,,8,, 55, ete.

On trouve d’ailleurs:

H, = Fy, o)) = C,

. a8,
=Ty,

as,
3y, + 2A8, + K,

Hl

s,
H, = —nlﬁy—:+ AS, 4 K,
'HE

= —1%

as,
H, = —mn, @f + 2A8,, + K,
ou Yon a posé pour abréger:
! d2Fu 1 P dgFo 1,0 1 ,.p d'ﬂFo 1 p]
AS, = E[lewl + m(xlx2 + zya2l) + [ty %%

et ou K, ne dépend que de §,,S,,..., jusqu'a S, ;.
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Cela posé, pour déterminer par récurrence les fonctions S,, nous
aurons les équations suivantes:

H, = C, H =o, H, =o,

1

~

Si Ton supposait que les fonctions S;, §,,..., S, ; fussent entiére-
ment connues, ’équation

H =o

»

ou

a8,
(5) 711 aT— == QASP—I "}"‘ K;,
¥
déterminerait la fonction S, & une fonction arbitraire prés de z,.
Mais ce n’est pas tout & fait ainsi que la question se présente.
Supposons que I'on connaisse complétement

8,8,y Sy

et que on connaisse S, ; & une fonction arbitraire prés de y,.

Par hypothése les dérivées de S, S, ..., S,_,, S,_; sont des fonc-
tions périodiques de y,; donc K, et AS, , seront des fonctions pério-
diques de y,.

Désignons par [U] comme nous I'avons fait dans le paragraphe précé-
dent la valeur moyenne de U qui est une fonction périodique de .

S, doit étre de la forme (4); nous en concluons que:

as,
dy,

doit étre une constante ij indépendante de y,, de sorte que I'équation
1

(5) nous donne:
6) 2[A8 ] + K] = 4,

et cette équation déterminera complétement S, , (si I'on suppose que I'on
se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con-
stante 2,).
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Nous trouvons d’abord I'équation:
as
H =0 ou —“*=o0
dy,

qui nous montre que S, est une fonction arbitraire de y,.
Nous en déduirons:

ds, ds, a8, d5s,
1 hatat | ri
2A8, = — M — o, 3. — N Iy, d,
(nous posons pour abréger:
d*F, &°F,
M = doddas) ’ T T (e

comme nous l'avons fait dans le paragraphe cité).
L’équation que nous trouvons ensuite en égalant & o la valeur
moyenne de ‘H, est la suivante:

[AS] + [K,] =
Or

as, =% (ij): [AS,].

D’autre part:
— 0 40
K, = Fy(21, %, Y15 Ya)-
A, est une constante qui, ainsi qu’il est aisé de le voir, est précisément

celle que nous -avons appelée — C, dans le paragraphe cité.
1l vient donc:

as,

(LA

S, est ainsi entiérement déterminé & une constante prés; mais nous pou-
"vons laisser cette constante de coté, elle ne joue en effet aucun réle
puisque les fonctions S n’entrent que par leurs dérivées.

L’équation (6) devient ensuite:

18, dS,— s, dSp—
” ¥ = — - [+

Acta mathematica, 13. Imprimé le 6 octobre 1890, 26
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Dans le second membre tout est connu; K, ne dépend que de S,

dk — L4 ’ 7 4 4 )

Syivey S # est connu puisque S, ; est supposée déterminée a
une fonction arbitraire prés de v,.

D’autre part g;j‘ est indépendant de y,; le premier membre peut
2

done s'éerire:
a8, ‘ZS__P_—I]
dy, L dy, I

de sorte que 1'équation (7) nous donnera [d§;”]] en fonction de y,. Nous
2

connajtrons donc [S,_,] & une constante prés et cctte constante qui ne
joue aucun roéle peut étre laissée de coté.

Nous connaissons d'une part S, ; & une fonction arbitraire prés de
4,3 d'autre part nous counnaissons [S, ;] en fonction de g,; donc §,_; est
entiérement déterminé. .

La constante €, joue un rdle prépondérant. Supposons d’abord
qu'elle soit supérieure & la valeur que nous avons appelée — ¢, dans
les paragraphes cités et par conséquent que [F,] - O, soit toujours po-

sitif et gyS‘ toujours réel et je pourrai ajouter toujours positif parce que
2

je suis libre de prendre le signe -} devant le radical.
Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes

d as, e T
A et que d—';f et d—y” sont des fonctions périodiques non seulement de y,,
1 2

mais encore de y,. (S, est alors de la forme

Sy, = Ay, + oy, + Sf’,',

A, et g, étant des constantes pendant que S, est périodique de période

27 tant par rapport & y, que par rapport & y,.)
En effet, supposons que cela soit vrai pour:

ds, ds, ds, ds, dSp_y dSp_s dSp_1,
dyl ’ d?/z ’ d?/;l ’dyz rorn d'll ’ dyz ’ dyl ’

.o ) as,_. d
je dis que cela sera vrai encore pour —2— et “5,
dy, dy,
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En effet, nous avons par hypotheése:

A8y

dy, = zA'"ﬂ"z cos (""‘13/1 + myy, + a)?

les 4 et les o étant des constantes, m, ct m, étant des entiers.
On aura ensuite par définition

.CZSI,_]_ My=n
[————d ]= Ay, cOs (Y, + a).
le 0

Mg=s

Mais on doit avoir
2[AS, ] + K] = Ay

et par conséquent:
I:LZSI,_I} _ _Xi-;l
dy, 1= n ’

4,1 étant une constante; on en conclut que:
4y, = R
om, =— O pour m, == O, 0.0 =

Ii vient ainsi

? n

Ay sin (m,y, + myy, + a
S —_1 = 2 13/1 +2Am,.m2 ( : m 2 K ) + [’S’p——l],
‘1 1

m, et m, prenant toujours sous le signe 2 toutes les valeurs entiéres
telles que m; == o.

Ainsi, pour que §,_; soit de la forme voulue, il suffit que:

- I:JSJ,_l:,
dy,

soit une fonction périodique de y,.. Or [d:;T’/’_lJ est défini par I'équation:
Je
. f.lS, ClSp_l] _ (lSl [d.S,,_l]
N, [ a, 1= AT gy 1T )

K, ne dépendant que de S,, S;, ..., S,., sera périodique en y,.
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18 p— Ap— . L
[‘ 5y ‘] est une constante 2—; de plus %5, ost une fonction pério-
dy, 7 dy,

1

dique de y, qui ne sannule jamais.
7 dS —1 A ’ ’ . .
Il en résulte que [ﬁ] peut étre développé suivant les sinus et

les cosinus des multiples de ,.

On a ensuite:
ds,

"y,

= 2(AS,,) + K,

. asSy T
ce qul montre que o est périodique en y, et y,.
1

Ainsi en choisissant pour C, une valeur supérieure a — ¢, et en
choisissant ensuite les autres constantes A, A,, ... d’une facon arbitraire,

as a8 e ; . .
on trouve pour T, et . des séries ordonnées suivant les sinus et les
1 2

cosinus des multiples de y, et de y,. Ces séries, quoique divergentes,
peuvent rendre des services dans certains cas.
Passons maintenant au cas de

01 = =0y,

qui ainsi que nous ['avons vu au § 17 est celuli qui correspond aux
géries qui représentent asymptotiquement les surfaces asymptotiques.
L’expression
[£1] + €,
n'est jamais négative, mais elle devient nulle pour une certaine valeur
de y, que nous avons appelée 7, dans le paragraphe cité. Je supposerai
dans ce paragraphe que cette valeur est nulle; j'ai le droit de le faire,
puisque cela n’implique qu'un choix particulier de 'origine des y,.
Ecrivons donc [F,] + O, sous forme de série trigonométrique:

[F,]+ C, = 24, sinmy, + 2B, cos MY+

Pour y, = o, cette fonction s'annule ainsi que sa dérivée, puisque
la fonction étant toujours positive, zéro est pour elle un minimum. 11
en résulte que l'expression suivante:

[#] + G,

gin?® Ys
2
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est développable suivant les sinus et cosinus des multiples de y,; c'est
une fonction périodique de y, qui ne sgannule jamais et me devient
jamais infinie.
Il suit de 14 que l'on peut écrire:
.0
SlllJ—2

= 2 A, cosmy, -+ 2B, sinmy,
as

VIF,] + C,
2 . Y,
: \/Nsm 2

et par conséquent:
dy, T A, cosmy, + ZBpsinmy,

Nous pourrons écrire maintenant I'équation (7) sous la forme sui-
vante:

— . 17
V2N sm'—il

(7"

dSp_l]
=1 4 D
2 A, cosmy , + ZB,, sinmy, [ dy, , + p(./2>’

@, étant une fonction connue de y,.

Cela posé, je me propose de démontrer que: .
ds, a8y
B, @y,

sont des fonctions périodiques de y, et de #,, dont la période est 2z par
rapport & y, et 4z par rapport & y,.
Supposons en effet que cela soit démontré pour:

s, ds, ds, 4, A8y dSp-s dSp1.
dy,* dy,’ dy, T dy,’ " Ty, 7 dy, 7 ody
dsS,_. . . T
T;l est une fonction périodique de y, et de y,; d'autre part sa valeur
1
moyenne

[[ZSP—IJ . —I*l
dy, I~ n 77

est une constante indépendante de y,. Nous pourrons donc écrire:

S = _I'lp—lyl + O (Y15 %) + G (#2)-
nl
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0, (41 » y») étant une fonction périodique de y, et y, et _, une fonction

arbitraire de y, sculement. Il vient ensuite:

CZSI;__1 . dﬁp_l + (l(:p——l
dy, Ay, ' ody, ]
d’olt
4 [Sp—l] af 17—1] a6t
dy, + dy,
et
d8p—1 __ d[Spa] __ A1 A[fp]
dy, dy, ~ dy, dy, ’
. a8y a[Sp— . ST
ce qui montre que 52‘;1— [5; ) est une fonction périodique de g,
2 2

et de y,.

a8y

L’équation (7’) montre que cela est vrai également de [ y) ] et par

2

conséquent de 475;_—1 (quelle que soit d’ailleurs la constante 1) et I'équa-
2

. . a5,
tion (5) montre que cela est vrai de .

Cela sera donc vrai des fonctions:
ds, ds,
ay, " ay,
quel que soit lindice p.
Il importe toutefois de remarquer que si ces fonctions sont pério-
diques, ce n’est pas une raison suffisante pour qu'elles puissent étre dé-

’ . . . . Y,
veloppées suivant les sinus et cosinus des multiples de y, et de g En

effet ces fonctions ne sont pas toujours finies, sauf pour un choix parti-
culier des constantes 2,; il est aisé de s’en rendre compte, car I'équation
(7) d’oit Ton doit tirer la valeur de

i
@y,

. « 4
a en facteur dans son premier membre 31n‘;—2.

Done l'expression de

dS = . . ’ *
[——dp 1] contiendra sm';—2 au dénominateur,
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Les dérivées des fonctions &, pourront donc devenir infinies, mais
seulement pour

.Y,
smL
2

=0 ou y,= 2kr.

Si y, a une valeur différente de 2z, ces dérivées ne deviennent
infinies pour aucune valeur de y,; elles peuvent donc se développer sui-
vant les sinus et cosinus des multiples de y,.

Nous pouvons donc écrire par exemple:

d — .
5;:‘ - = 7:_1 Ay + 2 A, cosmy, + X B, sinmy,

4, et B, étant des fonctions périodiques de y, qui peuvent devenir in-
finies.
Imaginons maintenant que les constantes 2, dindice impair soient

toutes nulles; je dis que
dy, " ay,

ne changeront pas quand on changera y, en y, -} 27 toutes les fois que
lindice p sera pair et qu'au contraire ces deux fonctions changeront de
signe, sans changer de valeur absolue quand on changera y, en y, 4 27,
toutes les fois que l'indice p sera impair.

Je suppose que le théoréme soit vrai pour:

48, ds§, ds, ds, dSp—s ASp—s  diSp—
dy, " dy,’ dy, ’ dy,’ """ dy, 7 dy, ’ dy,

et je me propose de démontrer qu’il est vrai également pour

48y @5,
dy, dy,
. dS, e i
Si 3y est multiplié par (— 1) quand y, se change eny, 4 27,
1

il en sera de méme de:

A8ps [
dy, [ dy, ]
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Nous avons trouvé en effet

%:_1— = ;—/11,_1 + X4, cosmy, + B, sinmy,,
1 1

4, et B, étant des fonctions périodiques de y,.

Si dgz'l est multiplié par (— 1)*' quand y, augmente de 2z, il en
J1
sera de méme de 4, et B, et des dérivées de ces fonctions par rapport

& g, Il en sera donc encore de méme de:

dSp—1 [dsp_l:l . Z d A, sinmy, Z dB,, cos my,

dy, ay, dy, m dy, — m
Nous avons maintenant & montrer que cela est vrai-de
dsp_l]
dy, 1

Pour cela il est nécessaire d’étudier de quelle maniére K, dépend
des fonctions S,, 8;,S,...., S,1. Je me propose d'établir que l'ordre
de tous les termes de K, par rapport aux dérivées des fonctions d'indice
impair

S, 8,8,...
sera de méme parité que p.
En effet, en faisant dans

a8 dS
F<CZ"_A7E/=,%’?/2>’
S=8+8yp+Su+...,

nous avons frouvé:

FeH +Hjp+ Hp+....

Si je change i en — . et qu'en méme temps je change 8, S, S,
etc. en — S, — 8, — 8, ete. sans toucher aux fonctions d’indice pair,
I'expression de F' ne devra pas changer.

Donc H, devra se changer en (— 1)’H,.

Cela montre que l'ordre de tous les termes de H, par rapport aux
dérivées de S, S, S,, etc., devra étre de méme parité que p. Il devra
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done, comme je 1'ai annoncé, en étre de méme des termes de K, puisqu’on

) J ’ »

obtient &, en supprimant dans H, les termes qui dépendent de S,_, ou de S,.
Cela posé, changeons y, en y, 4+ 27; les dérivées de S, ne changeront

pas si ¢ est pair ct au plus égal & p — 2; elles changeront de signe si

q est impair et au plus égal & p—2. Donc K, se changera en (— 1)°K,
Reprenons maintenant I'équation (7)

48,
) a8, [dS,—_1

75, [dsp_,
dy, L dy,

dy,

]=—-/L,,—1 ]+[Kp]-

dy,
Quand on change y, en y, 4 27,

[K,] se change en (— 1/[K,],

dsp_l ] T[dsp-—l]
m se change en (— 1) .
et
as, as,
. se change en —-zl—y—;

Nous pouvons méme dire que

A, se change en (— 1)2,.

En effet cela est vrai pour p pair parce que A, est une constante
indépendante de y,; cela est vrai encore pour p impair parce que nous
avons supposé que les A, d'indice impair sont tous nuls.

Il résulte de la que

dS,_4 . JdS,—
[%1 se change en (— 1) 1[—1—1]

Yy - dy,
et par conséquent
d8p_1 b1 d8,
a, T
C. Q. F. D.
as, ds,

Je dis maintenant que se changera en (— 1)f
4y, dy,

Acta mathematica. 13, Imprimé le 9 octobre 1890. a7
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Ecrivons en effet 'équation (5)

ds
(s) m Gt = 2 A8 + K

K, et AS,_, et par conséquent le second membre de I’équation (5) seront
multipliés par (— 1)’ quand y, augmentera de 27. Il devra donc en
s,

dy

1

étre de méme du premier membre et de

C. Q. F. D.

Je vais maintenant démontrer que P'on peut choisir les constantes A,
de facon que les dérivées des fonctions S, ne deviennent pas infinies pour
Y, = 2km.

Supposons que l'on ait choisi les constantes A,, A, ..., 4, de

facon que
as, ds, dSps 48,y dS,
dy, > dy, 77777 dy, 7o dy, 7 dy,

restent finies et que les constantes A, d'indice impair soient nulles; je
aS,_1 . ds, .

et —~ ne deviennent pas
ay, ay, P

non plus infinies. Nous verrons en méme temps que A, devra étre nulle

me propose de choisir 1, de fagon que

si p est impair.

. . dS,— .
Il est clair d’abord que si d:l—;’l reste finie, il en sera de méme de:
1
A8 [dsp__l]
ay, dy,
et de

B 48, [dsﬁ_l]

@P(yﬁ’) - [pr] ﬂId% dy, ‘

Reprenons maintenant I'équation (7). Le coefficient de la quantité
dSp_l
ay
connue demeure finie, il faut que le second membre sannule également
et que l'on ait:

inconnue [ ] gannule pour y, = 2kz; pour que cette quantité in-

2

D, (2kn) = A,.
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Comme @, ne change pas quand y, augmente de 47, il suffira de
» ge pas q Y, g ’
prendre % = 0 et k = 1 et d’écrire

®) 2,0) = 0,(27) = .
Si p est pair, il n'y a pas de difficulté, on a:

G,(ys) = @p(y, + 27)

et par conséquent:
2,(0) = @,(27),

de sorte qu’il suffit de prendre:

= @,(0).
Si au contraire p est impair, on a:
(pfl’(y?) = (pJJ(yz + 277)
et
?,(0) = — &,(27),

de sorte que les équations (8) ne peuvent étre satisfaites que si l'on a:

8,(0) = B,(2m) = 2, = o.

Nous avons donc & démontrer que pour p impair, @,(o) est nul.
Soit en effet:
?,(0) = a

et par conséquent

Je dis que a est nul.

Nous allons nous appuyer sur un lemme qui est presque évident.
Voici 1'énoncé de ce lemme:

Soient ¢, et ¢, deux fonctions périodiques ct de période 27 par
rapport & y, et a #,. On sait que si ;o est une fonction périodique de

¥, par exemple, la valeur moyenne de il est nulle. On aura donc

ﬂ & dy, dy, —/f £y dy,dy, = 0
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Jsa d, 2 '
f/ . @ (ZJICZ‘/‘,——-O

les intégrales étant étendues a toutes les valeurs de y, et de y, depuis

ou

o jusqu'a 2.

Il est nécessaire pour que le lemme soit vrai que les fonctions ¢
et ¢, solent continues, mais leurs dérivées peuvent étre discontinues. Ces
dérivées doivent seulement rester finies.

Cela posé, nous achéverons de déterminer la fonction §,_; non plus
par l'équation (7'), mais par I'équation suivante:

de_l:I
V2N sin 22 [ .

== q 22 w
(9) 24, cos my, + 2B, sin my, —— @ cos > -t (Jz)

Elle ne différe de 'équation (7') que par ce que 2, a été remplacé
par o cos%- '
S,
dy
dique de y, et de période 27, (je rappelle que p est supposé impair).
De plus cette fonction ne devient pas infinie pour y, = 2kz, parce que le
second membre de 'équation (9) sannule pour y, = o et pour y, = 2.

Posons ensuite

. d . Lt
Cette équation montre d’abord que [ ] est une fonction pério-

2

_ds, §ds, 48, =ty s,,_l
51—5171"}‘ dy+ dy+---+/~l +/£77,

as,

148 “st_
Z hadnd | 2 27
b= dy, dv T d/ Tt

7 sera une fonction de y,, de y, et de p définie par Véquation:

(10) F(&,&rv,9,)=C.
Il est aisé de voir que { est entiérement déterminé puisque nous
connaissons maintenant complétement S, S,. ..., §,.;. On pourra donc

tirer » de I'équation (10) sous la forme suivante:

1
77=770+/‘2771 + g+
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les 7, étant des fonctions périodiques de y, et de y,, de période 27 par
rapport & y, et 4z par rapport a y,.
De plus on aura:
AL
dy, dy dy,

1

Nous n’avons besoin que de 7,; or on voit tout de suite que 7, est
donnée par I'équation suivante:

(11) ny, = 2A8,_, + K,

qui ne différe de I'équation (5) que par ce que l'inconnue y est désignée
par 7. '

Cette équation montre que 7, est une fonction périodique de y,; il
faut chercher la valeur moyenne de cette fonction. Si l'on se reporte &
la signification de 1'équation (9), on verra qu'elle exprime que la partie
moyenne du second membre de (11) est acos%ﬁ. On a done:

a oy
[770] == ;7’—1 COS?;'

, est susceptible de deux valeurs différentes qui se permutent I'une
dans D'autre, soit quand on change \u en — /4, soit quand on change
Y, en y, -+ 2m.

J’appellerai ¢, la plus grande des deux valeurs de { et ¢, la plus
petite.

De méme ¢ est susceptible de deux valeurs; jappellerai ¢, celle
qui correspond & ¢, et ¢, celle qui correspond & ¢,.

Enfin 7 est susceptible de deux valeurs; jappellerai 7' celle qui
correspond & ¢, et 3" celle qui correspond & ¢,; %, est susceptible de
deux valeurs que jappellerai de méme 7; et /.

La fonction ¢, est périodique de période 2z par rapport a y,; en
effet, quand on augmente y, de 27, les deux valeurs de ¢ se permutent
entre elles; donc ¢, qui est toujours égale & la plus grande de ces deux
valeurs ne change pas.

Pour la méme raison, ¢,, ¢, ¢,, %, %", i, %; seront des fonctions
de période 27 par rapport a ¥,. :

Des définitions précédentes, il résulte que ¢,, ¢,, ¢, et ¢, sont des
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fonctions continues, quoique les dérivées de ces fonctions, de méme que
7' et " puissent étre discontinues.

Nous sommes donc dans les conditions o notre lemme est applicable
et nous pourrons écrire:

d 1
ﬂ”/f 7 dy, dy, —/f d;j ay, djldv/g——o
#ITVCMQb-le”—gU dy,dy, = o,

ff Ua =1 gy, gy, — o,
ou enfin:
e — 1t A —7) A" —
ff (vdyzv ) dysdys + /f (vdy2 7 _ (0dy277 )]dyldy2=0-

Cette relation devra avoir lieu quel que soit p.
Mais quand g tend vers o %' — ; et %" — %, tendent vers o.
Donc on aura:

(12) limﬂi@—&—q}@—) dy,dy, = o (pour p = o).

Transformons le premier membre de I'égalité (12). Je remarque
d’abord que p étant impair, », est une fonction qui doit se changer en
. , .
— 5, quand y, se change en y, -+ 27. Il suffit pour s'en convaincre
de se reporter & l’équation (11). Nous avons done:

ou encore

7= —7 = t7,

d 0 (1] — []
ﬁW””@@wwﬂ %m=d7(“mn

11 reste & voir pour quelles valeurs des y nous devons faire 7; =4 ,
et pour quelles valeurs des y nous devons faire 7, = — 7,.

d’ou
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Si nous avons:

P28,

as,  ds,
(13) %‘FIJE'F + Tt p dy2 > 0,

nous devrons prendre d’aprés notre convention:

s, - d8, s, ds, 22 A8,
-l—\/ “ —l—/zdy + pyp dy + .ot p Iy,

et
ds, ds, as, as, 21 d8, 1
Sbe—"“"‘\/ dy +’ud1/ + ot p v,

Si au contraire le premier membre de Iinégalité (13) est négatif,
nous devrons prendre:

d - d8s, il dsp_
Py =" /p r 3y, e aEER ol 3.
et
as, S, i P Sy
¢2 dl] + \/ dy + + ya

Tout dépend donc du signe du premier membre de I'inégalité (13).
Egalons ce premier membre & o, nous obtiendrons une équation:

s, | ds,
(14) a7, + ", -+ .

Cette équation peut étre regardée comme définissant y, en fonction
de y, et de pu.

On pourra résoudre cette équation et écrire:

Yo = 0(?/1 s ﬂ)-

Observons seulement que 6 est une fonction périodique de période 27
par rapport & y, et que cette fonction # s'annule identiquement quand
on y fait p = o.

Par conséquent quand y, variera de 6 & 6 + 27, on aura:

7=+ 7,
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et quand y, variera de § + 27 & 6 + 47, on aura

o = = 7o

Nos intégrales doivent étre étendues & toutes les valeurs de g,
comprises entre o et 2z, Mais comme 7] est une fonction de période

27c, On aura:
2w 0497

fdylfd.lz fdJlfsz UL

27 042
. a
[ . = f i, [, -
(4

Quand p tendra vers o, le premier membre devra tendre vers o et
d’ailleurs @ tendra vers o, on aura donc:

11mf/ dJldJZ—fdJIfdyzd =

2 2r

O_[/ *dy, dy, = 2 fo'%?f—}dyg':"—‘ﬁ;?— /qm /2(ZJ2___§§_(1‘
0

On a donc

ou

d’ot

C. Q F. D

Il résulte de 1a que si l'on annule les constantes A, d'indice impair
et si on donne des valeurs convenables aux constantes A, d'indice pair,

. d .
les fonctions a5, et 8, resteront finies.
dy dyz

J1
On pourra donc les développer suivant les sinus et cosinus des mul-

tiples de y, et de 2. les multiples pairs de %2 entreront seuls dans le
2 2
développement si p est pair; si au contraire p est impair, les multiples

impairs de % entreront seuls,
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Nous aurons alors pour les équations approximatives de la surface
asymptotique

p=n p p=n_p
5 flA T(llg
(15) Ty = /l2 £, Ly == 5 /l,zdyp_

p=0 ¢ p=0

Ces séries ainsi que nous l'avons vu sont divergentes, mais si on arréte
comme mnous le faisons dans les équations (15) au #° terme, I'erreur com-
mise peut étre trés petite si p est trés petit, ainsi que je 1'ai exposé
plus haut.

Nous avons vu que la quantité appelée plus haut « est toujours
nulle. On peut donner de ce fait essentiel une autre démonstration.

Posons:
p—3

T=8 +pS, + p*S, + ... —l—/,eTS’},_g,
E=1y, +pg, +p*, +....

Je dis d’abord que T est une fonction périodique de y, et de y,.
, I . ST

En effet ses dérivées EJI—T et %—7 sont des fonctions périodiques; on

1 2

a done:
T=p+rm.+7T,

B et r (tant des constantes et 17 étant une fonction périodique de y, et y,.
On en conclut que

. arT arT aT a1
@, =P ta T T

ar ar , L. . iy e \ ‘

T e & étant des séries trigonométriques dont le terme tout connu
1 e

est nul.

Mais les fonctions S, S;, ..., S,_, étant d’indice impair, leurs dé-

rivées changent de signe quand on change y, en y, 4+ 2z. Donec —‘Zg et
1
ar

T changent de signe quand.y, augmente de 27z. Donc les termes tout

connus f et y sont nuls. Donc T = T’ est une fonction périodique qui
ne change pas quand y, augmente de 27 et qui change de signe quand
¥, augmente de 27.

Aeta mathematica, 13, Imprimé le 9 octobre 1890. 28
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Cela posé, nous savons que ¢ et { sont liés par P'équation:

1'1((1 ’ C?’yl’?/2> = (.

Il en résulte que, si les deux valeurs de § se confondent, les deux
valeurs de ¢ se confondent également.
Ecrivons que les deux valeurs de ¢ se confondent, il vient:

i

[9

aT
o =0
(16) a7,
Cette équation (16) est d’ailleurs identique & I'équation (14). Keri-
vons maintenant que les deux valeurs de { se confondent, il viendra:

—1
ar | 5

(17) g, TrE=o

Les équations (16) et (17) devront étre équivalentes. De plus elles
devront étre équivalentes & la suivante:

Y, = 0(-7/1 3 /"‘)’

6 ayant le méme sens que plus haut. Supposons qu'on développe 6
suivant les puissances croissantes de g, il viendra:

(IS} Yy = pb, + /12'92 + /"36’3 +.o

6,,0,,0,,... étant des fonctions périodiques de y,.

Supposons y, lié & y, par I'équation (18); quand y, augmentera de
27,1, ne changera pas et 7' qui est périodique ne changera pas non plus;
on aura donc:

27
n=2x
al aT
m;/ol dT:/(@‘ld% +;Zy—2(7y2>—0a
0
1T ! < . .
ou en remplacant Z{—’; et %i% par leurs valeurs tirées des équations (16)
J1 "2 ’
et (17)
p—1 2w
2
— s Edy, = o.
| At
Si dans

§ =1, +pnp +p'g + ...
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on remplace y, par sa valeur (18) il viendra:

§:§o+/151+/4'-252+~--7

&, &, &, etc. étant des fonctions périodiques de .
On devra avoir quel que soit p:

Sy &+ pe+ 6+ ) =0
0
et par conséquent: ‘

"/'E.)dyl = 27[&] = o.
0

Il est clair que pour obtenir £, il suffit de faire y, = o dans 7,
or on a

[7,] = 2 cosle.
Il vient donc
270
T =0
'nel
ou
o = O. C. Q. F. D.

§ 19. Troisiéme approxtnation.

Nous nous proposons maintenant de construire exactement nos sur-
faces asymptotiques ou plutdt leur intersection avec la surface y, = o
qui est comme nous l'avons vu plus haut une surface sans contact.

Dans notre mode de représentation géométrique, la solution pério-
dique que nous envisageons est représentée par une certaine courbe tra-
jectoire fermée. Cette courbe fermée vient couper la surface y, = o en
un point que jal représenté sur la figure en 0.

Par cette courbe fermée passent deux surfaces asymptotiques; ces
deux surfaces coupent la surface y, = o suivant deux courbes que j'ai
représentées sur la figure en trait plein en A0'B et A'0'B.

J'al représenté en trait pointillé ------- la courbe ¥, =g, = o.

Reprenons les notations du § 16; considérons les séries s; et s, qui
entrent dans les équations (4) de ce paragraphe; soient comme dans le
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§ 16, % et s la somme des p premiers termes des séries s, et s,. Nous
avons vu que les équations:
@y = $7(Y1 5 Ya)s @y = S5y, Ya)
représentent des surfaces qui différent trés peu des surfaces asymptotiques.
Ces surfaces couperont la surface y, = o suivant des courbes qui ont
pour équation:
Y= 0, z, = s8(0, %)y zy = s5(0 , Yy)

et qui sont rveprésentées sur la figure en trait mixte —..—..—..—. .

Fig. 9.

Nous avons appris dans le paragraphe précédent 4 former les séries s, et
S,3 nous avons vu que st(y;, ¥,) et 8y, , 7,) sont des fonctions périodiques
de période 27z par rapport &4 y, et de période 4z par rapport & z,.

Il en résulte que la courbe en trait mixte doit étre comme indique
la figure une courbe fermée admettant un point double O.

La premiére question & traiter est la suivante: les courbes en trait
plein, intersections des surfaces asymptotiques avec gy, = o, sont-elles aussi
des courbes fermées? Il est clair qu’il en serait ainsi si les séries s, et
s, étaient convergentes. Car les courbes en trait pointillé différeraient alors
aussi peu qu'on voudrait des courbes en trait plein; la distance d’un point
de la courbe pleine & la courbe pointillée tendrait vers o quand p
croftrait indéfiniment.

Je vais montrer sur un exemple simple qu'il n’en est pas ainsi. Soit:

— F =p + ¢* — 2psin” 2 — pe cosmp(y),
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olt ¢(y) représentc une fonction périodique de y de période 27, et ou
p et ¢ sont deux constantes que je suppose tres petites. Je forme les
équations:

dv _ dF dy  dF
" @ T Ty uwT T
I
dp dF . d ar
ﬁ = o~ = —pe sinzp(y), dg 3y = psiny + pe coszo'(y).

On voit que p et g joueront le méme réle que jattribuais jusqu'ici & «,
et & x,, pendant que x et y joueront le role que jattribuais ay, et ay,,
je m'ai changé les motations que pour supprimer les indices.

Supposons d’abord ¢ = o. Les équations admettent alors une solu-
tion périodique qui s'écrit:

z =1, p =0, g = 0, Yy = 0.

Les exposants caractéristiques (en laissant de coté les deux qui sont nuls,
ainsi qu'il arrive toujours avec les équations de la dynamique) sont égaux
Il existe alors deux surfaces asymptotiques qui ont pour équations:

7

__ds, s, i
P=a2 1= S, = +2\/,/cos5

d’on
¥
P =0, g—-l-\/ﬂsm—
Les exposants caractéristiques n’étant pas nuls, mais égaux & + /2, quand
on fait ¢ = o, il existera encore une solution périodique pour les petites

valeurs de e; & cette solution périodique correspondront deux surfaces
asymptotiques dont l'équation pourra se mettre sous la forme

_as s
T da’ T=ay’

S étant une fonction de x et de y satisfaisant & 1I'équation

a8 d8\?
T (@) = 2y sin’< —l—/,t“ cos e (y).
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Les exposants caractéristiques ne s’annulant pas pour &= o, il résulte
de ce que nous avons dit & la fin du § 13 que p et g et par conséquent
S sont développables suivant les puissances croissantes de . Posons donc:

S=8; + &S +¢°S, +....
Nous avons trouvé plus haut:

S,

0o = —2\/5/;008%‘

Quant & 8, il devra satisfaire & I'équation:

— . ydS
+ 2 sm'—;d;/‘ = pcosze(Yy).

ds,

dw

Si l'on désigne par X une fonction qui satisfasse & I'équation:

azy — . Yy as in ) —
-+ \/2‘1151115@: ne e (y) (i =y—1)
S, sera la partie réelle de X¥. Or on peut satisfaire & cette équation
en faisant: .

2 =d"9(y);

il suffit pour cela que:
. — . Y d¢
i) + Vapsing ot = po(y).

L’équation en ¢ ainsi obtenue ct qu'il gagit d'intégrer cst linéaire. Son
intégrale générale s’écrit: si ¢(y) = o

b= (te ) =.__'\/§
£ <tg4>, * Vi

et si ¢(y) est quelconque:

¢ = (tgi—:)a/ \//—;g(y)(sing>_l<tg£>—ady.

Comme ¢ doit étre développable suivant les puissances entiéres de y
pour les petites valeurs de y, il est facile de voir quelle valeur il faudra
donner & la constante d’intégration. Si, pour y = o, ¢(y) s'annule, I'inté-
grale devra s’annuler aussi, de sorte qu'il faudra la prendre entre les li-
mites o et y.
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Que faudrait-il maintenant pour que les courbes BO'B’ et 404’
fussent fermées? Il faudrait que la fonction S restat fivie ainsi que ses
dérivées pour toutes les valeurs de y et fut périodique de période 47
par rapport & y (cest ce qui arrivait, rappclons-le, pour les fonctions s?
¢t s§ dont nous avons parlé un peu plus haut). Comme cela devrait
avoir lieu pour toutes les valeurs de &, cela devrait avoir lieu de S,
et comme S, est égal & cosz multiplié par la partie réelle de ¢, plus
sinz multiplié par la partie imaginaire de ¢, cela devrait avoir lieu de ¢.

Donc pour les valeurs de y voisines de 27, ¢ devrait étre dévelop-
pable suivant les puissances entiéres de y — 27, Mais il n'en est pas

ainsi de <t-g ;-i) . Donc lintégrale:

= f \// sm/ <tg::—i>~ady

.

devrait étre nulle. Calculons cette intégrale en supposant ¢(y) = siny.

Posons tg Z{ = ¢, il viendra:
=2 (1 — ) d¢
']._4‘V//\/‘ ([+t22 *

!’ . ‘I t
Intégrons pas parties en remarquant que ESE t) est la dérivée de TR

il viendra:

_ t~adi_
40(\/2// I+t“
0
Faisons ¢* = u, on aura:

»

ekl
— w % duw 2w 2 __ = 8mi
J = 2a\/2u =
\/ / I4u cos 2 _”: =

08 —
. 2 ey + e \,2,u.

Done J n'est pas nul; donc les courbes BO'B’ et 40’4’ ne sont pas
fermées; donc les séries s, et s, ne sont pas convergentes, non plus que
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les séries définies dans les §§ 14 et 18 ainsi que je I'avais annoncé dans
ces paragraphes.

La distance des deux points B et B’ n'est donc pas nulle, mais elle
jouit de la propriété suivante. Non seulement BB’ tend vers o, quand

p tend vers o, mais le rapport Eﬁi tend également vers o quelque grand
r”
que soit p.
En effet la courbe pointillée a pour équation

Y= 0, & == s7(0, Ya)s &y = §5(0, 9)
et la courbe en trait plein a pour équation:

Y, = 0, Ty = f;(O 2 yz)’ Ty = f;(O 2 ya)'

D’aprés ce que nous avons vu plus haut les séries s, et s, représentent
asymptotiquement les fonctions' f; et f;, ce qui veut dire que I'on a:

D P
limé%s—1 = lim f?;p” =0 (pour g = o).

[15 /LE

ns

Donc le rapport 3 p® de la distance de B & la courbe pointillée tendra
r
vers o et il en sera de méme du rapport & p* de la distance de B’ &

cette courbe pointillée. On a donec:
1 BE’
1m—P = O,
i
C. Q. F. D.

En d’autres termes, si on regarde p comme un infiniment petit du

premier ordre, la distance BB, sans étre nulle, est un infiniment petit
1

dordre infini. Clest ainsi que la fonction e * est un infiniment petit
d’ordre infini sans étre nulle.

Dans lexemple particulier que nous avons traité plus haut, la di-
stance BB’ est du méme ordre de grandeur que lintégrale J, clest &

~

dire que e Va.
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Une seconde question & traiter est celle de savoir si les deux courbes
OB et O'B prolongées se coupent. S'il en est ainsi en effet, la tra-
jectoire qui passera par le point d’intersection appartiendra & la fois aux
deux nappes de la surface agymptotique. Ce sera ume trajectoire double-
ment asymptotique. Soit C la trajectoire fermée qui passe par le point
O’ et qui représente la solution périodique. La trajectoire doublement
asymptotique différe trés peu de C, lorsque ¢ est négatif et trés grand,
elle gen éloigne asymptotiquement, sen écarte beaucoup d’abord, puis
gen rapproche de nouveau asymptotiquement, de facon a différer tres
peu de C, lorsque ¢ est positif et trés grand.

Je me propose d’établir quil existe une infinité de trajectoires double-
ment asymptotiques.

Je commence par observer que la courbe O'B, quelque loin qu’on
la prolonge, me pourra jamais se recouper elle-méme, c’est a dire que
cette courbe O’'B prolongée n'a pas de point double. En effet d’aprés
la définition de cette courbe les antécédents des divers points de O'B
sont eux-mémes sur cette courbe O'B; de sorte que l'antécédente de la
courbe O'B est une portion de cette courbe. De méme la seconde, la
troisiéme ete, la ‘n® antécédente de (O'B sont des portions de plus en
plus petites de cette courbe, limitées par le point O’ d’'une part et un
point D de plus en plus rapproché de O’ d'autre part.

Si la courbe O’B avait un point double, il en devrait étre de méme
de toutes ses antécédentes, et par conséquent de tout arc O'D si petit
quil soit, faisant partie de (’B. Or les principes du § 13 nous permet-
tent de construire la portion de O'B voisine de O et de constater que
cette portion de courbe n’a pas de point double. Il en est donc de
méme de la courbe entiére quelque loin quon la prolonge.

D’aprés la définition des deux nappes de la surface asymptotique et
des courbes BO'4’, B'O'4, I'une de ces courbes (par exemple la courbe
BO'A’) est telle que le n° antécédent d’'un point de cette courbe se rapproche
indéfiniment de O, quand % augmente; pour l'autre courbe B'('4, c'est
le #° conséquent qui se rapproche indéfiniment de O'. Ce que nous
venons de dire sapplique donc également & la courbe O'B', pourvu qu’on
remplace partout le mot antécédent par le mot conséquent. Donc la
courbe O'B’ quelque loin qu'on la prolonge ne se recoupera pas elle-méme

et il est clair qu'il en sera de méme des courbes 0’4 et 0’4"
Acte mathematicy. 13. Imprimé le 14 octobre 1890, 29
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Je dis maintenant que la courbure des courbes O'B et O'B’ est finie,
je veux dire qu'elle ne croit pas indéfiniment quand u tend vers o.

En cffet nous avons vu que non seulement les séries s, et s, repré-
sentent asymptotiquement les deux fonctions f, et f,, mais que les séries
d%, |, ds, , : arf, . d,
an ¢t e representent asymptotiquement i e -

On en conclut que si p est regardé comme un infiniment petit, la
courbure de la courbe en trait plein au point B différera infiniment peu
de la courbure de la courbe pointillée .an point le plus rapproché; or
cette derniére courbure est finie, donc il en est de méme de la courbure
de la courbe en trait plein.

Soit maintenant B; le conséquent du point B et Bj celui du point
B'. La distance BB, est du méme ordre de grandeur que (u et il en
est de méme de la distance B’B;, les arcs BB, et B'B; sont donc trés
petits si g est trés petit et leur courbure est finie; d’autre part les
BB BB endent vers o
BB, BB,
quand g tend vers o; enfin il existe un invariant intégral positif.

Nous nous trouvons donc dans les conditions du théoréme III du § 8.
Nous en conclurons que les arcs BB, et B'B; se coupent, c’est & dire
que la courbe OB’ coupe la courbe O'B prolongée et par conséquent
qu’il existe au moins une trajectoirc doublement asymptotique.

Je dis maintenant qu’il en existe au moins deux.

En effet la figure a été construite de facon que les points B et B’

solent sur la courbe

distances BB’, B B; de méme que les rapports

y1=y2=0.

Mais l'origine des y, est restée arbitraire; je puis supposer quon la
choisisse de telle sorte qu'au point d’intersection des deux courbes O'B
et OB, on ait y, = 0. En ce cag les points B et B’ coincident. Il
doit donc en étre de méme de leurs conséquents B, et B;. Les deux
arcs BB, et B'B] ont alors mémes extrémités, mais cela ne suffit pas
pour satisfaire au théoréme III que je viens d’appliquer (il faut en effet
pour satisfaire & ce théoréme que I'aire limitée par ces deux arcs ne soit
pas convexe), il faut encore qu’ils se coupent en un autre point N.
Par ce point passera une trajectoire doublement asymptotique qui
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ne se confondra pas avec celle qui passe en B. Il y a donc au moins
deux trajectoires doublement asymptotiques.

Je suppose toujours que les points B et B’ se confondent. Soit
BIIN la portion de la courbe O'B comprise entre les points B et NN;
soit de méme BPN la portion de la courbe O’B’ comprise entre le point
B =DF et le point N. Ces deux arcs BIMN et BPN limiteront une
certaine aire que jappelle a.

Nous avons vu que dans le cas particulier du probléme des trois
corps qui mous occupe on peut appliquer le théoréme 1 du § 8. Il
existera donc des trajectoires qui traverseront une infinité de fois l'aire a.

Donc parmi les conséquentes de l'aire «, il y en aura une infinité
qui auront une partie commune avec a.

Si donc on considére la courbe fermée BMNPEB qui limite lalre a,
et les conséquentes de cette courbe, il y aura une infinité de ces consé-
quentes qui couperont la courbe BMNPDE elle-méme.

Comment cela peut-il se faire?

L'arc BMN ne peut couper aucun de ses conséquents; car l'arc
BMN et ses conséquents appartiennent a la courbe O'B et la courbe O’B
ne peut se recouper elle-méme.

Pour la méme raison l'arc BPN ne peut couper aucun de ses
conséquents.

Il faut donc, ou bien que 'arc BIMN coupe un des conséquents de
BPN, ou que l'arc BPN coupe un des conséquents de BMN (dans les
hypothéses ol nous nous sommes placés, c’est le second cas qui se pré-
sentera). Dans l'un comme dans lautre cas la courbe O'B ou son pro-
longement coupera la courbe OB’ ou son prolongement.

Ces deux courbes se coupent donc en une infinité de points et une
infinité de ces points d'intersection se trouveront sur les arcs BMN ou
BPN. Par ces points d'intersection passeront une infinité de trajectoires
doublement asymptotiques.

On démontrerait de la méme maniére que la surface asymptotique
qui coupe la surface y, = o suivant la courbe O'A contient une infinité
de trajectoires doublement asymptotiques.
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CHAPITRE III.

Résultats divers.

§ 20. Solutions périodiques du 2° genre.

Dans le chapitre précédent et en particulier dans les §§ 17 et 18
nous avons construit nos séries en supposant que l'on donne & C, une
valeur tantot supérieure tantot égale & — ¢,.

Supposons maintenant quon ait donné & € une valeur < —g,.

Alors
o = \/Z(F] + )

n'est pas toujours réel. Supposons par exemple que, pour la valeur
choisie de O, »; reste réel quand y, varie depuis 7, jusqud 7, Je
vais considérer une valeur 7, de y, comprise entre 7, et 7,:

N <Yy <7

et je vals chercher & définir les #} pour toutes les valeurs de 7, com-
prises entre y, et z,.

J'observe d’abord que w} est susceptible de deux valeurs égales et
de signe contraire, & cause du double signe du radical; donnons d’abord
par exemple a ce radical le signe .

Imaginons que 'on ait calculé successivement

1 2 £—2
xl?mlJ' 7m1 ’

) gy Dy oony By
L’équation (7) du § 18 nous donne:
zilw ] = 6(y,) + Ciy,

6(y,) étant une fonction entiérement connue de y, et C,_, une constante.
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Nous déterminerons cette constante par la condition
0(ns) + C.y = o.

Alors bien que z, gannule pour y, = 7,, la fonction
(6] = 6(y,) — (71_52

reste finie pour y, = 7,.

Nous avons donc complétement déterminé les fonctions af pour
7, < Y, <7, et nous appellerons xf, les fonctions de y, ainsi déterminées.

Supposons que lon recommence le calcul en donnant au radical le
signe —. On trouvera pour les fonctions ¥ de nouvelles valeurs que
jappelle «f, et qui seront d’ailleurs la continuation analytique des pre-
miéres.

Imaginons ensuite que I'on remplace C; par une constante nouvelle
C; trés voisine de C,.

Alors le radical:

( ]+ G)

sera réel toutes les fois que y, sera compris entre 7, et une certaine
valeur 7, trés voisine de 7.
Cela posé, nous allons par le procédé exposé ci-dessus calculer les
: & . . ,
fonctions #} pour les valeurs de y, comprises entre », et %,, d’abord en

faisant:
= \/ =(F,] + ©) '

(nous appellerons #f, les fonctions ainsi calculées), puis en faisant

@y = 2 (7] + ©)

(nous appellerons %, les fonctions ainsi calculées).
Nous allons ensuite construire les quatre branches de courbes:

1°. Y =0, Ty = Poa (%)7 & = Do.a (3/2)

que nous prolongerons depuis y, = %, & y, == 7,.
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[+]
2. Y= 0, %, = ¢11(¥s), Ty = ¢12(Ys)
que nous prolongerons également depuis y, = », jusqu'a y, = 7,.

(o]

3 Yy = O, r = 5”2-1(?/2)7 Ly = ¢2.2(?/2)

que nous prolongerons depuis y, = %, jusqu'a y, = 7,.

4°. Y = 0O, Ty = P34 (?/2): Ty = ?3.2(%)

, oo woo
que nous prolongerons également depuis y, = », jusqu'a y, = 7,.

Dans ces formules nous avons posé:
k

f%.g(f’/z) = xg-q + m}?.q \//2 + .04+ x; q/‘a'

La premiére et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront
tangentes en un méme point & la courbe y, = ;.

La troisiéme et la quatriéme courbes se raccorderont également et
seront tang}entes en un méme point & la courbe y, = 7,.

Cest ce qu'indique la figure 8 ou les trois arcs pointillés repré-
sentent les trois courbes
Yo = M5 T Yo

o I'arc 4B représente la 1*° de nos quatre branches de courbe, l'arc
AD' la seconde, Varc B'C la 3™ et 'arc DC la quatrieme.

Nous regarderons C, comme une donnée, mais (] est resté jusqu'ici
arbitraire. Nous déterminerons C; par la condition que la 1*° et la 3™°
courbes se raccordent et que les points B et B’ se confondent, ce qui
g'exprime analytiquement par les conditions:

(1) @o1(77) = @2a(1), P02 (1) = Paalnr)-
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Ces deux équations ne sont d'ailleurs pas distinctes et se raménent
& une seule.

En nous appuyant sur le théoréme III du § 8 nous pourrions dé-
montrer que si €] est déterminé par les équations (1), les équations

(I’) 5‘71.1(’77) = @31 (777); 501‘.2<777) = 503.2(777) ”

seront aussi satisfaites aux quantités prés de lordre de f * ; cest » dire
que la 2% et la 4™ courbes se raccorderont aux quantités prés de cet
ordre, ou que la distance DI’ est un infiniment petit de méme ordre

41
que g

Mais je dois faire ici la méme observation que plus haut; les séries
auxquelles on parvient de la sorte me sont pas convergentes bien qu'elles
puissent rendre des services si on les manie avec précaution.

Il existe donc des régions, ol1, au moins pendant un certain temps,
¥, (dans le cas ou lon suppose #, = O) on n,y, —n,y, (dans le cas général)
conservent des valeurs finies. C'est ce fait que les astronomes expriment
d’ordinaire en disant qu’il y a libration. On peut se demander si ces
régions de libration sont sillonnées de solutions périodiques.

On peut Sen rendre compte par les considérations suivantes.

Ecrivons les équations:

li

0 2
Ly 2 + pay,

(2)
m2=972"}’\//"\/_“ +O)+/L“2

Ces équations sont & des quantités pres de I'ordre u celles de surfaces
que nous avons construites (voir figure 8); elles satisfont donc approxima-
tivement aux équations (3) du § 17. Quant & u} c'est une fonction de
y, et de y, qui ne différe de x} que par une fonction de y, de telle

sorte que
d712 da’

dy, ~ dy,

Cette fonction w; doit d’ailleurs rester toujours finie.

Je me propose de modifier la forme de la fonction # qui entre
dans nos équations différentielles de fagon que ces équations (2) satis-
fassent exactement aux équations (3) du § 17.
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Je cherche donc une fonction F* telle que les équations:

G) a — dy,’ .~ dy,’
3

dy,  aFr Ay, dF*

at dx, ’ dt de,

admettent des surfaces trajectoires représentées précisément par ces équa-
tions (2).

Voici comment nous déterminerons cette fonction F%,

Observons d’'abord que «} et 27 sont déterminés par les deux équa-

tions simultanées
ar

9 p—y
dxd

Fy(2y, m) = C,

On peut tirer de ces deux équations z? et #) en fonctions de C.
Nous regarderons donc désormais z) et z; comme des fonctions connues de C.
D'autre part [F,] est une fonction de ¥,, de ] et de 7, ce qui
nous permet de le regarder comme une fonction connue de y, et de C.
Les équations (2) nous donneront par conséquent z, et z, en fone-

tions de y,, de y,, de C et de C..
Remarquons que si 2, et z, sont définis par ces équations

z,dy, + x,dy, = dS
est une différentielle exacte, de sorte que:

2 2
da? dug

dy,  dy,’
Résolvons maintenant les équations (2) par rapport & C et (), il
viendra -
C = F*@,, %, Y, %)
Cp= Oz, %, 9, Ys)-

La fonction F* est ainsi définie et on aura en employant la nota-

tion de JAcosi:
[F*, ] = o,
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ce qui signifie que
&+ = const,

est une intégrale des équations (3).
La solution ls plus générale de ces équations (3) s’écrit alors:

as ds ds ds
()

oy, = ay. = P o=¢+1 a0, — Yo

J2

(" et O} étant deux nouvelles constantes d’intégration.
Cherchons & former effectivement F* ou du moins & nous rendre
compte de T'ordre de grandeur de la différence:

F— I,
Or 2] est défini par la condition suivante:
F(x} + pat, o3 + Jumwl) — C
doit étre une quantité de méme ordre que . (Cf § 17.)

Donc comme Zi} est nul, la fonction
: 2

F(a? 4 pail, 25 + Jpos + p3) — C

sera encore de méme ordre que g\/u, quelle que soit la fonction ;.
D’ailleurs on a identiquement:

F*(a? + pa}, o3 4 Jpay 4 p3) = O,

Donc la différence

F— F*

regardée comme fonction de g, de C, de C,, de y, et de y, est de Lordre
de pyp.
Posons maintenant: .
S = T, — 2.

Des deux équations (1) on tirera facilement C, et C en fonctions
de z,,&,,y,,y, et p; on voit alors sans peine que C et C, peuvent étre
développés suivant les puissances positives de /u, les coefficients étant

des fonctions finies de z,, de &, de y, et de y,.
Acte, mathematicw. 13, Imprimé le 14 octobre 1890, 30
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Nous venons de voir que F'— F* est une fonction de p, de y,, de y,,
de C et de ¢, dont le développement suivant les puissances de p com-
mence par un terme en g/u; si nous y remplagons C et €, par leurs
valeurs en fonctions de g, de #,, de &, de gy, et de y,, nous verrons que
cette différence F'— F* est une fonction développée suivant les puis-
sances de p, dont les coefficients dépendent de z,, &,,y, et y, et qui
commence par un terme en py/u.

Par conséquent ls fonction:

B — F y
______=F(/,z,ﬂ71,§2;y17.”/2)
Y

ne devient pas infinie pour p == o.
Par le changement dc variable que nous venons de faire les équa-

tions (3) deviennent:

ﬁzj’ﬁ . ar* dy, . ar
dt — dy,’ e~ de,
(3) ’
d§, dr* dy, A
at  \Judy, dt Vide,

De méme les équations proposées:

de 4P dy_ ¥
dt — dy;’ at — da
doivent se réduire a:
de, _aF  dy, __ ¥
at ~ dy,’ et~ dw,’
(4 dg,  aF dy, ___dF
T pay, & e,

Nous formerons en outre les équations suivantes:

d‘vl — i # Py ng d?/1 . d i Py g
?lT_dyl(F + ), z_ﬁ——_—cl_wl(F + eF),
(5> dé, d . ) dy, a ,
e FeqeF), e (F 4 eP),
Vidé,

@t \udy,

qui se réduisent & (3°) pour ¢ = 0 et & (4) pour e = pyu.
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D'aprés ce que nous avons vu plus haut, les équations (3) et par
conséquent les équations (3') peuvent g'intégrer exactement; nous en avons
donné par les équations («) la solution générale.

Si Ton discute cette solution générale et si on cherche a la con-
struire en conservant le méme mode de représentation géométrique que
dans les paragraphes précédents, on verra qu'il existe une infinité de
surfaces trajectoires fermées.

Ces surfaces qui ont pour équation:

o) + g ’\r([F] + 0 + gy

m‘z
(6) =

X @) + pal

différent peu des surfaces que nous avons construites dans le § 17 et dont

Téquation s'écrivait:
o » 2 1 N
Wy I \//l \/N(UH] + 01)
@y )

Elles ont méme forme générale que les surfaces définies par I'équation
(7). Si donc mnous faisons les mémes hypothéses que dans le § 17 au
sujet des maxima et des minima de [F|], deux de nos surfaces (6) scront
des surfaces fermées & courbe double; ce seromt celles qui correspondent
aux valeurs — ¢, et — ¢, de la constante C,. Les autres se composent
de une ou deux nappes. fermées.

La surface fermée & courbe double sera pour nos équations (3')
une surface asymptotique et elle partagera I'espace en trois régions comme
nous l'avons dit plus haut.

Parmi ces régions, je distingue la région R, comprise entre les deux
nappes qui est une région dite de libration et je me propose de montrer
que dans cette région, on peut tracer une infinité de tI‘dJ@CtOllE‘b fermées
correspondant & des solutions périodiques.

Revenons en effet aux équations (a) qui nous font connaitre la so-
lution générale des équations (3) et (3'). D’aprés la forme des équations
(2), nous pouvons écrire:

)
)

() ‘

]

1

8 =ay, + by, + 609, , 9,) +\/“"/\/ EXAS
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a et b étant des fonctions de C et de C, seulement et 4(y, , y,) une fonc-
tion réelle et périodique de y, et de w,.
On en déduit:

, ds da
01=ZZ_OT1 CZC‘/1+dO‘/2+dG +\/"N \/(F]_I-G)
Nous donnerons & C, une valeur déterminée qui devra étre plus
petite que — ¢, puisque nous nous supposons placés dans la région R,.
La surface fermée qui correspond & cette valeur de O, présentant
les mémes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux
maniéres différentes: 1° en regardant y, comme constant; 2° en regardant
¥, comme constant.
Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y, comme

constant, y, aura augmenté de 27 et —— aura augmenté de

8
ac,
da
Tao,”

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y, comme
constant, y, sera revenu a la méme valeur, mais l'intégrale

f dy,
(F] + C)
aura augmenté d'une certaine période v définie comme il suit:

Supposons que les valeurs de y, pour lesquelles le radical {[F] + €,)
est réel soient les valeurs comprises entre 7, et 7, on aura:

v-—zf d% .
VIF] + C)

Quand notre intégrale augmentera de v, ?Z% augmentera de
1

o

’Van:



§ 20. Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique. 237

Pour que la solution qui correspond & cette valeur de C, soit pé-
riodique, il faut donc et il suffit que ces deux quantités:

P
2N

2%
Tac,

v
solent commensurables entre elles.

Cette condition sera évidemment satisfaite pour une infinité de va-
leurs de C); notre région R, contient donc une infinité de trajectoires
fermées, représentant des solutions périodigues.

Aingi si K est un nombre commensurable quelconque, I'équation:

da 7
8 i - A
( ) 2ﬂd01 Ko 2N

. . da
(qui contient O, parce que ¥ Toh

1
nera une valeur de O, correspondant & une solution périodique.

Pour discuter cette équation, il me faut chercher ce que c'est qgue

et v sont des fonctions de C,) nous don-

da
ac,”
Il me suffit pour cela de rappeler que:
o= 3 + plat]
et que:

Fy(a] + pal, o3 + \//1’17},) + pFy (@], %5, 415 Ys)

doit se réduire & C aux quantités prés de L'ordre de py/z. On en conclut:

—m,at — (@) + Fifal, a8, , 1) = O
d'ou
—m[2] — O —[F] + [Fi] =0
et:
da_ v
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da . a1y .
- est donc une constante, indépendante de C,, de sorte que I'équa-
1
tion (8) peut s'écrire

(8" Z = const.
Vi

Pour discuter cette équation nouvelle, il convient de chercher com-
ment varie » quand on fait varier C, depuis — ¢, jusqu'a — ¢,.

Pour €, = —¢,, v est infini; €, variant depuis — ¢, jusqw'a —¢,,
v décroit d’abord jusqu'a un certain minimum, pour croitre ensuite de
nouveau jusqu'a l'infini. '

Pour O, < — ¢,, v peut admettre deux valeurs correspondant aux
deux nappes de la surface et que l'on peut envisager séparément. (Cf.
figure 7.)

La premiére nappe de la surface reste réelle quand C, cst compris
entre — ¢, et —g,; la valeur correspondante de v décroit depuis Vin-
fini jusqu'a un certain minimum quand C, décroit depuis — ¢, jusqu's — ¢,.

La seconde nappe de la surface reste réelle quand C) est compris
entre — ¢, et — ¢,; la valeur correspondante de v décroit depuis l'infini
jusqu'a un certain minimum quand €, décroit depuis — ¢, jusqu'a — ¢,.

Ainsi v admet trois minima au moins ¢t reste toujours supérieur a
une certaine limite positive.

Si donc nous regardons I'équation (8’) comme définissant C, en fonc-
tion de g, C, sera fonction continue de g, mais nous pourrons prendre
;o assez petit pour que cctte équation n'admette aucune racine.

Ainsi il est certain quil existe toujours une infinité de solutions
périodiques; mais quand on fera décroitre u, toutes ces solutions dispa-
raitront l'une aprés l'autre.

Il résulte de ce qui précéde que les équations (5) admettent pour
¢ == 0 une infinité de solutions périodiques; les principes du chapitre IIT
(1% partie) nous permettent d’'affirmer qu'il y en a encore une infinité
pour les valeurs suffisamment petites de . Comme g est trés petit, il
semble tres probable qu'il existera une infinité de solutions périodiques
pour e == p\/u, ciest & dire pour les équations (4) qui sont déduites par
un changement de variable trés simple des équations proposées.

Par conséquent, si nous revenons & ces équations proposées, nous
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voyons que dans la ségion de libration R, il y a une infinité de trajec-
toires fermées représentant des solutions périodigues. Nous allons d’ailleurs
Pétablir rigoureusement par une voie toute différente.

Mais si faisant décroitre u d'une maniére continue, on suit une de
ces trajectoires fermées, on la verra se déformer aussi d'une facon con-
tinue et disparaitre ensuite pour une certaine valeur de p. Ainsi pour
/== 0 toutes les solutions périodiques de la région R, auront disparu
Tune aprés lautre. Ce n'est pas ainsi que se comportaient les solutions
périodiques étudiées dans le chapitre III (1™° partie) et qui subsistaient
encore pour g = O.

On peut démontrer que dans le voisinage d'une trajectoire fermée
représentant une solution périodique, soit stable, soit instable, il passe
une infinité d’autres trajectoires fermées. Cela ne suffit pas, en toute
rigueur, pour conclure que toute région de lespace, si petite qu'elle soit,
est traversée par une infinité de trajectoires fermées,” mais cela suffit
pour donner & cette hypothése un haut caractére de vraisemblance.

Ainsi que je viens de le dire, l'apercu qui précéde ne suffirait pas
pour établir rigoureusement l'existence des solutions périodiques du 2°
genre. Voici comment nous y parviendrons.

Reprenons nos équations différentielles

do; dF dy, _ dF
dt Zl—g}_i’ at da;

et envisageons une solution périodique du 1* genre de période 7; quand
¢t augmentera de 7', y, et y, augmenieront de 2,7 et de #,T; je sup-
poserai comme plus haut:

T = 2m, 71y, = O.

Cela posé, de V'équation
F=70C

nous pouvons tirer z, en fonction de «,, ¥y, et y,; en remplacant x, par
la valeur ainsi obtenue, on trouve:

de, dI dy, 4Tl dy, ar

- dy,’ at — de’ dt — da,’

1

! TLes travaux récents de M. CANTOR nous ont appris cn effet (pour employer le
langage de ce savant géomdtre) quun cosemble peut &tre parfait, saus &tre continu.
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les seconds membres pouvant étre regardés comme des fonctions connues
de #,,7, et y,. Enfin en éliminant d¢ il viendra:

de, dy,
() nox, -7,

1

X et Y étant des fonctions connues de #,, y, et y,, périodiques de période
2z par rapport & .
Soit:
2= 0:(%)s Y= 0:(y1)

la solution périodique considérée qui sera de période 27 par rapport &
15 je suppose que cette solution périodique soit celle que nous avons
définie plus haut et qui était représentée approximativement sur la figure
du § 17 par la courbe fermée isolée de la surface O, = — ¢,. Ce sera
donc une solution périodique stable, elle admettra deux exposants carac-
téristiques a et — a égaux et de signe contraire et dont le carré sera
réel négatif.
Soit maintenant

Xy = 501(?/1) 4+ &, Y, = %(%) 4+ &

une solution peu différente de la premiére. Soient conformément aux
notations du chapitre III (1*° partie) B/ et B, les valeurs initiales de
£ et de & pour y, =0, et B + ¢, f, + &, les valeurs de & et de &, pour
y, = 2kz (k entier). La solution sera périodique de période 2kz si I'on a:

(10) ¢, = ¢, = o.

On sait que ¢, et ¢, pourront se développer suivant les puissances de
P et B, et que ces fonctions dépendront en outre de pu.

Si on regarde un instant 8, f, et g4 comme les coordonnées d'un
point dans D’espace, les équations (10) représentent une certaine courbe
gauche et & chaque point de cette courbe gauche correspond une solu-
tion périodique. Il est clair que ¢, et ¢, gannulent avec B, et f,; en
effet si I'on fait & = 0, § = o, on obtient, d'aprés la définition de &
et de &, une solution périodique de période 27 qui peut aussi étre
regardée comme périodique de période 2kz.

La courbe (10) comprend donc d’abord I'axe des p tout entier. Je
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me propose de démontrer que si, pour g = g, , ka est multiple de 2ir,
il existera une autre branche de la courbe (10) qui passera par le point

M= [, pr=o0, fr=0
et par conséquent que pour les valeurs de g voisines de g, il existe
d’autres solutions périodiques que & = &, = o.

Posons p1— p, = 2 et cherchons & développer ¢, et ¢, suivant les
puissances de (3, de §, et de A.

Calculons d’abord les termes du 1% degré par rapport & f3, et a f,.

Je dis d’abord que pour 1 = o, c/est & dire pour p = g, tous ces
termes sont nuls.

En effet supposons que les &€ solent assez petits pour qu'on en puisse
négliger les carrés. Nous avons vu dans la 1% partie que dans ce cas,
les & satisfont & un systéme de deux équations différentielles linéaires,
que nous avons appelées équations aux variations des équations (9).
Nous avons vu également que ces équations linéaires admettent deux
solutions remarquables; que la premiére de ces solutions est mnultipliée
par ¢“" quand y, augmente de 2z, et que P'autre est multipliée par ¢~

Pour A = o, ka est un multiple de 2ix de sorte que ™. et ¢~
sont deux racines %* de l'unité. Done nos deux solutions se reproduisent
quand 7, augmente de 2%kz. Comme l'équation est linéaire, la solution
générale est une combinaison linéaire de ces deux solutions remarquables,
et elle ne change pas non plus quand y, augmente de 2kz.

Comme ¢, et ¢, sont précisément les accroissements que subissent &,
et & quand y, passe de la valeur o & la valeur 2w, ¢, et ¢, doivent
étre nuls; mals cela n'est vrai que quand & et & (ou f, et f3,) sont
assez petits pour qu'on puisse en négliger les carrés; ce seront donc
seulement les termes de ¢, et ¢, qui sont du 1% degré en B, et 5, qui
geront nuls.

C. Q F. D.

Soient:
afy -+ 0B, les termes du premier degré de ¢,
cfy + eB, les termes du premier degré de ¢,.

Nous venons de voir que pour A =0

Acta, mathematica. 13, Imprimé le 18 octobre 1890. 31
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Soit encore pour A = o:

da , db 4, de de
= a= o a= ¢ N7

Je dis que

En effet I'équation en S
(@— S)e — 8) — bc = o
admet pour racines: (cf. § 12)
§ =1 — ™", §=1— e,

pour A = o, ces deux racines sont nulles; si A est assez petit pour qu'on
puisse en négliger le carré, elles seront égales a:

L’équation en S:
(@@ — S)l¢g —8)— Ve =o

aura donc pour racines

du
S = + 2]1«7Zﬂ

et comme cez deux racines sont égales et de signe contraire on aura:
a + ¢ = o.

De plus «', ¢,V et ¢’ ne seront pas nuls & la fois en général. En effet

. . . . dua da ,, .
cela ne pourrait avoir lieu que si = était nul.  Or p, est une
d2 (

quantité choisie de telle sorte que a (qui est une fonction de p) soit

. du .
commensurable avec 2iz. Or -~ ne pourrait s'annuler pour toutes les
(1”'

/4 . .
valeurs commensurables de PR quen gannulant identiquement; alors «

&

serait une constante (qui devrait d’ailleurs étre nulle puisque a = o pour
= 0) ce qui n'a pas licu en général.
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Nous avons vu que pour A= o les termes du 1% degré de ¢, ct
de ¢, gannulent identiquement. Supposons qu'il en soit de méme des
termes du 2% degré, du 3° degré, etc., du m — 1° degré, mais que les
termes du m° degré mne s'annulent pas identiquement dans ¢, et dans ¢,
pour A=o0. Soit @, lensemble des terines du m°® degré de ¢, pour
A= 0; soit 6, l'ensemble des termes du m° degré de ¢, pour A= o.
Ainsi 6, et 0, sont deux polyndmes homogénes du m¢ degré en 5, et f,
et de ces deux polyndémes I'un au moins ne s'annule pas identiguement.

Posons:
&y = a23 + VI, + 0, + o,

¢y = Mp — a'A3, + 0, + w,.

Alors w, ct w, seront un ensemble de termes qui seront: ou bien du
(m 4 1)° degré au moins par rapport aux 5, ou bien du second degré
au moins par rapport aux B et du 1 degré au moins par rapport i 2,
ou bien du 1* degré au moins par rapport uux 8 et du 2" degré au
moins par rapport & A. ’

Je me propose de démontrer que I'on peut tirer des équations (10)

1

B et 3, en séries ordonnées suivant les puissances de A*' et dont tous

les termes ne sont pas nuls.
Mais il faut d’'abord que je démontre que T'on a identiquement:

b db,
ag, T ap =

1

En effet il existe un invariant intégral positif. Nous en concluons qu'il
existe une intégrale

V[/“ D&, , &)dE,d8,

qui a la méme valeur pour une aire quelconque appartenant & la portion
de surface sans contact y, = o et pour toutes ses conséquentes.

De plus la fonction @ est positive. Donc @(o, o) n'est pas nul;
en multipliant la fonction @ par un facteur convenable, nous pourrons

donc toujours supposer:
(o, 0)=1.
Mais le point:

& = ﬂl + S!’u & = ﬁz -+ ‘,—/’2, i, = 2kx
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est le k° conséquent du point:
& =/3)17 §2=ﬁ27 I, = 0.
On aura donc pour une aire quelconque:
0B+ b0, B+ B + A )aps + dt) = [ (B, £)BABe

d’ou Videntité:

1B, + d)dB, + &) dB + d)dB, + &)
(II) (p(ﬁl + Sl}l ’ ﬂ2 + ¢,2)[( (/ (Zﬂ1 : ) : tlﬂz : o Pdﬁg : /9(7191 - :I

= J)(ﬁl ? ﬂ)

Nous supposerons A = o, nous aurons donc:

¢y = 0, + oy, ¢y = 0, + w,.

Les 0 ne contiennent alors que des termes du m° degré et les o que des
termes du (m - 1)° degré ou de degré supérieur.
Il résulte de 1d que la différence:

OB+ ¢y fo+ o) — OB o)

ne contient que des termes du m° degré au moins par rapport a f et a
B.. Si Ton convient de négliger les termes du m® degré et de degré
supérieur, on pourra écrire:

Oy + &1s B+ o) = (B o)-

On aura, en négligeant toujours les termes du m° degré:

A3 + &) _ R d (/?-z + 91’2) o LA
g N TTuR” ag ! + dg,’
"5(/91 + 5'61) — f@ LZ(I‘S"Z + (/",:‘,) . @_g
d/92 dﬂz ’ dp; dﬁl

et

‘l(ﬁl - 9'/'1)(2(193 +iz)_‘l(/91 + 5!'1)d(/?2 + 9!'2)____ 1 - iﬂl_ + iﬁs
g, ap, dp, g, dg, v dg,’
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de sorte qu'en identifiant dans lidentité (11) tous les termes de degré
inférieur & m, on arrive & la relation:

d/f
Dang le premier membre cette relation, nous ne devons conserver que
les termes de degré m — 1 au plus de sorte qu’il reste:
a6, | e,
clﬂ d’/92
Posons:
A=+ 771:;—1’ /91 =17, ﬁz = Ta%;
on voit que 6, ct #, deviennent divisibles par 7™ et o, et w, par 7"}, de
sorte qu'on peut poser:
01 — ,)777119;’ 02 —_ 771110;’ —_ 77m+1 My = 77m+1 Cl);,
d’ou:
b= £ (@ + Up) + 70+ 7o,
S”"l — i 77711(0/7,1 — “'7’2) + ,omﬁé + 7]m+1 (Oé,

de sorte que nos équations (10) peuvent étre remplacées par les suivantes:

+ (@ + V) + 6 —1—77(01:0,

(12)
+ (¢ — ') + 05 4 9oy = o.

Je dis qu'on peut tirer de ces équations y; et p, en séries ordonnées
suivant les puissances de 7 ¢t sans que ces séries soient identiquement
nulles. l
En vertu du théoréme 1V, § 2, il nous suffit pour cela d'établir:
1°% Que les équations (12), quand on y fait y = o, admettent au
moins un systéme de solutions réelles:

0 0

1= T1s Te = Te-

2°, Que si lon fait:

7 =0, 7= 715 72 = I
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le déterminant fonctionnel des premiers membres des deux équations (12)
par rapport & y; et y, n'est pas nul.

Cela revient & dire que, pour les équations (12) réduites par la sup-
position. de » = o, la solution

n=n nr=rn
doit étre une solution simple.
Mais en vertu des théorémes V et VI du § 2 et de leurs corollaires,

on peut encore développer j, et y, suivant les puissances de y, quand
méme cette solution serait multiple, pourvu que lordre de multiplicité
soit impair.
Nous sommes donc conduits & envisager les équations:
( ) + (“Iﬂ + b,)’2) + 6, = o,
I3
+(n—ap) 4+ 6=0

et nous devons chercher &4 démontrer que ces équations admettent au
moins une solution réelle d’ordre impair.
De ces équations nous pouvons tirer la suivante:

(14) @+ V)0 — (0 — ¢)fi =0

qui ‘est homogéne et dont on pourra par conséquent tiver le rapport 2.
- 2

Il est clair que 4] et @, sont formés avec y, et y, comme 6, et 4,
avec f, et B,; on aura donc:

as, |
dy, © dyy

Cela prouve qu'il existe un polyndéme f homogéne et de degré m -+ 1
en 7, et vy, et qui est tel que:

., df . df
0, =L Oy =—3-

De méme si nous posons:

I ! ’ 7,0
fo =307 + 20— ¢1i)
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il vient:

9
dr,

’ ! CZ 14
ah+bh=£w ¢r— €, =
2
de sorte que l'équation (14) peut s'écrire:

df, df df, df

drody,  didp,
Congidérons V'expression:
=L

-1 °
1

Elle est homogéne et de degré o par rapport & 7, et r,; elle ne dépend

-~
-

donc que du rapport Je dis que le dénominateur f; ne peut jamais

~
13

gannuler.
En effet I'équation:

(@@ —8)(e — 8)— ¥ =o
doit avoir ses deux racines imaginaires, d’ou:

ae — Ve = —a?—bce <o
d’out:
a*+ b >0
H

ce qui prouve que la forme quadratique f, est définie. L’expression H
ne peut donc jamais devenir infinie. Elle admettra donc au moins un
maximum. Pour ce maximum on devra avoir:

drydy,  dr,dy,

Ainsi équation (14) admet au moins une racine réelle. Elle sera en
général simple. En tout cas, elle sera toujours d’ordre impair, car un
maximum ne peut correspondre qu’a une racine d'ordre impair.

Nous avons tiré de I’dquation (14) le rapport [

'; nous pouvons donc
T2

poser:
71 = 01U, Ty = Oy,

0, et 0, étant des quantités connues.
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Il nous reste maintenant & déterminer #. Pour cela dans la pre-
miére des équations (13) je remplace j; et 5, par dyu et dyu, il vient:

0{ - u’”ﬂ{’, ﬁ; — %mﬂé',

" étant formé avec J, et J, comme §; avec y; et py; d'olt:

(15) + (&6, 4 V') + 4w = o.

Cette équation doit déterminer w; si m est pair elle aura une racine réelle;
si m est impair (et c’est d’ailleurs ce qui arrivera en général) elle aura
deux racines réelles, ou pas de racine réelle; elle aura deux racines
réelles st ) et +(a'0, + U'3,) sont de signe contraire; mais on peut
toujours grace au double signe +, s'arranger pour qu’il en soit ainsi.

L’équation (15) admet donc au moins une racine réelle. De plus
cette racine est simple. Il n'y aurait d’exception que si

a'd, + bo,=0 ou 6 =o.
Mais dans ce cas on remplacerait 1'équation (15) par la suivante:

+ (¢'6y — a/'6y) + 0w = o.

Il 'y aurait donc plus de difficulté que si on avait & la fois:
y
a0, + U6y = cd,— da'dy =0
ou bien
’7 o
g/ = 6, = o.
La premiére circonstance ne peut pas se produire, & cause de l'inégalité:
a® 4 U'cd > o.

La seconde circonstance pourrait au contraire se présenter. Il peut se
faire que l'équation (14) admette une racine telle que #] = 6, = o. Mais
je dis que dans ce cas l'équation (14) admettra encore au moins une
racine pour laquelle cette circonstance ne se produira pas.

En effet on a identiquement:

nf = 1,0, — 116;.
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Si done:
g — 0, — o

on aura [ ==0 et puisque f, n’est jamais nul
H=o.

Il peut se faire en effet que I'expression H admette o comme maximum
ou comme minimum. Mais cette expression n’est pas identiquement nulle
puisque 6; et #; ne sont pas tous deux identiquement nuls; de plus elle
reste toujours finie; elle devient donc soit positive, soit négative; si elle
devient positive, elle aura un maximum positif et différent de o; si elle
devient négative elle aura un minimum négatif et différent de o.

Ainsi T'équation (14) admet toujours au moins une racine réelle
d'ordre impair telle que 6;' et 6, ne g'annulent pas & la fois.

Donc les équations (13) ont au moins une solution réelle d’ordre
impair.

Donc on peut trouver des séries qui ne sont pas identiquement nulles,
qui sont développables suivant les puissances fractionnaires positives de
#—p, et qui satisfont aux équations (10) quand on les substitue & 3
et f3,.

Donc il existe un systéme de solutions périodiques de période 2kz
qui pour g = g, se confondent avec la solution

Ty = 591(%)7 Ty = 902(?/1)'

Ce sont les solutions périodiques du 2° genre.

§ 21. Divergence des séries de M. Lindstedt.

Je voudrais terminer 'exposé des résultats généraux de ce mémoire
en appelant particuliérement l'attention sur les conclusions négatives qui
en découlent. Ces conclusions sont pleines d’intérét, non seulement parce
qu'elles font mieux ressortir I'étrangeté des résultats obtenus, mais parce
qu’elles peuvent, en vertu précisément de leur nature négative, s'étendre
immédiatement aux cas plus généraux, tandis que les conclusions positives

ne peuvent se généraliser sans une démonstration: spéciale.
Adeta mathematica. 13. Imprimé le 21 octobre 1890,
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A\l

Je me propose d’abord de démontrer que les séries proposées par
M. LinpsTEDT ne sont pas convergentes; mais je veux auparavant rappeler
en quoi consiste la méthode de M. LiwpstEDpT. Je I'exposerai, il est vrai,
avec des notations différentes de celles qu'avait adoptées ce savant astro-
nome, car je désire, pour plus de clarté, conserver celles dont jai fait
usage plus haut. '

Mettons les équations de la dynamique sous la méme forme que
dans la seconde partie du présent mémoire et écrivons:

de,  dIf de, 4l dy, _ dF dy, ar

WS @ d @ @ dm

F gera une fonction donnée des quatre variables z,, z,,y, et y, et nous

aurons:
F =TF, + pF.

F, sera une fonction de #, et de =,, indépendante de y, et de y,; p sera
un coefficient trés petit, de sorte que p#, sera la fonction perturbatrice.

C'est cn effet sous cette forme que se présentent les problémes de
la dynamique et en particulier les problémes de la mécanique céleste.

St p était nul, #, et x, seraient des constantes. Si p n’est pas nul
mais trés petit, et quon appelle & et & les valeurs initiales de =, et
de ,, les différences x, — & et z, — &, seront du méme ordre de gran-
deur que p.

Si donc nous appelons #, et 5, les valeurs de —-ZF"

ar,
et de ""'d—

2, %,

pour #, = &, %, = &, les différences:

7
—i——"—%l et ————g——?ﬂ——-%

2
%, %,

seront du méme ordre de grandeur que g, ce qui nous permettra de
poser:

ar
— c—l—wjo — Ny = P (ml ’ w2),

ar
""d?: — Wy = ﬂ§92(971 ’ xz)a

¢; et ¢, étant des fonctions de z, et de x, qui ne sont pas trés grandes.
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Les équations du mouvement s'écrivent alors:

de,  dI, dw,  dF,

a =y @ T Py,

dy, ar, dy, ar,
gf— Ty +#<¢1"—d7;1“>7 A +/‘<?’2 d1;2>.

Supposons maintenant que %, %,, ¥, , ¥, au lieu d'étre regardés di-
rectement comme des fonctions de ¢ soient rcgardés comme des fonctions

de deux variables:
w, et w,

et que l'on pose:

wl = Alt + (T)l, w2 = )\2t + (T)go

@, et @, seront des constantes d'intégration arbitraires; A, et A, seront
des constantes que la suite du calcul déterminera complétement.
Les équations du mouvement deviennent alors:

ar,
Alolw + Azclfw /oly =%
dF,
Aldw +A)’dw ﬂt_i—'c];_o’

d
yl + Ay dyl 0y — ﬂ(fpl _'"El> = 0,

dy dy
@Y. + A2d 2 _._m-——)a(goz—-(ﬁ> = 0.
Posons maintenant:

wy = o} + pwr + w00} + el 4.
%, = w5 + poy + g + w0 4.,

) Yo— =gy Y ,
Yo—Wo=pfs + p%5 + .o ,
A= 20k gl g ,

A=+ ph+ 8+ ol
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Je suppose que les coefficients A} sont des constantes et que les
coefficients y; et «; sont des séries trigonométriques ordonnées suivant
les sinus et les cosinus des multiples de w, et de w,.

Je supposerai d'ailleurs comme je l'ai toujours fait jusqu'ici que 7}
est une série trigonométrique dépendant des sinus et cosinus des multiples
de y, et de g, et que les coefficients de cette série sont des fonctions
holomorphes de z; et de z,.

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des équations (1)
je substitue & la place de A, A4, 4, ¥, 4, et 2, leurs valeurs (2), jaurai
quatre fonctions développées suivant les puissances croissantes de p et il
est clair que les coefficients des diverses puissances de g seront des séries
ordonnées suivant les lignes trigonométriques des multiples de w, et w,.

J’appelle:

O, @y, &y et @
ces quatre fonctions.
Cela posé, le théoréme de M. LinDSTEDT consiste en ceci:
Il est possible, quelque grand que soit g, de déterminer les 29 - 2

constantes
0 1
I)Al7 "'7A(‘]{7

0 1
2’127""Ag7

et les 4q séries trigonométriques:

0 7
Ly Ty,
0 7
Dy yveey By
1 7
Y15 -4 Y1)

1
. Y5 -5 Y55
de facon & annuler dans

! 4
O, Dy, D7 et @
les termes indépendants de p et les coefficients des g premiéres puis-
sances de g, de facon, en d’autres termes, 4 satisfaire aux équations du
mouvement aux quantités prés de lordre de pf*.

On trouve d’abord:

A =n, A = 1y, o =& -+ o, r, = &, + o,
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o, et ®, c¢tant des constantes d'intégration que nous supposcrons de
Pordre de p.
Supposons que l'on ait déterminé par un caleul préaluble:
Ag’)‘},.‘.,lg_l’
] 1 —1
By By yveny @i s

—1
Yigooos Y

et que lon sc propose de déterminer

A, A, o), of, 7, vl

Pour cela, écrivons que le coefficient de p? est nul dans @,, @, ¢t @, @;.
Il vient:

dad da?
ﬁld : + 72d,wl = Xu

2"]'72

H
B

dwo “

(3) d dy?
’11 1
J +'72 y +)‘Q=Y17

dyl

(lz/
2 + 2d;02 + /1% = 172)

X,,X,, Y, et ¥, étant des fonctions connues.
X,,X,, Y, et ¥, sont des séries trigonométriques en w, et w,.
Pour que lintégration des équations (3) soit possible, il faut:

1

w T . .
° que le rapport -2 soit incommensurable, ce qu’il est toujours per-

mis de supposer.

2° que dans les séries trigonométriques X, et X;, les termes tout
connus soient nuls. Il en est effectivement ainsi, mais la démonstration
de ce fait important est délicate et ne saurait trouver place ici; je me
borne a dire qu'elle doit étre fondée sur Vemploi des invariants intégraux.

3° que dans les séries trigonométriques ¥, et ¥, les termes tout
connus se réduisent & A et AL; comme Al et A} sont deux inconnues, nous
déterminerons ces inconnues par cette condition.
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L'intégration des équations (3) est alors possible. Leur intégration
introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle,
nous aurons ainsi quatre constantes d'intégration de plus; nous leur don-
nerons des valeurs quelconques et nous ne conseryerons d’autres constantes
arbitraires que w,, w,, @; et @,.

Ainsi les séries de M. LinpsTEDT sont des séries trigonométriques en
w; ¢t w,; elles sont développées suivant les puissances de p et aussi
suivant les puissances des deux constantes w,; et w,.

Ces séries d’aprcs le théoréme de M. LinpsTepT, satisfont formelle-
ment aux équations du mouvement. Si donc elles étaient uniformément
convergentes, elles nous donneraient I'intégrale générale de ces équations.

Je dis que cela w'est pas possible.

En effet supposons qu’il en soit ainsi et que nos séries convergent
uniformément pour toutes les valeurs du temps et pour les valeurs suffi-
samment petites de g, de w, et de w,.

Il est clair que A, et A, sont aussi des séries ordonnées suivant les
puissances de p, w; et w,. Pour certaines valeurs de w; et w, le rapport

A . . . )
< est commensurable. Les solutions particuliéres qui répondent & ces
‘1

valeurs des constantes d'intégration sont alors des solutions périodiques.

Nous avons vu plus haut que toute solution périodique admet un
certain nombre (Z’ea;posaizts caractéristiques. Voyons comment on peut
calculer ces exposants quand on posséde lintégrale générale des équa-
tions données.

Soit:
Ty = ¢1(t’w17 (02’(7’17(7)2)7 fBz:sz(t) wl)w2:(7)17(7)2))
?/1=¢{(t7‘017w27(017(7)2)7 yz=¢§(t7w17w27(7)1:(7)2)

cette intégrale générale.

Supposons qu'en donnant & ,, w,, @, et @, des valeurs déterminées
o), 0}, &, &, les fonctions ¢ , &, , &1, ¢; deviennent périodiques en ¢.
Pour avoir les exposants caractéristiques de la solution périodique ainsi
obtenue, nous formerons les seize dérivées partielles:
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de, de, dy, dy,
do, dw,

do,
do, dw, dy, dy,
ds,’ ds,’ d@,’ da,’
dw, dw, dy, dy,
do,’ do,’ do,’

do, dwv, dy, dy,

da, ’ da,’ da,’ da,

et nous y ferons ensuite

— 0 e 0 - - __ =0
O = Wy, Wy == Wy, W, = Wy, Wy == Wy
da, ' .
Alors 7, bar exemple prendra la forme suivante:
1
ds
T = ¢ 0,(1) + ¥ 0,(t) + ¢40,(t) + ¢ 6,(F),
1

les o étant des constantes et les  des fonctions périodiques.
Les o sont alors les exposants caractéristiques cherchés.
Appliquons cette régle au cas qui nous occupe. Nous avons:

Xy = ?1(‘01 y Wy, Wy, w').)a

¢, étant périodique. en w, et en w,.
Il vient alors:

Tl dn_d (@ g 0L dp),
da, dw,’ do, do, (de dw, ' dw, dw,) "
Les trois fonctions:
do, do, ok do, | dk do,
dw,’ do, do, dw, ' do, dw,

sont périodiques en w, et w, et par conséquent en 7.

On trouverait pour — et —~ des expressions analogues.
da, dw,
Cela prouve que les exposants caractéristiques sont nuls.
Done, si les séries de M. Lindstedt étaient convergentes, tout les

posants caractéristiques seraient nuls.

Do
[34
X
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Dans quel cas en est-il ainsi?
Nous avons vu plus haut la maniére de calculer les exposants ca-
ractéristiques (§§ 10 et 12).
Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca-
ractéristiques relatifs aux équations:
de; dF, ar, dy; _ dF, dF

— 1
I dw;

a dy THap @ T T dm

pouvaient se développer suivant les puissances de \/uz; nous avons appris
4 former l'équation qui donne le coefficient a, de \/u.

Rappelons comment se forme cette équation:

Nous avions posé dans le paragraphe cité

YO dﬁFo 2 d2F1

&7 Quiday, i Qydy

Dans ces dérivées secondes on suppose z, et x, remplacés par «) et 3,
pendant que gy, et y, sont remplacés par w4+ &, ,n,t + @, Cj est
donc une constante et By une fonction périodique de ¢. J'appelle b, le
terme tout connu de cette fonction périodique.

Posons ensuite:

0 0 - 0 0

ey = b, 0 + 0,0y, €y = b, O, 4 0,05y,
0 0 0 0

ey = b, Oy + 8,05, a9 by Oty + 0y, 5.

L’équation qui nous donne o, s'écrira alors:

I

&y — o €12
= O.
2
a1 Cog — O

Pour que cette équation ait toutes ses racines nulles, il faudrait que
l'on ett:
€+ €p =0

. .. AN .
! Iputile de rappeler ici que ces valeurs de !, @5 ,.%, , %, sont celles qui corres-
pondent d la solution périodique étudide; ce ne sont pas celles dont nous avons fait usage

. , 9.
plus haut dans Uexposé de la mdthode de M. LiwpstEpT. Le rapport 7——1 est done com-
2.
2
mensurable.
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N

et
() by O + 2030l + by Ch = 0.
Or on a comme je 'ai démontré dans le paragraphe cité
1,0y + 1,010 = 1,0y F 1,0, = O,
I1 faut donc pour que Videntité (4) ait lieu ou bien que:
(5) by =o0

ou bien que:
(6) ni 0y, — 2n,n,0), + 2205, = o.

Occupons-nous d’abord de la relation (5). Si nous faisons dans la
fonction perturbatrice ¥,

) = ), ry = @y, Y= mt + &y, Yo = Myl + @,

F, deviendra une fonction périodique de #. Supposons cette fonction
périodique développée en série trigonométrique, et soit ¢ le terme tout
connu; ¢ sera une fonction périodique de &, et @, et il viendra:
d*¢
&7 deday,

Nous devrong donc avoir:
<7) - = 0.

Nous pourrons toujours supposer que l'origine du temps a été choisi
de telle sorte que @, soit nul et que ¢ soit fonction périodique de @,
seulement.

De plus la relation (7) devrait étre (si les séries de M. LinpsTEDT
convergealent) satisfaite identiquement. Et en effet si 'on admettait la
convergence de ces séries, il y aurait une infinité de solutions périodiques

A ?ZI
correspondant a chaque valeur commensurable du rapport .
2

Si la relation (7) est une identité et si ¢ est une fonction périodique,
cette fonction devra se réduire & une constante.
Acte mathematicw, 13, Imprimé le 18 octobre 1830. 33
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Voyons ce que cela veut dire:
La fonction perturbatrice F, étant périodique par rapport & ¥, et &
Y, pourra s'écrire:

Fy = ZAmlmz cos (ml?/l =+ 7”2?/2) + Z—Bmlmg sin (mlyl + mz%)y

les m, et les m, étant des entiers, pendant que 4,, et B,, sont des
fonctions données de z, et de z,.
On aura alors

¢ = SA?HX,,,2 cos (m, &, + m,@,) + SB?,,I,,,2 sin (i, @, 4+ m,®,),

la sommation représentée par le signe S g'étendant i tous les termes

tels que
0y My + ByMy = O,

et A, ., et B, , représentant ce que deviennent A4
y remplace x, et x, par ai et «j.
Comme les termes périodiques doivent disparaitre de ¢, on aura

et B, . quand on

myme

0 0
Amguz = Bmxm, = 0.
Ainsi les coefficients 4,,, et B,, du développement de la fonction
perturbatrice doivent s'annuler quand on y donne & z; et & =, des va-

leurs telles que:

WMy -+ nyMy = O,
Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport :—’ des valeurs com-
2
mensurables sans introduire dans la fonction perturbatrice F, des termes
séculaires. .

Il est clair qu'il n’en est pas ainsi dans le cas particulier du probléme
des trois corps que nous avons examiné et quwon n'y peut donner au
rapport des moyens mouvements une valeur commensurable sans intro-
duire dans la fonction perturbatrice des termes séculaires.

Passons maintenant & la condition (6) qui peut s'écrire

(i
)

= 0.

dF\* d*F, 2 dF, dF, d'F, (% 2 d*F,
<daz2> det — ©de, de, dw,ds, dw1> dwj
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Elle exprime que la courbe
Fy(z, , %) = const.

a un point d’inflexion au point z, = 2%, z, = 23.
Comme cette condition doit étre remplie pour toutes les valeurs de

. 7
2] et de x5 qui correspondent a un rapport = commensurable, la courbe

2
Fy(x, , 4,) = const. devra se réduire & un systéme de droites.

Cest un cas particulier que nous laisserons de cdté; car il est
évident que rien de pareil n’arrive dans le probléme des trois corps.

Ainsi, dans le cas particulier du probléme des irois corps que nous
avons étudié et par conséquent aussi dans le cas général, les séries de
M. Lindstedt ne convergent pas uniformément pour toutes les valeurs des
constantes arbitraires d'intégration qu'elles contiennent.

§ 22. Non-ewistence des intégrales uniformes.
Reprenons nos équations de la dynamique avec deux degrés de liberté:

— I e—— (i=1, 2)

Ces équations admettent une intégrale:
F = const.

Cette intégrale F' est une fonction analytique et uniforme de z,, %,,%,¥,
et p; périodique de période 27 par rapport & y, et & y,.
Je me propose de démontrer qu’il n'existe pas dautre intégrale
jouissant des mémes propriétés.
Soit en effet:
@ = const.

une autre intégrale analytique uniforme par rapport aux z, aux y et &
p et périodique par rapport aux y.
Soit:
z; = pu(t), %, = @a(1), Y1 = ¢5(t), Yo = ¢u(?)
une solution périodique (de période T') de mnos équations différentielles.
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Soit:

2o
2]
0o

Xy == 591(f'> + &, o= 992(t) + &, nh= §03(t> + &, Y= 504(t> + &.

Soit @, la valeur de & pour f= o; soit §, 4 ¢, la valeur de & pour
t = T; nous savons que les ¢ sont développables suivant les puissances
croissantes des . Considérons I'équation en §:

d;‘91 dlgz dﬂs dﬂ-i
W, A g A g,
d:‘91 dlgz dﬂs (1[94 —0
a, A M g g
ap, g, ap, dap,
a, Ay A A g
ag, as, ag, @,

Les racines de cette équation sont égales &

6aT_ 1,
les a étant les exposants caractéristiques; deux de ces racines sont donc
nulles, et dans le cas particulier du probléme des trois corps que nous
traitons, les deux autres racines doivent étre différentes de o.

Je remarque d’abord que nous avons:

@d% aF dd, 4. 4F dF dg, | dF dd, —0
T35 T ands Tdyap Tdgas O

(1) (i=1,9,3,4)
a0 dg, | a0 dg, | 4Dy, | A0 AP, _

de, dp; T dw, dg; T y, 48 © dy, dB;

Dans les dérivées de F et de @, =, 4,,y; et y, doivent étre remplacées

par ¢u(T), ¢a(T) s ¢5(T) 5 2u(T)-
On peut en conclure ou bien que l'on a:

dF dF dF d4F
do, _ du, _ dy, _ dy,

(2) a0 dd_d®  do
Ly dy: dy,
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ou bien que le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux B est nul
ainsi que tous ses mineurs du 1% ordre.
D’autre part on a, en désignant pas ¢;(¢) la dérivée de ¢,(¢):

(793 Js_,/ (79/ t.‘lg, i,

(3) 78 ¢ 1( ) + 77 ag, " :( ) =+ 679 ( ) + d? 21 (O> = 0, (=1,%%4 .
ar dF aF

" 2o 910) + g 2(0) + 5 ¢ ()+dJ ¢:(0) = o,

4
ad |, a0 do o a0
o £10) + o £3(0) + 77 #4(0) + 5 ilo) = o

De ces équations on peut conclure par un calcul trés simple dont on
trouvera plus loin le détail que si les équations (2) ne sont pas satisfaites:
ou bien on aura:

(5) ¢1(0) = ¢3(0) = ¢1(0) = ¢i(0) = o5

ou bien I'équation en § aura trois racines nulles (les quatre racines
devraient méme étre nulles, puisque les exposants caractéristiques sont
deux & deux égaux et de signe contraire).

Or nous savons que l'équation en S n'a que deux racines nulles;
d’autre part les équations (5) ne peuvent étre satisfaites que pour certaines
solutions périodiques trés particuliéres (je veux dire pour celles qui sont
étudiées dans la Mécanique céleste de Laplace, livre X, chapitre VI) et
ot le troisiéme corps décrit comme les deux premiers une circonférence.

Les équations (2) devront donc étre satisfaites. Elle devront 1'étre
pour:

@y = §91(T>7 Ly = 952(T)) W = ¢3<T;: Y = 9"4<T)' ‘

Mais comme lorigine du temps est restée arbitraire, elles devront I'étre
également quel que soit ¢ pour: :

z = @4(t), By = (1), Yy = ¢5(t), Ys = @u(t).
En d'autres termes, elles le seront pour tous les points de toutes les so-
lutions périodiques. Je dis maintenant que ces équations sont satisfaites
identiquement. Posons par exemple:

dd)dﬁ’ dodr
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Il est clair que f sera encore une fonction analytique et uniforme; on
aura = o pour tous les points de toutes les solutions périodiques. Je
veux établir que f est identiquement nul; pour cela je vais montrer que
I'on a identiquement pour p = o:

En effet considérons une solution périodique quelconque du 1° genre; soit:

z = ¢:1(t, 1), By = ¢5(t 5 ), Yo = 0s(t, s Yo = 2u(t 5 1)

cette solution; les fonctions ¢ seront développables suivant les puissances
de 4 et quand p tendra vers o, elles tendront respectivement vers:

0 0 — o
Xy, Ly, Bt -+ @y, Byt + @y

4 K . ~—
(2} et x5 étant des constantes telles que = soit commensurable et @, -et
2

@, les quantités définies dans le § 11). Tant que p n’est pas nul on aura:

Flen(t, 1)y oa(t, 1), o5ty ) 9u(t, )] = 0.

Mais la fonction f étant analytique et par conséquent continue, on aura
encore pour g = O (bien que pour p = o les exposants caractéristiques

gannulent):
f(xgaxg7”1t -+ @, , %yt -} @) = O.

Mais si I'on considere un systéme quelconque de valeurs de », et de ,
on pourra toujours trouver un systéme 27 et xj qui en différera aussi
peu que l'on voudra et qui correspondra & une valeur commensurable de

7 .
-+, Soit alors:
’Il'2
nl

.\»I’}u

’
Ty 2

A, et A, étant deux entiers premiers entre eux. Nous choisirons ¢ de

fagcon que:
mt + & = iy + 2kz. (k entier)
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On aura alors:
P
Nyt + @, = 7’—(3/1 + 2kz — &) + @,.
b3

Si nous posons:
0t + @, = ¢y + 2k'w I’ entier
9 2 Yo
on devra avoir:
0 0 113 0
f(%;%:?/l)%) =

Etant donnée une valeur quelconque de y,, on peut choisir les entiers &
et %' de telle fagon que la différence y, — y5 soit plus petite en valeur

2n . . ..
absolue que 5 Mais nous pouvons toujours choisir 27 et 25 de facon
1

que ce systeme de valeurs différe aussi peu que l'on veut de z, et de z,,
et que le rapport % tout en étant commensurable soit tel que le nombre

entier A soit auss1 grand que lon veut. Par conséquent, étant donné
un systéme quelconque de valeurs de #,,#,,¥y, et y, on pourra trouver
un systéme de valeurs qui en différera aussi pen qu'on voudra et pour
lequel f sera nul. Comme la fonction f est analytique elle devra donc
étre identiquement nulle pour x4 = o.

Cela posé, comme

fledt, ] =o

quels que soient ¢ et p; il vient, pour tous les points de la solution
périodique:

af de, | df de, | df dp, | Of do,
+dw du +dm dy +dJ dp +0Z_/2d/,e -
Cette relation sera vrale en particulier pour
L =0, Ty = @1, Ly = Ty, Y= mt + @y, Yo = 150 + By.

Mais, quand g est nul, f est identiquement nulle, par conséquent ses
dérivées par rapport aux 2 et aux y sont nulles. On a donc:

af

dp=o

pour g =0, =),y =nt -+ @; et on en conclurait comme plus

af

haut que 0 est identiquement nul pour g = o.
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On démontrerait de la méme maniére que % , et lex autres dérivées
1t
de f par rapport &4 p sont nulles pour p = o.

Done la fonction f est identiquement nulle et les équations (2) sont
des identités.

Mais, il en est ainsi, cela veut dire que @ est une fonction de F,
et que les deux intégrales @ et F ne sont pas distinctes.

Nos équations mne comportent donc pas d’autre intégrale analytique
et uniforme que F' = const.

Quand je dis que ces équations n'admettent pas d'intégrale uniforme,
je ne veux pas dire seulement qu'elles n'ont pas d’intégrale qui reste
analytique et uniforme pour toutes les valeurs de z, de y et de p.

Je veux dire qu'en dehors de I'intégrale I”, ces équations n'admettent
pas d’'intégrale qui reste analytique, uniforme (et périodique de y, et y,)
pour toutes les valeurs de y, et de 7, et pour les valeurs suffisamment
petites de g, quand #; et x, parcourent un domaine quelconque, si petit
d’ailleurs que soit ce domaine.

On sait que Bruxs a démontré qu'en dehors des intégrales connues,
le probléme des trois corps nadmet pas d'intégrale algébrique. Ce ré-
sultat se trouve donc conformé par une voie entierement différente.

J’al annoncé plus haut que les équations (1), (3) et (4) entrainent
forcément une des trois conséquences suivantes: ou bien les équations (2)
sont satisfaites, ou bien ce sont les équations (5), ou bien I'équation en
S a au moins trois racines nulles.

En effet formons la matrice suivante & 4 lignes et 5 colonnes

ddy ddy ddy dd;
6 ¢y Q¢ Gy U@ ' . (1=1,2,3,4)
(6) H 3, a6, ag, ap, )

Si les équations (1) et (4) sont satisfaites sans que les équations (2) le
solent, nous devons conclure que tous les déterminants obtenus en suppri-
mant dans cette matrice deux colonnes et une ligne sont nuls.

Si maintenant on fait subir & 2,,%,,y, et y, un changement liné-
aire de variables, les ¢ et les # subiront ce méme changement linéaire
et la matrice (6) pourra étre simplifiée.

On peut toujours supposer qu'on a choisi ce changement linéaire de
telle sorte que
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dg; .
d[ﬁ-_o pour ¢ < k.

Alors les produits trois & trois des quatre quantités

d¢1 d¢2
J

dd, dgd,
dlgl ’ d 2

ag, * ap,

sont tous nuls, d’olt il suit que deux au moins de ces quantités sont
nulles. On peut toujours supposer que le changement linéaire a été

d ¢3 et %
(/ [?3 (l/94

choisi de telle sorte que ce soient qui soient nuls.

. ., dd dd,
Si en outre une des deux quantités —-* et -t

S 2}
) a5 est encore nulle,

Péquation en S aura trois racines nulles.
Si au contraire aucune de ces deux quantités n'est nulle, les équa-
tions (3) permettent de conclure que

¢1(0) = ¢3(0) = o.

En supprimant dans la matrice (6) la 3° et la 4" colonme et la 3° ligne,
ou bien la 3° et la 4° colonne et la 4° ligne, il vient:

I

dS'I,l ‘Zs'/'s ’ _— (79/'1 d§!'2 ' e
a8, ag, $2©) = 75, 75, #1(©) = 03

ce qui ne peut avoir lieu que si
¢1(0) = ¢3(0) = ¢;3(0) = ¢i(0) = o,
cest & dire si les équations (5) sont satisfaites; ou bien si

dd
L'—O on

ag,

ag, _
ag, @

c’est & dire si 'équation en § a trois racines nulles.

C. Q F. D.

Acte mathematica. 13. Imprimé le 21 octobre 1890. 34
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CHAPITRE IV.

Tentatives de généralisation.

§ 23. Probléeme des n corps.

Est-il permis d'espérer qu’on puisse étendre les résultats précédents
aux cas ont les équations de la dynamique comportent plus de deux
degrés de liberté et par conséquent au cas général du probléme des n
corps?

(Cest possible, mais ce ne sera pas sans un nouvel effort.

Je croyais, en commengant ce travail, que la solution du probléme,
une fois trouvée pour le cas particulier que jai traité, se généraliserait
immédiatement sans qu'on ait 4 vaincre aucune difficulté nouvelle en
dehors de celles qui sont dues an nombre plus grand des variables et a
Pimpossibilité d’une représentation géométrique. Je me trompais.

Aussi croissje devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles
qui s'opposent a cette généralisation.

Sil y a p degrés de liberté, Ia situation du systéme peut étre re-
présentée par la position d'un point dans lespace & 2p — 1 dimensions.
La plupart des conclusions de la premiére partie sont encore vraies et
n'ont & subir aucun changement. Il existe donc une infinité de solutions
périodiques représentées par des trajectoires fermées ct sc classant en
stables et en instables, ou méme en catégorics plus nombreuses, d'aprés
la nature de leurs exposants caractéristiques. Il existe aussi une infinité
de solutions asymptotiques.

J’ai cherché également & étendre au cas général le caleul du § 17
en laissant de c6té la question de convergence. Les séries qu'on obtient
de la sorte peuvent en effet, méme lorsquelles divergent, étre utiles dans
certains cas aux astronomes et peut-étre guider les géométres vers la so-
lution définitive.
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Supposons trois degrés de liberté et reprenouns les équations (1) du
§ 11 en faisant les mémes hypothéses que dans ce paragraphe.
Cherchons ensuite trois fonctions de ¥, , ¥,, ,:

Xy = (pl(% sy Yas 3/3),
Ty = 4)2(3/1 s Ya s ?/3);
Ty = @3(3/1 » Yoo ys)y

satisfaisant aux équations:

de, dF do, JF de, dF dF
dy, dz, g, T dy,de, Ty, = @
le, AF lae, A T, dI7 d I
i, ax, al cfc2¢11+ 4=o’

a,

do, dF Az, dF dx, dF dF
dy, @, T dy, o, T dy, Ty, =

ou, ce qui revient au méme, aux équations:

do, de, de,  de,
dy, dy,’  dy,  dy,’

3

de,  da,

O —t =3,
F=0 dy,  dy,

Nous supposerons que =, &,,.r, peuvent se développer suivant les
puissances de g ou de u et que pour g = o, elles sc réduisent & des
constantes af, a} , x3.

Nous poserons ensuite comme plus haut:

ar, aF ar,

== — — = ——

=5 = 2 = ] = 0o
da) 1 d.g 2’ dazy 3

Si entre #,,n,,n, il n'y a aucune relation linéaire a coefficients
entiers, on peut développer @, x, ct r, suivant les puissances de p;
chaque terme est périodique & la fois par rapport & y, & y, ct o y,.
Mais il s'introduit de petits diviseurs.
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Si entre n,,n, et n, il y a unc relation linéaire et une seule &

coefficients entiers:

3
m Ry - My, 4 m, = O,

les calculs peuvent se poursuivre absolument comme dans le § 18. Les
trois fonctions r,,«, et x, se développent suivant les puissances de u
et elles sont au moins doublement périodiques, je veux dire qu’elles ne
£ P, aQ P ” 4 i) 2 s ’ 1 2

changent pas quand y,, y, ¢t y, angmentent d’un multiple de 27 de telle
fagon que my, + m,y, -+ m,y, ne change pas; il y a encore de petits
diviseurs.

Il reste un troisiéme cas, le plus intéressant de tous, qui est celui
ou il y a entre n,,n,,n, deux relations linéaires a coefficients entiers:

M1y - W0, - gn, = O,

Ny Ay~ Mgty - Mgh, = O.
On peut alors développer z,,., et x, suivant les puissances de /u et de
facon que ces fonctions soient périodiques, je veux dire qu'elles ne
changent pas quand y,, 7, et y, angmentent d'un multiple de 27 et de
telle sorte que myy, -+ muy, + myy, et myy, -+ myy, + miy; ne changent
pas. Il n'y a plus de petits diviseurs, mais le calcul de ces fonctions
n'est pas sans certaines difficultés. _

En premiére approximation, la détermination de ces fonctions dépend
de Yintégration d'un systéme d’équations différentielles qui ont la forme
canonique des équations de la dynamique, mais avec deux degrés de liberté
seulement. Dans presque toutes les applications, ces équations dépendront
d'un paramétre trés petit par rapport auquel on pourrs développer, de
maniére qu'on pourra leur appliguer les conclusions des chapitres T et II
(1% partie).

Dans les approximations suivantes, on n'aura plus a effectuer que
des quadratures.

Ce n'est pas tout; le probléme des # corps présente des difficultés
spéciales qu'on ne rencontre pas dans le cas général. Sans doute ces
difficultés ne sont pas aussi essentielles que celles dont j'ai signalé plus
haut 'existence, et un peu d’attention doit permettre d’en triompher.

Mais jen dois dire ici quelgues mots.
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Dans le probléme des n corps, F, ne dépend pas de toutes les va-
riables linéaires x;; par conséquent, non seulement le hessien de F par
rapport aux variables z; est nul, mais le hessien d’une fonction arbitraire
de F, est encore nul. (Cf. page 121) OCela vient du fait suivant: si
/=0, c¢’est & dirc dans le mouvement Képlerien, les périhélies sont fixes.

Cette difficulté n’existait pas dans le cas que nous avons traité (1®
exemple, § 15) parce que nous avions pris pour variable, non pas g longi-
tude du périhélie, mais g —¢. Elle n'existerait pas non plus avec une
loi d'attraction autre que la newtonienne. _

Voici quelles en sont les étranges conséquences:

Nous avons vu qu'il y a deux sortes de solutions périodiques: les
solutions du 1% genre, dont mous avons parlé dans le chapitre IIL (1%°
partie) et qui subsistent quelque petit que soit p, et les solutions du 2¢
genre dont nous avons parlé dans le § 20 ¢t qui disparaissent l'une aprés
l'autre quand on fait déecroitre p.

Dans le cas du probléme des trois corps, si lon fait p = o, les
orbites des deux petits corps se réduisent 4 deux cllipses Képleriennes.
Que deviennent alors les solutions périodiques du 1 genre quand on
fait g = o? En dautres termes quelles sont les solutions périodiques
des équations du mouvement Képlerien? Les unes correspondent au cas
ol les deux moyens mouvements sont commensurables. Mais il en est
d'autres qu'il est plus malaisé d'apercevoir et sur lesquelles je dois
insister.

Si p =0, cest que les masses des deux planétes sont infiniment
petites et qu'elles ne peuvent agir 'une sur l'autre d’'une maniére sen-
sible, & moins d'étre & wne distunce infiniment petite U'une de Uautre. Mais
si ces planétes passent infiniment prés lI'une de l'autre, leurs orbites vont
étre brusquement modifides comme si elles g'étaient choquées. On peut
disposer des conditions initiales de telle facon que ces chocs se produi-
sent périodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui
sont de véritables solutions périodiques du probléme du mouvement Kép-
lerien et que nous wavons pas le droit de laisser de cité.

Telles sont les raisons pour lesquelles jai renoncé, au moins momen-
tanément, a étendre au cas général les résultats obtenus. Non seulement
le temps me fait défaut, mais je crois qu'une pareille tentative serait
prématurée.
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En effet, je n'ai pu faire encore du cas particulicr méme auquel je
me suis restreint une étude sufficamment approfondie. Ce n'est qu’apres
bien des recherches et des efforts que les géométres connaitront compléte-
ment ce domaine, ol je n'ai pu faire qu'une simple reconnaissance, et
qu’ils y trouveront un terrain solide d'ou ils puissent s'élancer & de nou-
velles conquétes.




ERRATUM. '

Page 187, ligne 9, aw lteu de

+| (@ >‘-';§ ot 2l et (o) e ]

lisex
10 d°F, 1ng OO F,
+ [ (dJ" + "('1 2d od 0 + (.CU2) (dil};)2].







