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Const. = o

und man hat daher fiir jeden Werth von u

13) 2 §l=r1.
A=0

Da alsdann keine der Grissen &,,...5, ihrem absoluten Betrag nach grosser als 1
werden kann, so existirt ein die Differentialgleichungen (1o0) befriedigendes System
reguldrer und reeller Functionen

14) So=Yo(u),...5n=Yn(u)

deren Argument jeden beliebigen reellen Werth annehmen kann. Setzt man dann

15) t—1, =f<x &) mdu
0

so wird ¢ eine reelle Function von u, welche bestindig wachst, wenn u besténdig
wachsend das Interwall

—®, .+ ®

durchlduft. Dieselbe ndhert sich daher, wenn u beziehlich den Grenzen — o, 4+ «

unendlich nahe kommt, zwei bestimmten Grenzen T,, T',, zwischen denen die

Constante ¢, liegt, und es ist u eine Function von ¢, welche stetig wachsend von

— w zu + « iibergeht, wenn ¢ stetig wachsend das Interwall 7', ... 7T, durchliuft.
Setzt man dann

3!

16) %;,=i—+—~§—o, =T,...0

unter der Voraussetzung, es seien die Werthe, welche &, . .. &, filr { = ¢, annehmen,
so gewahlt, dass fiir diesen Werth von ¢ die Gleichungen §I6) bestehen, so sind
,,...x, die den Differentialgleichungen (1) unter den festgestellten Bedingungen
geniigenden Functionen von ¢.

Erster Teil des Berichts von Weierstrass iiber die Poincaré’sche Preisarbeit.

Von den ausgeschriebenen vier Preisfragen hat nur die erste Bearbeiter ge-
funden. Dieselbe war gestellt worden in der Hoffnung, dass sie sich mit den
gegenwirtig uns zu Gebote stehenden Hiilfsmitteln werde erledigen lassen. Diese
Hoffnung griindete sich auf folgende Erwigungen.
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In einem frei sich bewegenden Systeme materieller Punkte, welche einander
nach dem NEwToN’schen Gesetze anziehen, kann sich kein Punkt im Verlaufe
einer endlichen Zeit unendlich weit von dem Schwerpunkte entfernen. Dagegen
ist es moglich, dass der Abstand zweier Punkte unendlich klein werde, wenn sich
die Zeit einer bestimmten endlichen (positiven oder negativen) Grenze ndhert.
Es ldsst sich jedoch zeigen, dass dies ein Ausnahmefall ist, der nur unter ganz
besonderen Umstédnden eintreten und daher fiiglich unberiicksichtigt bleiben kann.
Unter dieser Voraussetzung sind aber die Coordinaten der einzelnen Punkte, wie
sich aus bekannten functionentheoretischen Sitzen ergiebt, wihrend eines Zeit-
raums von unbegrenzter Dauer eindeutige und stetige analytische Functionen der
Zeit; und solche Functionen konnen stets, und zwar auf mannigfaltige Weise in
Reihen von der in der Preisfrage geforderten Beschaffenheit dargestellt werden.
Es stand also fest, dass die Losung des vorgelegten Problems moglich sei. Dass
sie aber auch ausfithrbar sein werde, liess sich freilich nicht a priori annehmen.
Indessen konnte selbstversténdlich nicht die vollstindige Entwickelung der
Reihen, um die es sich handelt, sondern nur die Auffindung und Beschreibung
eines zur successiven Bildung ihrer Glieder dienenden Verfahrens verlangt werden,
und dass dies keine die Kréfte der Analysis iibersteigende .Aufgabe sei, dafiir
sprach — wie in den der Preisfrage beigegebenen Erliuterungen hervorgehoben
worden ist -—— was wir von den auf die Integration der dynamischen Differential-
gleichungen sich beziehenden Untersuchungen DIRICHLET's wissen. Denn so unvoll-
stindig dies leider auch ist, soviel geht doch jedenfalls daraus hervor, dass sich
mittels der von DiricHLET erdachten Methode, wenn wir im Besitze derselben
wiren, fiir jede der zu entwickelnden Functionen ein angeniéherter Ausdruck in
der Art miisste herstellen lassen, dass der Unterschied zwischen ihm und der
Function in einem festgesetzten, beliebig langen Zeitintervall eine vorgeschrie-
bene, beliebig klein anzunehmende Grenze nicht iiberschritte.

Dann aber wiirde man auch im Stande sein, die Function durch eine unbe-
dingte und gleichmiissig konvergierende Reihe darzustellen, also das vorgelegte
Problem in der vorgeschriebenen Form zu l6sen.

Indessen machen sich, wenn aus der Losung des Problems fiir unsere Ein-
sicht in die wahre Natur der Bewegungen der Himmelskorper eine wesentliche
Forderung erwachsen soll, noch andere, jedenfalls nicht leicht zu erfiillende For-
derungen geltend. Unter der im Vorstehenden angegebenen Voraussetzung ist die
Bewegung des betrachteten Systems von ewiger Dauer, und es kann der Abstand
je zweier Punkte im Verlaufe einer endlichen Zeit weder unendlich gross noch
unendlich klein werden.

Soll dies aber auch fiir einen unendlich langen Zeitraum gelten, so miissen
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Bedingungen erfiillt sein, welche sich bisher noch nicht geniigend haben feststellen
lassen, deren Erforschung aber stets als eine der wichtigsten Aufgaben der Me-
chanik des Himmels betrachtet worden ist und darum auch von jedem Bearbeiter
der Preisfrage als nichster Gegenstand der Untersuchung hétte in’s Auge gefasst
werden miissen. Wenn auch nicht zu erwarten, dass die schwierige Frage sich
vollstindig werde erledigen lassen, so durfte man doch hoffen, dass man wenig-
stens in Betreff der Stabilitit unseres Planetensystems zu einem sichern Resul-
tate gelangen werden. In Bezug auf den dabei einzuschlagenden Weg liess sich
im voraus auch nicht einmal eine Vermuthung aussprechen. Maoglicherweise kénnte
man zum Ziele kommen, wenn man, die Stabilitit des Systems voraussetzend, die
zu entwickelnden Functionen durch Reihen, in denen jedes Glied eine bestdndig
endlich bleibende und stetige Function der Zeit sein miisste, darzustellen ver-
suchte, und, wenn dies geldnge, die Convergenz der Reihen zu beweisen im Stande
wire. In der That haben namhafte Astronomen und Mathematiker in neuer
Zeit diesen Gedanken verfolgt und sind zu dem Ergebnisse gekommen, dass die
auf dem Schwerpunkt der Sonne bezogenen Coordinaten der Planeten oder auch
die verénderlichen Bahnelemente derselben durch Reihen von der Form

Z{Owa- .80 (6 + v, F v 0+ ) 8 ¥y, ¥4, ... ganze (positive oder

iy 92,...) negative) Zahlen
darstellbar seien, wo ¢ die Zeit, und ¢, ¢c,,..., Cy4, ... von ¢ unabhingige Grossen
bedeuten.

Indessen konnte nur nachgewiesen werden, dass den Differentialgleichungen
der Bewegung in dem betrachteten Falle unter gewissen Voraussetzungen durch
Reihen von der angegebenen Form formell geniigt werden kann; ob aber diese
Reihen convergent und die wahren Ausdriicke der darzustellenden Grissen seien,
war zur Zeit, als die Preisaufgabe ausgeschriecben wurde, eine unerledigte Frage,
auf die notwendig eingegangen werden musste.

In dem Vorstehenden habe ich die Gesichtspunkte angedeutet, welche bei
der Priifung der eingegangenen, unter N:r 7, 9, 10 verzeichneten Concurrenz-
schriften fiir mich massgebend gewesen sind.
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